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Resumen

En este documento se pretende explicar la teoria de Kaluza-Klein desde la pers-
pectiva de un graduado en Fisica sin conocimientos avanzados de relatividad general
o teoria cuantica de campos. Para ello, inicialmente se ofrecerd una base general de
geometria diferencial y los fundamentos de la teoria de la relatividad general. Una
vez proporcionada dicha base se explicard y trabajara con la teoria de Kaluza-Klein
para comprobar de forma natural cémo esta unifica gravedad y electromagnetismo
bajo un mismo marco tedrico; aunque también se observara cémo esta teoria fracasa
al incorporar elementos cudnticos. Finalmente, se hard un breve repaso bibliografi-
co sobre el impacto de esta teoria en las teorias de gran unificaciéon actuales que
han hecho uso de muchas de sus herramientas y, entre otras, sostienen la misma

pregunta: ;vivimos en un universo con dimensiones extras?
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1 Introduccion

Cuando Maxwell unificé electricidad y magnetismo se produjo la primera teoria de uni-
ficacién en Fisica. Durante los anos en los que se desarrollaban las teorias de la grave-
dad sélo eran conocidas estas 2 fuerzas: gravedad y electromagnetismo. En 1914 Gunnar
Nordstrém|[I] fue el primero en unificar ambas fuerzas a partir de una dimensién espacial
extra. Sin embargo, Nordstrom plante6 dicha unificacién bajo su propia teoria de la gra-
vedad, una versién incompleta de lo que anos mas tarde fue la Relatividad General de

Einstein.

Cuando Einstein consiguié dar con las ecuaciones de la teorfa de la Relatividad Ge-
neral la fuerza gravitatoria pasd a tener una teoria completa y firme sobre la que ser
estudiada, desde el punto de vista clasico. La teoria de la relatividad general y el elec-
tromagnetismo de Maxwell eran teorias compatibles si se juntaban las ecuaciones como
es el caso de la accion de Finstein-Maxwell; sin embargo, desde la comunidad cientifica
se intentaba encontrar un marco tedrico que realmente unificara estas teorias como una

misma entidad, como ya hizo en su momento Maxwell con el electromagnetismo.

Fue en 1921 cuando Theodor Kaluza [2] probé que si se suponia un espacio de 5 dimen-
siones (1 temporal, las 3 espaciales habituales y una dimensidn espacial extra) las leyes
de maxwell podian surgir como un elemento geométrico del espacio-tiempo. La teoria
originalmente no explicaba la presencia de cargas libres ni como podia existir dicha di-
mension extra, cuya presencia es empiricamente contraintuitiva. Cinco anos mas tarde,
en 1926, Oskar Klein [3] aporté un nuevo formalismo matemadtico a la teoria y propuso
una explicacién que daba sentido a la existencia de dicha dimension extra y por qué seria
inobservable. Esto supuso una revolucion pues abria las puertas a realmente una teoria

del todo, dentro del contexto histérico donde estas fuerzas eran todas las fuerzas conocidas.

Sin embargo, con la revolucién cuantica y el descubrimiento de las fuerzas nucleares
la teoria de kaluza-klein, que originalmente era un teoria clasica, quedo relegada a un se-
gundo plano. Principalmente, quedé descartada al comprobar las malas predicciones que

surgian al combinar esta teoria original con la mecanica cuantica.

No obstante, dentro de la comunidad cientifica siguieron haciéndose algunas pruebas
generalizando la teoria a mayores dimensiones ahora que se sabia que existian mas fuerzas
fundamentales y que, quizas, los problemas de la teoria de Kaluza-Klein original desapa-
rezcan una vez incluidas todas las fuerzas bajo el mismo marco. Esta forma de pensar
dio origen a la supergravedad y la supersimetria. Paralelamente, en la década de los 80

se desarrollaron las teorias de cuerdas que acabaron estando estrechamente ligadas a la



teoria de Kaluza-Klein.

En el siguiente documento se recorrera de forma pedagogica y directa los fundamentos
de esta teoria de forma ordenada. En primer lugar, se explicaran los fundamentos de la
relatividad general y las herramientas matematicas de la misma: geometria diferencial.
Después, se planteara la teoria de Kaluza-Klein que, como se verd, es una generalizacion
directa de la relatividad general a partir de unos planteamientos relativamente sencillos
que hacen uso de todas las herramientas originales de la geometria diferencial. Se repa-
saran tantos los aciertos de la teoria como sus errores. Finalmente, se harda un repaso
bibliografico sobre el impacto de esta teoria en la fisica actual, donde tiene un impacto

muy directo en las teorias de gran unificacion como las supercuerdas.



2 Notacion y documentacion bibliografica

Es importante senalar aspectos relevantes sobre la notacion empleada y la bibliografia
consultada a lo largo de la elaboracion de este documento. La bibliografia relacionada
suele presentar notacién muy variada y hay mas de un convenio de signos para realizar
calculos en espacios curvos; por eso es necesario aclarar aqui, antes de comenzar la lectura,

la notacién y convenios que se van a usar para que la lectura no se torne confusa.

La mayor parte de la informacién referente a Relatividad General ha sido extraida del
libro de texto del profesor Bert Janssen, de la Universidad de Granadal4]. La mayoria
de fuentes consultadas en la elaboracion de este trabajo no usaban los mismos criterios
para la métrica ni la misma notacion pero fueron adaptados para coincidir con los que
se emplean ahi, para asi mantener consistencia en todos lo cédlculos y la narrativa del
trabajo. Ademas de estos apuntes, se ha usado como material de apoyo un par de libros

de texto de la materia: uno de Ray D’Inverno[5] y otro de Derek F. Lawden[6].

Para la parte relacionada con teoria cuantica de campos la mayoria de la informacién
necesaria ha sido consultada en los apuntes[7] del profesor José Ignacio Illana, de la Uni-
versidad de Granada. No obstante, en el trabajo se hace referencia a las fuentes de las

que se han extraido resultados directamente.

Aparte de estos libros y apuntes se han consultado muchas méas fuentes en busca de
informacién (mayoritariamente articulos); a estas se haran referencias directamente a lo

largo del texto y apareceran citadas al final del documento.

Todas las imagenes han sido usadas citando las fuentes originales y conformes al uso

justo del copyright© al que estdn sujetas. En otras ocasiones son iméagenes de uso libre.

En cuanto a la notacion:

e Los tensores en 5 dimensiones van denotados con el simbolo (7). Por ejemplo, la

métrica en 5D: g,

e Los tensores en 4 dimensiones no llevan elementos distintivos. Por ejemplo, la métri-

ca en 4D: g,,.

e Se usan letras latinas para la parte vectorial. Al tratarse espacios de N dimensiones

estos indices no estéan limitados en sus valores.

e Se emplean letras griegas para valores de 0 a 3 (espacio 4D) y el indice 4 (dimensién

extra) se muestra explicitamente. Salvo cuando se indica lo contrario.



Se toma como criterio para las métricas lorentzianas el signo (+,-,-,-).

Se hace uso del criterio de sumacion de Einstein, donde dos indices repetidos arriba

y abajo implican una suma. Ejemplo: 9*9, = 8°9y — 0*0; — 820, — 903 =0

Se hace uso de unidades naturales, donde c=h=1.

Se empleard una notaciéon compacta con matrices 2x2 representando matrices 5x5.

En estas matrices los indices toman valores de 0 a 3.
En la parte de combinatoria:
e (), ,=Combinacién sin repeticiéon de m elementos tomando n.
e C'R,, ,=Combinacién con repeticién de m elementos tomando n.
e V), ,=Variacion sin repeticién de m elementos tomando n.
e VR, ,=Variacién con repeticiéon de m elementos tomando n.

También se emplean algin germanismo tipico del estudio de la Relatividad General y

sus generalizaciones:

e Ansatz: Significa solucion estimada y es un planteamiento inicial a la hora de abor-
dar un problema. Por lo general, dentro de Relatividad General, el ansatz consiste

en suponer una forma aproximada para la métrica g, .

e Ansitze: Plural de ansatz. Se empleard cuando se suponen dos ansétze: uno para la

métrica y otro para los vierbein.

e Vierbein: Significa tetrdpodo, se emplea este término en el caso de trabajar con
el formalismo de Cartan o formalismo de vielbein en referencia a los 4 vectores
ortogonales de la base del espacio tangente en 4 dimensiones. La generalizacion
da lugar a emplear otros términos como funfbein, que significa 4 patas. El término
vielbein es véalido para cualquier nimero de dimensiones ya que su significado es

maultiples patas.



3 Fundamentos de geometria diferencial

3.1 Espacios vectoriales. Espacio Dual. Norma. Tensor Métrico.

Distancia.

Para definir el vector de posicién de un punto arbitrario |z) dentro de un espacio vecto-
rial RY sélo es necesario definir arbitrariamente un origen O, una base {|e;)} y conocer
las componentes ¢ de la descomposicién de x en esa base. Las componentes z° de la

descomposicién de |x) en la base {|e;)} son tnicas y lo definen completamente de la forma
lz) =2t |er) + 2% |ex) + ... + 2V |eny) = 2" |e;) (3.1)

donde se estd empleando el criterio de sumacién de Einstein. Analogamente, se puede

escribir en forma de vector columna

2y = (3.2)

La base {|e;)} ha sido elegida de forma arbitraria, por lo que se podria elegir una
base diferente {|e;)}. Los elementos de la nueva base se pueden escribir en funcién de los
elementos de la base anterior, y viceversa (véase Fig. 1). Si ambas bases tienen un origen
en comin O’=0 entonces la descomposicion queda

lej) = My |¢}) (3.3)

(2

[€f) = (M) les) (3-4)

donde M es la componente i del vector |e;) en la base {|e})} y, de manera equivalente,

(M~1) es la componente i del vector |e;) en la base {|e;)} (véase Fig. 1).

Las matrices de la descomposicién (M y M') componen, cada una, una descomposicién
del cambio de base y el cambio de base inverso. Se tratan de matrices cuadradas N x N

y una es la inversa de la otra, es decir, cumplen
(M™1)5M = Mj(M ™) = o, (3.5)
donde 5;- es la delta de Kronecker, cuya definicién es conveniente recordar ya que

aparecera con frecuencia en el texto:

o= ()} = (3.6)



(M'1)21 _____________________________________ le; >
le:%_? _______ (M‘1f2
(M-, le; > (MY,

Figura 1: Descomposicién de los vectores de la base |e;~> en la base |e;).[4]

donde se ha incluido la similitud entre la delta de Kronecker y los elementos de la
matriz unidad I, es evidente comprobar que la relacién (2.5) es otra forma de escribir

MM’ =1 siendo I la matriz unidad de N x N dimensiones.

Es evidente que a partir de la relacién entre los vectores de la base se deduce una forma
de expresar el vector |x) en ambas bases a través de una relacién entre las componentes

2’y z'". Es trivial comprobar que dicha relacién es
= M;a? (3.7)

Consideremos ahora el espacio vectorial conformado por las aplicaciones lineales (y|
que llevan los vectores definidos anteriormente en RV a los ntimeros reales R. Debido a la
linealidad, una combinacién lineal de estas aplicaciones también conforma una aplicacion
lineal del mismo tipo, esto dota al espacio de las aplicaciones (y| de estructura de espacio

vectorial. El espacio vectorial que forman se conoce como Espacio Dual RV*.

Conocida la estructura vectorial del espacio dual, es inmediato definir las aplicaciones
{y| como vectores en una base del espacio dual {{e’|}. Estos vectores (y| son denominados
vectores covariantes se pueden representar escritos como una descomposicion en la base

del espacio dual 6, de manera mas simplificada, como vectores fila

(yl =y (e + 2 (€] + .. +yw (V] = v (€] (3.8)
<y| = (y17y27"'7yN) (39)
Una vez introducido el concepto de vector covariante, se puede definir el producto

escalar a partir de su actuacion sobre los vectores contravariantes. Esta definicién habi-

tualmente se hace sobre los elementos de la base:

(€'le;) = 0; (3.10)

J



donde 5; es la delta de Kronecker.

Para saber como cambian las componentes del vector covariante es necesario reformular
el razonamiento hecho anteriormente con las formas contravariantes. Las componentes y;
vienen dadas por y; = (y|e;) en funcién de los elementos de la base {(e;|}. Si realizamos

un cambio de base podremos obtener las componentes y; en la base {(¢}|} de la forma
vi = (yles) = (yl (M) i) = (M1)j (yles) = (M) (3.11)

En definitiva, las componentes de un vector covariante (y| transforman de la misma
forma que los vectores de la base del espacio originalmente definido {|e;)}, al contrario
que un vector contravariante. En general, cualquier objeto con N componentes z° que
transforma como (2.7) se conoce como forma contravariante o vector columna; y cual-

quier vector que transforma como (2.11) se conoce como forma covariante o vector fila.

Si tenemos en cuenta la linealidad de las aplicaciones, es inmediato comprobar que el

producto escalar entre un vector covariante (y| y uno contravariante |z) es
(ylz) = yia (' |ex) = yix" 6} = yia” (3.12)

que en todo caso serd un elemento de R. También es independiente de la base escogida,

siempre y cuando la eleccion sea consistente para ambos vectores

(ylar) = yja" = yia™ ("|ef) = (MTN)]yMfa' ("]ef) = yja' (]er) = yja's] = y;a
(3.13)
donde se comprueba también implicitamente que los vectores de la nueva base cumplen
(2.10) de forma natural. Esta independencia del producto escalar resultara clave, como

comprobaremos mas adelante, para el estudio geométrico del espacio.

Una vez conocidas y definidas las propiedades del producto escalar, el siguiente paso
natural es relacionar las formas covariantes y contravariantes en RY para definir normas,
angulos y distancias. El objeto matematico que proporciona dicha relacion son la métri-
ca, que transforma un vector covariante en uno contravariante, y la métrica inversa, que

transforma un vector contravariante en uno covariante.

Las primeras métricas a destacar, por su simplicidad, son las métricas planas. La métri-
ca euclidea se define comoﬂ 0;j = diag(1,...,1) = 5;, es decir, una matriz diagonal con todos

los elementos unitarios. La métrica de Minkowski se define com(ﬂ ni; = diag(1, -1, ..., —1),

'No confundir dij, que es la métrica; con (5;7 que es la delta de kronecker. La delta de kronecker sirve

para designar los elementos de la matriz unidad
2l criterio de signos de esta métrica no es tinico, a lo largo de este trabajo se ha seguido este en

especifico



es decir, una matriz diagonal en la que todos los elementos no nulos son unitarios y ne-

gativos excepto el primero.

En definitiva, la métrica y métrica inversa son operaciones que modifican los vectores
de la siguiente forma
lei) = gij (€] (3.14)
('] = g" lej) (3.15)
donde g;; es la métrica, y g% es la métrica inversaﬂLa unicidad de descomposicién de

vectores en una base implica directamente que g% g;; = 5.

Es inmediato comprobar que las componentes de los vectores x; y z* presentan el

mismo comportamiento al relacionarse entre si:

z' = g"x; (3.16)
esta relacién es lo que se suele llamar como Ley de bajar o subir indices y es un procedi-
miento continuamente empleado en Céalculo Tensorial. Aparte de ser ttil para la métrica,

esta Ley es valida para operar con cualquier tipo de tensores. Su uso sera recurrente a lo

largo de este documento para operar con tensores.

Ante un cambio de coordenadas la métrica transforma manteniendo consistencia con
las reglas de transformacién de vectores covariantes y contravariantes. Las transformacio-

nes bajo cambios de coordenadas para la métrica son de la siguiente forma

gi; = (M7F (MY g (3.18)

(2

g = M{M] g (3.19)
donde ¢ y g.; son la métrica y la métrica inversa en las bases {|ef)} y {(e"|}.
Ya que la métrica relaciona vectores covariantes y contravariantes, nos permite ex-

tender el producto escalar al permitir hacerlo entre dos vectores covariantes (o entre dos

vectores contravariantes),
) [y) = 2'y" es) lex) = @'y gis (¢/] |ex) = 2,98, = 259/ (3.20)
A partir de dicho producto escalar se puede definir la norma de un vector |||z) || como:

) [*= (z|z) = w2’ = gya'a’ (3.21)

3métrica es la forma mas directa de referirse a g;; pero, siendo méas precisos hay que considerar que

es un tensor de rango 2 y designarlo tensor métrico ( g* es el co-tensor mélrico o métrica inversa)



También permite obtener el angulo entre dos vectores de la forma

_ (zly)
) [Nl |

dos vectores son ortogonales cuando el angulo es cero, es decir, cuando su producto

cos(0) (3.22)

escalar es cero. A partir de esta definicion se puede construir una base ortogonal. Las
transformaciones que parten de una base ortonormal y la convierten en otra base también
ortonormal son las transformaciones ortogonales (p.ej.: cambio de coordenadas cartesia-

nas a esféricas).

Al haber definido la norma de un vector también se hace posible definir la distancia
entre dos puntos |z) e |y) como el médulo del vector |z — y) = |z)—|y); asi que si pensamos

en dos puntos muy préximos |z) y |z + dz) se define un elemento de linea ds:
ds® = g;jdr'dx’ (3.23)

En el caso de la Relatividad Especial, el espacio tiene (14-3) dimensiones y la métrica
correspondiente es la Métrica de Lorentz n;; = diag(1, —1,—1, —1), el elemento de linea

entonces define el intervalo relativista como

ds® = njjdr'da’ = (da°)? — (dz')? — (do?)? — (dx®)? (3.24)

3.2 Derivada covariante. Variedades. Haz de planos tangentes.

Transporte paralelo.Conexién de Levi-Civita.

Cuando pasamos de trabajar en coordenadas planas a coordenadas curvas es necesario
efectuar un cambio de coordenadas tal y como se ha mencionado anteriormente. Cuando se
aplica un operador diferencial a un vector cualquiera y se realiza el cambio de coordenadas,
es necesario tener en cuenta que los vectores en la nueva base también se veran afectados
por dicho operador diferencial. La idea detras de la derivada covariante es, precisamente,
definir una generalizacion de la derivada como un operador diferencial que transforme
como un tensor de rango 2 bajo cambio de coordenadas, permitiendo definir magnitudes

invariantes en coordenadas curvas. La derivada covariante para el caso de un vector es
P — p p oV
vV, Vr=90,V?+ 17,V (3.25)

donde I',, es el simbolo de Christoffel (conexién de Levi-Civita).

Observando la definicién de la derivada covariante para un vector es inmediato compro-

bar que actia como la derivada parcial y, ademas, un término de correccién dependiente



del transporte paralelo. En general, se introduce un término de correccién por cada indice

del tensor. La generalizacién para un tensor de rango (m,n) es de la forma

VIl = 0Ty A DA e A DO Tt AT TR0 — =T, T
(3.26)

Dentro de la Relatividad General es imprescindible aplicar el concepto de derivada
covariante no s6lo a coordenadas curvilineas sino también a variedades. Una variedad N-
dimensional M?" es un espacio que localmente es plano, pero no lo es globalmente. En
cada punto de la variedad se puede definir el espacio tangente en el punto p, T,(M"), y
ese espacio es isomorfo a RY; es decir, es plano. En Relatividad General, en la mayoria

de casos, este espacio plano es el de Minkowski (métrica lorentziana).

Cuando se dice que una variedad es localmente RY lo que se quiere decir es que se
comporta de esa forma en un entorno pequeno alrededor de p, que se denomina espacio
tangente T,(M™). Ya que la variedad no es igual en todos los puntos del espacio y dicha
aproximacion es sélo valida localmente se define el haz de planos tangentes T(M™Y) (véase

Fig. 2 ), que recoge los planos tangentes en cada punto de la variedad.

Figura 2: Espacio tangente T,,(M) formado por todos los planos tangentes en cada punto
de la variedad. [4]

La forma de conectar desde un plano tangente a otro es lo que se conoce como conexion
afin. Lo que hace una conexién afin es realizar un transporte paralelo de un vector a lo
largo de una curva dentro de la variedad (véase Fig. 3). Se puede ver la derivada covariante
como la correccion que se le debe de hacer a un vector tras cambiar de un plano tangente
a otro para que vuelva a ser el mismo vector, es decir, para que el "transporte”de una
parte de la variedad a otra haya sido paralelo. Hay muchas formas de definir una conexion
' . aunque los criterios que se suelen seguir en Relatividad General suelen tomarse para

puv
simplificar calculos que haya que realizar con ellas y acorde a una forma intuitiva de

10



transporte paralelo que nos da la experiencia.

Figura 3: Transporte paralelo de un vector [4]
La conexiéon mas util en Relatividad General es la antes mencionada Conexién de
Levi-Civita, la cual cumple dos propiedades:
1. Es simétrica:I'), = I,

2. La derivada covariante de la métrica es nula: V,g,, =0

3.3 Accion en una variedad

Una propiedad importante a destacar de las variedades es el calculo de integrales en una

variedad, que viene dado por
[ eVl (3.27)

En concreto, es importante el cdlculo de la accién para una densidad lagrangiana £

/ dNe/ gl L (3.28)

Para el caso del electromagnetismo, la forma que tiene la accion en relatividad general

€S
1
[ eVl |- ] (329

donde F* es el Tensor Electromagnético, definido como F* = 9t AY — 0¥ A

3.4 Simbolos de Christoffel. Medida de la curvatura: Tensor de

Riemann, Tensor de Ricci y Escalar de Ricci.

Cuando se trata de realizar la conexién de Levi-Civita una de las formas mds sencillas

de calcular todos los pardmetros es a través de los simbolos de Christoffel] Los sfmbolos

4Concretamente, estos son los simbolos de Christoffel holénomos, existe una generalizacién para sis-

temas no-holénomos pero no se usard en este trabajo (en general no se suele usar en R.G.)

11



de Chistoffel consisten en una definicién de la conexion I'f, a partir de la métrica de la

variedad

1
PZJ/ - égp)\ (a,ugAV + az/g,uA - a)\guu) (330)

Una vez definida una conexién, el siguiente paso a dar es el estudio de la curvatura
de una variedad. La forma de definir la curvatura es a partir del transporte paralelo: Una
variedad es curva si el transporte paralelo de un vector a través de una curva cerrada da

lugar a un vector diferente al retornar al punto de partida. El objeto matematico que se

A

define para medir dichas variaciones es el Tensor de Riemann R},

o, analogamente, el

Tensor de Riemann covariante R, ,x, que se definen como

A o A A A o A 1o
lep = @MFW — 8VFW + FHUFVP — FWFW (3.31)
Ruup)\ = g)\aRZyp (332)

Dada la relacién que establece el tensor de Riemann con el transporte paralelo, se
puede determinar si una variedad es plana si todas las componentes del tensor de Rie-
mann son idénticamente cero. Para medir y comparar curvaturas debe de hacerse siempre
bajo una misma conexién por una cuestion de consistencia, ya que el tensor de Riemann

depende de la conexién que se emplee para calcularlo.

Si se contrae el segundo indice del tensor de Riemann con el cuarto se obtiene el tensor
de Ricci

Ry, = g" Ry = R (3.33)

ppv
Si se contrae el tensor de Ricci, es decir, si se contraen todas las componentes del

tensor de Riemann se obtiene el escalar de curvatura o escalar de Ricci
R=g¢"R,, (3.34)

El escalar de Ricci es invariante bajo cambios generales de coordenadas y condensa
mucha informacion sobre la curvatura de la variedad. Se relaciona con la diferencia en-
tre un volumen geodésico en la variedad y un volumen geodésico en la métrica euclidea.
Resumidamente: Si una métrica es plana su escalar de Ricci es cero, si es 'convexa’ su

escalar de Ricci es mayor que cero y si en 'céncava’ su escalar de Ricci es menor que cero.

3.5 Formalismo de Vielbein.

El formalismo de Vielbein es una forma de trabajar con las variedades usando el concepto
de haz de planos tangentes como se ha explicado anteriormente. Un Vielbein consiste en

un cambio general de coordenadas que relaciona coordenadas en la variedad {le,)} con
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coordenadas en el haz de planos tangentes Tp(M”™) en un punto arbitrario P, con una
base de coordenadas {|eq)}f]
lep) = € (P) lea) (3.35)

i

o
I

que parametrizan el cambio de base.

los coeficientes del vielbein e son las componentes del vector base |e,) en la base |e,),

La forma de calcular cada uno de esos coeficientes es

Ox
K = —
€a = 5 (3.36)
Se define el vielbein inverso f# verificando la relacion
enfa =9, (3.37)

Una vez definidos los vielbeins y vielbeins inversos, es posible transformar vectores

covariantes y contravariantes de una base a otra de la forma

Ve =eayn (3.38)
Vi = el (3.39)

También se puede relacionar la métrica de la variedad, y su inversa, con la métrica del

espacio tangente a través de los vielbeins:

G = ezgagef (3.40)
9" = fhg* fy (3.41)

ya que la métrica g, corresponde a un espacio plano, lo habitual es elegir una métrica
cartesiana como son la euclidea o la lorentziana. En el capitulo dedicado especificamente

a Kaluza-Klein se empleara una métrica lorentziana.

®Notar que se estd usando letras del principio del abecedario griego (v, 3) para el espacio tangente y

letras del final (u, v) para la variedad
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4 Fundamentos de la Teoria de la Relatividad Gene-

ral

Ya en 1907, un par de anos después de la publicacién de la relatividad especial, Einstein se
dio cuenta de que la teoria de la gravedad newtioniana era incompatible con la relatividad

especial. Hay varias maneras de ver esto.

Un primer concepto que es contradictorio en ambas teorias es el tiempo. En la grave-
dad newtoniana el tiempo es una magnitud absoluta independiente del espacio, idéntico
para cualquier observador. Sin embargo, en relatividad especial cada observador tiene un

tiempo propio particular.

Otro concepto contradictorio es la velocidad de propagacion de la fuerza gravitatoria.
Dentro de la gravedad newtoniana, si se modifica la distribucion de masa, el potencial
gravitatorio cambia automaticamente en todo el espacio y s6lo depende de la distancia.
Mientras tanto, en relatividad especial los campos electromagnéticos se propagan, nece-
sariamente a velocidades iguales a ¢ en el vacio. En definitiva, la propagacion instantanea
del potencial gravitatorio en todo el espacio implicaria velocidades mayores a la de la luz y
romperia con el principio de causalidad. Einstein entonces encontraba necesario encontrar
una teoria dindmica de la gravedad que fuese compatible con la velocidad de propagacion

finita para estar conforme a la relatividad especial.

Si el paso de la electroestatica a la electrodindmica (teoria de Maxwell) es un proceso
complicado, méas ain lo es el paso de la gravedad newtoniana a la relatividad general.
A Einstein le llevé 10 anos desde que se planted la reatividad especial para conseguir
formular la relatividad general. En primer lugar dio con el planteamiento del Principio de
Fquivalencia, después con el Principio de Covariancia y, finalmente, la relatividad gene-
ral. En este trabajo no se puede hacer justicia al trabajo de esos 10 anos pero si se va a
introducir, brevemente, los principios que definié Einstein y las herramientas matematicas

propias de la relatividad general.

4.1 Principio de equivalencia. Origen de la teoria.

El primer razonamiento 1til consiste en considerar la gravedad como una fuerza ficticia
como puede ser dentro de la gravedad newtoniana la fuerza de Coriolis o la fuerza centrifu-
ga. Segun la Segunda Ley de Newton F = md en un sistema inercial la aceleracién @ de
una particula es debida a la fuerza F que actia sobre ella, y la masa que las relaciona

es la masa inercial. En sistemas no inerciales las particulas no seguiran trayectorias rec-
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tas debido a la aceleracién que sufre el propio sistema de referencia. Sin embargo, si un
sistema no inercial atribuye la aceleracion que sufre a las particulas que mide mediante
el uso de fuerzas no inerciales, puede considerarse a si mismo como un sistema inercial.
En definitiva, un sistema inercial puede medir la aceleracién de una particula como si él
mismo fuese un sistema inercial si introduce fuerzas ficticias f que sean responsable de la

aceleracion no inercial que sufre la particula @, ;.,
F+ f=m(@+a,,) (4.1)

Hasta este momento, la masa inercial y la masa gravitatoria se habian considerado la
misma en base a observaciones pero sin ningtin motivo tedérico aparente que los ligase, sin
embargo, a través de este razonamiento aparecen unificadas directamente al considerar la
gravedad como una fuerza inercial sin mas. El origen de esta idea es darse cuenta de que
las particulas en caida libre dentro de un campo gravitatorio son, localmente, equivalentes

a particulas libres en un sistema inercial, sobre el que no actiia ninguna fuerza.

La formulacién mas general del principio de equivalencia es: Observadores en caida
libre bajo la influencia de un campo gravitatorio general son localmente equivalentes a o0b-
servadores inerciales. No hay experimentos locales que puedan distinguir entre estas dos

sttuaciones.

Después de haber repasado los fundamentos de geometria diferencial en los capitulos
anteriores resulta intuitivo el funcionamiento de la relatividad general: El campo gravita-
torio es el efecto local, en un plano tangente, que produce la curvatura general del espacio,
en toda la variedad. Es decir, la localidad de la que habla el principio de equivalencia es
similar a la consideracion del espacio tangente plano que se hace en una variedad en geo-

metria diferencial.

En realidad, lo que supone el planteamiento de Einstein es que la gravedad, entendi-
da como una fuerza ficticia, se debe a la curvatura del espacio-tiempo. Las trayectorias
que realizan las particulas son el equivalente a lineas rectas, pero en el espacio curvo: una
geodésica (ver Fig. 4). Estas geodésicas al definirse en un espacio lorentziano (métrica (+,-
,--)) no sélo son las curvas de menor longitud entre dos puntos, sino que dicha longitud

es idénticamente 0 para la velocidad de la luz, siendo esta la maxima velocidad alcanzable.

La comparacién entre la gravedad enunciada segin la Segunda Ley de Newton y la

gravedad segun la relatividad general es

i Fo 0 4.2
v T (4.2)
i+ Tl iiP =0 (4.3)
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Figura 4: Comparacion entre geodésicas y la accion de fuerzas 'ficticias’ si se fuerza el uso

de coordenadas planas en un espacio curvado [4]

donde F ; es la componente i de la fuerza gravitatoria, y I'J7* corresponde al simbolo

de Christoffel correspondiente.

La ecuacién (4.3) es la ecuaciéon de una geodésica métrica usando la conexién de
Levi-Civita. Explicar el movimiento a través de dichas geodésicas, pese a partir de la
equivalencia entre masas inercial y gravitatoria, es extensible a cualquier particula. Una
consecuencia de ello es que las particulas sin masa también sufren la gravedad, pues esta
no es una interaccién con su masa sino una deformacion del tejido espacio-temporal. Asi
fue como Einstein predijo el efecto de las lentes gravitacionales[8], uno de los test de la

teoria que después fue satisfactoriamente comprobado experimentalmente.

Una propiedad que se obtiene a partir de la formulacién geométrica del principio de
equivalencia es el Principio de Covariancia. El principio de covariancia se enuncia: Las
leyes de la fisica deben tener la misma forma en todos los sistemas de referencia, es decir,

deben transformar de manera covariante bajo cambios generales de coordenadas.

4.2 Ecuaciones de Einstein

En el apartado anterior se ha explicado como Einstein describié la gravedad como una
manifestacion puramente geométrica, en concreto, como la curvatura del espacio. Sin em-
bargo, la teoria de la relatividad no estaria terminada sin explicar cémo se curva dicho

espacio y qué lo curva.

A partir de la expresién de la energfa en la relatividad especial £ = (mc?)? + (pc)?
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sabemos que la energia, el momento y la masa en reposo estan intimamente relacionados.
Ademas, sabemos que en la gravedad newtoniana la masa producia los campos gravita-
torios. Teniendo en cuenta los antecedentes, se hace razonable pensar que en relatividad
general la deformacion del espacio-tiempo es producida por fuentes de energia, momento

y/o materia. Asi es como nace el concepto del tensor de energia-momento TH.

El tensor de energia-momento debe ser definido segiin el caso. Se tratan las fuentes de
energia (materia-momento) como fluidos y se definen diferente forma segin su origen. Por
ejemplo, para un conjuntos de particulas que no interaccionan entre si (‘materia fria’) el
tensor de energia-momento es

T = puut (4.4

donde p es la densidad y u* corresponde a la cuadrivelocidad.

En el caso del campo electromagnético, el tensor de energia-momento viene definido

como
(em) —

1
T/ = FMFY — Zg“”Fp,\Fp’\ (4.5)

Si se procede a un desglose de las componentes el tensor energia-momento electro-

magnético se pueden diferenciar expresiones conocidas en el electromagnetismo:

1
T, = 5(E2 + B?) (4.6a)
T0, = (E x B)' (4.6b)
T8, = B'E' + B'B) + S0%(E* + BY) (4.6c)

: 00
La primera componente, T(em),

po electromagnético, las componentes 7] ((;"m) son las componentes del Vector de Poynting

es la expresion para la densidad de energia del cam-

(§ — ExB ) y las componentes T (ng) corresponden al tensor de Maxwell. Todas estas mag-
nitudes son empleadas en la teoria clasica de campos del electromagnetismo y representan
el flujo de energia y momento del campo electromagnético. Es inmediato comprobar que
en el tensor T(‘; Zn) es simétrico en sus dos indices. También es notable que en este tensor
no hay contribucién de ninguna masa, sélo energia y momento; lo cual se debe a que los

fotones no tienen masa.

La divergencia del tensor energia-momento da lugar a la relacién
QLT(‘;’;H) = j " (4.7)

donde j, es la densidad de corriente. Esta igualdad indica que la energia se conserva
en ausencia de fuentes de carga eléctrica. En ausencia de fuentes, la expresion toma la

forma

9,11 =0 (4.8)
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Mas adelante veremos como en la teoria de Kaluza-Klein se obtiene el lagrangiano y
las ecuaciones de Einstein del electromagnetismo clasico en ausencia de fuentes, corres-

pondiendo a una conservacién de energia como en la ecuacion 4.8.

Una vez se ha definido un tensor (7T#) que modela la distribucién de materia-energia-
momento en el espacio-tiempo, lo siguiente que se requiere en la teoria de la relatividad
general es un tensor y unas ecuaciones que relacione 7" con la geometria del espacio.

Dicha ecuacion debe tomar la forma
G = —kT,, (4.9)

donde G, es un tensor que depende de la geometria, k es una constante de proporcio-
nalidad y el signo negativo se introduce por pura conveniencia (bien podria no aparecer y
posteriormente redefinir las ecuaciones). Esta relacién tensorial establece un conjunto de

ecuaciones denominadas Ecuaciones de Finstein y el tensor G, es el Tensor de Einstein.

La definicion del Tensor de Einstein dista de ser una definiciéon arbitraria, al propio
Einstein le llevé varios anos dar con la definicién correcta. En concreto, el Principio de
Equivalencia fue descrito en 1907[9] y las ecuaciones de Einstein fueron publicadas en
1915 [10]. La definicién de este tensor es:

1

G[,LV - R,ul/ - §QWR (410)

Este tensor satisface todas las imposiciones fisicas que hacen consistente esta formula-
ci6én, aunque su definicién no es tnica (p.ej. se puede anadir una constante cosmoldgica)
se eligen las constantes de la manera mas conveniente. El tensor G, es simétrico igual

que T,

vy S0lo depende de factores geométricos (i.e. de g,,), es idénticamente cero para el

espacio plano, en ausencia de fuentes (si se conserva la energia) V,G* = 0 y, ademas,
permite obtener la gravedad newtoniana en el caso limitd’} Una vez definido el Tensor de

Einstein, las ecuaciones de Einstein toman la forma
1
R, — §g,wR = —81GT), (4.11)

estas relacion es tal y como descrita anteriormente pero teniendo en cuenta la constante de

proporcionalidad k con un valor £k = 87 G, siendo G la constante de gravitaciéon de Newton.

Se podria incidir mas sobre la definicién del Tensor de Einstein y los requisitos fisicos
(y matematicos) que este debe cumplir, pero para las comprobaciones posteriores en la
teoria de Kaluza-Klein serd mas que necesario con comprender el significado detras de

estas

6Se podria incidir més sobre la definicién del Tensor de Einstein y los requisitos fisicos (y matematicos)
que este debe cumplir, pero para las comprobaciones posteriores en la teoria de Kaluza-Klein serd més

que necesario con comprender el significado detrds de este tensor y las ecuaciones de Einstein
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4.3 Accion de Einstein-Hilbert

La teoria de la Relatividad General es totalmente consistente con los principios de la
Mecanica Lagrangiana. Esta afirmacion supone una doble relacion entre ambas teorias;
en primer lugar, cualquier sistema de mecanica clésica (incluyendo teoria clasica de cam-
pos) es extensible a espacio-tiempo curvo a través de la Relatividad General y, en segundo
lugar, las ecuaciones de Einstein se pueden obtener a partir de un principio variacional

como es el Principio de Minima Accién.

La accién que se define con dicho propésito es la Accion de Einstein-Hilbert, que no
fue obtenida por Einstein sino por el matemético aleman David Hilbertﬂ a partir de un

seguimiento de los trabajos de Einstein, en 1915. La forma de esta accién es

525%/#mmm3 (4.12)

Las ecuaciones de Einstein se obtienen a partir de una generalizacion de las ecuaciones
de Euler-Lagrange mediante la variacion de la Accién de Einstein-Hilbert con respecto a la
métrica inversa g"”. Esto significa que hay una funcién lagrangiana asociada £ = /||g||R

y unas ecuaciones del tipo

oL oL oL
0,0 (—5(8,0@9“”)) -0, ((5(8,09!“’)) + S 0 (4.13)

Aunque obtener las ecuaciones de Einstein a partir de estas ecuaciones de Euler-

Lagrange puede parecer muy tedioso existen técnicasﬁ que reducen estas ecuaciones a

oL
5g;w

=0 (4.14)

Para anadir las ecuaciones de Maxwell es necesario generalizar la accion de Einstein-

Hilbert a la conocida como accion Einstein-Maxwell:

S:/#x|mqiR—iﬂﬁw} (4.15)

La variacién respecto a g"” permite obtener las ecuaciones de Einstein, que son de la
forma

R, — %gw,R =k <FWF5 - igu,,Fp,\Fp’\> (4.16)

Por otra parte, las ecuaciones de Euler-Lagrange para A, permiten obtener, en este

caso, la ecuacion de Maxwell en espacio curvo en ausencia de fuentes:

V' =0 (4.17)

7A modo de curiosidad: La autoria de estas ecuaciones ha sido fruto de debate; la comunidad de fisicos

ha mantenido la tendencia de atribuirsela a Einstein pero, de hecho, Hilbert las public6 5 dias antes [11]
8El método empleado comiinmente es recurrir al Formalismo de Palatini que, en combinacién con la

Conexién de Levi-Civita, permite anular todos los términos en la mayoria de casos
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5 La conexion de espin

Una de las piedras angulares de la Teoria de la Relatividad General es el principio de
equivalencia, y como consecuencia de este cualquier fenémeno estudiado debe ser inva-
riante bajo transformaciones locales de Poincaré. Este fenomeno es més intuitivo cuando
se generaliza a partir de la Teoria de la Relatividad Especial; cuya invariancia esté reco-

gida en el grupo de Lorentz.

El grupo de Lorentz es isomorfo al grupo ortonormal generalizado O(3,1) y recoge las
transformaciones lineales (grupo de isometrias) que dejan invariante la métrica del espacio
de Minkowski.

Cuando se trabaja en el marco de la Relatividad General, una métrica plana como la
de Minkowski solo puede usarse al definir, localmente, un espacio tangente. Cuando se
pretende generalizar las simetrias del grupo de Lorentz; fuera de la aproximacién local de
espacio plano, a una métrica general se deben de recoger las transformaciones posibles del

grupo de Lorentz bajo un grupo mayor conocido como Grupo de Poincaré.

Un campo fermiénico (spinor) W modela, bajo el marco de la Teoria Cudntica de Cam-
pos, las particulas fermidnicas, 7.e. particulas de spin semi-entero que siguen la estadistica

de Fermi-Dirac. Dicho campo debe transformar segin el grupo de rotaciones SO(3,1):

U(z) = ¢ (2f) = M(2)¥(x)
La accién de dicho campo fermiénico es conocida como Accién de Dirac:

SD = /d4:v£D(\I/,8M\If)

No obstante, cuando esta accion se extiende en Relatividad General debe introducirse

la derivada covariante V,¥, de forma que se cumpla el Principio de Minima Accién:
§Sp = 5/d4x£D(\If,V#\II) =0
Se obtiene la expresion para la derivada covariante
vV, U= (au - %Sabwabu) 1 (5.1)

donde S = £{~y% A’} siendo v* matrices de Dirac y wa, la conexién de spin, que se

define como
Waby = flféeaﬂrga — 5 Outaa (5.2)
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donde eqp corresponde a una contraccién del vielbein y fi* a los vielbein inversos. En
consecuencia, al tratar un campo fermiénico, la derivada parcial 9, debe ser complemen-
tada por un término gedémetrico para conservar la covariancia de las ecuaciones cuanticas

de campo en todo el espacio curvo.
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6 Teoria de Kaluza-Klein

6.1 Origen de la Teoria

En 1914 Gunnar Nordstrom fue el primero en unificar[I] gravedad y electromagnetismo a
partir de una dimensién espacial extra. Sin embargo, Nordstrom planted dicha unificacion
bajo su propia teoria de la gravedad, que consistia en una forma aproximada, incompleta,

de lo que anos mas tarde fue la Relatividad General de Einstein.

Posteriormente, estando ya asentadas las bases de la Relatividad General de Einstein
y el Electromagnetismo de Maxwell; desde la comunidad cientifica se estaba buscando
la forma de unificar ambas fuerzas, como ya hizo Maxwell con la fuerza eléctrica y la
magnética. La fuerza electromagnética y gravitatoria eran todas las conocidas en aquel
momento, asi que en aquel contexto histérico la propuesta de Kaluza supuso la formula-

cion de la primera teoria de unificacién.

En un articulo de 1921, Theodor Kaluza [2] consider6 una extensién de la Relativi-
dad General a 5 dimensiones. En esta propuesta, las ecuaciones en 5 dimensiones siguen
exactamente la misma estructura que en la teoria de 4 dimensiones de Einstein y las
componentes de la métrica serian, en todo caso, independientes de la dimensién extra
(condicion cilindrica). En dicha teoria, surgia de forma natural la gravedad de Einstein,
las Ecuaciones de Maxwell y la ecuacién de ondas de un campo escalar adicional (dilaton).
Cuando ese campo escalar adicional era considerado constante y con un valor concreto,
desaparecia su accién y se obtenian totalmente unificadas las fuerzas electromagnética y

gravitatoria.

Sin embargo, la introduccién ad hoc de una dimension extra es una decisién que ge-
neraba (y genera) controversia ya que la existencia de una dimensién extra dista mucho
de la experiencia. Antes de Minkowski y el nacimiento de la Relatividad Especial siempre
se habia pensado en el espacio como una estructura de 3 dimensiones y el tiempo como
una magnitud independiente; a partir de este punto, se consider6 el tiempo como una
dimensién mas con la peculiaridad de poder avanzar solo hacia delante en ella. Es decir,
con la Relatividad Especial se comprendié el universo como una estructura de (1+3) di-
mensiones conocido como espacio-tiempo. La quinta dimensién del espacio propuesto por
Kaluza serfa de tipo espacial, planteando un espacio de (144) dimensiones que, a priori,

parecia no encajar con la Realidad.

Cinco anos més tarde, en 1926, Oskar Klein [3] aport6 una nueva forma a la métrica

propuesta por Kaluza y, ademas, ofrecié una explicacién para dicha dimension extra. En
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la propuesta de Klein, la dimension extra consistiria en pequenos anillos presentes en cada
punto del espacio-tiempo, pero dichos anillos serian tan pequenos que serian inobservables

en escalas normales.

En las posteriores secciones estudiaremos una métrica de Kaluza-Klein similar a esta
segunda propuesta. De hecho, usaremos la métrica que originalmente propuso Klein[3]
aunque posteriormente se hayan hecho estudios similares proponiendo otras métricas mas

complejas a partir de su idea.

6.2 Ansatze de Kaluza-Klein

Cuando Kaluza propuso originariamente un espacio-tiempo de 5 dimensiones se tratd mas
de un ejercicio tedrico que de una propuesta fisica realista, siendo plenamente consciente
de que la dimension extra propuesta deberia tener propiedades especiales que hiciesen que
no fueran observables. Posteriormente, Klein dio forma a esta dimensién extra proponien-
do una variedad topoldgica M* x S'. Es habitual definir la variedad M* como el espacio de
Minkowski por simplicidad, no obstante, en los célculos de este documento se supondra
una métrica general salvo cuando se especifique lo contrario. Si suponemos la métrica de
partida como plana entonces no obtendremos efecto gravitatorio alguno. Nos referiremos
al ansatz con métrica genérica g,, como ansatz de Klein y al caso considerando la métrica
plana como ansatz de métrica plana. Ambos forman por separados un ansdtze al incluir
también una definicion arbitraria para los vielbeins. Una imposicién que si es comin en

cualquier métrica que se use es que estas sean lorentzianas.

De aqui en adelante se usara la métrica propuesta conjuntamente por Klein, lo cual
incluye términos cruzados entre el vector unitario de la dimensién extra y los demas. Esto
originariamente no ocurria en la propuesta de Kaluza donde la dimensién extra no estaba

compactificada debidamente.

Una vez asumido un espacio-tiempo de 5 dimensiones comenzaremos definiendo el

intervalo espacial, es decir, la distancia en este espacio:
ds* = g, dz"dz” (6.1)

donde p y v son indices que van desde 0 hasta 4 para designar las componentes co-
rrespondiente a cada uno de los elementos de la 5-upla que forma la base del espacio
{ eo,e1,e2,e3,e4 }. Directamente podemos escribir {e,, e4} siendo la coordenada 0 el
tiempo y las coordenadas 1-3 las coordenadas espaciales habituales, la dimension extra si

estara designada independientemente para los calculos.

23



El siguiente paso natural es definir la métrica del espacio como

N Juv | Gua
G = ( o ) (6.2)
Jav | Gaa

la cual esta escrita en forma compacta 2 x 2. Como se menciona en el apartado especifico
de notacidn, los indices en g,, van desde 0 hasta 4, mientras que en g,, van desde 0 a 3. La
parte correspondiente a las 3+1 dimensiones habituales estan recogidas en g, , mientras

que las componentes g,4 y ga4 recogen informacién correspondiente a la dimensién extra.

Recordemos, en primer lugar, la definicién de las componentes del tensor métrico a

partir del producto escalar de los vectores de la base:
Guw =€, €, (6.3)

Teniendo en cuenta que el vector e4 no es ortonormal a los demés elementos de la base,
podemos hacer una descomposicién (véase Fig. 5) de cualquiera de los otros vectores en

funcion a su componente paralela y ortonormal al vector ey:

€ =€yt euL (6.4)
€,l "€4 = 0 (65)
e—H = %64 (6.6)
Ga4
__/ri\fj‘________f_,_ T
- ! e'uJ_ -

Figura 5: Decomposicion vectorial de la cuarta componente en los elementos de la base
[12]

Con esta descomposicion, el producto entre dos vectores cualquiera de la base entre

si, i.e., las componentes del tensor métrico quedan de la forma

G = (e-1+e-)-(e- 1 +e-) =e-L-e- | fe--e: = gffy)jtweme‘l :g,(j,l,)—l—M
G44944 ga4
(6.7)
Se define:
_
H gaa’ (68)
¢ = (44,

Entonces el tensor métrico queda de la forma

. ( g,(fi) + 9ALA,

Guv =

GA,
6.9
oA, | ¢ ) (09
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La variable ¢ es un campo escalar conocido como el campo del Dilaton. Este campo
estd directamente relacionado con el tamano de la dimensién compactificada. Es necesario
tener en cuenta dos consideraciones sobre las magnitudes que se han ido definiendo hasta

ahora. Una de ellas es la condicién cilindrica
84gwj =0 (610)

esta condicién fue incluida en la propuesta inicial de Kaluza y carga de sentido que la 5*
dimensién no sea observable. Debido a esta condicién, las 143 dimensiones del espacio
observable son independientes de la dimension extra, que sélo se manifestard como un
campo de fuerzas covariante.

Por otro lado, el campo A, transforma de la forma
Al = Ay, + Dye (6.11)

lo cual significa que es un campo covariante. Como se comprobara posteriormente, esta

estrechamente relacionado con el campo electromagnético.

Para el calculo de los wvielbeins, también es necesario establecer un ansatz, no hay
una eleccion unica pero aqui, por simplicidad, se ha seleccionado uno disponible en la
bibliografia [13] pero siendo modificado para ajustarse mejor a los criterios de signos
empleados. Con este ansatz, podemos calcular el vielbein inverso asi como la métrica
inversa. Usaremos la métrica de Minkowski para el calculo de la métrica inversa en el
lugar de g, pero, como se comprobara posteriormente, podremos sustituir de nuevo por
la métrica genérica guﬂ. Recordemos en primer lugar las expresiones que determinan los
Vielbeins para aproximar la métrica general a una variedad plana local con forma de

métrica de Minkowski (144):

oz
- 6.12
eh= (6.12)
G = €Tapel (6.13)
9 = i’ g (6.14)

Donde 7,,, es la métrica de Minkowski en 4 dimensiones, 1), es la métrica de Minkows-
ki en 5 dimensiones en la aproximacion necesaria para los Vielbeins, g,, es la métrica en

5D y g, es una métrica en 4D contenida en nuestra métrica.

El ansatz para los vielbeins sera
o | o
V=04, | V=0

9Estos calculos estén disponibles en el anexo

(6.15)

O
TR
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Una vez definidos esos ansitze usando algebra matricial|es posible calcular la métrica

inversa y el vielbein inverso. La métrica inversa viene dada por

1224 —AM
g = ( o | ) (6.16)

—A” | A" A, A+ 2

Por otra parte, el vielbein inverso es

o

6.3 El espacio pentadimensional de Kaluza-Klein

(6.17)

6.3.1 Simbolos de Christoffel para la métrica de K-K

A continuacién, se procedera a un cédlculo ab initio de los tensores gedmetricos que se de-
rivan del ansatze anteriormente propuesto. El lector podra asi comprobar como surge de
manera natural la unificacion entre electromagnetismo y gravedad. También podra com-
probar la dificultad y extension de dichos calculos que, a veces, seran abreviados mediante
aproximaciones o referencias externas. Los simbolos de Christoffel se calcularan para una
métrica genérica g,, en 4D, que se supone lorentziana pero no necesariamente plana (si

no, no habria gravedad involucrada).

Si recordamos la definicién de los simbolos de Christoffel:

~ 1. R R .
FZ\,V = _gAX(augVX + 8VguX - anuV) (618)

2

A priori, se estima que hay que calcular 53 = 125 simbolos diferentes. Sin embargo, es
inmediato comprobar que los indices inferiores son simétricos entre si, lo cual reduce el

numero de simbolos de Christoffel razonablemente:

. 5+2—1

#rgyz5-CR5,2:5-<+2 ):75; (5D)
4421

#rgyz4-CR4,2=4-<+2 ):40; (4D)

Ademads, la parte correspondiente a la métrica g, es desconocida. Todos los simbolos

de Christoffel que hay que calcular para proseguir con los cdlculos de la métrica seran:
o TA D, D)0, T T T 34. Calcularemos la cardinalidad propia de cada uno

prr T opAT pds part uv
de estos simbolos, esto es, calcularemos cuantos simbolos realmente quedan definidos con
cada una de esas expresiones. Por ejemplo: '3, sirve para definir con un resultado los

: 0 VI oV 0 ; . At e o)
simbolos I'), , I'1;, I'55 vy I'gy por las simetrias que presenta la métrica; sin embargo, el

10En el anexo se encuentran dichos célculos y notas sobre su validez
1No se calculan de forma explicita I‘i‘m y I‘§ \ Ppor obtenerse trivialmente a partir de otros simbolos.
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simbolo f‘j‘M debe ser definido independientemente.

Para calcular la cardinalidad de cada tipo de simbolo se supone que dos indices son el
mismo solo si van denotados mediante la misma letra. Los calculos correspondientes a la

cardinalidad de cada simbolo son

#IN, =4 Csp=4- (2) =12 (6.19)
#I0, = Vg = ;l—: =12 (6.20)
#I0, = Vig =12 (6.21)
#I), =4 (6.22)
#I0, = Vi = 12 (6.23)
#I7, = CRyp =10 (6.24)
#I0, =4 (6.25)
#T), =4 (6.26)
#10 = (6.27)
#14, =1 (6.28)

(6.29)

Es inmediato comprobar que las componentes correspondientes al espacio 4D suman

40 en total y si las sumamos todas obtenemos un total de 75.

Para los calculos posteriores es importante tener en mente las leyes de subir y bajar
fndices A* = g™ A, las propiedades de los tensores electromagnéticos (F*” es antisimétri-
co) y aclarar el uso de los indices: ninguno de los indices se refiere a componentes del tensor
métrico en la 4* dimensién espacial; excepto en la primera contraccion, tras la cual se sepa-
ran los términos correspondientemente (esto es: X es el tnico indice que incluye términos
relacionados con x). Por otra parte ffw se refiere a simbolos de Christoffel en 5D y Fﬁy
a simbolos de Christoffel en 4D. En la métrica, de la misma forma, §** corresponde a 5D
y g"” a 4D.

Tal y como se explicé antes, en la realizacion de este trabajo se ha procedido a los
calculos ab initio a partir de la métrica para obtener todos los resultados de la teoria;
no obstante, los calculos de los simbolos de Christoffel son largos y complicados asi que
aqui s6lo se mostraran los resultados obtenidos (en el anexo del trabajo se encontraran

todos los calculos correspondientes). A continuacién se mostrara el cdlculo de uno de estos
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A : )
simbolos FW, como ejemplo:

>
T >
<

|

AAX(auguX + al/guX - an,ul/>

1

AAU(a/LgVO' + auguo - aag;w) + g>‘4(augu4 + 8u§u4 - 84§,W)

|
DO |

N RN~ —

9/\0(8#(9110 +¢A,A;) + aV(g/m + ¢AuAU) - ao(g;w + ¢AuAV))
AN)(0u(0AL) + 0o (9A,) — Oa(gpu + 0 ALAL))

g)\a(au(gvo) + au(gua) - aa(guu))

397 Ou(6A,AS) + 8,(04,A0) = B, (6AuA) = 36" (A)Ou(6A,) + 8,(04,)

=1, + %g’\g(au(Ag)Al, + (A Ay +0,(Ag)A, + 0, (AN A, — 0,(AL)A,

1 — 05 (AV) Ay — AgOu(Ay) — A50,(AL))
+ 59“(14 A,0u(0) + As AL, (9) — AuALOp(0) — A ALOL(d) — ArALD,(0))
=T+ SO (A — 0 4) + A0 A, — 0,A) — 50 (A0, (0)

NO| —
—~
|

o= 4

_l’_
Q

¢ (o2 ]' g

=T, + -0 (A Fue + AuFs) — §g/\ (A,A,0,(9))
gb 1

=T, + §(AVF3 + A FN — 5(AﬂAyaA(qﬁ))

Procediendo andlogamente para el resto de simbolos se obtienen todas las expresiones

para los simbolos de Christoffel:

Y ?(A FM 4 AR — %(A#AyaA(gb)) (6.30a)

[ =T+ ¢A TFy — §AMA"80(¢) (6.30b)

~yo L - ? A A

F,ul/ - i(aH(AV> +8V<AIL>)1 QA)\(AVF;L +A#F1/) (630C)
+ A AL ATD,(0) + %(Ayé’u(czﬁ) + A.0,(0))

. 1

L= (A”)(cz5 — Au05(9)) + %%(aﬁ) (6.30d)

£ = —%a*w) (6.30¢)

I, = %Aoao(gz)) (6.30f)

M, = %ch,f - %AM0A(¢) (6.30g)

Iy, =0 (6.30h)
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6.3.2 Tensor de Ricci
Recordemos en primer lugar la expresion del tensor de Ricci
R, =0xIy, — 0,05, + 5y 1), =TT, (6.31)

Para hacer estos cédlculos mas sencillos vamos a suponer que ¢ = cte, lo que simplifica

considerablemente la forma de los simbolos de Christoffel:

¢

I, =0, + E(AuFlf + AFN (6.32a)
Dy =Th + gA"FW (6.32b)
~ 1 ¢

L = 5(0u(A0) + 0,(A0)) = SANAEL + ALFY) (6.32¢)
~ 1 o

Ls = =5 (A7) ($F ) (6.32d)
[ =0 (6.32¢)
[ =0 (6.32f)
3 ¢

L= 5k (6.32g)
My =0 (6.32h)

Asi ya podemos calcular las componentes del tensor de Ricci. De nuevo, se simplificaran
los célculos directamente para no alargar innecesariamente esta parte. Es importante
mencionar que la condicion cilindrica, por extension, afecta también a los simbolos de
Christoffel: 94(T'%y) = 0. Los cdlculos, igual que en apartado anterior, se encontraran
disponibles en el anexo del trabajo. Las expresiones correspondientes para las componentes

del tensor de Ricei son:

2
Ry = ZF,\UF)‘U (6.33a)
R = ¢a F* ¢2A F g F°? 6.33b
u4—§m(“)+z,uaﬁ ( )
R, = RY + 2a 0. FX + A,0,F"
. w + 5 ) (6.33¢)

2
— ZAMA,,FaﬁFO‘B + %(FjFM + F)F),)

6.3.3 Escalar de Ricci

En este caso, la expresion del escalar de Ricci es de la forma

~

R=§"Ru = ¢" R + 26" Rys + 5" Ru (6.34)
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2
R=RW ¢ %(maaﬁzﬁf + %A”AHFM;FQ'B - %(ZFaﬂFaﬁ)
_o(2a0g F“+—2A A FF )+ (L g a0 @ pypo
2 kl'o A K afs ¢ K A afs
2 2 2
— RW ¢__2¢_ T ) ARA F. . F8 9.9 . FoB

= R@W _ %FaﬁFQIB

Si se hubiese considerado el campo escalar ¢ como no-constante los calculos habrian
aumentado considerablemente tanto en dificultad como extensién y hacerlo manualmente
como se ha hecho al elaborar este trabajo es demasiado tedioso. Consultando bibliografia
externa [14] [I3] se puede encontrar el resultado de esta operacién debidamente calculada

con software de célculo simbdlico:

A 2
R=RY - ?FaﬂFQB — ———0,0"\/—¢

4 V=0
6.4 La accion de Kaluza-Klein

La accion de Kaluza-Klein es el resultado de aplicar la accién de Einstein-Hilbert al
espacio 5D propuesto por Kaluza-Klein. Recordemos la expresién de la accién de E-H

como aparece en (4.12):

Sg_n = a/d%ER—a/d%VHgHR (6.35)

donde ||g|| es el determinante de la matriz del tensor métrico, « es una constante de nor-
malizacién (o« = 1/167G = 1/2k) y R es el escalar de Ricci.

La generalizacion queda de la forma

Sk x = d/d%ER - d/d5x\/||§1||]:2 (6.36)

Definir la accién en 5 dimensiones tiene el mismo efecto que en la Relatividad General
usual en 4D. La integral de accién define una densidad lagrangiana asociada £ = /| 9| R,
a partir de la cual se pueden obtener las ecuaciones de FEuler-Lagrange y las ecuaciones
de Einstein derivando respecto alguna coordenada generalizada o la métrica inversa gH”

respectivamente.

6.4.1 Meétrica plana

Haciendo uso del ansatze de métrica plana en el que la métrica se construye a partir de
la métrica de Minkowski, el determinante de la matriz [§,,] se puede calcular gracias a

los vielbeins de forma muy sencilla

19, 1= ez 9aslllefll= v/ =6(+1)y/ = = —¢ (6.37)
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el
0

de su diagonal. También es conveniente recordar en el espacio de Minkowski R = 0, al

recordando que [e?] es una matriz triangular, asi que su determinante es el producto

tratarse de una métrica plana. La accion generalizada ahora es

. o 2
S =da\/—0¢ {/ d°rt agFa*B — ——=0,0"\/—¢ (6.38)
i V=0
Si anadimos a la integral de la accion los valores correspondientes e integramos respecto

a la dimension extra, esta queda de la forma

St fectiv = 2mRAN/ 0 {— / a2 Fop e / o' f__gbana“\/—qﬁ} (6.39)

Donde R es el radio de la dimensién extra, es decir, la longitud del anillo que forma

dicha dimensién es L = 27 R.

Si ahora suponemos que el campo del dilaton es constante y con valor ¢ = —1, se
sustituird o = 27R& = L& y se definird el cuadrivector gauge como A4, = A,/v/—a,
siendo A, el cuadripotencial electromagnético usual. De esta forma se obtiene una accién

efectiva que no es otra que la accion electromagnética en Relatividad Especmﬂ
4 1 a3
SEfectiva = - d xZFaﬁF = SEM (640)

Este resultado no deja de ser impresionante pues segin él, en la teoria de Kaluza-Klein,
aun siendo el espacio plano se presenta una curvatura en la dimension extra que no es
otra cosa que el campo electromagnético. Es decir, de ser este resultado cierto, los campos
clasicos dejarfan de ser entes fisicos que se propagan en el espacio y pasarian a ser parte

del espacio-tiempo.

6.4.2 Meétrica genérica

Cuando la métrica a partir de la cual se construye g,, no es plana, usando el ansatz de

Klein, atn se puede calcular el determinante de g, [14] como

19 1= =&l g (6.41)

Procedemos de forma analoga al caso de la métrica plana:
5. ) @ ap 2 ”
xR — 1 0" — —=0,0"\/—0¢ (6.42)

S = OA‘\/__(b\/ Hgm/” \/—¢

12Nétese que se obtiene la accién en Relatividad Especial pues esta es el caso limite de la Relatividad

General cuando el espacio es plano
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y tras integrar en la dimensién extra queda

o pa /o] 4@ _ [ Pn o pap [ a2 oo
SEfectiva = 2T R A\ G| {/d TR /d $4Fa5F dm\/__gba,{@ (;;3)

Al evaluar en el caso ¢ = —1 y haciendo las mismas sustituciones que antes obtenemos

1
SEfectiva = ||gw/|| |:/ d4l‘ (OfR(4) - Z aﬁFaﬁ)] (644)

Esta es, exactamente, la acciéon de Einstein-Maxwell [4] como aparece en (4.15). Es-
ta accion modela los campos electromagnéticos dentro de un espacio-tiempo curvo en el
marco de la Relatividad General en ausencia de fuentes de carga. Al ser este el caso més
general el resultado tiene las mismas implicaciones al suponer un cambio de paradigma en
la definicién de campo, segun la teoria de Kaluza-Klein los campos ya no se encuentran

en el espacio sino que son parte de la misma entidad.

6.5 Ecuaciones de Einstein y de Euler-Lagrange en el espacio
de Kaluza-Klein

A partir de la Accion definida anteriormente es trivial extraer una expresién para la

funcion lagrangiana del sistema

L=/llgull {\/ —paRW + (bT\/__(bFaﬁF“fB — 200,(0"\/—9) (6.45)

Por simplicidad se sustituird v = y/—¢, y se extraerd el resultado de la bibliografia
[14]. Variando esta expresién en funcién de la métrica se pueden obtener las ecuaciones

de Einstein:

oL
Sgi =0 (6.46)
Las ecuaciones de Einstein quedan
1 3 , 1 oA .
wRuV - ég;wwR = % F;U/Fy - Zg;wFp)\F + (6M8V¢ - guuana ¢) (647)

La parte izquierda de esa igualdad corresponde al tensor de Einstein, mientras que la

parte derecha corresponde al tensor energia-momento electromagnético-dilaton.

Una vez més, podemos comprobar como en el caso ¢ = —1 — ¢ = 1 se simplifican las
ecuaciones hasta quedar solo las ecuaciones de Einstein del electromagnetismo en espacio

curvo [4]:
1 1

1
R, — 5g,WR = o0 (FWFf — ZgWFpAFp)‘) (6.48)
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Tal y como se menciond en el apartado 4.3 de este documento, las ecuaciones de Euler-
Lagrange respecto a A, permite obtener la ecuacion de Maxwell en ausencia de fuentes
(para espacio curvo). En este caso es inmediato comprobar que se obtiene el mismo resul-
tado pues la accién de partida es idéntica frente a la variable A,, ya que el campo adicional

del dilatén no tiene ningin término vinculado a dicho campo A,,.

6.6 Campo fermidnico en el espacio K-K

Para definir un campo fermionico en el espacio de Kaluza-klein es necesario recurrir a la
conexion de espin para definir el campo fermionico en teoria cuantica de campos extendida
a espacios curvos. Para ello, partiremos desde el formalismo de Dirac pero se generalizara
la deriwada parcial a la derivada covariante tal y como se vio en el apartado 4. La accion

de Dirac originalmente en Teoria Cuantica de Campos, en 4D, es de la forma
Sp = / d*z (VT8 — m)¥ + h.c.) (6.49)

Haciendo uso del ansdatze de métrica plana, en la generalizacién a 5 dimensiones la

accién correspondiente a un campo fermiénico toma la forma[l3]
1
Sp = /d%\/ — <§\I/T707“p0a\11 + h.c.) (6.50)
donde el operador pg, es definido en funcién de la derivada covariante y toma la forma
« 1 cd
Poa = fa' | Pa+ 55" Weda (6.51)

Introduciendo la definicién de dicho operador en la accién se obtiene una expresion
completa para el campo fermidnico en el espacio de Kaluza-Klein usando el ansdatze de

métrica plana queda
1 1
Sp = / dPr\/—¢ (5\1%07‘1 fo <pa + §S“lwcda> U+ h.c.) (6.52)
Si insertamos el valor ¢ = —1 y del vielbein inverso f& la accién quedaﬁ
_ 5 1 .0 m P4 5 a ro 1 mn
Sp= [ @z |5V {17 | P = T=Am | £+ 55 Winna
va (6.53)
1
+ 7“f555m4wm4a) U+ hC:|

El término ~* fg‘%Sm”wmm describe acoplamiento con la gravedad, que puede ser des-

cartado. Por otra parte, S™ = 0, asf que el término 4 f215™4w;,40 = 0.

13Se usa 7 en lugar de v* para respetar la notacién que se suele usar, en la que se define v5 = 70y142~3

33



En esta expresién puede apreciarse la forma que toman la carga eléctrica y la masa:

n
Va
m=py (6.55)

(6.54)

Ambas magnitudes estan directamente relacionadas con la dimensién extra. Para ob-
tener la accion efectiva en el espacio ordinario de 4 dimensiones sélo hay que integrar

sobre la dimension extra tal y como se ha hecho anteriormente:

1
Sp = 27?R/d4x [g\lﬁyo (Vm <pm — %Am> + 75p4) v+ h.c}

La topologia del espacio de Kaluza-Klein tiene la pecularidad de que la dimension extra
estd compactificada, con una topologia S! (forma de anillo) y se distribuye periédicamente
en cada punto del espacio M* (espacio 4-dimensional). Por la periodicidad de la dimensién
extra (i.e. 1 = 2% + 27 R) se puede expresar el spinor ¥ como un desarrollo en series de

potencias de Fourier:

U= "0, ("), () (6.56)
donde Y,,(2*) son autofunciones ortonormales del operador ps = —id; que cumplen
1 d
Y, (2%) = ——=e /R 6.57
@) = 7= (6:57)
DY, = %Yn; n=1,23,.. (6.58)

Si introducimos la expansion en serie de Fourier del spinor en la expresion de la accién

queda

1 n n

Las expresiones cuantizadas de la carga y la masa son:

i (6.59)
m= (6.60)

Si fijamos el valor ¢ = ey y estimamos la masa del electron:
me = egv/a =~ 250kg ~ 1,4- 1032 MeV

El valor conocido de la masa del electron es m, = 0,51MeV; lo que implica una diferencia
entre el valor real y el predicho por esta teoria de 33 érdenes de magnitud. Esto supone
una prueba flagrante de que la Teoria de Kaluza-Klein fracasa cuando se tienen en cuenta

campos cuanticos.
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Una forma alternativa de comprender este fallo predictivo es teniendo en cuenta el
tamano de las dimensiones extras. Si hay una dimension extra arrollada en cada punto
del espacio, en forma de anillo, el radio de este debe ser del orden de la distancia de

Planck (Ip &~ 107%*m). Con esta estimacién la masa esperada del electrén serfa del orden
de I3 = mp ~ 10¥GeV.

Estos resultados distan enormemente de la realidad, lo cual supone una prueba fla-
grante de que la teoria original de Kaluza-Klein es errénea cuando se trata de campos
cuanticos. No obstante, poder explicar los cuantos de los campos a partir de la periodici-

dad del espacio-tiempo supone una idea pionera de esta teoria.
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7 Problemas y generalizaciones de la Teoria de Kaluza-
Klein

La teoria original de Kaluza-Klein; tal y como se ha expuesto anteriormente en este tra-
bajo, unifica de manera brillante gravedad y electromagnetismo como campos clasicos,
pero fracasa al incorporar campos cuanticos para describir fermiones. También falta en
este modelo una explicacion para las fuentes de corrientes ya que todos estos resultados
eran validos cuando no habia fuentes de corriente y estas deben ser anadidas ad hoc pa-
ra un modelo completo. Por otra parte, la prediccion de la particula escalar dilaton no
concuerda con las particulas conocidas. Ademas de estos errores evidentes, es notable que
una Teoria de Unificaciéon actualmente no puede limitarse a dos de las cuatro fuerzas

fundamentales de la naturaleza.

Tras varias décadas en la sombra, la idea de las dimensiones extras fue recuperada en
el ultimo cuarto del siglo pasado como una estrategia para formular teorias que unificaran,
esta vez, el Modelo Estandar de la Fisica de Particulas y la Relatividad General. Ya que
el Modelo Estandar unifica en si tres de las cuatro fuerzas fundamentales de a naturaleza,
sélo es necesaria esta ultima unificacién para conseguir una Teoria Del Todo (lo que se

suele denominar en inglés T.0.E, i.e. , Theory Of Everything).

Las teorias que pretenden conseguir la ya mencionada unificacion toman diferentes

planteamientos para las dimensiones extras:

1. Modelo compactificado, con dimensiones extras tan pequenas que no pueden ser

observadas

2. Modelo proyectivo, donde las dimensiones extras no son fisicas sino una herramienta

puramente matematica.

3. Modelo no-compactificado, donde la naturaleza fisica de las dimensiones extras puede

ser no-espacial o puede no estar compactificada sino ser extremadamente grande.

Todas las alternativas tienen en comun la agregacion de dimensiones extras asi como
la reduccién de sus acciones a nuestra percepcion en un espacio con (143) dimensiones

espacio-temporales mediante diferentes métodos.

Algunas de las teorfas mas importantes que han hecho uso de dimensiones extras en

un intento de convertirse en una T.0O.E. son:
1. Supersimetria y supergravedad
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2. Teoria de cuerdas y supercuerdas
3. Teoria STM (Space-Time-Matter)

4. Teoria de branas (braneworlds)

Todas estas teorias hacen uso de la hipotesis de dimensiones extras incluyendo fenéme-
nos cuanticos. Sin embargo, de entre todas estas teorias las que derivan directamente de
la Teoria de Kaluza-Klein son la supergravedad y la supersimetria, que fueron unidas bajo
un mismo marco tedrico pasando a ser la supergravedad en la década de los 80 Grave-
dad supersimétrica[15]. Posteriormente, las teorias de supercuerdas también han acabado
estando estrechamente relacionadas con este planteamiento a partir de ciertas correspon-

dencias entre teorias.

La forma de construir la supergravedad pasa por un razonamiento analogo a la Teoria
de Kaluza-Klein anadiendo también el concepto de supersimetria: Cada bosén debe tener

una superpareja en forma de fermién, y viceversa.

Es posible deducir; a partir de las simetrias del modelo estandar, el nimero de dimen-
siones extras minimas que serian necesarias para conseguir dicha unificacién. El modelo
estandar posee simetria SU(3) x SU(2) x U(1). El electromagnetismo se describe mediante
el grupo de simetria U(1), la fuerza nuclear débil corresponde a SU(2) y la fuerza nuclear
fuerte a SU(3). Anteriormente se mencioné que la topologia de la dimensién extra en la
teoria de Kaluza-Klein original era S', esto era porque dicha geometria posee el grupo
de simetria U(1), propio del electromagnetismo. Si se pretende construir la métrica de un
espacio de (1+3+D) dimensiones con una topologia M?* x BP donde B” contenga todos
los grupos de simetria necesarios, se requieren un minimo de 7 dimensiones extras [16].
Esta demostracion fue originalmente hecha por Edward Witten en 1981[17] demostrando
que el minimo de dimensiones totales para este tipo de teorias es 11 dimensiones, es decir,

un espacio con 7 dimensiones extras compactificadas.

En la generalizacion con 10 u 11 dimensiones las dimensiones extras siguen una légica
analoga a los anillos que propuso Klein originalmente, situandose una variedad de multi-
ples dimensiones en cada punto de nuestro espacio (1+3) observable. Cuando se da el
salto de una dimensiéon extra a dos, la generalizacion es bien sencilla pues las variedades
topoldgicas compactas de obtener espacios de 2 dimensiones se pueden simplificar en su-
perficies esféricas, toroides y la suma conexa de varias de estas variedades. Sin embargo,
la geometria de las dimensiones extras es extremadamente enrevesada cuando se trata del
caso de 6 dimensiones extras. La geometria de estas dimensiones extras se conoce como
variedad de Calabi-Yau (véase Fig. 6).
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Figura 6: Generalizacién de la Teorfa de Kaluza-Klein, representadas en un plano [1§]. 1:
Forma original 1D (anillo). 2: Representacién 2D (superficie esférica). 3: Representacion
2D (toroide). 4: Representacién 6D (variedad de Calabi-Yau)
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Afos antes de la demostracién de E. Witten se habfa publicado una demostracion[19]
segun la cual el nimero maximo de dimensiones posibles, segin ciertas restricciones, era
también 11. Las restricciones de este resultado era asumir que el hipotético bosén gauge

de la gravedad (i.e. graviton) sea de un sélo tipo y de espin 2.

Por otra parte, también es posible formular una supergravedad en 10 dimensiones pe-
ro, de esa forma, los campos fermiénicos han de ser anadidos ad hoc en la formulacion
lagrangiana, perdiéndose parte del propdsito y belleza original de las teorias de supergra-

vedad que pretenden explicar todo a partir de argumentos puramente geométricos.

Sin embargo, en las teorias de supercuerdas se pueden arreglar esos problemas para
explicar los términos extras en la formulacién lagrangiana. Uno de los primeros resultados
relevantes en este sentido fue la demostracién de que sélo hay dos modelos de supergrave-
dad en 10 dimensiones posibles: Uno basado en el grupo algebraico Eg x Eg y otro basado
en SO(32). Estas demostraciones se deben a contribuciones conjuntas de B. Greene y H.
Schwarz[20]; y David J. Gross, Jeffrey A. Harvey, Emil Martinec, and Ryan Rohm [21].
Estas teorias de supercuerdas se conocen respectivamente como teorias heteréticas de tipo

O (SO(32)) y de tipo E (Es x Eg).

Las teorias de supercuerdas tienen como caso limite a bajas energias la supergravedad
en 10D[22], explicando la aparicién de los términos extras que necesitaba el lagrangiano,
permitiendo también la presencia de gravitones. Actualmente esta es una de las teorias

candidatas a T.O.E. mas reconocidas y activas en la comunidad cientifica.
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8 Conclusiones

Tras la lectura y comprension de este documento hay varias conclusiones destacables res-
pecto a la Teoria de Kaluza-Klein y su impacto en la historia de la Fisica. En primer
lugar, la teoria de Kaluza-Klein fue la primera teoria de unificacién que se ha planteado
de forma efectiva, aunque soélo lo fue en forma de campos clasicos. La comprension de los
conceptos fundamentales de la Relatividad General y las herramientas mateméticas que
esta emplea hacen emerger, de forma natural, las Leyes del Electromagnetismo Clasico
a partir de argumentos puramente geométricos de un espacio con una dimensién extra.
Ademas, el desarrollo en series de funciones periddicas basadas en la propia periodicidad
del espacio-tiempo es una idea revolucionaria, aunque en esta teoria original condujo a
predicciones erréneas hay muchos sectores dentro de la fisica tedrica desde los anos 80
hasta la actualidad que creen que mecanismos de compactificacién de esta indole pueden

ser el camino correcto para conseguir la Teoria de Gran Unificaciéon definitiva.

Por otra parte, también ha quedado patente que esta teoria original presentaba algunos
problemas insalvables: La existencia de cargas libres y la mala prediccién de la relacion
q/m del electrén son los més importantes. Pese a esto, la Teoria de Kaluza-Klein ha sido
determinante para el desarrollo tedrico de las conocidas como teorias de tipo Kaluza-Klein
(supergravedad) que son actualmente parte del nicleo de investigacién de las teorias de
supercuerdas y teorias de branas. A veces es, directamente, parte de la solucién (teoria
efectiva) y otras veces es parte de la inspiracién del planteamiento (dimensiones extras

compactificadas).

No obstante, ahondar en estas teorias generalizadas més alla de la revision bibliografi-
ca es algo que se escapa a este nivel de desarrollo donde lo més pertinente es entender la
influencia de la teoria de Kaluza-Klein sobre las teorfas de gran unificacion actuales de
las que, en cierto modo, la teoria de Kaluza-Klein fue el germen. Estas teorias trabajan
actualmente sobre demostraciones puramente matematicas basadas en simetrias en teoria
de grupos, ya que proponer y comprobar un ansatz de 11 dimensiones es algo, a dia de

hoy, inalcanzable.
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Anexos

Calculos de la métrica y vielbein inverso K-K

Procedemos a los cédlculos con el ansatzé de métrica localmente plana y vielbeins para el

OA,
8.1
04, | ¢ ) &

espacio tangente:

o < ) + ¢A,A,
Guv

o 0
e, = £ ‘ (8.2)
V=04, | V=0
Calculo de la vielbein inversa (cuando los tensores se manipulan como matrices irdn

entre paréntesis):

orr e [ 0n VoA (]G
(e;) (fa)—l5—<0 = )(0203> (8.3)

Las cuatro ecuaciones resultantes de este producto entre matrices

(C/=F = 1= Cy = (V=5)"!
14 Coy/ A, =1 Cy = 0
Cl4A, =00 =—A,
\C’g\/—_gb:O

El vielbein inverso queda
o —A
fr= ( 0 - s ) (8.5)

V=o
Comprobacién (Se usan como matrices, P =v/—¢):

(8.4)

Guv = (eff)Tﬁaﬁef =

1 PA, 1 1
1 PA, —1 1
1 | PA, 1 1 —
1| PA, —1 1
P —1 PA, PA, PA, PA;|P
1 —PA 1
—1 —PA, 1
1 —PA, 1 =
—1|—PA, 1
-P PA, PA, PA, PA;|P




1 — P?2AgAy —P2AA, —P2ApA, —P2AgA; | —P2%A,
—~P2A Ay —1—-P2AA,  —P2AA —P2A A3 | —P%A,
—P2A A, —P2AA; —1—P2AA, —P2A,A; | —P?A, | =
—P2A3A, —P2A3A, —P2A3A;,  —1— P2A3A3 | —P2%A;

—P2A, —P2%A, —P2%A, —P2%A; —P?
( nw + 0ALA, | $A, )
oA, | ¢
Calculo de la métrica inversa gH":
g = (T g =
1 1 1 — A
1 1 1 _A
1 1 1 -4, | =
1 1 1] —A
—Ay A1 Ay —As |+ -1 5
1 1 — A,
-1 1 — Ay
—1 1 —As =
1 1] —A,
—Ay Ay Ay Az | -3 =
1 —Ap
—1 Ay
-1 As =
-1 As
—Ay A1 Ay A3 |ATA, - 5
(4) _An

Donde es conveniente recordar la forma del potencial vector: A, = (®, A, Ay, A.) y
At = (D, -A,, —A,, —A,).

De aqui en adelante se usard la notacion compacta 2x2 para los tensores métricos.
También vamos a sustituir la métrica de minkowski por una métrica genérica. Es cuasi-
inmediato comprobar g,,§"? = 4, lo que, tomando los tensores métricos como matrices,

se puede tratar como (g, )(g"") = Is:

(4) v
glwg;w _ Guv + ¢AuAV ¢AH gél4) —Ar _
oA, | ¢ AV A A, + 1




O + SARA™ — pALA™ | — A, — GALAT AL + A+ ALA™A, o8]0
PAF — A | —GA™ Ay, + QAT Ay + ¢ Lol

Calculo de Simbolos de Christoffel

Primero se calculara el simbolo F;}V:

L, = %é”(auéyx + Oy — Ox )
= S0 Oudr + Dl — Do) + 50 Ouds + Oua — Did)
= 367000 + 04, A0) + 0o + 04, A) — (g + 04, AL))
F (AN @u(0A) + B,(6A,) — Oalgye + 6A,AL))
= 207 (0u(000) + 0ulgu) — Do)
+ 50004 A) + D0AAS) — (64, AL) — 50 (Ao (Bu(64) + Du(6A)

- Ffﬂ’ * %ng(a#(AU)AV + 8#(’41/)140 + aV(AU)Au + 81/(14#)140 - 8U(AH)AV
- aa(AV)Au - AUQL(AV) - Ag&,(A#))
+ 1gA"(f‘lof‘lu@u(cb) + Ae A0, (0) — ApAL0y(¢0) — A AyOu(d) — As A0, (9))

2
1
=T+ S0 (A0 A, — 04, + 4D, — 0,A) — 5" (4,4,0,(6)
1
—T, 4 %gA”(AI,Fw + AuFi) = 50 (4,4,0,(9))
1
=T, + %(AVF: + A FN — é(AﬂAyﬁ’\(qﬁ))

Podemos usar este resultado para calcular otros simbolos:

~ QS o 1 "
F;Am = ij + 59/\ (A\Fo + A F)\) — 59/\ (A, A\05(9))
¢ 5 0 - 1 o
=T+ §A F..+ §AugA Fy\y — §AHA 05 ()

1
— F}M + %AUFW — 5A,Aaaa(ap)
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=359

1

§§4U(au(gw) + au(g;w) - ac(guu))
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A7 L0, (A0) + A (Ag) + Ao (A) + Aud(AS) = Auda(A) = AD(A,)
(A A(0) + A 4,0,(6) ~ A A (0))

b3 (5 + 44 100,04, +0,(4,) + (4,0,(6) + 4,0,0)
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M (0rGax + Oudpx — Ox9ra)

= ~(0%(pAx) — 0 (pAN))

Calculo del tensor de Ricci

Los términos cruzados entre los simbolos de Christoffel de la métrica en 4D no se mezcla

con la dimension extra, en el primer caso se mostrara explicitamente pero mas adelante

se omitira. También es importante recordar que al subir indices en los tensores electro-

magnéticos se corresponde: F) :‘ = g"\F, w = F #’\

Comenzamos con las componentes Ry y [2,4:

Ao A DX AX L PX Y PX Y
Ryy = OxTiy — Oal'xy + Ty iy = Ty Ty
_ DX Y
= —Tiyl'xy
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