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Resumen

En este documento voy a definir y detallar algunos de los variados algoritmos que existen para implementar un
sistema de Control Predictivo, comenzando por unas nociones de convexidad y resolucion de un problema de
optimizacion de una funcion cuadratica con algunas restricciones en caja y de igualdad.

Para resolver los problemas de minimizacioén de una funcioén cuadratica con estas restricciones veremos cOmo
obtener su formulacion dual, que no es mas que la reexpresion de la funcion utilizando una serie de dualidades.
También vamos a ver algunos algoritmos de optimizacién como puede ser el FISTA.

Para la resolucion del problema de control predictivo se definirdn una serie de funcionales que se iran
acercando progresivamente a una formulacion propia de MPC, finalizando con un funcional que se resolvera
usando la estrategia de control basada en ADMM (Alternating Direction Method of Multipliers).

El proyecto pretende contribuir al campo del seguimiento de referencias basado en MPC, con una formulacion
siempre factible y en el que se aprovecha la estructura del funcional para llevar a cabo una implementacion
eficiente y en la que no se requiere grandes recursos de memoria.

Para la implementacion de todo lo anterior se habra utilizado MATLAB, quedando expuestos los codigos en
un anexo al final de este documento.

X1






Abstract

In this document I am going to define and detail some of the various algorithms that exist to implement a
Predictive Control system, starting with a few notions of convexity and solving an optimization problem of a
quadratic function including some box and equality restrictions.

To solve the minization problem of a quadratic function with these kind of restrictions we are going to get its
dual formulation, which is no more than the re-expression of the original function, also called primal, using
dualities. We are also going to see some optimization algorithms such as FISTA.

For the resolution of the Predictive Control problem, a series of functionalities will be defined that will
progressively approach a proper formulation of MPC, ending with a functional that will be resolved using the
control strategy based on ADMM (Alternating Direction Method of Multipliers).

The project aims to contribute to the field of reference tracking based on MPC, with a formulation that is
always feasible and in which the structure of the functional is used to carry out an efficient implementation and
in which large memory resources are not required.

Fort he implementation of all the above, MATLAB will have been used, the codes are exposed in an annex at
the end of this document.
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1 PROBLEMA DE OPTIMIZACION CONVEXA

una serie de descripciones sobre los diferentes conceptos que han de estar implicados en la definicion.
Por una parte, esta el concepto de convexidad, qué es y qué conlleva que un conjunto sea convexo. Por
otro lado, la presentacion del problema general, que serd un problema de minimizar una funcién convexa.
Todos estos conceptos son bien conocidos, ya que se profundizado mucho en ellos en trabajos como

[4].[7].[9].

C omienzo definiendo el objeto de estudio de este primer capitulo: la funcion convexa. Para ello emplearé

1.1 Definicion de convexidad

La convexidad es una propiedad extremadamente utilizada y desarrollada en el campo de la optimizacion.
Antes de pasar a la funcidn es necesario explicar un concepto fundamental, el conjunto convexo.

Definicién 1-1. Un conjunto S < R" ser4 convexo si para cualquier par de elementos de S (x, y) :

(1-n)x+nyeS,vnel0]].

CONJUNTO NO CONVEXO

CONJUNTO CONVEXO

Tlustracion 1-11 Tlustracion 1-22

Se puede demostrar, esto serd muy util més adelante, que un conjunto definido por S = {X eR:Ax< b} , €S8

convexo. Sean dos elementos de S, VX, Y € S por lo que cumplen la definicion del conjunto

aAx<Lab y ae[0]]

1 Representacion grafica de un conjunto que satisface las condiciones de convexidad.
2 Representacion grafica de un conjunto que no satisface las condiciones de convexidad.
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2 Problema de optimizacidn convexa

(1-a)Ay<(l-a)b.

Sumando ambas, tenemos

aAx+(l-a)Ay<b
Alax+(1-a)y)<h.

La expresion anterior es la definicion de conjunto convexo. Ahora paso a definir conceptos relativos a la
convexidad de una funcion, la que sera objeto de este capitulo.

Definicion 1-2. El dominio de una funcién lo definimos como el conjunto de puntos para los que la funcién
toma valores finitos:

dom(h) ={xeR":|h(x)|<+oc}.
Una funcién serd convexa si su dominio es convexo y para todo ¢ € [0,1] se cumple que:
h(ax+(1—a)y)<ah(x)+1-a)h(y),vxedom(h),vyedom(h).
El epigrafo de una funcién se define como el conjunto:
epi(h)={(x,t)edom(h)xR:h(x)<t}.

Se concluye que una funcion sera convexa si y solo si su epigrafo es un conjunto convexo.

1.2 Definicion del problema de optimizacion convexa

En segundo lugar, presento aqui el problema de optimizacion de una funcién convexa que vamos a abordar:

f*=min f (X)=min h(x).

XeX xeX
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Trataré de encontrar el minimo de la funcion objetivo f (X), teniendo en cuenta una serie de restricciones que

iré definiendo mas adelante. Sélo se trataran problemas de minimizacion y con restricciones de igualdad y
restricciones en caja, debido a que cualquier problema de maximizacién puede convertirse en un problema de
minimizacion, no se pierde la generalidad.

Asumiendo lo siguiente:

I. h(x) esuna funcion convexa diferenciable suave. Esto es, hay una R > 0 tal que se cumple que:
2
h(x)<h(y)+(Vh(y),x— y>+;Hx—yHR , VxeR", vyeR".

2. El problema de minimizacion:

min f (x).

XeX

es resoluble. Esto es, hay una x*e X ndom(y) tal que f*=f (x*)=in>1: f(x).

Para que el problema de optimizacion sea convexo es necesario, por una parte, que la funcion f(X) sea

convexa, cosa que se afirma en la asuncion 1. Por otra parte, que la region factible sea un conjunto convexo,
esto se cumplira cuando las restricciones de igualdad sean funciones afines y las restricciones de desigualdad
sean convexas.

1.3 Reformulacién del problema y resolucion

Una vez formulado el problema, procedo a su resolucion. Teniendo en cuenta lo anterior podemos concluir
que f(X)=h(x).También propongo que h(X) es de la forma:

h(x)=;xTRx+qTx

Primero, tratamos de poner esta expresion en la forma original para identificar términos:



4 Problema de optimizacidon convexa

h(x)=;(x—y+y)TR(x—y+y)+qT<x—y+y)=

1
2

A\

1 1 1
yTRy+qu+z(x—y)TR(x—y)+qT(x—y)+Z(X—y)TRy+2yTR(x—y)=

h(y) Y'R(x-y)

=h(y>+(yTR+qT)(x—y>+;(x—y)TR(x—w:

=h(y)+<q+Ry,x—y>+;Hx—yHi.

Entonces podemos concluir que
Vh(y)=Ry+q.

Segundo, dado VY, el X* sin restricciones se obtendra derivando la funcién h(x) e igualando a 0. Denotando
Z=X-Y:

oh(z) _ 0 1
=9 () +a+Ry.o+ )=

=g+Ry+Rz=0—z"'=—R-1(g+Ry) — x°Pt =z%t 1y

Ahora introducimos las restricciones en caja, acotando X:

X~ <XS<X*t
X" —y<z<Xt—y

A AYAS
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Reformulamos el problema de optimizacion convexa en funcioén de z :

*_—mi =mi !
f _rg)ph(Z)—rpelgh(Y)+<q+Ry’z>+ZHZHi

S.a.

2-<I<7"

Definiendo la matriz D diagonal, definida positiva e igual al autovalor maximo de R por la matriz identidad.

maX
d 0 0 ZR 0 0
Dzﬂgwlz 0 0=l o0 0
0O O dn 0 0 ﬁ Frznax

Y defino: d =[dl...dn]:ﬂ£‘ax[l...l]eR”,

El punto 6ptimo de nuestra funcion sera:

_ 1
x*=argminh(y)+(q-+Ry,x- y>+2HX_yH2D

S.a.

X" <XSXF

Este problema es separable, es decir, cada componente del 6ptimo puede calcularse por separado resolviendo
N problemas escalares, como veremos ahora.

En el primer programa adjunto en el Anexo I expongo el programa en MATLAB que implementa la
resolucion del problema de encontrar el punto 6ptimo de una funcién convexa como la que hemos estado
tratando. Para ello he usado el método que he expuesto anteriormente, usar la derivada de la funcion e

igualarla a 0 para hallar Xi* y comparando con el resultado del comando quadprog. Tal como concluimos

antes, para el caso sin restricciones:
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2" =—R-}(g+Ry) > xPl=z% +y.

Por lo tanto, en nuestra nueva formulacion:

*
En cada iteracion se define X; :




2 DUALIDAD EN OPTIMIZACION CONVEXA

en la teoria de la dualidad. Esta consiste en conectar una formulacion original, también denominada

En la optimizacion convexa con restricciones hay un concepto que es de gran importancia y que se recoge
primal, a través de dualidades con otra formulacion llamada dual.

Conceptualmente se basa en transformar las restricciones del problema primal en variables del problema dual,
asi es como quedarian conectadas ambas formulaciones. Para hacer esta transformacion se recurre al
lagrangiano del problema original y usar una serie de propiedades que describiremos ahora. [4],[6].[7].[8].

Nuestro problema canédnico incluye la minimizacion de una funcion cuadratica que es convexa y suave, con
restricciones de igualdad y restricciones en caja. De esta forma:

1 AZ:b

J*=min=zTHz+q"z sa _
267 9 A7z e Z:{z: z Szgf}

Siendo la matriz H diagonal y definida positiva.

Asi pues, este problema puede dualizarse de manera que las restricciones de igualdad en el problema primal se
conviertan en una variable del problema dual, relajando las restricciones. Definiendo los teoremas de dualidad
débil y dualidad fuerte sentaré las bases de lo que va a ser la dualizacion del problema canénico, que sera un
pilar fundamental en su resolucion.

Este problema dual queda definido a partir de la lagrangiana del primal, basandose en la propiedad de la
lagrangiana que sigue, sabiendo que A y ¢ son las variables del dual:

Propiedad 2-1: Sea un problema de optimizacion como nuestro problema canoénico, su funcion lagrangiana
asociada L(z, A, 1)

Vi, u>0,zeZ: L(z,A,1)<f(2).

Se define la funcion dual:

Op (A, p)=min L(z,4, 1)

La funcion dual es una cota inferior de la funcion objetivo evaluada en el 6ptimo
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9(A4, )< (7).

Es decir, la mejor cota se da para el mayor valor posible de la funcion dual. Por tanto, definimos el problema
dual como

max g (4, 1)

Au

Vi >0.

De esto podemos adoptar una serie de conclusiones, la funcion dual, basada en el lagrangiano de la primal, se
define como el minimo de este lagrangiano y es un problema céncavo que obtiene el 6ptimo del problema
primal en su méxima cota. Por lo tanto, un problema de minimizacion de funcion convexa se transformaria en
un problema de maximizacion a través de su formulacion dual.

2.1 Dualidad aplicada al problema de optimizacion

Ahora bien, sabiendo qué es la formulacion dual de un problema de optimizacion convexa y teniendo en
cuenta el teorema de la dualidad fuerte, y recordando el problema canénico:

N ) 1 - T AZ:b
J :TEIQZZ HZ-I-q Z sa Z:{Z: Z_SZSZ+}

Defino el funcional dual del problema anterior

(p(ﬂ)zmin;ZTHZ+qTZ+ZT(AZ—b).
e/

Por lo tanto

7(7) =arg mi;;zTHZJr/IT(Az—b).
e
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Como el dptimo del problema canénico cumple que Az" =by z" € Z tenemos que:

go(/1)=min;zTHz+iT(A2—b)g;Z*THZ*J%T(AZ*_b):
ze’

_1
2

ZTHz =J",
Por tanto:
I >p(A) VA,

Para el célculo de z(1), es decir, la solucion al problema dual, denotamos:

e C; alai-ésima componente del vector A" A .
o hi al elemento i-ésimo de la diagonal de H .

e Z; alai-ésima componente del vector 7.

Con esto, y dado que H es diagonal, se tiene

z(A)=arg mizn;zTHz+(AT/1)Tz:
le
072
=argmin > h—-+cz;.
el 4

Teniendo en cuenta las restricciones en caja, y con la afirmacion anterior, tenemos que z(A1) se calcula

resolviendo N problemas de optimizacién escalares.

z(A)=z ...~ ‘<z
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Una vez caracterizada la forma de hallar z(1), denotando

z,=arg mizn;zTHz+/1T(Az—b).
Obtenemos

@.1)

¢(/1+A/1):min1zTHz+(ﬂ,+A/I)T(Az—b)£;ZIHZA+(/1+A/1)T(Azl—b):

zeZ

=p(A)+A1T(Az,-b).

@(A) es una funcion concava en cuyo Optimo se encuentra también la solucion al problema de optimizacion
convexa. Dado que ¢(A) es una cota inferior de J”, el objetivo es calcular el maximo de (A1) respecto de
A.

Para ello, utilizaré el algoritmo gradencial FISTA (Fast Iterative Shrinking-Threshole Algorithm), cuya
explicacion y descripcion es el objetivo del siguiente capitulo.



3 ALGORITMO FISTA

(primal) a través de una serie de dualidades que hacian que el 6ptimo del problema dual fuera también

En el capitulo anterior quedaba definido el concepto de reformular el problema de optimizacion convexa
solucion del primal.

Ahora, voy a describir el algoritmo que utilizo para encontrar esa solucion dual. Este algoritmo se llama
FISTA, por las siglas de ‘Fast Iterative Shrinking-Threshole Algorithm’. Se trata de un algoritmo de descenso
de gradiente rapido que se puede aplicar a problemas de optimizacion convexa. Es sencillo de implementar y
tiene una baja complejidad computacional por iteracion.[3],[4].[6].

Este algoritmo requiere conocimiento previo del valor dptimo de la funcion objetivo, cosa que calculamos con
el procedimiento descrito en el capitulo anterior.

X =FISTA(%,,k . ,E)

min

xxeX,fx)=f }

Tlustracion 3-13

El algoritmo requiere también el calculo del mapeo de gradiente compuesto, que defino a continuacion.

Dado Y € R" , el mapeo de gradiente compuesto g(y) de la funcion f (y) = h(y) se define como

3 Representacion grafica simplificada de un problema de optimizacion con restricciones de igualdad y en caja.

11



12 Algoritmo FISTA

g(y)=R(y-y").

Donde

y*=arg rxr;igw(y)+<q+Ry,x—y>+;Hx—yHi-

Este problema es facilmente resoluble. El algoritmo tiene un antecesor, un algoritmo gradencial llamado ISTA,
que tiene también como protagonista a la formulacion dual y que tiene la forma

1) ELEGIMOS & (parametro de tolerancia)
2)k =0,4, =0

3)REPETIR
.1
4)z, =arg min 2zTHz +A! (Az-b)
54 .,=4 +(AH 1TAT)1(Az ,—b)
6) CONDICION DE SALIDA | Az, —bH2 <e

7) kK=K+1 and GoTO@)

Este algoritmo se implementara en el capitulo siguiente y justificaremos la utilizacion del algoritmo FISTA
sobre €l por términos de eficiencia. Ahora si, el FISTA.

) ELEGIMOS ZeR" k. >0,E_.

2)Yo=X,=2",t,=Lk=0
3)REPETIR
Dk =k +1

X =Yy 4
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B)t, =;(1+« a2 )

tk -1 _l
k
8) CONDICION DE SALIDA E_

7)Yy, =X + (X, —X_,)

9) HASTA E_and k >k

La salida de la funcién seria la variable I =X, . Este bucle habria que repetirlo en un programa principal que
responde al siguiente esquema:

1) REQUIERE r e X k . >0,&>0,E_.
2)]=0

3)REPETIR

4)j=j+1

5)rj = FISTA(rJ._l, K. E)

9) HASTA |g(r))|, <&

La salida de la funcion seria la variable X = I’J- .
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4 INTRODUCCION A LA FORMULACION MPC

industria petroquimica a finales de los 70. Esta desarrollado sobre ciertos principios comunes tales como

el uso de un modelo de proceso para pronosticar la salida del sistema en momentos futuros de la
dindmica y el célculo de una accién de control dptima basado en la minimizacion de una funcién de coste y
con la posibilidad de afiadir restricciones sobre las variables de ese proceso.

El control predictivo es un conjunto de métodos de control que fue conceptualmente concebido en la

Este modelo de la planta se denomina modelo de prediccion, y su comportamiento futuro se predice dentro de
un intervalo de tiempo llamado horizonte de predicion. Una vez aplicada la estrategia para encontrar la accion
de control optima se recalculara ésta desplazando el horizonte de prediccion ajustandolo a las condiciones
iniciales. Esto se llama horizonte deslizante.[1],[2].[3].[4].[5].

El control predictivo presenta una serie de ventajas respecto de otros métodos de control, entre ellas estan.

e Permite controlar procesos con comportamientos dinamicos tales como procesos de fase no-minima o
procesos altamente oscilatorios.

e Aunque se basa en principios basicos, es una metodologia abierta que permite contribuciones y
mejoras en el futuro.

e  Su caracter predictivo hace que compense intrinsecamente los tiempos muertos.

e Posibilidad de incorporar restriccionesa a las variables de control.

Por otra parte, también tiene sus desventajas, como el alto coste computacional que requiere la complejidad del
algoritmo. Aunque lo cierto es que esta desventaja se esta paliando con los avances tecnoldgicos en los tltimos
afios, por lo que podria no considerarse una gran desventaja actualmente.

41 Fundamento del MPC

El objetivo del MPC consiste en el hallazgo de una trayectoria futura de la variable manipulada U . Para lograr
este objetivo, se sigue la siguiente metodologia:

Se fija un horizonte de prediccion N , para el cual se van a predecir las salidas futuras en cada instante. Esto se
logra utilizando un modelo de prediccion que describe el comportamiento de las variables del proceso a
controlar y el cual reside en el controlador. Las predicciones dependen de los valores conocidos hasta el

instante ki y de las sefiales de control futuras.

Para calcular las sefiales de control futuras se utiliza una funcion de coste que en el caso estandar es cuadratica
y penaliza los errores entre la salida predicha y la trayectoria de referencia. En el caso de este trabajo, iré
exponiendo gradualmente diferentes funciones de coste y sus resultados, concluyendo en una funciéon mas rica
y propia de este tipo de estrategias.

Este problema, en ausencia de restricciones, puede ser resuelto analiticamente. En caso contrario es necesario
un algoritmo iterativo de optimizacién. Para ambas soluciones, las ecuaciones devuelven un vector que

15



16 Introduccion a la formulacion MPC

contiene las acciones futuras, cuya dimension depende del horizonte de control. Sin embargo, solamente el
primer elemento de este vector tiene interés para nuestra estrategia y se calculara uno nuevo en cada instante
de la dindmica. Esto se refleja en la siguiente figura.

A PASADO 1 FUTURO
XMAX ] -----------------------------------------------------------------------------
SETPOINT  : .. 5 -

XMIN

UMAX l ............................................................................
l

UMIN F--eeemmmmmemeemennnnnnnnnns. ! ........................................................................
« >
' HORIZONTE DE CONTROL

=3 -2 ol K 1 2 3 4 5 6 7

Tlustracion 4-14

4.2 Formulaciones del problema MPC

Vamos a considerar 3 formulaciones diferentes para plantear la funcion de coste que queremos minimizar para
nuestro problema MPC, desde una mas basica hasta otra mas elaborada. El procedimiento consistird en
transformar la formulacion inicial en un problema cuadratico QP que dualizaremos para poder resolver.

Para la resolucion dual utilizaré el algoritmo FISTA en las tres formulaciones, comparandolo con el resultado
del commando quadprog. En el caso de la tercera formulacion, utilizaré también el algoritmo ADMM

(Alternating Direction Method of Multipliers), que sera objeto del siguiente capitulo.

4 Esquema de explicacion de la dindmica tipica de un sistema controlado con MPC.

16



Algoritmos de primer orden para implementacién del Control Predictivo para Seguimiento 17

4.21 Formulacion 1

Vamos a partir de una formulacién simplificada de un problema MPC, en la que tendremos una serie de
restricciones y una simplificacion inicial que dice que nuestro punto de equilibrio estara en cero. El objetivo
serd no circunscribirnos a la restriccion de esta formulacion y poder hacer algo con condiciones mas libres, lo
que veremos en la siguiente formulacion (2).

N
J=min Z (Xi_Xe)TQ(Xi_Xe)"l'(ui_ue)TR(ui_ue):
Uy e Uy j=0

i 1
= min —zTle+q1Tz,
UpyeUy 2
Xg yeees Xy

Sabiendo que Q > 0,R > 0 que son diagonales y denominando

Z :|:X0,UO,X1,U1,X2,U2,. . .,XN_]_,UN_]_,XN ,UN :I

o O O O

T
I
N
O O o o o oL
o

O O O O o Iy o
O oo olH o o
O O O »y o o o
oOH O o o o o
T O O O O O o

q'=[-2x,Q -2u/R -2x,Q -2u/R - -2x]Q -2u/R]

El problema esta sujeto a las siguientes restricciones de igualdad y en caja.

......



18 Introduccion a la formulacion MPC

X . =Ax +Bu, 1=0,...,N-1
i+1 i i

N e
Uy =Y,
X<X <X, 1=0,...,N
gSUiSU, 1=0,...,N
Que podemos reescribir definiendo las matrices
(A B -1 O 0 0 0 O]
0O A B -l 0O 0 0 O
0O 0 A B 0 0 0 O
D:O 0O 0 A 0O 0 0 O
: : 0O 0 0 O
0O 0 0 O A B -1 0
0O 0 0 O 0 0 1 O
0O 0 0 O 0O 0 0 1
0
0
0
0
b=|.
0
Xe
ue

Como simplificacion inicial, tenemos que X, =0,U, =0 Este es el punto de equilibrio y ha de cumplir que

18
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AX, +Bu, = X, . Reescribiendo el problema, tenemos:

! 1
min —zTle+q1Tz
Uyl 2
Xoreeer Xy

S.a.

71<7<7
Sabiendo que
_X_ _Y_
u o
X X
Z=|Uu|, z=|U
X X
u o

Tal como vimos en capitulos anteriores, vamos a aplicar el algoritmo FISTA para resolver el problema de
optimizacion del dual a este, pero de la forma que nos explica el método MPC descrito anteriormente. Para
ello voy a comenzar por dualizar el problema y formularlo de manera que sea sencillo de resolver en funcion
de las variables duales.

El funcional dual seria

o(1)=min 3 ;ZTle+q1Tz+/1T(Dz—b)

e/ i=0
=argmin zohl(i) ) +0y 5y +Ciy 2

ez - N0}

Ya vimos que este problema es separable, por lo que hallamos el 6ptimo resolviendo un problema escalar por
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cada componente. Teniendo en cuenta que h —>diagonal de H y que ¢ = DA . Por lo tanto, para calcular el
optimo del problema dual:

(¢, C
h1(i) hl(i)

C,
(i)
) )
hl(i)

N

Como ya se explica en el capitulo 2.

Este proceso se hara para todas las formulaciones que presentaré aqui, para asi poder proceder a su resolucion

con el agortimo FISTA, que trabaja con la formulacion dualizada del problema de optimizacion. Este
algoritmo va a ser utilizado de cara a resolver el problema basado en MPC, que nos devolvera las acciones de
control que minimizan la funcién de coste en funcion de predicciones futuras del sistema.

Para ello seguimos el siguiente procedimiento:

1) Elegir el horizonte de prediccion y el nimero de componentes del vector de control: Ny Nl
respectivamente.

2) Definir el punto de equilibrio: X, = 0, U, = 0 eneste primer caso.

3) Inicializar vectores de salida x(n,N) y de actuacion u(n, N). Asi como sus respectivos limites para
las restricciones en caja: X, X,U,U .

4) Definir la condicion inicial, que sera dato para el problema, por ejemplo, elijo el valor medio entre los
limites inferior y superior de la salida.

X+X
X ==
2

5) Construimos las matrices Q, R,A B, Hl, D.

6) Elegimos el parametro de tolerancia ¢, 10~ por ejemplo.

7) REPETIR mientras la norma de la diferencia entre la primera componente del vector que contiene la
salida del sistema y la accion de control (z), y el vector de referencias | sea mayor que €.

8) FOR i=1:N-1

20
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9) Ejecutar algoritmo FISTA con condicion que cumple las restricciones de igualdad,
norm(Dz(:,i)—b) > ¢ .

4.2.2 Formulacion 2

Abordamos ahora una formulacion més propia de MPC, ain con sus limitaciones. Siendo X, U un punto de
equilibrio que cumple estrictamente las restricciones. Esta formulacion garantiza que el problema va a ser

factible, asumiendo que existe un punto de equilibrio que cumple las restricciones,cosa que tenemos en X, Us .

Usaremos una estrategia de control que se fundamenta en el uso de un objetivo artificial de control X; . Dicha

estrategia se basa en ponderar tanto una distancia del estado k-ésimo y de la actuacion k-ésima al estado y
actuacion objetivo artificial con respecto a la referencia. Si esta ultima ponderacion es elevada, la salida final

serd cercana a la referencia, mientras que si es baja la salida no tiene por qué acercarse a la referencia
requerida. [4]°.

N4l

J=min ¥ (% —Xs) QX —X¢)+(u, —u)TR(U, —u )+
ormUYUN-1 =0
Xgrees Xy

XS’uS

+(x, =X )TT(x,—x)+(u —u_)TS(u —-u) +er0—xH1+ (X, =% )TT (X, —% )=

1T T
= min ~z'H,z+q,z.

UgeenUy 4 2
Xy yeer Xy
Xs:Us

Sabiendo que:

e X(condicion inicial) es dato.
e (X, U,), punto de equilibrio que también viene dado.

e T esunescalar >0.

5 Esta estrategia fue desarrollada por el Departamento de Sistemas y Automatica de la Escuela Técnica Superior de Ingenieria de la
Universidad de Sevilla. Esta publicada en el articulo “MPC for tracking piecewise constant references for constrained linear systems”,
escrito por D. Limoén, I. Alvarado, T. Alamo y E. F. Camacho.
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La funcidn estd sujeta a una serie de restricciones

X .=Ax +Bu., 1=0,...,N-1
i+1 i i

X =AX +BuU

S S S

*NTX
X<X <X, 1=0,...,N
u<u.<u, 1=0,.,N-1
X+eSX <X-¢
Uu+esu su-¢

La formulacién nimero 2 tan sélo tiene una intencion de acercamiento a un funciéon mas propia de MPC, el
célculo del 6ptimo en cada iteracion se realizara tanto con el algoritmo ISTA como con el FISTA.

4.2.3 Formulacion 3

Para este bloque se va a trabajar con una formulacion mas compleja y adaptada a lo que es una expresion tipica
basada en MPC. Tras definirla, se calculara su expresion dual para proceder a su resolucion en el siguiente
capitulo. El capitulo 5 estara basado en el uso de método ADMM a través de la expresion dual de esta
formulacion.

e Definimos 2 vectores que incluirdn las variables de decision que aparecen en la formulacion 2 (V) y
las variables que estan restringidas ( Y ). Estos vectores pueden colocarse segun 2 disposiciones

diferentes: separada e intercalada. Aqui usaremos la ordenacion intercalada de manera que H nos
quede como una matriz en banda, esto lo veremos luego.

VZI:XO’U01X1’U1’X21U2’- - XN Un - Xy 'Xs’us:l'

Teniendo que

X, = AX +Bu,
X|+1:AX| +Bu| ,i:O,..., N _1
XN :XS

22
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Estas restricciones pueden reescribirse de modo que queden de la forma

Donde D es una matriz de la forma

AB -1l 00 0 O 000 0 0
0 B -1 0 0 0 0
0 0 0 A B I 0 0
D=: : : = = = o0
00 0O0O0UOTU O -~ AB- 0 0
000 O0O0OU O --00 1 -1 0
0 00 0 0 0 0 0 (A1) B]

El segundo vector es
yZI:YO’UO’Yl’Ul’YZ’UZ" : "YN—I’UN—l’YN ’YS’US:I‘

Cuyas restricciones son las siguientes

Al igual que antes, reescribimos las restricciones de manera que quedan de la forma.
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X X
u o

<
Il
I><
IN
<
IN
<l
Il
]

X+& X—

o
I
M M

U+e

Teniendo definidos ambos vectores, anuncio la restriccion que vamos a dualizar:

v=Yy.
Ahora definiremos el funcional en términos de V e Y . Sabiendo que (TQ >0, h € R) tiene que ser tal que

Q—TQ| > 0,secalcula

_ @)
Q 2

O .

+Hx —Xg

29

=[x =%l —Txxll +

'
estrictamente CONVEXO en X; estrictamente
convexo en Ki

2
+[|%; _XeHTQ| .

Lo anterior es analogo para las expresiones que siguen

_Ain(R)
R 2

+Hu —U,

0 o

7xl

24
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T 2
B 2 2 2 _ 2
i) HXS—XeHT—HXS—XGHT—HXS—XG |+HX3_XG |
T 7
| 2 2 2 e 2
I e e e e e I A
T T
T :imin(s)
S 2
) et g = us e —fus e, +T |
\ — = — — _ .
S e S S e S S e TS| S e TS|

e Sumando todos estos términos, obtenemos la expresion del funcional de esta tercera formulacion
como suma de dos términos:

N-1
3= X (o=l #lius o Aui el )+
i=

+Hus_ueH§_TS| =;VTHVV+QVTV+C.

2
T—1;

2

Hxsx
S 7€ T, |

|ﬂVN_&H

Las matrices anteriores tienen esta forma
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Q-7,l 0 0 0 0 0 0 -Q 0
0 R-rl 0 0 0 0 0 0 R
0 0 Q-rl O 0 0 0 -Q 0
0 0 0 Rzl 0 0 0 0 R
H :2 . . . : . . . . .
v 0 0 0 0 Q-] 0 0 -Q 0
0 0 0 0 0 R-rgl O 0 R
0 0 0 0 0 0 Tzl 0 0
-Q 0 -Q 0 -Q 0 0 NQ+(T-z1) 0
0 R 0 R 0 R 0 0 NR+(S-7,1) |

Para garantizar la viabilidad del problema, es necesario que las matrices Sy T sean lo suficientemente
grandes como para que se afirme que H,, es definida positiva. De este modo, se demuestra que el problema es

convexo y que se encontrard un minimo de manera factible.

XO UO Xl ul XN -1 uN—l XN XS uS
— —— A —— ——

qVT:[zxeTrQ| 20Tzl 27l 2ul 7l 0Tzl 2Tzl -2 (T-z,1) —2x](T-7;1) —2u] (S-7,1)]

Y la constante
—_ Ty _ T T _ T _
c= rQNxexe t Nuju +2x (T —7 1)x +u (S—7.1)u,.

La constante anterior no influira en la optimizacion, por lo que no la tendremos en cuenta a partir de ahora.

Para el segundo término

N-1 ., 2 _ 2 — 2
3= 3 (%l el )+ R ]+
2

+HYN —X, +rH¥0—xH .
75l 1

2 _
+Hus—ue
(=

Para calcular el término lineal hacemos lo siguiente

26
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nX
THXO_XHfTZ J‘-
p}

De esta forma, el funcional que vamos a analizar de aqui en adelante es de la forma
J=J +J_.
v y
El problema de optimizacion queda entonces definido como

(Dv=0
minJ s.a.qy<y<y.

vy
V=Y

Para llevar a cabo la resolucion presento aqui su formulacion dual, en la que V=Y representa la restriccion
dualizada. La funcion varphy:

Dv=0

. Tr
min JV+Jy+/1 (v—y) s.a. y<y<y

v,y

Este problema tiene la gran ventaja de ser separable, es decir, se pueden calcular por separado las variables
duales dada una cierta A de esta forma

vl:argmvin J,V)=J +1'v , sa Dv=0

y, =argmin Jﬂ(y)sz—ﬁ.Ty , S.a y<y<y .
y J

La primera de ellas se calcula resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones, segin lo descrito en [1],[3].[4].
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1
Jﬁ(v)zszHVv+quv+/1Tv

H, D' |[Vz|_|-G—4

D 0 ||n, 0
Despejando:

val+DT77}b:—qv—i —> vﬂsz—l(—qv—/i—DTni)

Dvi:O.

La segunda se resuelve componente a componente de Y , es un problema separable. Para cada componente z

el problema es de la forma

min ' (z- d)2+a‘z s‘+gz s.t. 2<7<7.
zeR 2

Para hacerlo, recordemos la forma del funcional original

=3 (% X\L.+Hu U, )+, +

+erO XH

Si analizamos el funcional componente a componente de Y nos queda

z(erx(x,J %, )’ +rRz(u,J U, )A)+z, z(xsJ X )2+

i=0 j=1

I’]

+7. Z(XNJ Xe, )" +7 Z(USJ_ueJ) +IZ‘XOJ J'"
j=1 =1 =

28
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Si particularizo la expresion para, por ejemplo, la primera componente y le afiado el término dual

n n
TQ(XO,l_Xe,1)2+TR _zl(ui,j—ue’j) +7, Zl(xs’i_xe,i) +
j= j=

n n
X ,__ 2 X ,_ 2 — —
+7, jz—:l(XN’j_Xe’j) +17, jgl(us,j—ue,j) +r‘xo,j—xj‘—/11x07l.

Reordenando

1, - - ™ 2 ™ o 2

n n

X ,__ 2 X ,__ 2
+7, _Zl(XN,j—Xe,j) +7 .zl(us,j—u&j) .

j= j=

Si ahora denomino:

o =21,
. a=r
.« 9=4
o« d=x,
o S=X
. =Xy,

Puedo ponerlo de la forma que se indicaba

;(z—d)2+a‘z—s‘+gz+c.

La constante representa al resto de términos del funcional que no dependen de la componente sobre la que he
particularizado en este caso, esto pasara para cada componente de Y . Notese que cuando z no sea una de las

componentes de X;, el término que multiplica @ pasara a ser constante y serd inocuo para la optimizacion.
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Ahora debemos analizar una casuistica, ya que la incognita @ puede ser igual o distinto de cero. Sélo sera

distinto de cero para 70 .

Caso1l: a=0

0

miﬂg g(z—d)2+gz —EZL r(Z"—d)+g=0

Dicho de otra forma

Caso2: a=0

Se puede resolver el problema 2 veces en funcion del signode 2° —s .

1. Asumimos que 2° —s >0

a_
min g(z—d)2+az—as+gz —@ZL r(Z*—d)+a+g=0.
z

Despejando y denotando § =g +a

30
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d-9 . d-9¢z7]
r r
A*:d—g=4 Z . d—g<; >:max{; : min{d—g , 7}}
r r r
z d-9-7
|\ r J
1. Asumimos que 2 —$ <0

a_
min ;(z—d)z—az+as+gz —@ZL r(Z*—d)-a+g=0.
z

Despejando y denotando § =a—@

N\

d+9 . d+9qz7]
r r
rod+3-17 . d+?<; >:max{;, min{d+g,7}}.
r
Z .. d+g>7
\ r J

Para las siguientes resoluciones haré falta poner el funcional J,(Y) de la forma QP. Las matrices Hy y q,

quedarian asi

ol 0 0 0 0 0 0 0 0
0 gl 0 0 0 0 0 0 0
0 0 7,0 O 0 0 0 0 0
0 0 0 gl 0 0 0 0 0
H =2 =
y - 0 0 0
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XO UO Xl ul XN -1 UN -1 XN XS US
T r—T/% r—’b f_/b r—’h f_/_l\_ﬁ r—’;ﬁ 7 7 7
qy =[-2xr 4+t 2Tl -2X[7gl 2Tl - —2T7l 2l -2x](rl) -2 (51) -2u! (5, 1)]

Siendo & un vector cuyas componentes pueden ser 1 o -1, en funcion del valor de

n
_ Ty _ T T T -y
C= rQNxexe rRNueue+27Txexe+rSueue r_zxj.

=

Una vez determinada la componente Optima en ambas suposiciones, vemos si Z —S es mayor 0 menor que
cero en los 2 casos. Cuando tengamos el 6ptimo que cumple su hipdtesis, descartamos la otra opcion. Hecho
esto con todas las componentes, ya tendremos determinadala Y, .

Como voy a resolver el problema con el algoritmo FISTA, el proximo paso sera calcular la AA utilizando la
siguiente propiedad:

Propiedad 4-1. Denotanto

.1
Z, =argmin 2zTHz+qu+/1T(Az—b).

e/

Entonces, si H es definida positiva, segin lo expresado en [7],[8].
1
P(A+AL) 2 p(A)+ALT(Az, ~b)— ZMT AH-IATAL.
Al ser nuestro problema de la forma

. 1 1
rulyn J :JV+Jy+/1T(V—y)=2vTHVv+2yTHyy+qVTv+q;y+ﬂ,T(vi—yi)

Definiendo las matrices
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De esta forma
Vv
Az=b — [I —I]{ }:O — v-y=0.
y

Tal como ya hemos comentado, dado un A podemos calcular tanto V, como Y, . Ahora definimos

P(A)=3,(v,)+J (y,)+AT(v,-Y,).

Utilizando la propiedad anterior y las matrices de la dinamica
P(A+A2) = p(A)+AAT(V Y ) ;A/IT AH-1ATAZ.

H

H =
Con |:0

, 0
, tenemos que
H, a

AHZIAT=[1 - ]P(I)V Ij)y}l{l_l}_HerHy.

Reformulando
1
PUA+AA)2 PU) +ALT(Y, =Y, )= AAT(H, +H )AL

Derivando respecto de A4 podemos concluir que el valor que maximiza la cota inferior de @(A + A1) es

o

1
AD+AATWV. =y )—=AAT(H +H )AL =0 —
aM((0() vV.-V)) ) (H,+H))A%)

—> vl—yﬂ—(HV—Hy)A/I:O.
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Despejando obtenemos
AV =(H + Hy)—l(vi -Y,)

Planteo aqui el algoritmo a implementar para resolver esta tltima formulacion con FISTA

1) ELEGIMOS PARAMETRO DE TOLERANCIA & .
2)2,0 =0, = =O,t0 =1k=1

3) REPETIR

@R:;G+Jh4ﬁ4)

tk—l _1
tk

S)Ak = ¢k + ((Dk _(Dk_l)

6)v, =argmin ;VTHVv+qVTv+/1kTv

= I ; T Ty T
7) y,=argmin 2y H y+q,'y-4'y

8) 9.1 =A+(H,+H )V, —Y,)
9) st |V~ Hz <& ENTONCES EXIT

10) k =k +1

Cuya implementacion se encuentra en el anexo de codigos al final del documento.

Con esta formulacion MPC que se expone, se garantiza que el problema es siempre factible, ya que si la
condicidn inicial no puede llevar el sistema al punto de equilibrio sin violar las restricciones, se va a calcular la

......

Para trabajos futuros, se podria aprovechar la estructura en semi-banda de problemas intermedios de
optimizacion para poder implementar algoritmos mas eficientes, cuyo coste sea menor.

34



5 INTRODUCCION AL METODO ADMM

1 método de multiplicadores de direccion alterna usa actualizaciones parciales para las variables duales.
Este método se aplica a menudo para resolver problemas como el nuestro, es decir, del tipo

min f(x)+g(y) , s.a. x=Yy.
X,y

Este problema puede atacarse con métodos de optimizacion restringida, cuya funcion objetivo es separable en
X e Yy .[2].[3]. La actualizacion dual requiere resolver una funcion de proximidad en X e Y al mismo tiempo.

La técnica ADMM permite resolver este problema aproximadamente resolviendo primero X con VY fijo, y
luego resolviendo Yy con X fijo.

En lugar de iterar hasta la convergencia, el algoritmo procede a actualizar la variable dual y luego repite el
proceso. Esto no es equivalente a la minimizacion exacta, pero se puede demostrar que este método converge a
la respuesta correcta. [2].

Si particularizo a nuestro caso, tendriamos
(Dv=0

minJ :JV+Jy S.a.4 y<y<y.

vy
V=Y

Sabiendo que J,y J, se corresponden con las expresiones del capitulo anterior. Ahora, dualizando el

problema nos quedara la expresion que pasaremos a la formulacion ADMM.

Dv=0

: Tr
min JV+Jy+/I (v—y) s.a. y<y<y

v,y

El problema ADMM sera de la forma

#,(A4)=min JV+Jy+ﬂ(v—y)+f2’Hv-ij

35
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El algoritmo se basa en dejar fija una de las variables y calcular la otra (fijo y — v__ ), para después volver a

new

calcular la anterior (V,,, = Y, )- A continuacion, actualizamos A . Tendra la siguiente estructura

1) ELEGIMOS &>0 ( parametro de tolerancia ~107°).
2)ELEGIMOS p>0y Yy, €Y

3) k=0, 1,=0

4V, =argmin J, +AkTv+"27Hv— Yi Hz

5) yk+1:argmyin Jy—ﬂkTy+"2)Hvk+1—yH§

6) /’lk+1:/1k+p(vk+1_yk+1)
7) SI max{||vk+1_yk+1||2 !

8 k=k+1 y GOTO(4)

Y1~ Yk ||2} <¢&— EXIT

A continuacion, desarrollo el procedimiento para resolver los puntos 4 y 5 del algoritmo.[2],[3].

4

3 =1vTH V+qlv+ce
\' 2 \' Vv

rv)=1J +ﬂ1<Tv+"2)Hv—yk H; -

:;vTHVv+qVTv+c+ﬂkTv+'IZJVTV—,oykTv+"2)ykTyk —

36
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0

—=0
—X——(H,+pl)v+(q,+4 —pY,)=01 =
Dv=0

_ H, DT || Vi _ —A+PY—0,
D 0| 7 0 |

Desarrollando el sistema de ecuaciones

(H,+pl)v, ,+D'n=-4 +py —q,

DVk+l:O'

Despejando

V., =(H, +pl)*-4 +py —q,-D')—>Dy,_,=0—
—D(H, +pl) (-4 +py,—q,~DTn)=
=—D(H +p1)*D"p+D(H +pl) (-4 +py, - )=0—

—D(H, +pl)*DTp=D(H +pl) -4 +pYy,—q,).

Simplificando

n=(D(H,+pl)DT)ID(H +pl) (-4 +py,-q)

Yy =(H,+P1) (-4 + Y, ~0,~DT(D(H, + p1) D) "D(H,+ 1) -4, + py -4,)
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Ahora, vamos a ver como desarrollar el punto 5.

5)
Jy=;yTHyy+quy+C
R =3, =AY+ ey =
= YTH YR QY e ATV O YTy oy OV

Denotando f = PNy — A

zy: 2T
_ in PyT T
=argmin ~y'y—f
Y =argmin £yTy—fTy
La componente i-ésima de Y, ,; sera
(. f _
L.y, V]
p P
— fi
V=) Yorr <Y
A
V... >y
X P

En MATLAB

yk+1=max{z,min{p‘,7}}

38
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Para mostrar resultados del algoritmo anterior, expongo una serie de representaciones graficas que muestran el
comportamiento del algoritmo en funcién de una serie de parametros. Para caracterizar el problema que se ha
solucionado para obtenerlas, defino aqui los siguientes parametros:

Horizonte de prediccion: N=50

Dimension del problema: n=25

Para la construccion de las matrices Q,R, T ¥y S :

Q =randn(n) R = randn(n) T=cl S=cl

Q=QQ" +2 R=RR" +2I T=TT"+21  S=SST+2I

Q = max(4,)! R = max(Ag)I T=max(4 )l S =max(i)I
min(4,) ~ min(4;) _ min(4;) _ min(s)

T, ®TT g T BT

p =100

-0.333 92.4552

0.3273 99.2307

2.5777 113.2307

0.7436 113.2016

-1.3344 94.2417

-4.4671 99.7304

=01

-1.0265 15.7848

2.3128 16.6988

4.8788 20.9689

-7.1629 16.2011

14.5903 16.0353

-21.4026 15.8792
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N° de iteraciones en funcion del parametro de tolerancia y del valor de 7 .

11 T T T T T T T T T
10 ~
ol _
=
"]
o
=
=1
8 4L _
8 ~~_
o -
o ~
T
T “‘--____H__h_ -
______%H_H
6 T
NI Lo [ PP B | M L s
-5 -5.5 -5 4.5 -4 -3.5 -3 25 2 -1.5 -1

Parametro de tolerancia (g)

N° de iteraciones en funcion del parametro de tolerancia y del valor de 0O .
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que converge al punto de equilibrio.

xe(T}
—xl(1}
—— xmax(1}
61 ——— umini1)y | 7

Representacion de la evolucion de la primera componente de u (u0(1)), viendo que cumple las restricciones y
que converge al punto de equilibrio.
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Introduccion al método ADMM
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ANEXO: Copicos DE MATLAB

n este anexo expondré el cddigo escrito en MATLAB que he elaborado para llevar a cabo las pruebas
Enuméricas que describo tedricamente durante el trabajo y desarrollar los resultados mostrados en los
capitulos anterior.

Algoritmo ISTA con restricciones en caja

Main Function

n=50;
xsup=5*ones(n,1);
xinf=-3*ones(n,1);
xoptplus=(xsup-+xinf)/2;
xopt=zeros(n,1);
%
% Formacion matriz R:
R=randn(n);
R=R*R'+2*eye(n);
%
D=max(eig(R))*eye(n);
g=randn(n,1);
j=0; %Contador para nimero de iteraciones
epsylon=10"(-8); %o Parametro de tolerancia
%
%Funcion quadprog:
xopt_qp=quadprog(D,q,[],[],[],[],xinf,xsup);
%
%ALGORITMO ISTA:
while norm(xoptplus-xopt)>epsylon

=it

xopt=xoptplus;

xoptplus=FUNCTION_ISTA (xopt,D,q,n,xsup,xinf);
end
%  Comparacion algoritmo ISTA implementado con quadprog:

I1(:,:)=[xopt_qp xoptplus];
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FUNCTION_ISTA

function [ xoptplus | = FUNCTION_ISTA( y,R,q,n,xsup,xinf)
xopt_gorro=zeros(n,1);
xoptplus=zeros(n,1);
d=diag(R);
for i=1:n
aux=q+(R*y);
xopt_gorro(i)=y(i)-(1/d(i))*aux(i);
xoptplus(i)=max(xinf(i),min(xopt_gorro(i),xsup(i)));

end

end

Algoritmo FISTA con restricciones en caja y de igualdad

FISTA

n=50;
%

% Formacion matriz H:

H=randn(n*2);
H=H*H'+2*eye(n*2);
H=max(eig(H))*eye(n*2);
o

Yo
A=randn(n,n*2);

b=randn(n,1);

z0=A"*inv(A*A'")*b; alpha=0.75; zplus=z0+alpha; zmin=z0-alpha;
g=zeros(n*2,1);

%
%Resultado quadprog:
zopt_qp=quadprog(H,q,[],[],A,b,zmin,zplus);
(1)

%o
% lnicializacién de variables
epsilon=107(-10); % Parametro de tolerancia
k=0;

tant=0;

t=tant;

x=zeros(n,1);

Xpost=x;

lambda=zeros(n,1);
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z=zeros(n*2,1);

%

% Implementacion algoritmo:

while norm(A*z-b)>epsilon
tant=t;
xant=x;
X=Xpost;
t=0.5%(1+sqrt(1+4*(tant"2)));
lambda=x+((tant-1)/t)*(x-xant);
z=ARGMIN(A Jambda,H,zplus,zmin,n);
xpost=lambda+inv(A*inv(H)*A')*(A*z-b);
k=k+1;

end

zopt=z;

o

Yo

% Comparacion algoritmo FISTA implementado con quadprog:

F(:,:)=[zopt_qp zopt];

ARGMIN

function | z ]| = ARGMIN( A,Jambda,H,zplus,zmin,n )
c=A'*lambda;

h=diag(H);

for i=1:(n*2)
z(i)=max(zmin(i),min(-c(i)/h(i),zplus(i)));

end

z=7';

end

Formulaciones MPC

Formulacion 1

Main program

N=100;

n=50;

% Condiciones iniciales:
xplus=200*ones(n,1);
xmin=-65*ones(n,1);
x=zeros(n,N);
x(:,1)=(xplus+xmin)/2;
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uplus=7*ones(n,1);
umin=-8*ones(n,1);
u=zeros(n,N);

%
% Construccion de Q:
Q=randn(n);
Q=Q*Q'+2*eye(n);
Q=max(eig(Q))*eye(n);

% Construccion de R:
R=randn(n);
R=R*R'+2*eye(n);
R=max(eig(R))*eye(n);
%

A=randn(n);

B=randn(n);

C=randn(n);

K=randn(n);

% Punto de equilibrio(xe,ue):
ye=randn(n,1);

s=[(eye(n)-A) -B; C K]\|zeros(n,1);ye];
xe=s(1:n);

ue=s(n+1:2*n);

% Matrices Hy D:
I=zeros(n);

H(G,:)=[Q L IR];
g=zeros(n*2,1);

D(:,:)=[A BJ;

sum_qp=0;

sum=0;

%Parametros de tolerancia y contador de iteraciones:

epsilon1=10"(-5);
epsilon2=10"(-5);
k=0;

z(:,2)=[x5u];
1(:,:)=[xe;ue];

%

% Bucle de control:
while norm(z(:,1)-1)>epsilon2
for i=1:N-1

zplus=[xplus-xe ; uplus-ue|;
zmin=[xmin-xe ; umin-ue|;
b=x(:,i+1)-xe;

zopt_qp(:,i)=quadprog(H,q,[],[],D,b,zmin,zplus);

f=zeros(n,1);
fpost=f;
lambda=zeros(n,1);
tant=0;

t=tant;
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z(:,D)=[x(: i) -xesu(:,i)-ue];

lambda_1=0;

g=0;

%Algoritmo ISTA:

while norm(D*z(:,i)-b)>epsilon1
z(:,i))=ARGMIN2(D,Jambda,H,zplus,zmin,n);
lambda_1=lambda_1+inv(D*inv(H)*D')*(D*z(:,i)-b);
g=gtl;

end

%Algoritmo FISTA:

w=0;

while norm(D*z(:,i)-b)>epsilon1
tant=t;
fant=f;
f=fpost;

t=0.5*(1+sqrt(1+4*(tant*2)));
lambda=f+((tant-1)/t)*(f-fant);
7(:,)=ARGMIN2(D,Jambda,H,zplus,zmin,n);
fpost=lambda-+inv(D*inv(H)*D")*(D*z(:,i)-b);
w=w+1;

end

zopt(:,i)=z(:,i);

xopt_qp(:,i)=zopt_qp(1:n,i)+xe;
uopt_qp(:,i)=zopt_qp(n+1:2*n,i)+ue;

xopt(:,i)=zopt(1:n,i)+xe;
X(z,0)=xopt(:,i);
uopt(:,i)=zopt(n+1:n*2,i)+ue;
u(:,i)=uopt(:,i);

sum_qp=sum_qp+zopt_qp(:,i)'"*H*zopt_qp(:,i);
sum=sum-+zopt(:,i)' *H*zopt(:,i);

end

X(:,1)=x(:,2);

k=k+1;

end

% Comparacion algoritmo FISTA implementado con quadprog:
S(:,:)=[uopt_qp(:,1) uopt(:;,1)l;

F(:,:)=[xopt_gp(:,1) xopt(:,1)];

SUM(:,:)=[sum_qp sum];

ARGMIN2

function | z ]| = ARGMIN2( D,Jambda,H,zplus,zmin,n )
c=D'*lambda;

h=diag(H);

for i=1:(n*2)

z(i)=max(zmin(i),min(-c(i)/h(i),zplus(i)));

end

z=7';

end
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Formulacion 3

Main program

N=50;

n=25;
tau=10000000;
epsilon=10"(-3);

%A.B,CyK:
A=randn(n);
B=randn(n);
C=randn(n);
K=randn(n);

% Punto de equilibrio(xe,ue):
ye=randn(n,1);

s=[(eye(n)-A) -B; C K]\|zeros(n,1);ye];
xe=s(1:n);

ue=s(n+1:2*n);

% Valores para restricciones en caja:
xmax=xe+epsilon+3*ones(n,1);
xmin=xe-epsilon-3*ones(n,1);

X_ini=xmax-1; %x dato inicial.

umax=ue-+epsilon+3*ones(n,1);

umin=ue-epsilon-3*ones(n,1);

xsmin=xmin+epsilon;

xsmax=xmax-epsilon;

usmin=umin-tepsilon;

usmax=umax-epsilon;
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% Restricciones en caja de y:

ymin=zeros((2*N+3)*n,1);
for i=1:2*n:(2*N+2)*n+1
if i<(2*N+1)*n-n+1
ymin(i:i+n-1)=xmin;
ymin(i+n:i+2*n-1)=umin;
end
if >(2*N+1)*n-n && i<(2*N+1)*n+1
ymin(i:i+n-1)=xmin;
end
end
for i=(2*N+1)*n+1:n:(2*N+3)*n
if >(2*N+1)*n && i<(2*N+2)*n+1
ymin(i:i+n-1)=xsmin;
end
if i>(2*N+2)*n
ymin(i:i+n-1)=usmin;
end

end

ymax=zeros((2*N+3)*n,1);
for i=1:2*n:(2*N+2)*n+1
if i<(2*N+1)*n-n+1
ymax(i:i+n-1)=xmax;
ymax(i+n:i+2*n-1)=umax;
end
if >(2*N+1)*n-n && i<(2*N+1)*n+1
ymax(i:i+n-1)=xmax;
end
end
for i=(2*N+1)*n+1:n:(2*N+3)*n
if >(2*N+1)*n && i<(2*N+2)*n+1
ymax(i:i+n-1)=xsmax;
end
if i>(2*N+2)*n

ymax(i:i+n-1)=usmax;
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end

end

% Construccion de Q y de tauQ _eye:
Q=randn(n);

Q=Q*Q"+2*eye(n);
Q=max(eig(Q))*eye(n);
tauQ=min(eig(Q))/2;
tauQ_eye=tauQ*eye(n);

% Construccion de Ry de tauR_eye:
R=randn(n);

R=R*R'+2*eye(n);
R=max(eig(R))*eye(n);
tauR=min(eig(R))/2;

tauR _eye=tauR*eye(n);

% Construccion de T y de tauT_eye:

T=350*eye(n); % T=cte*1, la constante la elegi hasta que Hv fuera positiva.
T=T*T'+2*eye(n);

T=max(eig(T))*eye(n);

tauT=min(eig(T))/2;

tauT_eye=tauT*eye(n);

%Construccion de Sy de tauS_eye:
S=350*eye(n); Y%oS=cte*1, la hice igual que T.
S=S*S'+2*eye(n);

S=max(eig(S))*eye(n);

tauS=min(eig(S))/2;

tauS_eye=tauS*eye(n);

%
% C Construccion de las matrices H_v,q_vyD:
%H_v:

H_v=zeros((2*N+3)*n);

%H_v:

for i=1:2%n:(2*N+1)*n+1
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if i<(2*N)*n-n+1
H_v(i:i+n-1,i:i+n-1)=Q-tauQ _eye;
H_v((2*N+1)*n+1:(2*N+2)*n,i:i+n-1)=-Q;
H_v(i+n:i+2*n-1,i+n:i+2*n-1)=R-tauR_eye;
H_v((2*N+2)*n+1:(2*N+3)*n,i+tn:i+2*n-1)=-R;
end
if >(2*N)*n-n && i<(2*N+1)*n+1
H_v(i:i+n-1,izi+n-1)=T-tauT eye;
end
end
for i=(2*N+1)*n+1:n:(2*N+3)*n
if >(2*N+1)*n && i<(2*N+2)*n+1
for j=1:2*n:(2*N)*n-n
H_v(j:j+n-1,2*N+1)*n+1:(2*N+2)*n)=-Q;
end
H_v((2*N+1)*n+1:(2*N+2)*n,i:i+n-1)=N*Q+(T-tauT _eye);
end
if i>(2*N+2)*n
for j=1:2*n:(2*N)*n-n
H_v(j+n:j+2*n-1,2*N+2)*n+1:(2*N+3)*n)=-R;
end
H_v((2*N+2)*n+1:(2*N+3)*n,i:i+n-1)=N*R+(S-tauS_eye);
end
end

H v=2*H v;

%q_v:
q_v=zeros(1,(2*N+3)*n);
for i=1:2*n:(2*N+1)*n+1
if i<(2*N)*n-n+1
q_v(izitn-1)=2*xe'*tauQ_eye;
q_v(itn:i+2*n-1)=2*ue'*tauR eye;
end
if >(2*N)*n-n && i<(2*N+1)*n+1
q_v(i:i+n-1)=-2*xe'*(T-tauT eye);
end
end

for i=(2*N+1)*n+1:n:(2*N+3)*n
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if i>(2*N+1)*n && i<(2*N+2)*n+1
q_v(i:i+n-1)=-2*xe"*(T-tauT _eye);

end

if i>(2*N+2)*n
q_v(i:i+n-1)=-2*ue'*(S-tauS_eye);

end

end

q_v=q_v'

%D:
gg=-eye(n);
i=0;
D=zeros((N+2)*n,(2*N+3)*n);
for i=1:n:(N+1)*n+1
if i<N*n+1
D(izi+n-1,i+j*n:i+j*n+n-1)=A;
D(i:i+n-1,i+j*n+n:i+j*n+2*n-1)=B;
D(i:i+n-1,i+j*n+2*n:i+j*n+3*n-1)=gg;
=it
end
if >N*n && i<(N+1)*n+1
D(i:i+n-1Li+N*n:i+(N+1)*n-1)=eye(n);
D(izi+n-1Li+(N+1)*n:i+(N+2)*n-1)=gg;
end
if i>(N-+1)*n
D(i:i+n-1,2*N+1)*n+1:(2*N+2)*n)=A-eye(n);
D(i:i+n-1,(2*N+2)*n+1:(2*N+3)*n)=B;
end

end

% Construccion de H y, q_y:
%H y:
H_y=zeros((2*N+3)*n);
for i=1:2*n:(2*N+1)*n+1
if i<(2*N+1)*n-n+1
H_y(i:i+n-Li:i+n-1)=tauQ _eye;
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H_y(i+n:i+2*n-1,i+n:i+2*n-1)=tauR_eye;
end
if i>(2*N+1)*n-n && i<(2*N+1)*n+1
H_y(i:i+n-1,i:i+n-1)=tauT _eye;
end
end
for i=2*N+1)*n+1:n:(2*N+3)*n
if >(2*N+1)*n && i<(2*N+2)*n+1
H_y((2*N+1)*n+1:(2*N+2)*n,i:zi+n-1)=tauT eye;
end
if i>(2*N+2)*n
H_y((2*N+2)*n+1:(2*N+3)*n,i:i+n-1)=tauS_eye;
end

end

H_y=2*H_y;

%q_y:
q_y=zeros(1,(2*N+3)*n);
for i=1:2*n:(2*N+1)*n+1
if i<2*N+1)*n-n+1
if i=—=1
q_y(i:i+n-1)=-2*xe'*tauQ_eye+tau;
else
q_y(i:i+n-1)=-2*xe'*tauQ_eye;
end
q_y(itn:i+2*n-1)=-2*ue'*tauR _eye;
end
if i>(2*N+1)*n-n && i<(2*N+1)*n+1
q_y(i:i+n-1)=-2*xe'*tauT eye;
end
end
for i=(2*N+1)*n+1:n:(2*N+3)*n
if >(2*N+1)*n && i<(2*N+2)*n+1
q_y(i:i+n-1)=-2*xe'*tauT eye;
end
if i>(2*N+2)*n
q_y(i:i+n-1)=-2*ue'*tauS_eye;
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end

end

94_y=q_y’

FISTA

% FISTA:

% Inicializacion de variables algoritmo:
lambda=0*ones((2*N+3)*n,1);
phi2=0*ones((2*N+3)*n,1);
phi3=0*ones((2*N+3)*n,1);
t1=0; t2=0; k=1;
v_opt=7*ones((2*N+3)*n,1);
y_opt=5*ones((2*N+3)*n,1);
b=1;
while (norm(v_opt-y_opt)>epsilon) && (b==1)
t1=t2;
phil=phi2;
phi2=phi3;
£2=0.5*(1+sqrt(1+4*t1°2));
lambda=phi2+((t1-1)/t2)*(phi2-phil);
v_opt=calculo_v(N,n,Jambda,q_v,H v,D);
[y_opt,q_y]=calculo y(N,n,q_y,Jambda,xe,ue,x_ini,ymin,ymax,tauQ,tauR tauT,tauS,tau);
phi3=lambda-+(inv(inv(H_v)+inv(H_y))*(v_opt-y_opt));
[Jv,b]=varphy(H_v,q_v,H_y,q_y,Jambda,v_opt,y_opt);
k=k+1;
end

L=[v_opty_opt];

Calculo_v

function [ v_opt | = calculo_v( N,n,Jambda,q v,H v,D)
% Matrices de ceros para el sistema de ecuaciones:
m=zeros((N+2)*n);

w=zeros((N+2)*n,1);

54



Algoritmos de primer orden para implementacién del Control Predictivo para Seguimiento

% Matriz de coeficientes:
F=[H_v D";D m|];

% Matriz solucion:

e=[-q_v-lambda;w];

% Resultado:
o=F\e;
v_opt=0(1:(2*N+3)*n);

end

Calculo_y

function [ y_opt,q_y | = calculo_y( N,n,q_y,Jambda,xe,ue,x,ymin,ymax,tauQ,tauR,tauT,tauS,tau )
%yx -> dato inicial.
%ymin,ymax -> las restricciones en caja, estin construidas en el main.
for i=1:(2*N+3)*n %bucle que recorre el vector y.
%Kl siguiente if es para ir haciendo que j vaya de 1 a n cada vez que
%llegamos a una nueva variable de decision:
if (i<n+1) %S§i el indice es menor que n+1, entonces estoy en x(0).
J=i
else
j=mod(i,n); %Si el indice es superior, miro el resto de dividir i entre n
%y la j sera igual a ese resto, excepto si es cero.
if (j==0) %Si el resto es 0, j=n.
j=n;
end
end

if (mod(i,2*n)<=n) & & (mod(i,2*n)~=0) %Para ver la variable de decision que estoy optimizando es
x(1,2,...,N-1).
% 1Los parametros son los que acompaiian a los términos de x en el
% funcional.
d=xe(j);
r=2*tauQ;
if ((>2*N*n) && (i<(2*N+1)*n+1) %Si es x(N), r es otra.
r=2*tauT;
end
else %Si estoy optimizando una de las u(1,2,...,N-1).
d=ue(j);
r=2*tauR;
end
% Lo que sigue es para las 2 altimas variables, xs e us, que por el orden en
%el que estan puestas en y, no corresponden al lugar que se le asignaria de
%la forma anterior.
if (>(2*N+1)*n) && (i<(2*N+2)*n+1)
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d=xe(j);
r=2*tauT;
end
if (>(2*N+2)*n) && (i<(2*N+3)*n+1)
d=ue(j);
r=2*taus;
end

% Los otros parametros tal como vimos.

g=-lambda(j); % Este signo es negativo por la forma en que definimos el varphy.
a=tau;

s=x(j)s

%Asi, ya quedaria definido el funcional como 0.5(z-d)"2-+a|z-s|+gz.

if (i<n+1) %Si estamos en x(0) -> a es distinto de 0.
y_=max(ymin(i),min(((-a-g)/r)+d,ymax(i))); YoSuponemos x0(j)-x(j)>0
y__=max(ymin(i),min(((a-g)/r)+d,ymax(i))); %oSuponemos x0(j)-x(j)<0

if ((y_-s)<0) %Si ambas son negativas, cogemos la que se calcul6 suponiendo eso:
y_opt(i)=y__;
alpha(i)=-1;

end

if ((y__-s)>0) %Si ambas son positivas, lo mismo:

y_opt(=y_;
alpha(i)=1;
end
else %Si no estamos en x(0)-> a=0.

y_opt(i)j=max(ymin(i),min((d-g/r),ymax(i)));
end
end

q_y(1:n)=q_y(1:n)+tau*alpha';

y_opt=y_opt';
end

ADMM

% Algortimo ADMM:

lambda=0*ones((2*N+3)*n,1);
rho=100;
y_ant=(ymax-+ymin)/2;

k=1;

v_post=7*ones((2*N+3)*n,1);
y_post=0*ones((2*N+3)*n,1);
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while max(norm(v_post-y_post),norm(y_post-y_ant))>epsilon
y_ant=y_post;
v_post=inv(H_v+rho*eye((2*N+3)*n))*(-lambda+rho*y_ant-q_v-D'*...
inv(D*inv(H_v+rho*eye((2*N+3)*n))*D")*D*inv(H_v-+rho*eye((2*N+3)*n))*...
(-lambda+rho*y ant-q_v));
f=rho*v_post-lambda;
y_post=max(ymin,min(f/rho,ymax));
lambda=lambda+rho*(v_post-y_post);
k=k+1;

end
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