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Resumen. Nuestro objetivo en este trabajo es adaptar los algoritmos de adelgaza-
miento topoldgico y algebraico dados en [4, 5] para el caso de complejos simploidales.
La adaptacién del adelgazamiento algebraico ya aparece en [8]. Nos centraremos por
tanto en la fase de adelgazamiento topolégico. Dada una imagen digital I, pretendemos
obtener un complejo adelgazado T' y una contraccién de cadenas entre C(K(I)) y C(T)
tal que el complejo T' “preserve” la geometria de I y no sélo la topologia. Para ello, lo
primero que debemos hacer es codificar la imagen I en una representacién mas adecuada
como la de arbol cuaternario y asociarle un complejo simploidal que vendra dado por las
adyacencias de cada elemento de la imagen I.
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1 IMAGENES DIGITALES

La topologia asociada a una imagen digital se basa en la definicién de adyacencia
o vecindad en cada elemento de la imagen. Vamos a centrar nuestra atencion
en imagenes digitales de dimensién 2 y 3, aunque los algoritmos que exponemos
aqui se pueden generalizar a cualquier dimensién. Los elementos basicos que
componen una imagen digital 2D se llaman pizeles y los de una imagen 3D se
llaman vézeles. A cada elemento de una imagen digital se le asociard un punto de
coordenadas enteras. Los vecinos de un pixel (resp. voxel) vienen condicionados
por el mallado considerado en la imagen digital en el proceso de digitalizacion.
El més comin es el mallado cuadrado (resp. cibico). Las adyacencias mas
importantes que se definen en este tipo de mallado son:

e Dos puntos en Z? (resp. Z3) se dice que son 8-adyacentes (resp. 26-
adyacentes) si ellos son distintos y cada coordenada de uno de ellos difiere
de la correspondiente coordenada del otro en a lo mas 1;
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Todas las imagenes aqui mostradas se han obtenido usando los programas [3] y [16].
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Figura 1.1: Imagen digital binaria 2D y 3D.

e Dos puntos en Z? (resp. Z?) se dice que son 4-adyacentes (6-adyacentes)
si son 8-adyacentes (resp. 26-adyacentes) y difieren en sélo una de sus
coordenadas.

Esta definicién se puede generalizar a cualquier dimension.

Seguiremos la terminologia dada en [11] para representar imdgenes digitales.
Consideraremos imagenes digitales binarias donde los elementos de la imagen sélo
pueden ser blancos (si pertenecen al fondo de la imagen) o negros (si pertenecen
a los objetos representados en la imagen). Un espacio digital nD o DPS (del
inglés digital picture space) es una tripleta (V,3,w), donde V es el conjunto de
puntos de un mallado n-dimensional y  (resp. w) determina las relaciones de
adyacencia entre los puntos negros de la imagen (resp. puntos blancos). Una
imagen digital binaria nD es un cuddruple I = (B,V, 5,w) donde (V,5,w) es un
espacio digital n-dimensional y B es un subconjunto finito de V' (el conjunto de
los puntos negros de la imagen).

Nota 1. Diremos que dos puntos negros de una imagen digital (B,V,,w) son
adyacentes si son [-adyacentes y dos puntos blancos o un punto blanco y uno
negro son adyacentes si son w-adyacentes.

Sea V' C Z". Un isomorfismo entre dos imagenes digitales nD, (B1,V, 3, w)
e (By,V,,w) es un homeomorfismo h del espacio euclideo n-dimensional en si
mismo que lleva V en V, respeta las relaciones de adyacencia en V y tal que
h(B1) = Bs.

En la figura 1 podemos ver dos ejemplos sencillos de imagenes digitales usando
el mallado cuadrado y cibico, que se corresponderian con los espacios digitales
(Z2,8,4) y (Z>,26,6), respectivamente. Estos espacios digitales son muy usados
en la actualidad.



Figura 1.2: Imagen en el espacio digital (Z2,8,4) y los complejos ciibicos, simpli-
ciales y simploidales asociados.

2  REPRESENTACION SIMPLOIDAL DE IMAGENES DIGITALES

Los grupos de homologia, la caracteristica de Euler digital o el grupo fundamental
digital son propiedades topolégicas que han sido muy estudiadas en el area de la
Topologia Digital [10, 15]. Todas estas propiedades son adaptaciones al espacio
discreto de invariantes topologicos clasicos. Una forma de hacer esto es asociar
un objeto “continuo” C(I) que sea “andlogo” (topoldgica y geométricamente
hablando) a la imagen digital I [12, 1, 9]. De esta manera, C(I) “rellenaria los
huecos” existentes entre los punto negros de I segiin la relacién de adyacencia
definida en 1.

Para obtener C(I), se suelen usar estructuras combinatoriales como los com-
plejos cubicos y simpliciales [13, 14]. Si nos restringimos a objetos inmersos en
R3, un complejo cibico es una coleccién de puntos, aristas, cuadrados y cubos
que se unen de forma adecuada para formar el objeto. Andlogamente, un com-
plejo simplicial estd formado por vértices, aristas, triangulos y tretaedros. En
este trabajo usaremos una estructura combinatorial menos conocida que engloba
las dos anteriores: los complejos simploidales [2]. Con este tipo de representacio-
nes se evitan problemas de alteracién de la geometria que surgen con las otras
representaciones (ver figura 2). Ademads, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1. Dos imdgenes digitales I = (By,72,8,4) e Iy = (Bs,72,8,4) son
isomorfas si y sélo si sus representaciones simploidales K(I1) y K(I3) son ho-
meomorfas. Andlogamente ocurre con imdgenes en el espacio digital (Z3,26,6).
Ademds, el complejo simploidal K(I) y a la imagen digital I a la que estd aso-
ciado tienen la misma dimension y el mismo ndmero de componentes conezas,
agujeros y cavidades.

Dado que los complejos simpliciales son un caso particular de complejos sim-
ploidales, el teorema anterior también es vélido para imagenes en los espacios

digitales (Z2,6,6) y (Z3,14,14) (ver [5, 4]).



4 Imagenes Digitales y Complejos Simploidales

3 ARBOL CUATERNARIO Y COMPLEJO SIMPLOIDAL

En [5, 4] se exponen algoritmos para adelgazar una imagen digital representada
por un complejo simplicial en dos fases. En la primera fase, se realiza un adelgaza-
miento topolégico mediante colapsamiento simplicial para conseguir un complejo
simplicial “adelgazado” con la misma topologia que el primero; en la segunda fase
se realiza un adelgazamiento algebraico mediante un algoritmo incremental para
calcular la homologia de la imagen. El objetivo iltimo es calcular una contraccién
de cadenas (ver la definicién 1) que conecte el complejo simploidal asociado a la
imagen digital con la homologia de la imagen. De esta forma se consigue calcular
no soélo el niimero de componentes conexas y agujeros, sino también el conjunto
de simplices que representan a cada componente conexa y agujero. Mds concre-
tamente, una componente conexa se representard por un vértice y un agujero por
un conjunto de aristas que formen un ciclo.

A partir de ahora, consideraremos, por simplicidad, que las imagenes estan
en (Z2,8,4), aunque los resultados que aqui exponemos se pueden generalizar a
cualquier dimensién.

Definicion 1. Un complejo simploidal K viene determinado por la lista de los
vértices, aristas, cuadrados (o poligonos de 4 lados) y triangulos que lo componen.
A esta lista podemos dotarla de estructura de grupo donde las g-cadenas son
sumas formales de q-celdas (una 0-celda es un vértice, una 1-celda es una arista
y una 2-celda es un cuadrado o un tridngulo). Al complejo simploidal K dotado
de estructura de grupo se le denota por C(K). Una q-celda o viene totalmente
determinada por la secuencia de las coordenadas de sus vértices: o = vy --- vy, de
forma que vi,...,v, es un camino (es decir, dos vértices consecutivos en o estan
unidos por una arista en K). El borde de la q-celda o, 0o, es la suma de las
(¢ — 1)-celdas en K cuyos vértices se encuentran en el conjunto {vy,...,v,}. El
borde de una g-cadena es el borde de cada una de las q-celdas que la componen.

Una contraccion de cadenas entre C(K1) y C(K3) donde Ky y Ko son dos
complejos simploidales, consiste en tres homomorfismos [ : C(Ky) — C(K3),
g: C(Kz) = C(K1) y ¢ : C(Ky) = C(Ky) tal que fO(ar) = 0f(a1), gO(az) =
dg(az), (¢p0 + 0¢)(a1) = a1 + gf(a1) v fglaz) = as para cualquier cadena a; €
C(K1) y as € C(K3). Entre otras propiedades, se cumple que si existe una
contraccion de cadenas entre C(Ky) y C(K3) entonces Ky tiene mayor nimero
de celdas que Ko pero ambos tienen la misma homologia.

Nuestro objetivo es adaptar los algoritmos de adelgazamiento topolégico y
algebraico dados en [4, 5] para el caso de complejos simploidales. Hemos de decir
que la adaptacién del adelgazamiento algebraico para el caso de trabajar con
complejos simploidades ya aparece en [8]. Nos centraremos por tanto en la fase
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Figura 1.3: Representacion del arbol cuaternario de la parte negra de la imagen
digital 2D de la figura 1 y el complejo simploidal K(Q(I)) asociado.

de adelgazamiento topolégico. Dada una imagen digital I, pretendemos obtener
un complejo adelgazado T' y una contraccién de cadenas entre C(K(I)) y C(T)
tal que el complejo T “preserve” la geometria de I y no sdlo la topologia. Para
ello, lo primero que debemos hacer es codificar la imagen I en una representacion
més adecuada como la de drbol cuaternario.

Definicion 2. Dada una imagen digital binaria I, las hojas del drbol cuater-
nario Q(I) de dicha imagen representan los cuadrantes de la imagen y son eti-
quetadas con el color del drea correspondiente, es decir, negro o blanco. A cada
hoja A del drbol le asignaremos un cédigo unico que lo localiza (A1 As...Ay) con
A; € {0,1,2,3}, donde cada digito en la secuencia representa la subdivision del
cuadrante de la que procede. Ademds, a cada hoja le asignaremos un peso que se
corresponderd con el radio del cuadrante que represente dicha hoja.

El complejo simploidal K(Q(I)) asociado a Q(I) se construye como sigue: los
vértices de K(Q(I)) son las hojas de Q(I), las aristas de K(Q(I)) unen 2 vértices
del mismo color tal que los cuadrantes que representan son adyacentes en I, los
cuadrados (o poligonos de 4 lados) unen 4 vértices del mismo color mutuamente
adyacentes, y por ultimo, los tridngulos unen 3.

La realizacién geométrica |K(Q(I))| se puede obtener a partir de |K(I)| me-
diante deformaciones continuas de forma similar a como se hizo en [6] para com-
plejos simpliciales.

Dado un complejo simploidal K, llamaremos celdas mazimales a las celdas
que no pertenecen al borde de ninguna otra celda en K. Diremos que v es
vértice simple de K (por analogia al concepto de punto simple [11]) si el complejo
simploidal T' que se obtiene al aplicar el algoritmo 1 es homotdpico a K.

Si K(Q(I)) es un complejo simploidal asociado a una imagen digital 2D, un
vértice v es simple en K si: o bien, pertenece a una unica arista de K, o bien el
numero de aristas a las que pertenece v (que denotaremos 0(v)) es uno mas que
el nimero de 2-celdas a las que pertenece.
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El siguiente algoritmo nos muestra cémo debe ser eliminado un vértice simple
en un complejo simploidal K inmerso en R?.

Algoritmo 1. Eliminar un vértice simple v de un complejo simploidal K.

INPUT:

OUTPUT:

Inicio:
Sea

Desde
Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:

El complejo simploidal K y el vértice v.
Un complejo simploidal T'.

T:=K.

{o1,...,0m} el conjunto de celdas mazimales de K
que contienen al vértice v.

1 =1 hasta m hacer:

Si o; es una arista, o; = Vw:

T:=T\ {v,vw}.

Si o; es un tridngulo, o; = TVvw:

T:=T\ {v,vw, zv, zow} .

Si 0; es es un cuadrado, o; = TYvw:

T:=T\ {v,yv,vw, zyvw} U {yw, zyw} .

Observemos que si eliminamos un vértice v que pertenece a un cuadrado xyvw
en K, entonces desaparece el cuadrado de K y aparece el tridngulo zyw. Para
calcular una contraccién de cadenas entre la entrada y la salida del algoritmo
anterior, sélo hemos de aplicar el algoritmo 4 que aparece en [7].

Para preservar en cierta medida la geometria de la imagen, a la hora de
adelgazar el complejo simploidal K, para cada vértice v tendremos en cuenta
su peso p(v) y su nimero de incidencia d(v). Fijado un valor umbral p, sélo
eliminaremos aquellos vértices simples de K cuyo peso sea menor que p.

Algoritmo 2. Algoritmo de adelgazamiento de un complejo simploidal K.

INPUT:

OUTPUT:

Inicio:

Mientras:

Un complejo simploidal K y un valor umbral p.
Un complejo simploidal T, sin vértices simples de peso
menor que p, homotdpico a K.

T:=K.

T tenga vértices simples de peso menor que p:

Sea {v1,..., v} el conjunto de vértices simples de T' de peso

menor que p, ordenados por pesos de menor a mayor

y por numero de incidencia de menor a mayor.
Desde 4 =1 hasta n hacer:

Si v; es simple en T, aplicar el algoritmo 1 a v; y T,

para obtener como salida un complejo simploidal S.

T:=8.
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Figura 1.4: Sucesivos pasos del algoritmo 2.

Es facil ver que la salida de este algoritmo, T, satisface que no tiene vértices
simples y que es homotdpico a K.

4 'TRABAJO FUTURO

En [4, 5] se calcula un invariante nuevo llamado H B1 derivado del producto exis-
tente en cohomologia (dual algebraico de la homologia) y que tiene la propiedad
de ser un invariante mas fino que la homologia. Es decir, dos imégenes no isomor-
fas con el mismo niimero de componentes conexas, agujeros y cavidades, pueden
tener distinto HB1. El principal problema que nos enfrentamos a la hora de
trabajar con complejos simploidales y aplicar los algoritmos desarrollados para
el cdlculo de cohomologia de una imagen simplicial en [4, 5], es que en un com-
plejo simplicial se puede definir una funcién diagonal que produce un producto en
cohomologia de forma natural. Nosotros pretendemos definir de forma adecuada
algin tipo de funcién diagonal que también nos permita desarrollar algoritmos
que calculen la cohomologia y el producto en cohomologia para complejos sim-
ploidales.
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