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Resumen

En este articulo, se pretende dar una visién general y lo més divulgativa
posible sobre los propésitos y objetivos del proyecto de investigacion CHATA
(Computational Homological Algebra and Algebraic Topology and Applications),
en el que estamos involucrados siete investigadores del Departamento de Ma-
temédtica Aplicada I de la Universidad de Sevilla. Este proyecto tiene como
objetivo esencial el desarrollo de procesos algoritmicos en Topologia Algebraica
y Algebra Homoldgica de interés practico. Es necesario enfatizar que nues-
tra motivacién no es tan sélo obtener soluciones positivas al problema de la
computabilidad en estas dreas (problema ya de por si delicado), sino que fun-
damentalmente nuestra preocupacién es la misma que Tangora [48] mostraba
en los anos ochenta: “convertir, siempre que sea posible, soluciones intratables
desde el punto de vista practico debido a la enorme complejidad que presen-
tan, en algoritmos tratables y viables. Ante tal meta, en una primera etapa es
obligado plantearse, por una parte, un procedimiento general para considerar
constructivamente los métodos usados en estos campos y, por otra, una teoria de
complejidad en estas dreas que nos permita evaluar adecuadamente la eficiencia
de los algoritmos, para después intentar realizar un refinamiento de estos.

1 Introduccion

La Topologia Algebraica analiza transformaciones de datos continuos a discretos. Una
primera fase en este proceso de discretizacién fue el establecer invariantes algebraicos
asociados a los espacios topolégicos. Dichos invariantes son ttiles algebraicos que nos
ayudan a distinguir espacios topoldgicos no—homeomorfos. El proyecto CHATA hace
especial hincapié en el diseno de algoritmos de calculo de invariantes que sean lo més
eficientes posible. La tarea tedrica es dura debido a los elevados costes computaciona-
les que, en general, presentan estos procesos. No estamos tan interesados en obtener
resultados atin no conocidos y originales en Topologia Algebraica como en establecer
una cimentacién algoritmica sélida en este campo.

Esta propuesta tiene cabida dentro de otra iniciativa mas amplia que nuestro
grupo desarrolla en el contexto de la emergente drea de Topologia Computacional.
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Por supuesto, el objetivo ultimo de este proyecto es el de implementar en maquina
informética los algoritmos disenados por el grupo, usando lenguajes de programacién
como C' + + o LISP (donde es posible trabajar en un marco de programacién fuerte-
mente orientada a objeto) y/o programas comerciales como Mathematica, MAPLE,
etc. Para esta tarea, ya contamos con la ayuda de investigadores expertos en este
contexto como son los profesores Julio Rubio (Universidad de Zaragoza) y Francis
Sergeraert (Universidad de Grenoble I). Mas concretamente, en colaboracién con el
grupo de investigacién que dirige el profesor Julio Rubio coordinamos en los préximos
tres afios, un proyecto de investigacién de la Direccién General de Ensenanza Supe-
rior e Investigacién Cientifica (PB98-1621-C02-02) y en donde la linea de accién que
propone CHATA estd completamente integrada.

El proyecto CHATA requiere un trabajo interdisciplinar bien organizado. Este se
intentard mover entre campos tan extensos como Topologia Computacional, Algebra
Computational, Algebra Homolégica, Teoria de Grupos, Topologia Algebraica, Teoria
de Disenios Combinatoriales, Sistemas Dindmicos, Célculo Secundario (y aproxima-
ciones algebraicas a las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no-lineales) y
Fisica Cohomoldgica. Todas estas dreas, algunas de ellas aparentemente disconexas
entre si, estan ligadas por una visién unificada a través de nuestro proyecto.

En este articulo, no pretendemos ser exhaustivos a la hora de concretar todos los
objetivos que nos marcamos en esta iniciativa sino explicar a grandes trazos nuestra
forma de trabajar para establecer métodos computacionales en distintos problemas
de Topologfa Algebraica y Algebra Homoldgica.

En primer lugar, comentamos someramente el problema de la computabilidad, al
tiempo que se aportan soluciones algoritmicas de indole general para tratar una gran
cantidad de cuestiones en Topologia Algebraica y Algebra Homolo6gica. Proseguimos
dando una idea del problema de la complejidad en este ambito, para posteriormente
meternos de lleno en los objetivos a corto y medio plazo que pretende alcanzar el pro-
yecto CHATA. Operaciones cohomolégicas, homologia de fibrados simpliciales (siendo
los factores conjuntos simpliciales significativos), grupos de homotopia, homologia de
algebras diferenciales graduadas conmutativas y homologia de grupos son los tépicos
sobre los que aqui discutiremos someramente desde una perspectiva computacional.

2 Computabilidad en Topologia Algebraica

Comencemos con un problema en Topologia Digital 2-dimensional. Supongamos que
tenemos un objeto A en el plano y que realizamos un proceso de digitalizacion del
mismo. La digitalizacién que usaremos es la utilizada en [22], la cual aproxima muchos
procesos de digitalizacién reales. Este método estd modelado como una aplicacién de
conjuntos continuos representando objetos reales a conjuntos discretos representando
imagenes digitales. Usando un sensor real, la digitalizacién de A, la definimos con
respecto a un mallado de cuadrados que recubre R?. Un cuadrado es un pixel negro
si y solo si el cociente del area del campo “visto” por el sensor en un determinado
cuadrado entre el area total del cuadrado correspondiente es mayor que algin valor
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prefijado . Supongamos que escogemos un « tal que la digitalizacién de A, que
notamos Dig(A), “preserva la topologia” . Por “preservacién de la topologia” se
entenderd que A es homotépicamente equivalente a Dig(A) (esta definicién procede
de Gross y Latecki [22]). Esto significa, en particular, que ambos objetos presentan el
mismo nimero de componentes conexas y el mismo nimero de “agujeros”. Usando la
terminologia propia de la Topologia Algebraica cldsica, sus correspondientes grupos
de homologia en grado cero y uno son isomorfos y, por tanto, la caracteristica de
Euler de ambos objetos es la misma. Desde una perspectiva computacional, esto
quiere decir que el cédlculo de la homologia del objeto continuo A puede hacerse via
la del objeto digital Dig(A) y para este tltimo hay algoritmos eficaces de etiquetado
y obtencién de dichos invariantes.

Lo cierto es que las cosas ya no son tan faciles si nos interesamos por invariantes
mads complejos que el de homologia de un objeto digital 2D, trabajamos en dimensiones
superiores y en el marco mds general de la Topologfa Algebraica cldsica (donde la
mayorfa de los objetos que se maneja son “infinitos”). No sélo nos encontramos con
problemas resolubles algoritmicamente pero que no admiten una solucién, digamos,
eficiente, sino que aparecen una significativa cantidad de problemas decidibles, es
decir, problemas para los cuales no existe ningtin algoritmo que los resuelva. Ejemplos
relevantes de esto ultimo son la decidibilidad del problema de las palabras [35] ¢ la
decidibilidad del problema del homeomorfismo entre dos n-variedades combinatoriales
compactas con n > 4 [33].

Dentro de las teorias que han propuesto un marco algoritmico general en To-
pologia Algebraica y que han aportado soluciones efectivas para amplias partes de
este area, podemos destacar fundamentalmente dos: la Topologia Algebraica Efectiva
[45] v la teoria de Homologia Efectiva [44]. En la primera se destaca la idea de que
las sucesiones exactas (restringiendo el Algebra Homoldgica a grupos abelianos fini-
tamente generados), son susceptibles de un tratamiento algoritmico. En la segunda,
se retoma el “modus operandi” de los matematicos Eilenberg y Mac Lane [14, 15] en
los anos 50 (que trabajaban en un contexto simplicial y con equivalencias de homo-
topia explicitas), se contintia con un tratamiento algoritmico adecuado de conjuntos
infinitos y con una ulterior codificacién e implementacién. En el proyecto CHATA,
seguiremos la mayoria de las veces la linea de accién perfilada por la Teoria de la Ho-
mologia Efectiva, analizando detalladamente la complejidad de los procesos, de cara
a determinar de antemano la potencia de célculo de sus posibles implementaciones y
a proponer posteriores refinamientos.

En otras palabras, en el trabajo que desarrolla nuestro grupo, no estamos sélo
interesados en problemas de decidibilidad en Topologia Algebraica, sino esencialmente
en obtener procesos algoritmicos de computo de invariantes que sean lo méas “razona-
bles” posible, tanto en tiempo como en espacio. En la seccion siguiente, explicaremos
mas detalladamente este calificativo de “razonable”.
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3 El problema de la complejidad en Topologia Al-
gebraica

El problema que nos ocupa ahora es el de establecer una teoria de complejidad apro-
piada en el &mbito de la Topologia Algebraica Efectiva o Constructiva que nos permita
clasificar los problemas decidibles en una escala de eficiencia.

Deseamos ahora trabajar en un ambiente puramente combinatorial en el que po-
damos describir de manera explicita el traspaso de informacién entre objetos geomé-
tricos y algebraicos. Para ello nos situamos en el contexto de la Topologia Simplicial,
donde los objetos basicos son conjuntos graduados en los enteros no negativos y dota-
dos de dos tipos de operadores: operadores de cara (con claro significado geométrico)
y de degeneracién (sin transcripcién geométrica pero fundamentales a la hora de re-
constituir la Geometria a partir del Algebra). Estos objetos son llamados conjuntos
simpliciales. Es inmediato asociar a un conjunto simplicial X, un médulo graduado
C(X) dotado de un operador d, llamado diferencial, que disminuye el grado de uno y
tal que dod = 0. A partir de este médulo diferencial graduado se puede extraer toda
la informacién homoldgica de X.

Analicemos el problema de la complejidad en Topologia Algebraica mediante un
ejemplo relevante en este area: una contracciéon Eilenberg-Zilber. Esta equivalencia
de homotopia es una terna de morfismos (f,g,h) que liga un producto algebro-geo-
métrico C(X x Y') con uno puramente algebraico C(X) ® C(Y), y que nos permite
expresar la homologia de un producto cartesiano de conjuntos simpliciales en términos
de las homologias de los factores. Estamos interesados en medir la “eficiencia” de los
morfismos componentes de esta contraccion a la hora de evaluarlos sobre un elemento
homogéneo de grado n del correspondiente médulo diferencial graduado. Considere-
mos que el tamano de la instancia sea n, tomemos como operaciones elementales los
operadores de cara y de degeneracién de los conjuntos simpliciales X e Y. Con estas
premisas, podemos afirmar que el morfismo f: C(X xY) — C(X) ® C(Y) actiia en
tiempo O(n?), y que g : C(X) @ C(Y) - C(X xY)yh:C(X xY) — C(X xY)
dan una respuesta en tiempo O(2") . Un resultado practicamente idéntico a éste
lo conseguimos a la hora de analizar la complejidad en espacio de la evaluacion de
estos morfismos. Estos resultados son previsibles si precisamos que f no es mas que
una aproximacion simplicial al operador diagonal y que g y h permiten reconstituir
la Geometria a partir de informacién puramente algebraica. Ademads, este comporta-
miento es el mismo para todas las contracciones que van de C(X xY) a C(X)®C(Y).
Por tanto, la dificultad que conlleva manejar los morfismos g y h de una contraccién
FEilenberg-Zilber es esencial. Por otra parte, contracciones de tipo Eilenberg-Zilber
aparecen casi por doquier en los procesos de calculo de invariantes, lo que plantea
un panorama global bastante desalentador. En un intento de simplificacién, pode-
mos decir que el objetivo fundamental del proyecto CHATA es evitar (en la manera
de lo posible) la naturaleza exponencial de los morfismos g y h de una contraccién
FEilenberg-Zilber, a la hora de disenar algoritmos de calculo de invariantes. En las
siguientes secciones veremos que dicho proposito lo hemos conseguido en el caso de
las operaciones cohomoldgicas de Steenrod y de la homologia de dlgebras diferenciales
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graduadas conmutativas (abreviadamente, ADGCs).

Finalmente, la maquinaria que nos provee las contracciones sugiere nuevas pers-
pectivas y aproximaciones a problemas clasicos de Topologia Algebraica y Algebra
Homoldgica. No obstante, esta idea no es novedosa: como ya hemos comentado ante-
riormente, Eilenberg y Mac Lane trabajaban ya de esta peculiar forma. Una herra-
mienta importante en este contexto es el de perturbacion de contracciones. La Teoria
de Perturbacién Homoldgica ([23], [24]) es una técnica sistemdtica y algoritmicamente
eficaz (por ejemplo, la teoria de la Homologia Efectiva hace un continuo uso de ella)
para la transferencia de estructuras de un objeto a otro salvo homotopia; constituye
un 1til poderoso para obtener DG-mddulos que representen un tipo de homotopia
dado. El elemento mas importante de esta teoria de perturbacién es el Lema de
Perturbacién Bésico, que puede verse como un verdadero algoritmo y que tiene como
datos de entrada una contraccién (f, g, h) entre dos DG-médulos (N,dy) y (M,dy), vy
una perturbacién  : N, — N,_1 (es decir, cumple que (dy +9)(dy +6) = 0), y como
dato de salida una nueva contraccién (fs, g5, hs) de (N,dyx +9) a (M, dy +ds), donde
los médulos graduados subyacentes no han sufrido variaciones y sélo se modifican las
diferenciales y los morfismos integrantes de la contraccién. Por ejemplo, el morfismo
ds : M, — M,_1 presenta la siguiente férmula:

ds = fég+ féhdg+ f6hdhdg + ...

Obsérvese que la suma anterior puede ser, en principio, infinita.

En las secciones siguientes, mostraremos la potencia de este método algebraico
de punto fijo a la hora de algoritmizar procesos en Topologia Algebraica y Algebra
Homologica.

De cara a dar una perspectiva mas amplia del problema de la complejidad en
Topologia Algebraica, analizamos ahora la perturbacion de una contracciéon Eilenberg-
Zilber (f,g,h). Si usamos como dato de perturbacién un morfismo & que actie en
tiempo polinomial, es obvio que el cdlculo de dgs sobre un elemento muestra un enorme
gasto computacional, debido a que en cada sumando (salvo el primero) de su férmula
aparece reiteradamente el operador de homotopia h de dicha contraccién. Este escollo,
consustancial a la transmisién de informacién algebro-geométrica, puede ser evitado
en determinadas situaciones, como veremos a continuacion.

4 Operaciones cohomolégicas desde una perspecti-
va computacional

Si los grupos de homologia y cohomologia son apropiadas generalizaciones del inva-
riante algebraico mds inmediato (que es el ntimero de componentes conexas de un
espacio), las operaciones cohomoldgicas son morfismos entre los grupos de cohomo-
logia que conmutan con homomorfismos inducidos de aplicaciones continuas. Esta
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maquinaria es tutil cuando la estructura de espacio vectorial graduado y el producto
cup que presenta la cohomologia fallan a la hora de distinguir dos espacios topoldgicos
no homeomorfos.

Los cuadrados y potencias reducidas de Steenrod constituyen una clase extrema-
damente importante de operaciones cohomoldgicas, no sélo en Topologia Algebraica
sino también en el area de métodos simpliciales del Algebra Homolégica (cohomologia
de grupos, cohomologia de Hochschild, ...). Existen varios métodos de construccién
para estas operaciones. Uno de ellos consiste en construirlas haciendo uso de la coho-
mologfa de los espacios de Eilenberg-Mac Lane (espacios de los que posteriormente
hablaremos més detalladamente). Otro método consiste en determinar una familia
de morfismos {D;} que“miden” la falta de conmutatividad del producto cup a nivel
de cocadenas. En Topologia Algebraica clédsica, la existencia de dicha sucesién de
morfismos estd garantizada por el método de los modelos aciclicos [13]. En [39] y
[20], se presenta un proceso alternativo para obtener la férmula explicita de los D;.
Més concretamente, en [39], se da una formulacién para cada D; en términos de los
morfismos componentes de una contraccién Eilenberg-Zilber (f,g,h). Pero este ni-
vel de descripcién no es suficiente desde un punto de vista computacional. Por una
parte, los morfismos componentes de la contraccién anterior se definen en términos
de operadores cara y degeneracién del conjunto simplicial X de partida. Por otra
parte, en la férmula de cada D; siempre estd envuelto el operador de homotopia h.
En consecuencia, si queremos expresar D; en términos de operadores cara y degene-
racion de X, en principio obtenemos que el niimero de sumandos que aparecen en la
férmula para un D; evaluado sobre un elemento de grado n es exponencial. Por tanto,
un algoritmo que se disefiara a partir de esta formulacién no serfa de mucho interés
préctico.

En [20], se simplifican substancialmente estas férmulas para el caso de produc-
tos cup-i y cuadrados de Steenrod, redescubriéndose y clarificindose en un contexto
combinatorial general el trabajo germinal (y actualmente bastante olvidado) de Nor-
man Steenrod en 1947 [47]. Dicha simplificacién se basa en el hecho de que toda
composicion de operadores cara y degeneraciéon de un conjunto simplicial puede ser
normalizada, es decir, expresada en una forma “candnica”’. Trabajando asi, obtene-
mos una descripcién simplicial econémica de estos invariantes (véanse [18] y [19] para
un estudio de la complejidad de evaluacién de estas operaciones). Ademds, un trata-
miento similar al anterior para potencias reducidas de Steenrod es factible a la luz del
trabajo preliminar realizado en [20]. Como muestra de esta viabilidad, limitémonos
a decir que, por ejemplo, una primera medida de la complejidad computacional a la
hora de evaluar la potencia reducida P} (c) aplicada a un g-cociclo ¢, sobre un elemen-
to de grado pq — 1, puede venir dada por el nimero de operadores de cara tomando
parte en la férmula, que es p(p — 1)g[(p — 1)g — 1] [21]. Es obvio que en el caso de
que X tenga un ndmero finito de simplices no degenerados en cada grado, nuestro
método puede ser visto como un verdadero algoritmo para calcular esta operacion
cohomoldgica. Por ejemplo, si el niimero de simplices no degenerados en cada X, es
O(¢) y cada operador de cara de X es evaluado en tiempo constante, la eficiencia de
nuestro algoritmo para calcular PP (c,) is O(p*q®).
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Actualmente, disponemos de una formulacién simplicial en términos exclusiva-
mente de operadores cara para un gran numero de potencias reducidas de Steenrod
y de ciertas operaciones cohomoldgicas secundarias. Un objetivo a corto plazo del
proyecto CHATA es finalizar el cuadro de descripciones explicitas de las operacio-
nes cohomoldgicas primarias y secundarias mas relevantes de la Topologia Algebraica
Clasica.

Ya hemos comentado que esta técnica muestra una falta de novedad en lo con-
cerniente a productos cup-i y cuadrados de Steenrod. Ahora bien, con respecto a
las potencias reducidas de Steenrod no hemos encontrado ninguna referencia en la
literatura en el que se perfilen sus férmulas explicitas a nivel de cociclos. La perspec-
tiva que mostramos de las operaciones cohomoldgicas desde el punto de vista de la
Teoria de Perturbaciéon Homoldgica es novedosa y fructifera y tenemos la conviccion
de que en un futuro cercano y trabajando de este modo, llegaremos a tener descritas
operaciones cohomoldgicas terciarias a nivel de complejos de cocadenas.

Otro punto interesante de este trabajo es el meramente didédctico, ya que nos
permite ver operaciones cohomolégicas “desnudas” a nivel combinatorial y, sin argu-
mentos intermedios que difuminen su naturaleza computacional.

Con estos resultados podemos ser optimistas y creemos que representan un pri-
mer paso en una previsible poderosa interrelacién entre las areas de la Topologia y el
Algebra Computacionales, donde los problemas de determinacién de operaciones en
Cohomologia se reduzcan esencialmente a una simple cuestion de derrecursificaciéon de
férmulas. Veremos que este fenémeno no es un hecho aislado y que podemos obtener
algoritmos razonables en otros d&mbitos, como es el de la homologia de las ADGCs.

5 Ataque algoritmico al calculo de la homologia de
“productos” de espacios primos en homotopia

Los espacios de Eilenberg-Mac Lane K(m,n) que dependen de un grupo abeliano
finitamente generado y de un entero positivo, son espacios “primos” en homotopia,
en el sentido de que todo conjunto simplicial puede ser visto en forma factorizada como
un producto cartesiano torcido de espacios de este tipo. Como ya apuntabamos antes,
el proyecto CHATA sigue como linea de accién la esgrimida por la firma FEilenberg y
Mac Lane en los afios 50 ([14],[15]), donde el punto de partida lo aportaba la Topologia
Simplicial, la informacién homolégica venia medida en forma de equivalencias de
homotopia explicitas y las herramientas algebraicas que usaban eran las que permitian
combinar, componer o perturbar dichos datos para obtener otros més complejos.

Henri Cartan en 1964 (véase [12] para tener una mayor pespectiva histérica) dio
una respuesta completa al calculo de los grupos de homologia de dichos espacios. El
trabajo de traduccion de este cémputo a la forma de algoritmo es sencillo, pero la
posterior reutilizacion de esta informacién de cara a obtener la homologia de pro-
ductos cartesianos torcidos de espacios de Eilenberg-Mac Lane se nos antoja llena
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de dificultades técnicas y sutilidades tedricas (sin mencionar las posibles deficiencias
y limitaciones, sobre todo problemas de extensién, que presenta el desarrollo de un
método constructivo a partir de estas premisas). Para poder disefiar un algoritmo de
célculo directo en este sentido, nos resulta imprescindible el uso de la maquinaria sobre
contracciones establecida por Eilenberg y Mac Lane y de la Teoria de Perturbacién
Homologica.

En [41], se establece informacién homoldgica en términos de contracciones so-
bre los “pequenos” complejos de Cartan, que nos permite trasladar comodamente el
método de Cartan-Moore para obtener los grupos de homologia de cualquier K (r,n)
al contexto de la Teoria de Perturbacion Homolégica. En estas condiciones, la pre-
gunta que nos hacemos es la siguiente: ;qué podemos decir de la homologia de
un fibrado simplicial (producto cartesiano torcido o, més abreviadamente, PCT)
K(m,n) x, K(n',n’), con fibra y base siendo espacios de Eilenberg-Mac Lane?. M4s
concretamente, jes posible establecer un algoritmo de calculo razonable de sus grupos
de homologia?

Un primer algoritmo de cdlculo ha sido planteado en [2]. Sin embargo, este
método, debido a la elevada complejidad que presenta, no lo consideramos viable a
efectos de implementacién. El mayor gasto computacional de dicho método estriba en
el proceso de perturbacién de la contraccién Eilenberg-Zilber de C'(K (m,n)x K (7', n'))
a C(K(mn)) @ C(K(x',n')), usando como dato de perturbacién el producido por el
operador de torsién geométrica T en la diferencial del PCT. En otras palabras, el insta-
lar una cocadena de torsién algebraica t : C(n’,n’) — C(m,n) en el producto tensorial
C(K(m,n) ®: C(K(n',n') que nos proporcione la misma informacién homolégica que
el PCT de partida es el proceso mas costoso. Por una parte, el optimizar el calculo
de t y, por otra, el hecho de que podamos enriquecer nuestro algoritmo con técnicas
de preservacion de estructuras de dlgebras, A..-codlgebras y cocadenas de torsion ha-
cen que las expectativas de establecer un método computacional “tratable” para ese
calculo sean halagiienas. Finalmente, la obtencion de un resultado algoritmico positi-
vo para este proceso de “multiplicacién” repercutiria inmediatamente en una mejora
ostensible de la eficiencia del algoritmo tedrico de célculo de grupos de homotopia
(especificado en los articulos [38] y [40]).

6 ;Un sistema de calculo formal para la homologia
de DG-algebras conmutativas?

El célculo de la homologfa de dlgebras es un problema cldsico en Algebra Homolégica.
Entenderemos por homologia de un algebra A, la homologia del médulo diferencial
graduado B(A), llamado construccién bar reducida de A. Este objeto puede verse
como una inversa formal de A. De esta forma, obligamos al producto del algebra A
a aparecer en el cdlculo homolégico. Ahora bien, frecuentemente la construccién bar
se presenta intratable desde un punto de vista computacional, debido al gran nimero
de generadores que posee. Hay veces, sin embargo, donde es posible establecer una
equivalencia de homotopia explicita (f, g, h) entre la construccién bar de un algebra
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diferencial graduada A y otra construccién “maés sencilla” H, es decir, con un menor
ntmero de generadores (H es un “pequenio” modelo homolégico de A). Este es el caso
de las dlgebras diferenciales graduadas libres conmutativas, que pueden verse en forma
“factorizada” como productos tensoriales torcidos (o PTTs) de &lgebras exteriores
y polinomiales. A su vez, las construcciones bar reducida de estds ultimas dlgebras
admiten contracciones hacia ADGCs “pequenas” (estas tltimas siendo también PTTs
de dlgebras simples). Estas contracciones son composiciones de otras mds simples,
entre las cuales se ven envueltas contracciones de tipo Eilenberg-Zilber.

Es en este ambito donde ya hemos planteado un primer algoritmo de calculo
(véase [4]), el cudl presenta problemas de complejidad que pasamos ahora a detallar.
Consideremos como datos de entrada una secuencia creciente de enteros no-negativos
ny <ng < ... < ng (que expresan el grado de los generadores de las dlgebras exteriores
y polinomiales que conforman el producto tensorial torcido de dlgebras de partida) y el
valor de la diferencial de este PTT sobre cada generador. Este proceso da como salida
los valores de la diferencial perturbada ds para cada generador del algebra H. Sélo es
necesario conocer dgs sobre los ¢ generadores del algebra y no sobre todo elemento de
H, ya que utilizamos una herramienta refinada de perturbacién de élgebras (la teoria
de la semi-completitud [41]).

Ahora bien, ya hemos expresado anteriormente que el cilculo de ds sobre un
elemento de grado n en principio requiere como minimo un tiempo exponencial. Es-
te obstaculo lo podemos salvar conjugando la teoria de la semi-completitud con la
técnica, que nosotros hemos bautizado, de inversiones ([41], [7]). La técnica de inver-
siones nos permite afirmar que, a la hora de evaluar un sumando fdhé---hdg de ds
sobre un elemento cualquiera, sélo es necesario tener en cuenta un niimero polinomial
de sumandos en cada aplicacién del operador de homotopia h, ya que para el resto se
tiene la certeza (usando argumentos de filtraciones) de que finalmente su evaluacién
abocara en cero. Finalmente, el iniciar esta maquinaria con un preprocesamiento ade-
cuado de la diferencial del algebra de partida A revierte en el disefio de un algoritmo
mejorado con respecto al inicial.

El objetivo de CHATA en este area es la implementacion en maquina informética
de dicho algoritmo de calculo de homologia de ADGCs. Una vez realizado , el cdlculo
de la n-homologia (con n > 2) y homologias de Harrison, de Hochschild y ciclica de
ADGGCs [32] aparecen factibles de ser atacados [5].

7 Homologia de grupos y matrices estructuradas

La determinacion de modelos homolégicos computables de grupos discretos se presenta
abordable desde la 6ptica de la Teoria de Perturbacion Homoldgica. Es bien sabido
que la homologia de un grupo G puede ser vista (desde el punto de vista geométrico)
como la homologia de un espacio de Eilenberg-Mac Lane K(G,1). Por tanto, parece
claro que las técnicas de perturbacién deberian proporcionar ideas para el disefio de
algoritmos de calculo de la homologia de grupos. Este camino ya ha sido explorado
fructiferamente por Lambe y Stasheff [31], Huebschmann [27, 28], Rubio [43] y otros
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([301, [16]).

Nuestro punto de partida es el articulo [3], donde se da un tratamiento ho-
molégico de perturbacion de ciertos productos semidirectos de grupos. Una prioridad
para el proyecto CHATA es la completa comprension de esta técnica, asi como la total
determinacién de la homologia efectiva de dichos grupos y de otros mas complejos.

En [3] consideramos la cohomologia de un producto semidirecto de grupos fini-
tos G = A x4 H en su vertiente geométrica, (es decir, como la cohomologia de un
PCT de dos espacios de Eilenberg-Mac Lane K(A,1) y K(H,1)). El problema que
comentabamos en una seccion anterior de implantar una cocadena de torsion alge-
braica t, se ve resuelto en este caso ya que es inmediato deducir su férmula. De esta
forma, la obtencién de un modelo homolégico pequeno para (G, se hace a partir de los
modelos homolégicos pequenos de los factores via perturbacion. El proyecto CHATA
pretende mejorar este primer algoritmo haciendo uso de las propiedades homolégicas
de la accién de la conjugacién [51].

Por otra parte, en los 1ltimos diez anos, se ha desarrollado una nueva aproxima-
cién algebraica a la teorfa de codigos correctores de errores a través de la aplicacion
de la cohomologia de grupos finitos : la Teoria del Desarrollo Cociclico de Disenos
y Generacién de Matrices Cociclicas [8, 9]. En este sentido, sélo apuntaremos aqui
que un objetivo prioritario de CHATA es proponer un algoritmo especializado para
determinar explicitamente, a partir de un producto semidirecto G de grupos finitos,
un representante para cada elemento (una clase de 2-cociclos) en H2(G,Z). Estos
cociclos pueden verse naturalmente como |G| x |G| matrices (matrices cociclicas). Es-
te software mejoraria el programa ya realizado en Mathematica por los profesores
Alvarez,Armario,Frau y Real [1].

8 Aplicaciones en otros ambitos

Tal vez, a mitad de siglo, hubiera sido verdaderamente dificil encontrar relaciones de
la Topologia Algebraica y el Algebra Homolégica con las ciencias de la naturaleza.
La respuesta habria sido que no eran més que indirectas, a través de otras teorias
matematicas en las que interviene la Topologia. Los teoremas de Topologia mostra-
ban su naturaleza puramente cualitativa, es decir, afirmaban la existencia (o la no
existencia) de objetos sin dar ningin medio para determinarlos explicitamente. Una
muestra de lo que decimos es, por ejemplo, la aplicacién de los teoremas de punto fijo
de Schauder al Analisis en 1930, probando la existencia de, al menos, una solucién al
problema local de Cauchy para ecuaciones hiperbdlicas cuasilineales.

Este panorama ha cambiado bastante en los ultimos 30 afios. En 1.963, Ati-
yah y Singer establecen la férmula del indice para variedades cerradas. Aplicaciones
de esta férmula las encontramos en la teoria de operadores pseudo-diferenciales so-
bre variedades, en problemas de valores elipticos en la frontera y en el andlisis de
espacios simétricos. Ahora bien, este resultado no sélo influye de manera podero-
sa en el andlisis, sino que también se introduce con fuerza en la teoria cuantica de
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campos, en la que la teoria de homotopia y de espacios fibrados juegan un papel
fundamental. En estos ultimos anos, ha sido la Fisica Cohomolégica la que ha tenido
un auge espectacular. Conceptos como DG-élgebras, A,.-estructuras, homotopia ra-
cional, cohomologia de Rham, Teoria de Perturbacién Homolégica y espacios de lazos
libres aparecen fuertemente interrelacionados con nociones de Fisica Cuantica. Unas
pocas referencias pueden servirnos para valorar el enorme impulso que ha tenido estas
cuestiones [46, 17, 29]. Otra relaciones entre el Algebra Homolégica y/o la Topologia
Algebraica y la Fisica son: (1) la teoria de Cdlculo Secundario [49, 50] en la que
se establece una aproximacion algebraica a las ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales no lineales y (2) la reciente teorfa (véase [6, 42]) en la que usando la técnica
de multiple resolucién en Geometria Fractal y Sistemas Dindmicos, ataca el problema
de extraccién y computo de informacion cualitativa y topoldgica.

Vemos que esta relacién de la cultura matematica con la fisica, estd lejos de ser
una mera modelizacion “exética”’ e “intrascendente”. A nuestro entender, una de las
causas que ha repercutido en esta impresionante progresién de la Topologia Alge-
braica en el campo fisico, viene dada por la introduccion en la primera de eficientes
herramientas de célculo cohomolégico. El dotar de un mayor talante “algoritmico” a
una teoria de perfil tan abstracto y cualitativo como es la Topologia Algebraica, no
s6lo provoca “una conexion de los distintos niveles en la jerarquia de las mateméticas”
(Wiener), sino que despierta el foco primario de interés de la Fisica: la descripcién
cuantitativa de fenémenos.

Indiquemos también que la computacion eficiente de la homologia y cohomologia
de objetos algebraicos y/o topoldgicos constituye una premisa esencial para avanzar
en teorfas recientes como son: (1)Autdmatas, algoritmos distribuidos, paralelismo y
Algebra Homoldgica, de la cual destacamos las referencias [25, 26] y (2)Persistencia
Topoldgica y Modelizacion Geométrica (véase [10, 11]).

Los beneficiarios potenciales de la investigaciéon que plantea el proyecto CHATA
serfan pues, investigadores no sélo de Topologia Algebraica y Algebra Homologica,
sino también de dreas mds aplicadas (Cddigos y disenos combinatoriales, Informatica,
Fisica cohomoldgica, etc.) donde el cémputo de invariantes algebraicos se hace im-
prescindible para desarrollar adecuadamente sus trabajos. Estos dispondrian de un
software para manipular en el ordenador las estructuras y operaciones con las que
estan habituados a trabajar sobre el papel.
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