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Resumen

Las situaciones transitorias son muy comunes en las instalaciones hidraulicas y
pueden conllevar graves consecuencias en estas debido a las situaciones oscilatorias
que se forman que pueden tener altos picos de presion y altas frecuencias. En este
trabajo se ha desarrollado una herramienta de simulacién de instalaciones hidraulicas
para situaciones estacionarias y transitorias, que permite calcular presion, caudal y
velocidad en un punto cualquiera y un instante cualquiera de la instalacion hidraulica.
Esta herramienta permitiria realizar el diseno de una instalaciéon y comprobar su
comportamiento ante determinadas situaciones. Las ecuaciones de flujos en conductos
en el caso transitorio son ecuaciones hiperbodlicas, por lo tanto han de ser resueltas por
métodos numéricos como el método de las caracteristicas, que es el méas popular, o el
método de diferencias finitas. Sin embargo, para la resolucion de flujos transitorios
la herramienta implementa el método de Godunov, el método se basa en un método
de resoluciéon del Problema de Riemann, divide los conductos en celdas y calcular los
flujos en las interfaces de la celda. La implementacion de condiciones de contorno,
como valvulas, uniones de tuberias y depdsitos, dentro del enfoque de Godunov es
similar a la del enfoque del método de caracteristicas. Se aplica la herramienta una
serie de casos tanto estacionarios como transitorios.






Abstract

Transient situations are very common in hydraulic installations and can have serious
consequences in these due to the oscillatory situations that are formed, which can
have high pressure peaks and high frequencies. In this work we have developed a
simulation tool for hydraulic installations for stationary and transient situations,
which allows to calculate pressure, flow and velocity at any point and at any time
of the hydraulic installation. This tool would allow the design of an installation
and check its behavior in certain situations. The equations of flow in conduits in
the transient case are hyperbolic equations, therefore they have to be solved by
numerical methods such as the method of characteristics, which is the most popular,
or the finite difference method. However, for the resolution of transient flows the
tool implements Godunov’s method, the method is based on a method of solving
the Riemann Problem, divide the ducts into cells and calculate the flows at the
cell interfaces. The implementation of boundary conditions, such as valves, pipe
joints and tanks, within the Godunov approach is similar to that of the method of
characteristics approach. The tool is applied to a number of both stationary and
transient cases.
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1 Introduccion

En este capitulo, se definen varios conceptos basicos relacionados con los flujos
transitorios hidraulicos. Se explica en que consiste el fenémeno del golpe de ariete
tomado de Lopez-Herrera Sanchez (2018), se discute la propagacién de ondas en
una tuberia, seguida de diferentes enfoques para el andalisis de flujos transitorios
hidraulicos. El capitulo concluye con una breve ilustracién de estos fenémenos
mostrando una serie de accidentes e incidentes causados por transitorios hidraulicos.
En el siguiente capitulo se desarrollaran las ecuaciones bésicas.

1.1 Conceptos basicos

En primer lugar, es necesario diferenciar entre flujo estacionario y no estacionario.
El flujo se denomina estacionario si las condiciones del flujo, como la presion y la
velocidad, en un punto son constantes con el tiempo. Si las condiciones cambian con
el tiempo, el flujo se denomina no estacionario. Estrictamente hablando, los flujos
turbulentos son siempre no estacionarios ya que las condiciones en un punto de estos
flujos cambian continuamente. Sin embargo, estos flujos se consideran estacionarios
si las condiciones medias temporales durante un periodo corto no cambian con el
tiempo. Al referirnos a los flujos turbulentos estacionarios o no estacionarios en este
documento, consideraremos las condiciones medias temporales para esta designacion.

El concepto que va a ser de mayor interés en este trabajo va a ser el de flujo
transitorio, que es el flujo de etapa intermedia, cuando las condiciones de flujo
cambian de un estado estacionario a otro.

También es posible diferenciar entre flujo uniforme y no uniforme. Si la velocidad
del flujo es constante con respecto a la distancia en un momento dado, el flujo es
uniforme, mientras que si la velocidad varia con la distancia, el flujo se llama no
uniforme.

Ademas, si las condiciones de flujo varian con el tiempo y se repiten después de un
intervalo de tiempo fijo, el flujo se denomina flujo periddico o estacionario-oscilatorio.

Otro fenomeno que puede ocurrir en flujos es la separacion de columnas, que sucede
si la presion en el flujo cae a la presion de vapor del liquido, entonces se forman
cavidades en el liquido y muchas veces la columna de liquido puede separarse en
toda la seccion transversal.
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1.2 El fendmeno del golpe de ariete

Bajo el nombre de golpe de ariete se engloban los fenémenos de compresibilidad que
se presentan en un liquido fluyendo por un conducto cuando se produce una brusca
deceleracion del mismo. Es la situacién que se presenta cuando se produce un cierre
brusco de una valvula. El fenémeno es esencialmente transitorio. Y su existencia y
gravedad resulta de la comparacién de los tiempos caracteristicos del problema. En
el movimiento de un fluido en el conducto hay que considerar:

o El tiempo de residencia t, que mide el tiempo que tarda una particula fluida
en discurrir por el conducto de longitud L a una velocidad caracteristica v,,
t,=L/v,.

o El tiempo de ida y vuelta, t;,, que mide el tiempo que tarda en llegar la
informacién de un extremo al otro del conducto,t;,, = L/a siendo a la celeridad
de las ondas. Es mucho menor que ¢,.

e Y por tltimo, t, que es el tiempo caracteristico de variacion de las condiciones
de contorno. Tipicamente el tiempo empleado en el cierre de una valvula, ..

Obsérvese que si el tiempo de cierre de la valvula es mucho mayor que el de
residencia t, >> tr, la particula fluida atraviesa el conducto sin apreciar cambios
en las condiciones de contorno. En este caso en el analisis del movimiento fluido
en el conducto se pueden despreciar las variaciones temporales de las condiciones
de contorno (la inercia temporal) pasando a ser el tiempo un pardmetro méas del
problema. Se trata de un andlisis cuasi-estacionario.

En el caso de que el tiempo de cierre sea comparable con el tiempo de residencia, la
particula fluida debe adecuar su velocidad a los cambios de condiciones de contorno
en su devenir por el conducto. El fenémeno es no-estacionario. Ahora bien, dado
que la informacién de la modificacion de las condiciones de contorno se traslada
casi-instantaneamente a todo el fluido presente en el conducto todo él se adecuara a
las condiciones cambiante de velocidad al unisono, manteniéndose la condicién de
fluido incompresible (condicién que se refleja en la caracteristica de que el caudal es
independiente de la posicién @ # f(x)).

El golpe de ariete se presenta cuando los tiempos de cierre ¢, son mucho menores
(o comparables) que t;,. El caso mas desfavorable sucede cuando t. << t;, y se
denomina cierre instantaneo. En este caso el cierre es tan rapido que las particulas
fluidas mas alejadas de la valvula no se han apercibido de su cierre. Dado que el
fluido mas cercano a la valvula se ha frenado mientras que el mas apartado ain
mantiene su velocidad original, existe una variacion espacial del caudal, es decir,
el fluido se comporta compresiblemente. Este frenado brusco del fuido da lugar en
los primeros estados del golpe de ariete a una sobrepresion que, viajando aguas
arriba a la velocidad de las ondasa,va a su paso apercibiendo y frenando al fluido.
La sobrepresion causa la dilatacion de la tuberia.

Si los tiempos de cierre son comparables a los de ida y vuelta los fenémenos de
compresibilidad son mas débiles. A continuacién se describe el caso mas desfavorable
y se estima el valor de la sobrepresion.
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1.2.1 Propagacion de onda: cierre instantaneo

En la figura 1.1 se muestran las etapas que se presentan en el fluido del conducto tras
un cierre instantaneo de una valvula. Por simplicidad se desprecian efectos viscosos del
fluido y se considera el conducto de seccién circular y dispuesto horizontalmente. En
el proceso del golpe de ariete se pueden distinguir cuatro etapas siendo el detonante
del fenémeno el cierre de la valvula. Este es el caso mas préactico y sencillo para
explicar este fenémeno.

o Etapa 1: Tras el cierre, en el instante t = 0, se crea una sobrepresiéon Ap
en el seno del fluido que frena instantaneamente al mismo. Esta sobrepresion
de frenado viaja aguas arriba a velocidad a en forma de frente de onda de
compresion. Obsérvese que las regiones atin no transitadas por esta onda de
compresion mantienen la velocidad adquirida por el fluido antes del cierre. Esta
primera etapa transcurre entre el instante inicial de cierre y mientras que la
onda de sobrepresion no alcanza la entrada del conducto, 0 <t < t;,.

« Etapa 2: Al final de la etapa 1, a la entrada del conducto hay una sobrepresién
Ap que impulsa al fluido desde el conducto al depésito invirtiendo en sentido de
flujo y relajando la sobrepresion. Se forma asi una onda de expansiéon que viaja
en direccion de la valvula y que otorga al fluido a su paso una velocidad, -v. Las
regiones ain no alcanzadas por la onda de expansiéon mantiene la sobrepresion
creada en la etapa anterior. Este proceso dura entre t,, <t < 2t;,.

« Etapa 3: Al final de la etapa 2 el fluido ha de frenarse en el entorno de la
valvula para ello se establece una depresion —Ap en su entorno esta onda
vuelve a viajar hacia el deposito frenando al fluido a su paso. Obsérvese que en
este caso la seccién del conducto tenderia a disminuir. La etapa dura desde
2t <t < 3t4y.

o Etapa 4: Al final de la etapa 3, todo el fluido en el conducto esta en una
situacion de depresion. El gradiente de presiones en la entrada vuelve ser
favorable a introducir fluido desde el depésito al conducto (velocidad v positiva).
Esta onda de re-compresion viaja hacia la valvula dejando a su paso un fluido
con velocidad positiva y ausente de depresiones. Esta etapa que transcurre en
el periodo 3t;, <t < 4t;,,.

Al final de esta etapa 4, las condiciones presentes en el conducto coincide con las
existentes en el instante inicial: un fluido discurriendo desde el depésito a la valvula
que se encuentra cerrada. Ello implica que este fendmeno (en ausencia de efectos
viscosos) se repite ad "infnitum” con un periodo T" = 4t;,. El punto més vulnerable
desde el punto de vista estructural se localiza en la valvula donde durante la primera
mitad del periodo se localiza una sobrepresiéon Ap pasando a una depresion de valor
—Ap el resto del periodo.

1.2.2 Estimacion del valor de la sobrepresion

En la figura 1.2 se muestra el entorno del frente de onda de compresién de la primera
etapa; a la izquierda en un sistema de referencia absoluto y a la derecha con un sistema
de referencia montado sobre la onda. Si aplicamos los principios de conservacion de
la masa y cantidad de movimiento en el volumen de control de la figura derecha
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0=t <ty

i < < Ftiy

3, <t < At

- Ap

Ap

-Ap

=

Figura 1.1 Etapas en el golpe de ariete en un cierre instantaneo..

Sistema de referencia laboratorio

I

o+ Ap
e Ap

R

A+ A4

Sisterna de referencia onda

Figura 1.2 Analisis por medio de volimenes de control en el entorno de la onda de

compresion.

podremos estimar el valor de la sobrepresion. De la ecuacion de continuidad en el
volumen de control se encuentra que

/Ep(v —v,) ndS = pv+a)A=a(A+AA)(p+ Ap)

= (v+

Ap

a):a(l%—%%—f)

A

P

(1.1)
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mientras que de la aplicaciéon de la conservacién de la cantidad de movimiento
resulta,

/va(v—vc)-ndE: —/andz
= pA+p(v+a)?A=(p+Ap)(A+AA)+ (p+Ap)a*(A+ AA)

= p(v+a)2A = (pAA+ AAp) + (p+ Ap)a?(A+ AA) (1.2)
Ap . AA Ap ,

= a1+ =+ =(w+a
a4+ S5 ) = (vt a)

donde se ha tenido en cuenta que el salto de presiones es ostensible, Ap >> p,
mientras que el de area suele ser mucho mas pequeno AA << A. La combinacion
ambas expresiones 1.1 y 1.2 permite encontrar una estimacion de la sobrepresion,

Ap ~ pav(l+v/a) ~ (v < a) ~ pav (1.3)
1.3 Causas de los transitorios y eventuales golpes de ariete

Un transitorio se inicia siempre que se alteran las condiciones de dicho estado.
Tal perturbaciéon puede ser causada por cambios planificados o accidentales en la
configuracion del equipo de control de un sistema artificial o por cambios en la
entrada o salida de un sistema natural.

Las causas comunes de transitorios en los sistemas de ingenieria son:

Apertura, cierre o "vibraciéon" de valvulas en una tuberia;
e Arrancar o detener las bombas en un sistema de bombeo;

Arranque de una turbina hidraulica, aceptando o rechazando carga;
Vibraciones de las paletas de un rodete o un impulsor;

Actualmente no se dispone de procedimientos de disenno de una red hidraulica
completa que asegure una respuesta transitoria aceptable de todo el sistema. Si
existen recomendaciones de disefio de elementos singulares que puedan formar parte
de la misma. Por lo tanto, se emplea el siguiente enfoque de prueba y error.

Primero se seleccionan el disefio y los parametros del sistema que se analiza para
detectar transitorios causados por varias condiciones de operacién posibles. Si la
respuesta del sistema es inaceptable, por ejemplo, las presiones maxima y minima no
estan dentro de los limites prescritos, entonces se cambia el diseno y/o los parametros
del sistema, o se anaden dispositivos de control y el sistema se analiza nuevamente.
Este procedimiento se repite hasta que se obtiene la respuesta deseada. Para un
sistema particular, varios dispositivos de control diferentes pueden ser adecuados para
el control del transitorio. Si es posible, en algunos casos puede resultar econémico
modificar las condiciones de funcionamiento o la respuesta aceptable. Sin embargo,
el objetivo final es tener un sistema econdémico general que arroje una respuesta
aceptable.

El sistema esta disenado para las condiciones normales de funcionamiento que se
esperan durante su vida 1til. Y, de manera similar, es esencial que el sistema se opere
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Figura 1.3 Rotura de compuerta de la central hidroeléctrica de Oigawa, Japén..

estrictamente de acuerdo con las pautas de operacion. El no hacerlo puede causar
accidentes espectaculares y resultar en grandes dafios a la propiedad y muchas veces
en perdida de vidas.

Si los datos de un sistema no se conocen con precision, por ejemplo, velocidad de
las ondas, factores de friccion, niveles de reservorio, etc., entonces el sistema debe
analizarse para el rango esperado de varias variables. Esto generalmente se conoce
como analisis de sensibilidad. Por ejemplo, dicho anélisis puede realizarse variando
la variable en + 10.

Durante la puesta en servicio de un sistema recién construido o después de que se
hayan completado modificaciones importantes en un proyecto existente, el sistema
debe probarse para detectar posibles condiciones de funcionamiento. Para evitar
accidentes y averias, suele ser recomendable realizar las pruebas de forma progresiva.
Por ejemplo, si hay cuatro equipos de bombeo en paralelo en una tuberia, las
pruebas de falla de energia deben comenzar con un equipo de bombeo y aumentar
progresivamente a los cuatro.

1.4 Accidentes e incidentes

Los flujos transitorios y los golpes de arietes como se dice en la anterior seccién son
unas de las mayores causas de accidentes y fallos en tuberias y centrales hidraulicas.
En esta seccion se presentan una serie de fotos de fallos causados por transitorios.
Las siguientes imégenes y casos son tomadas de Chaudhry (2014).

Figura 1.3: la rotura de la compuerta de la Central Eléctrica de Oigawa, Japon
[Bonin, 1960] debido a presiones excesivas causadas por errores operativos y mal
funcionamiento de los equipos, provoco la muerte de tres hombres y medio millon de
dolares en danos.

Figura 1.4: La compuerta colapsada de la central eléctrica de Oigawa debido al
vacio aguas arriba de la seccién de ruptura [Bonin, 1960]. El flujo incontrolado a
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Figura 1.4 Colapso de compuerta de la central hidroeléctrica de Oigawa, Japén..
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(b)

Figura 1.5 Grieta en la valvula de entrada de la turbina de la central hidroeléctrica
numero 3 de Big Creek, EE. UU..

Figura 1.6 Ruptura de carcasa de una bomba en la estacién de bombeo de Azambuja,
Portugal..

través de la seccién de ruptura hizo que la linea de rasante hidraulica cayera por
debajo de la compuerta, produciendo vacio.

Figura 1.5: la rotura de la valvula de entrada de la turbina de la central hidro-
eléctrica Big Creek No. 3 [Trenkle, 1979] EE. UU. La compuerta de la unidad 2 fall6
en la boca de acceso después del cierre de la valvula de cierre de la turbina en menos
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9

Figura 1.7 Compuerta colapsada de la Central Hidroeléctrica de Liitschinen durante
el drenaje con el respiradero aguas arriba congelado, Suiza..

Figura 1.8 Compuerta danada de la Central Hidroeléctrica de Arequipa, Per..

de 3 segundos. Esto sucedié mientras se daba servicio al operador hidraulico de la
valvula; la unidad estaba en funcionamiento. La grieta tenia 3,7 m de largo y 76 mm
en el punto méas ancho.

Figura 1.6: la rotura de la carcasa de la bomba de la estacién de bombeo de
Azambuja, Portugal, debido a la unién de columnas de agua separadas después de la
separacion de la columna de agua, no previsto durante el diseno.

Figura 1.7: la compuerta colapsada de la Central Hidroeléctrica Liitschinen,
Suiza, durante el drenaje con el respiradero congelado en el extremo aguas arriba.

Figura 1.8: Compuerta danada de Central Hidroeléctrica Arequipa, Pert. Las
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Figura 1.9 Puerta del tubo de aspiracion, Central Hidroeléctrica Ok Menga, Papua
Nueva Guinea..

fluctuaciones de presién provocadas por la obstruccién del sistema de control de la
valvula esférica dieron como resultado la falla de los cordones de soldadura de la
compuerta por fatiga.

Figura 1.9: Las puertas de acceso del tubo de aspiracion de las dos unidades
de Menga Ok Central Hidroeléctrica, Paptia Nueva Guinea, se separaron debido a
un fallo de los tornillos causados por las altas presiones siguientes separacién en
columna, inundando la casa de maquinas. Se considera que el apriete insuficiente de
las compuertas de ventanilla ha provocado un cierre rapido de la compuerta después
del rechazo de la carga, lo que ha provocado la separacién de la columna en el tubo
de aspiracién [Anénimo, 1991].

1.5 Dispositivos de control para golpes de ariete

Como se dice anteriormente en la actualidad no existe un método estandarizado
para evitar los golpes de ariete sino que es necesario estudiar cada caso. Sin embargo
existen una serie de dispositivos que se exponen en la tabla de la figura 1.10 obtenida
de Bergant et al. (1991), que permite reducirlos y controlarlos.
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2 Ecuaciones del flujo en conductos

Las ecuaciones para la conservacion de la masa y el momento describen el flujo
transitorio en conductos cerrados. Estas ecuaciones generalmente se conocen como
ecuaciones de continuidad y momento. Algunos autores llaman a una forma sim-
plificada de esta ultima, la ecuacion de movimiento o la ecuaciéon dinamica. Estas
ecuaciones son un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales, ya que la velocidad
y la presion del flujo en el flujo transitorio son funciones del tiempo y de la distancia.
También se van a particularizar estas ecuaciones para el caso estacionario.

2.1 Ecuaciones en conductos

Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de un fluido en un conducto son
las ecuaciones de continuidad y la de cantidad de movimiento. Ambas parten del
teorema de transporte de Reynolds que tiene la siguiente forma

Dais ~ © [ 5pa¥ +[3pAWV ~ )]s~ [BpAW W, 2.1)

B es una propiedad extensiva (momento, energia) de un fluido, mientras que [ es
la correspondiente propiedad intensiva. Es decir,

AB
fy l, o —
b Arlnrgo Am

La ecuacion de continuidad tiene como propiedad extensiva (B) la masa (m), por
tanto § = 1, mientras que para la de cantidad de movimiento B=mV y g =V, por

tanto estas ecuaciones quedarian finalmente de una manera desarrollada como
Ecuacion de continuidad:

0 0
—(pA)+ —(pAV) =0 2.2
5 (PA) + 5 (pAV) (2.2)
Ecuaciéon de cantidad de movimiento:
oV oV 10p . fV|V| B

Estas son las ecuaciones de partida, en el siguiente capitulo se desarrollan y expresan

13
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estas expresiones de distintas formas, asi como se establece como quedarian tanto
el problema transitorio y el estacionario. Finalmente, se incorporan las ecuaciones
necesarias para cerrar el problema.

2.2 Formas alternativas de las ecuaciones

Estas son las ecuaciones de partida, en el siguiente capitulo se desarrollan y expresan
estas expresiones de distintas formas, asi como se establece como quedarian tanto
el problema transitorio y el estacionario. Finalmente, se incorporan las ecuaciones
necesarias para cerrar el problema.

2.2.1 Ecuacion de continuidad desarrollada

De la ecuacién de continuidad que se puede ver en la expresién (2.2), desarrollando
términos,

op  0A OV A _dp

Reordenando términos, usando expresiones para las derivadas totales y dividiendo
por pA, obtenemos
10 10A 0OV
e caEn A (2.5)
pot Aot Ox
Tipicamente las variables de interés son la presiéon p y la velocidad de flujo V.
Para escribir esta ecuacion en términos de estas variables, expresamos las derivadas
de p y A en términos de p y V como sigue.

El mdédulo de elasticidad volumétrico de un fluido

dp

- 2.6
dp/p (26)
Para un conducto circular de radio R,
dA dR
— =27rR— 2.7
at ~ dt (2.7)

En terminos de deformacién, €, esta ecuaciéon debe ser escrita de la siguiente
manera

dA 1dR
A o2 Ot 2.
a R (2:8)
(0]
1dA de
1dA _ de 2.
Adt Cdt (2.9)

Como se indicé anteriormente, asumimos que las paredes del conducto son lineal-
mente elasticas, es decir, la tension es proporcional a la deformacion. Esto es cierto
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para los materiales de pared de tuberia mas comunes, por ejemplo, metal, madera,
cemento, etc. Luego,

09 — K01
= (2.10)
donde o9 = tension circular, o; = tensién axial y p = relacién de Poisson. Para
simplificar la derivacién, asumimos que el conducto tiene juntas de expansiéon en toda
su longitud. Por lo tanto, el esfuerzo axial, o1 = 0. Por lo tanto, (2.9) se convierte en
_ 92

€=+ (2.11)

Ahora, la tension del arco en un conducto de pared delgada
_pD
T 2
donde p es la presion interior; e el espesor de las paredes del conducto y D el

didmetro del conducto. Tomando la derivada en el tiempo de la ecuaciéon (2.11),
obtenemos

o (2.12)

doy _ pdD Ddp

= — 2.13
dt " 2 dt | 2edt (2:13)
Usando las expresiones (2.10), (2.11) y (2.12), (2.13) se convierte en
de pDde Ddp
— =4 —— 2.14
dt  2edt 2edt ( )
que se puede simplificar como
o Zedi 2.15)
D (
dt — p—pD
De (2.10) y (2.15) tenemos que
D dp
LdA_ Ca (2.16)
Adt E— %

Sustituyendo (2.7) y (2.16) en (2.5) y simplificando, la ecuacién resultante se
convierte en

ov 1 1 dp

7+(7+E7)7
ox K %—g dt

—0 (2.17)

Como p/2 < eE/D en la mayoria de las aplicaciones tipicas de ingenieria, esta
ecuacion se puede escribir como

ov 1 1 .dp
oxr K £% dt

0 (2.18)
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Se define la velocidad de onda como:

K

2

a (2.19)

__»r
DK
1%E
Esta expresion para la velocidad de onda es para un conducto con juntas de
expansion. Para otro tipo de condiciones, la expresion varia levemente. Sustituyendo
las ecuaciones (2.19) y (2.18), la ecuacién de continuidad queda de la siguiente forma,

dp op 5 OV
et it D 2.2
T + Vax + pa e 0 (2.20)

2.2.2 Ecuaciones simplificadas

Partimos de la ecuacién de continuidad desarrollada (2.20) y de la ecuacién de
cantidad de movimiento (2.3). En la mayoria de aplicaciones de ingenieria, el término
de aceleracién convectiva, v(dp/0z) y V(0V/0x), son pequenos comparados con
otros términos,

ot or PV or T
oV oV 10p . ad\4
ot +V8:c +p8:c+gsm9+ 2D

(2.21)
=0

Ademaés es comun en la ingenieria hidraulica calcular las presiones en la tuberia
en términos de la altura de presion, H, por encima de un cota especificada y usar
el caudal, Q, como la segunda variable en lugar de la velocidad de flujo V. Ahora,
@ =V Ay la presién p se puede escribir como

p—Da=pgH (2.22)

En la derivacion de las ecuaciones de gobierno asumimos que el fluido es ligeramente
compresible y las paredes del conducto son ligeramente deformables. Por lo tanto,
podemos prescindir de la variacion espacial de p y el drea de flujo A debido a los
gradientes de presion interior. Sin embargo, la pequena variacion de p y A se tiene
en cuenta indirectamente al considerar que la velocidad de onda a tiene un valor
finito. Tenga en cuenta que si el fluido se considera incompresible y las paredes del
conducto se suponen rigidas, entonces la velocidad de la onda se vuelve infinita y se
siente instantaneamente un cambio de presion o velocidad en todo el sistema. Por lo
tanto, con estos supuestos, se sigue de la ecuacién (2.22) que Op/0t = pg(OH/0t) y
Op/0x = pg(OH /Ox). Sustituyendo estas relaciones en (2.21) y (2.22), obtenemos

OH | a® 0Q _
ot gAoxr

00 oH  AQIQ
E_FQA% = m SN «v (224)

0 (2.23)
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2.2.3 Forma conservativa

Las ecuaciones que gobiernan también se pueden expresar de una forma maés conser-
vativa haciendo el siguiente cambio de variables.

pA =@

2.25
pAV = Q) (2.25)

Multiplicando la ecuacién (2.2) por la velocidad V y (2.3) por A y sumando ambas
expresiones tenemos,

O(pAV 0 GA AP, V?
(pat ) + = o (pAV2 +pA) am — _pT —Ang (2.26)

Donde P,, es el perimetro mojado y en el caso de conductos con area constante

@ =0, por tanto queda
I(pAV) 0 PAP, V2
—(pAV24pA) =" A 2.27
5 T g PAV +PA) 2 pyz (2.27)

Teniendo en cuenta que,

A= Aplolp) = Aoy (14222 (14 G421 )

=A@ (14000 | + 5] (2.28)

= A(0)po <1+ —ro )

Poa?

De la ecuacion (2.28) despejando pA tenemos la siguiente expresion.

PA = (poAo) +a*(pA—p,A,) (2.29)

Realizando el cambio de variables de la expresion (2.25), para las ecuaciones (2.2)
y (2.27), y haciendo uso de (2.29) tenemos las siguientes expresiones.

0Q1  0Qq
S+ =0 (2.30)
0Q1 0 (@3 PPy (@2
5 + <Q1 + A) 3 <Q1> Apgz (2.31)
con
PA = (poA,) +a*(Q1 —QY) (2.32)

QY es un valor de referencia.
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2.2.4 Caso estacionario

En este trabajo también se ha desarrollado una herramienta de resolucion de flujos
estacionarios en sistemas de tuberias y conductos complejos, por ello se desarrollaran
las ecuaciones para flujos estacionarios unidimensionales, en conductos de seccion
constante y circular.

Partiendo de las ecuaciones de cantidad de movimiento y de continuidad simplifi-
cadas (2.41) y (2.42), al ser un caso estacionario ninguna variable varfa con el tiempo
porque es un flujo estacionario por tanto las ecuaciones que gobiernan quedan

a? 9Q
g Or " (2.33)
OH 2QlQl
Aor Y opa O (234)

De las que se deduce que el caudal permanece constante en un conducto, y se
puede deducir la altura en los nudos con la siguiente expresion,

Hj=H;—¢ (2.35)

donde el subindice j indica el nodo final y el subindice i el nodo inicial. Siendo &
las perdidas cuya expresion es la siguiente

_AMLQ|Q)

&= 29D A?

(2.36)

Ademas la expresiéon (2.35) puede escribirse de una manera mas global para el caso
de que haya algin elemento que aporte una altura, como una bomba por ejemplo, la
expresion seria

Hj=H;+H;—¢ (2.37)

Siendo H;; la altura que aporta una bomba entre los nodos iy j. Para resolver el
problema de los caudales se aplica la ley de Kirchhoff a cada nodo.

Y R=>Q (2.38)

entra sale

2.2.5 Resumen

En resumen, para resolver el problema del flujo hay que resolver:
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Flujo estacionario

Y R=>Q (2.39)

entra sale
donde la variable H representa la altura total de la particula
fluida: V2
H=0"ta +—+z
Py Py
Flujo transitorio
OH a? 0Q
—+———=0 241
ot + gA Ox (241)

oQ OH _ AQ|Q)|

TX L gA —

at 9% 9r ~ " 2DA
donde la variable H representa ahora la altura de presion:

—sina (2.42)

P—Dq
P9

Para terminar de resolver el sistema harian falta unas condiciones de contorno y
una ecuacion de estado.

H=

2.3 Factor de friccion de Darcy

Hasta el momento se ha hablado del factor de friccion de Darcy-Weisbach que se

representa tanto por la letra f como por A pero no se ha indicado como se calcularia.

Este es un parametro adimensional que se utiliza en dinamica de fluidos para calcular
la pérdida de carga en una tuberia debido a la friccién. El calculo del factor de
friccién y la influencia de dos pardmetros (nimero de Reynolds, Re y rugosidad
relativa, €) depende del régimen de flujo.

Para flujos laminares Re < 2300, el factor de friccién se calcula como

64

A= ——
Re

(2.43)
Mientras que para el calculo de este en regimen turbulento el valor es més incierto
y existe una serie de formas de hacerlo. Se van a considerar dos maneras que son las

que se han implementado.
Ecuacion de Colebrook-White:

1 k/D 251
— =-2lo — 4+ 2.44
VA o1 ( 3.7 Re\/x> (244
Ecuacion de Swamee-Jain:
2
A 0-25 (2.45)

{logm (kg/ié) + 355?)99)}2
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2.4 Velocidad de onda

Anteriormente se han desarrollado previamente las ecuaciones que gobiernan y
también se ha mencionado que tnicamente con estas ecuaciones el problema no
estaria cerrado, sino que también harian falta unas ecuaciones de estado que se han
escrito en la seccion anterior y se ha mostrado que estas dependen de la velocidad
de onda. En esta seccién se deriva una expresion para la velocidad de la onda que
ademads del mdédulo volumétrico de elasticidad y densidad de masa del fluido, depende
también de las propiedades elasticas del conducto, asi como de las limitaciones
externas. Las propiedades elasticas incluyen el tamano del conducto, el grosor de
la pared y el material de la pared; y las limitaciones externas incluyen el tipo de
soportes y la libertad de movimiento del conducto en la direccién longitudinal. El
modulo de elasticidad volumétrico de un fluido depende de su temperatura, presion
y cantidad de gases arrastrados. Pearsall (1965) mostr6 que la velocidad de la onda
cambia alrededor de un 1 por ciento por cada 5°C. La compresibilidad del fluido
aumenta con la presencia de gases libres, y se ha demostrado [Pearsall (1965)] que 1
parte de aire en 10,000 partes de agua en volumen reduce la velocidad de la onda en
aproximadamente un 50 por ciento.

La presencia de sélidos en liquidos tiene una influencia menos dréastica en la
velocidad de la onda, a menos que sean comprimibles. Estudios de laboratorio
[Weyler et al. (1971)] y pruebas de prototipos [Pearsall (1965)], muestran que los
gases disueltos tienden a salir de la soluciéon cuando la presion se reduce, incluso
cuando permanece por encima de la presiéon del vapor del liquido. Esto resulta en
una disminucién significativa de la velocidad de la onda.

Por lo tanto, la velocidad de onda de una onda de presion positiva puede ser mayor
que la de una onda negativa. Se necesitan més pruebas de prototipos para cuantificar
la reduccién en la velocidad de la onda debido a la reducciéon de la presion.

Halliwell [1963] present6 la siguiente expresion general para la velocidad de onda

K
"= ¢ L+ (KB (2:46)

donde 1 es un parametro adimensional que depende de las propiedades elasticas
del conducto; E = moédulo de elasticidad de Young de las paredes del conducto; y K
y p son el médulo volumétrico de elasticidad y densidad del fluido, respectivamente.

2.5 Friccion no estacionaria

En la derivacién de las ecuaciones que gobiernan, asumimos que las férmulas de
friccién constante se pueden usar para calcular las pérdidas de carga del estado
transitorio. Aunque esta aproximacion produce resultados satisfactorios para calcular
el primer pico de presiones transitorias, las oscilaciones de presion calculadas muestran
una disipacién muy lenta en comparacion con la medida en los experimentos de
laboratorio o la medida durante las pruebas de campo en proyectos reales. Esto no
presenta serias limitaciones para determinar las presiones maximas o minimas en
instalaciones tipicas u operaciones tipicas. Sin embargo, los resultados calculados no
son confiables para miiltiples operaciones, como el arranque de las bombas después
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de un corte de energia, la aceptacion de la carga en las turbinas después del rechazo
de la carga, o para el arranque o parada secuencial de turbo-maquinaria, etc.

Se han propuesto varios métodos para tener en cuenta los efectos de friccion
inestable en los célculos de flujo transitorio. Estos métodos pueden clasificarse en
tres categorias: métodos cuasi-bidimensionales, integrales de convolucién y basados
en aceleracion instantanea.

El termino de la fricciéon en la ecuacién de cantidad de movimiento puede ser
dividido en estacionario y no estacionario,

OH 10V
2 4. =0 2.47
or g Ot € ne ( )

donde Jg y J,, son los términos de fricciéon estacionaria y no estacionaria. El termino
de friccion estacionaria puede ser expresado por la expresion de Darcy-Weisbach
como se vié en el apartado anterior.

VY
¢ 29D

(2.48)

Uno de los modelos mas recientes y simples para expresar el término de la friccion
no estacionaria fue propuesto por Golia (1990). Esto fue posteriormente mejorado
por Brunone et al. (1991) quien propone la relacién siguiente

kg (OV OV
Ju=" <8t —aax> (2.49)

donde 9V/0t es la aceleracion temporal local, OV/0x es la aceleracién convectiva
local y k3 es el coeficiente de friccién no estacionario. Al aplicar la Ec. (2.49). Este
modelo de friccién no estacionaria se revela inestable y deficiente en determinadas
condiciones. Se ha formulado la siguiente expresion modificada que solventa estas
ineficiencias

ks (OV oV
_ ks OV oV 2.
5=t (at aszgn<v>|8$|) (2.50)

Vardy and Brown (1996) sugieren que un valor constante de k3 basado en las
condiciones iniciales deberia ser lo suficientemente preciso para fines practicos. Es-
tudios anteriores han utilizado un modelo de k3 constante con buenos resultados.
Como regla general, los resultados fueron mejores para los flujos iniciales que tenian
nimeros de Reynolds més altos. Vitkovsky et al. (2000) proponen una alternativa
al uso de un modelo de fricciéon inestable constante k3, que es variar k3 a lo largo
del evento transitorio dadas las condiciones de flujo local. Vardy and Brown (1996)
demostraron que kg varia considerablemente con el niimero de Reynolds y proponen
la siguiente expresion,

ks = 2V/C* (2.51)
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donde C* es un coeficiente de desintegracion relacionado con el niimero de Reynolds
con la siguiente expresion

C* =7.41/Re"
14.3 (2.52)
w=logo (5

2.6 Caracter matematico de las ecuaciones del golpe de ariete

En esta seccion, discutimos varios parametros de las ecuaciones que gobiernan y
si el caracter de las mismas son hiperbdlicas, parabdlicas o elipticas. Cada tipo de
estas ecuaciones describe un proceso o fenémeno fisico particular. Por ejemplo, la
propagacion de ondas en un fluido se describe mediante un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales hiperbdlicas. Ademas, una vez que conocemos el tipo de
ecuaciones que gobiernan, se pueden seleccionar métodos numéricos adecuados para
su solucion.

Las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento describen flujos tran-
sitorios en conductos cerrados. En estas ecuaciones, la distancia x y el tiempo t
son dos variables independientes y la presion p y la velocidad del flujo V son dos
variables dependientes. Las otras variables, a, p, f y D, son los parametros del sistema
y generalmente no varian con el tiempo; sin embargo, pueden ser funciones de x.

Aunque la velocidad de la onda a depende de las caracteristicas del conducto y de
las propiedades del fluido, las pruebas de laboratorio muestran que se reduce signifi-
cativamente por una reduccion de la presion, incluso cuando la presiéon permanece
por encima de la presion del vapor del liquido.

Clasificacion de las ecuaciones gobernantes

Las ecuaciones (2.20) y (2.3) son un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de
primer orden. Ahora determinaremos el tipo de estas ecuaciones, haremos algunas
observaciones cualitativas para su solucion y discutiremos los métodos para integrarlas
numeéricamente. Estas ecuaciones pueden escribirse en forma de matriz.

o (P Vo opa*]l 0 (P _ 0
8t<V)+L£ V10$<V>_<—gsin0—f‘gv> (2.53)
o
ou ou
% B F (2.54)
donde
D V. pa?
U=lv)B=L (2.55)
p

Los autovalores, A, de la matriz B determinan el tipo de conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales. La ecuacion caracteristica de la matriz B es

(V—=X)?2=a? (2.56)
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Dado que ambos valores propios son reales y distintos, ec. (2.20) y (2.3) son un
conjunto de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas. Este tipo de ecuaciones
describe la propagacién de ondas en un fluido.

Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales son necesarias para calcular las condiciones transitorias.
En su mayoria, las condiciones iniciales corresponden a los flujos iniciales de estado
estacionario. En esta seccion, discutimos cémo especificar las condiciones de flujo
inicial que son compatibles con las ecuaciones de flujo transitorio.

Las expresiones (2.20) y (2.3) describen un flujo no estacionario y no uniforme de
un fluido ligeramente compresible en un conducto elastico. El flujo estacionario puede
considerarse un caso especial en el que la variacion en el tiempo de la velocidad del
flujo y de la presion son ambas cero.

Si las condiciones iniciales corresponden a un flujo estacionario y todos los tér-
minos de las ecuaciones que gobiernan deben incluirse en el andlisis, entonces las
condiciones iniciales deben determinarse a partir de las simplificadas para flujos
estacionarios. Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones de ingenieria, varios
términos de las ecuaciones que gobiernan son pequenos en comparacion con los otros
términos y pueden pasarse por alto. Esto simplifica considerablemente el anélisis sin
afectar significativamente la precisién de los resultados calculados. Estas ecuaciones
simplificadas se derivan en la siguiente seccion.

2.6.1 Ecuaciones diferenciales parciales

Nuestras ecuaciones de partida son dos ecuaciones de diferencias parciales que son
aquellas que tienen una forma como la siguiente expresion.

ou oF

at " or

Donde U es una variable escalar, F es una funcién dada de U, S se conoce como

termino fuente y t y x son las coordenadas temporales y espaciales respectivamente,

en el caso unidimensional. El termino fuente puede ser funciéon de t, x, U, por

separado o conjuntamente. Si el termino fuente incorpora la derivada 0U/0x, se le
llama hiperbdlico.

(2.57)

Se pueden encontrar ejemplos de muchas formas diferentes de la funcion de flujo
F (U). F (U) puede tener naturaleza convexa, concava o no convexa. Se dice que
la funcién de flujo es convexa si su derivada de segundo orden con respecto a U es
positiva para todos los valores de U. Se dice que es concava si su derivada de segundo
orden es negativa para todos los valores de U. Se dice que ser no convexa si el signo
de la derivada de segundo orden cambia dependiendo del valor de U. La figura 2.1
muestra ejemplos de funciones de flujo convexas, concavas y no convexas.

2.6.2 Invariantes de Riemann: Forma de las caracteristicas

En este apartado se describen, basandonos en el desarrollo que se encuentra en Guinot
(2003), las invariantes de Riemann y se explica en que consisten las caracteristicas.
Considerando la ecuacién (2.57) de una ley conservativa, sin tener en cuenta el
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Figura 2.1 Ejemplos de funciones de flujo: convexo (izquierda), céncavo (centro), no
convexo (derecha)..

termino fuente. Suponiendo que tanto U como F son continuos en el espacio y el
tiempo y que F depende solo de U, la ecuacién (2.57) se puede reescribir como

ou O0F oU
—_—t = 0
ot 0U Ox
Se conoce a la ecuacién (2.58) como la forma caracteristica de la ecuacién (2.57). La
ecuacion (2.58) tiene una interpretacién fisica que posteriormente centraremos para
nuestro caso de fluidos en conductos transitorios. Para un observador moviéndose
a velocidad A, la derivada de U con respecto al tiempo, también conocida como
derivada total, es dada por

(2.58)

DU _oU oU

Dt ot Oz

A lo largo de A = ‘fl—f. Si\= %, la derivada total es igual que el lado izquierdo de
la ecuacién (2.58). Por lo tanto,

(2.59)

DU __ dv_dF
Dt dt  dU
dx dF

La trayectoria i = gr7 se la conoce como linea caracteristica y % es la velocidad
de onda. La ecuacién (2.60) quiere decir que la variable U permanece constante a
lo largo de una trayectoria moviéndose a velocidad %. U se conoce entonces como
invariante de Riemann.

(2.60)

La ecuacién (2.60) permite calcular la solucién de la ecuacion (2.57) graficamente
cuando las condiciones iniciales en U sean suficientemente conocidas y si la expresion
de F no es demasiado compleja. Suponga que el perfil inicial de U se conoce en todos
los puntos en un momento inicial ¢,. Este perfil inicial se denotara con U,(x). El
proposito es determinar la solucién en un momento posterior ¢;. Esto se puede hacer
graficamente usando la representacién de la ecuacién (2.60) en el plano x-t, como se
ilustra en la Figura 2.2.

La grafica de arriba de la figura 2.2 representa el perfil inicial en el instante ¢,
(linea discontinua) y el perfil final en el instante en el instante ¢; (linea continua).
La grafica de abajo representa las lineas caracteristicas en el plano x-t. U4 denota
el valor de U en el punto dado A en el instante ¢,. Entre t, y t;, una particula
inicialmente en A viaja a lo largo de la caracteristica a una velocidad A4 = 887};.
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Figura 2.2 Determinacién grafica de la solucion de un problema de valor inicial
utilizando el plano x-t para una ley de conservacion escalar. Perfil inicial
(arriba, linea discontinua), caracteristicas en el espacio de fase (abajo) y
perfil final (arriba, linea continua)..

La velocidad de onda que depende directamente de U es constante a lo largo de la
caracteristica y la caracteristica es una linea recta en el espacio de fase. Aplicar el
mismo método a otros puntos (los puntos B y C en la figura) permite determinar el
perfil final. El método es aplicable siempre que el perfil sea continuo. La invariancia
de U a lo largo de la linea caracteristica también significa que los valores minimo y
méaximo de U se conservan a lo largo del tiempo. Por lo tanto, las variaciones del
perfil inicial se conservan en el final, aunque la forma puede verse alterada debido a
las diferentes velocidades de propagaciéon asociadas a los diferentes valores de U.Sin
embargo, dependiendo de la funcién de flujo F y la distribucién inicial de U, el perfil
puede volverse discontinuo después de algtin tiempo. Esto ocurre tipicamente cuando
F es una funcién no lineal de U. En el caso de un perfil discontinuo, la derivada
espacial pierde sentido y el principio de invariancia de U a lo largo de la caracteristica
ya no es aplicable.

2.6.3 Ondas de choque, onda expansiva y discontinuidades de contacto

Cuando F es una funcién no lineal de U, la pendiente dF'/dU de la linea caracteristica
(alo largo de la cual U es constante) varia con U. En consecuencia, las diversas partes
del perfil U (x, t) viajan a diferentes velocidades, conduciendo a una alteracién de la
forma original del perfil (mostrado en la Fig. 2.2).
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Figura 2.3 Formacién de una onda de choque en el espacio fisico (arriba) y el espacio de
fase (abajo). Perfil inicial (linea discontinua) y perfil final (linea continua)..

Onda de choque

Una onda de choque aparece cuando un punto del perfil (punto A en la figura
2.3) viaja mas rapido que el de delante (punto B en la figura 2.3). Los perfiles se
vuelven mas empinados a medida que pasa el tiempo. Después de cierto tiempo, las
trayectorias en el espacio de fase se cruzan. El punto A alcanza el punto B y U toma
dos (o mas) valores en el mismo punto. El perfil se vuelve discontinuo y permanece
asi en momentos posteriores. Este perfil discontinuo, donde la velocidad de la onda
es mayor en la cola que en el frente, se llama onda de choque. Cabe senalar que la
velocidad de propagacién del choque es diferente a la de las velocidades de las olas
en el frente y en la cola.

Onda expansiva

Por el contrario, pueden ocurrir situaciones en las que la parte delantera del perfil se
desplaza méas rapido que la cola. En este caso, el perfil se suaviza a medida que pasa
el tiempo (Figura 2.4). Una onda expansiva del tipo que se muestra en la Figura 2.4
también se denomina onda de rarefaccion.

Discontinuidad de contacto

Si la funcién de flujo es lineal (es decir, F' = AU con A constante), todas las ondas
viajan con la misma velocidad ), independientemente del valor de U. Si el perfil
es inicialmente suave y continuo, lo seguira siendo sin ninguna alteracion de la
forma. Si inicialmente es discontinuo, lo seguird siendo en momentos posteriores.
Una discontinuidad en el perfil U, en cada lado del cual la velocidad de la onda es
la misma, se llama discontinuidad de contacto. La figura 2.5 ilustra el caso en el
que el perfil inicial es continuo entre los puntos A y B, y entre C y D, y discontinuo
en B (o C). By C tienen la misma abscisa, pero Ug y U, son diferentes, de ahi la
discontinuidad del perfil.
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Figura 2.4 Formacién de una onda de rarefaccion en el espacio fisico (arriba) y en el
espacio de fase (abajo). Perfil inicial (linea discontinua) y perfil final (linea
continua)..
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Figura 2.5 Propagaciéon de una discontinuidad de contacto. Bocetos en el espacio
fisico (arriba) y en el espacio de fase (abajo)..

En el préoximo capitulo se veran una serie de métodos para la resoluciéon de las
ecuaciones del golpe de ariete, uno de los métodos que se analiza aunque no se
implementara es el método de las caracteristicas y en el se particularizara la teoria
de los invariantes de Riemann a nuestro caso.






3 Métodos de resolucion numeérica
de ecuaciones diferenciales
parciales hiperbolicas no lineales

En este capitulo se desarrollan distintos métodos de resolucién de ecuaciones di-
ferenciales parciales hiperbodlicas no lineales. En lo que respecta al método de la
caracteristicas se seguird la descripcion de Chaudhry (2014).

3.1 Introduccion

Como se demostré anteriormente, las ecuaciones de cantidad de movimiento y
continuidad son ecuaciones diferenciales parciales hiperbodlicas cuasi-lineales. No
se dispone de una solucion de forma cerrada de estas ecuaciones. Sin embargo, al
descuidar o linealizar los términos no lineales se han desarrollado métodos. Estos
métodos son aproximados y no se pueden utilizar para analizar grandes sistemas o
sistemas con condiciones de contorno complejas.

Los siguientes métodos, adecuados para andlisis informaticos, estan disponibles
para integrar numéricamente las ecuaciones diferenciales parciales hiperbélicas no
lineales:

o Método de las caracteristicas

o Método de diferencias finitas

e Método de elementos finitos

e Método espectral

o Método de integral de limites

o Método de Godunov
El método de caracteristicas se ha vuelto popular y se usa ampliamente para la

solucion de problemas transitorios hidraulicos unidimensionales, especialmente si

la velocidad de la onda es constante. Este método ha demostrado ser superior a
otros métodos en varios aspectos, como la simulacion correcta de frentes de onda

29
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pronunciados, la ilustracion de la propagacién de ondas, la facilidad de programacion
y la eficiencia de computos.

Los métodos de diferencias finitas pueden clasificarse en dos categorias: explicitas
e implicitas. Ambas categorias tienen varios esquemas. Los métodos implicitos suelen
tener la ventaja de que permiten pasos de tiempo mas largos. Sin embargo, si se utiliza
un intervalo de tiempo demasiado grande, la precision del esquema se ve afectada
negativamente y pueden producirse oscilaciones numéricas en algunos casos que
pueden producir resultados totalmente incorrectos. El método de los elementos finitos
no ofrece ninguna ventaja significativa para la solucion de problemas unidimensionales.
El método espectral no es adecuado para condiciones de frontera no periddicas y el
método de integral limite, no maneja de manera eficiente los problemas dependientes
del tiempo en comparacion con los otros métodos disponibles, especialmente si hay
choques o se forman perforaciones. Ninguno de estos métodos se analiza con mas
detalle en el presente documento.

Los métodos en los que se va a centrar este trabajo van a ser el método de
diferencias implicitas y el método de Godunov de primer y segundo orden. Estos
van a ser analizados en este capitulo, el método de Godunov de segundo ha sido
el implementado en la herramienta, el método de Godunov de primer orden ha
sido programado pero no se ha implementado en la herramienta, y el método de
diferencias implicitas se ha intentado implementar pero no esta lo suficientemente
documentado. El método de las caracteristicas también se mostrara aqui porque
como se acaba de decir es el mas popular y comun, ademéas para las condiciones de
contorno se usan las caracteristicas.

3.2 Método de las Caracteristicas

En este método se aplica la teoria de los invariantes de Riemann a las ecuaciones que
gobiernan la dinamica de fluidos. Para facilitar la discusion, reescribamos la forma
simplificada las ecuaciones de cantidad de movimiento y continuidad derivadas en el
ultimo capitulo como

8
N,

donde R= f/(2DA). Se va a considerar una combinacion lineal de las ecuaciones
(3.1) y (3.2), L =L{+ ALs, donde X es un coeficiente desconocido. Multiplicando
A por la ecuacién (3.2), anadiendo la ecuacién (3.1) y reordenando términos de la
ecuacion resultante, obtenemos

0Q ,0Q OH 10H B
<8t +Xa e >+)\ A(&f+A8>+RQ|Q|_O (3.3)
Si H = H(x,t) y Q = Q(x,t), entonces la derivada total es

aQ 0Q+8de

dt ot Oz dt (3-4)
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dH OH _0Hdx

@ o ow i (3:5)
definiendo el coeficiente desconocido A como
1 dx 9
es decir,
J (3.7)
= +- ,
Usando las ecuaciones (3.4) y (3.5), la ecuacién (3.3) se puede escribir
dQ gAdH
—4+=——+R =0 3.8
o T TRRIQ (3.8)
si
dx
o 3.9
priakl (3.9)
y
dQQ gAdH
—_—— — = .].
W 920 RQIQl =0 (3.10)
si
dx
—_— = 3.11
i (3.11)

Las ecuaciones (3.8) y (3.10) se denominan ecuaciones de compatibilidad. Tenga en
cuenta que la ecuacién (3.8) es valida si la ecuacion (3.9) se satisface y que la ecuacién
(3.10) es valida si la ecuaciéon (3.11) se satisface. En otras palabras, imponiendo
las relaciones dadas por las ecuaciones (3.9) y (3.11), hemos eliminado la variable
independiente x, y hemos convertido las ecuaciones diferenciales parciales, ecuaciones
(3.1) vy (3.2), en ecuaciones diferenciales ordinarias en la variable independiente t.
Sin embargo, hemos pagado un precio por esta simplificacion: las ecuaciones (3.1) y
(3.2) son validas en todas partes en el plano x-t; sin embargo, (3.8) es véalida solo a
lo largo de la linea recta.

En el plano x-t, las ecuaciones 3.9 y 3.11 representan dos lineas rectas que tienen
pendientes + a, estas son las lineas caracteristicas.

Antes de presentar un procedimiento para resolver las ecuaciones 3.8 y 3.10,
analicemos primero el significado fisico de las lineas caracteristicas en el plano x-
t. Para facilitar la discusion, consideremos el sistema de tuberias que se muestra
en la Fig. 3.2. El sistema de tuberias tiene un depésito de carga constante en el
extremo superior (en x = 0) y una vélvula en el extremo aguas abajo (en x = L),
y las condiciones transitorias se producen al cerrar la valvula. Las ecuaciones de
compatibilidad (ecuaciones 3.8 y 3.10) son validas a lo largo de la longitud de la
tuberia (es decir, para 0 <z < L) y se requieren condiciones de contorno especiales
en los extremos, es decir, en x = 0 y en x = L (Figura 3.3).
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t
tc + At =S P
Characteristic Lines
Q
t, | — ,u.| ; B
ax = aat

—
X

Figura 3.1 Lineas caracteristicas en el plano x-t..

Reservior

Figura 3.2 Sistema de tuberias..

Supongamos que el flujo es estacionario en el momento t = 0 cuando la valvula se
cierra instantaneamente. Esto reduce el flujo en la valvula a cero, lo que aumenta la
presion en la valvula. Debido al aumento de presién, una onda de presién positiva
(la presién es mas alta detrds del frente de onda que en el frente) viaja en direccion
contracorriente. La linea BC es la trayectoria de esta onda en el plano x-t, como se
muestra en la figura 3.4.

De esta figura se desprende claramente que las condiciones en la Region I dependen
unicamente de las condiciones iniciales porque el limite aguas arriba permanece
sin cambios, mientras que en la Region II dependen de las condiciones impuestas
por el limite aguas abajo. Asi, la linea caracteristica BC separa las dos regiones
con diferentes soluciones. Si las excitaciones se imponen simultdneamente en los
puntos A y B, entonces la regién influenciada por las condiciones iniciales es como se
muestra en la figura 3.5; la linea caracteristica AC separa las regiones influenciadas
por el limite aguas arriba y por las condiciones iniciales, y la linea BC separa las
regiones influenciadas por el limite aguas abajo y por las condiciones iniciales. En
otras palabras, las lineas caracteristicas en el plano x-t representan las trayectorias
de viaje de las perturbaciones iniciadas en varios lugares del sistema.

Analicemos ahora cémo calcular las presiones y descargas transitorias. Supongamos
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Figura 3.3 Regiones de validez para una sola tuberia..
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Figura 3.5 Excitacién en los extremos aguas arriba y aguas abajo..

que se conocen la altura, H, y la descarga, Q en el tiempo t =t¢,. Estos pueden
ser conocidos inicialmente (es decir, en t = 0, estas son condiciones iniciales) o
se calcularon durante el paso de tiempo anterior. Queremos calcular los valores
desconocidos de H y Q en el tiempo t =t,+ At. Con referencia a la figura 3.1,
digamos que conocemos los valores de Q y H en los puntos A y B y queremos
determinar sus valores en el punto P. Esto se puede hacer resolviendo las ecuaciones
(3.8) v (3.10) de la siguiente manera: Al multiplicar el lado izquierdo de la ecuacién
(3.8) por dt e integrando, obtenemos

A gA A A B
/Pdm?/lj dH+R/P Q|Q|dt =0 (3.12)

Usaremos los subindices A y P para indicar ubicaciones en el plano x-t; por ejemplo,
Qp es la descarga en el punto P. Dado que la expresion (3.8) es védlida solo a lo largo
de la linea caracteristica AP, hemos utilizado los limites para la integraciéon de A a
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P. Podemos evaluar facilmente los dos primeros términos integrales de la ecuacion
(3.12). Sin embargo, no podemos hacerlo para el tercer término, que representa las
pérdidas por fricciéon, porque no conocemos explicitamente la variacion de Q con
respecto a t. Al usar una aproximacién de primer orden, podemos evaluar la integral
del tercer término como

A
R [ QIQldt ~ RQ4IQal(tp — )
= RQ|Q4|At

(3.13)

En otras palabras, Q permanece constante de A a P para la evaluacién de este
término. Por tanto, la ecuacién (3.12) se convierte en

A
Qp —Qa+ L= (Hp— Hp) + RAIQA|Qa| = 0 (3.14)

Tenga en cuenta que la ecuaciéon (3.14) es exacta excepto por la aproximacion
del término de friccion. Esta aproximacion de primer orden generalmente produce
resultados satisfactorios para aplicaciones de ingenieria tipicas. Sin embargo, la
aproximacion de primer orden puede producir resultados inestables si el término de
friccion se vuelve grande. Para evitar esto, podemos usar un intervalo computacional
At mas corto o usar una aproximacién de orden superior o un procedimiento iterativo
para evaluar el término de friccién. Por ejemplo, una aproximacion de segundo orden
de la integral del tercer término de la ecuacion (3.12) es

A
R [ QIQldt = 0.5RALQ4IQal + QI Q] (3.15)

Esto se conoce cominmente como la regla trapezoidal. Otras dos aproximaciones
para el término de fricciéon son

4 Qa+Qp|Qa+Qp
R/P QIQIdt = RAIA ‘ : ‘ (3.16)

A
R [ QIQldt = RAIQ4IQp (3.17)

Dado que se desconoce el valor de ) p, se puede utilizar un procedimiento iterativo
para las aproximaciones de las ecuaciones (3.15) y (3.16). La aproximacién de la
ecuacién (3.17), sin embargo, da como resultado una ecuacion lineal similar a la
ecuaciéon (3.14) que pueden resolverse directamente [Wylie, 1983]. Al proceder de
manera similar, podemos escribir la ecuaciéon (3.10) como

A
QP_QB_%(HP_HA)+RAtQB|QB|:0 (3.18)

Combinando las variables conocidas juntas, la ecuacién (3.14) puede ser escrita
como

Qp=C,—C,Hp (3.19)
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Figura 3.6 Red caracteristica.

QP = Cn + C’aFIP (320)
donde
gA
Cp=Qat+ L2 H s~ RAIQ4IQu] (3.:21)
gA
C,=Qp— 7HB — RAtQp|Qp| (3.22)
y
A
C, = 97 (3.23)

Tenga en cuenta que la ecuacion (3.19) es valida a lo largo de la linea caracteristica
positiva AP y (3.20), a lo largo de la linea caracteristica negativa BP (Fig. 3.1). Los
valores de C), y C), se conocen y son constantes para cada paso de tiempo, aunque
pueden variar de un intervalo de tiempo a otro, y C,, es una constante que depende de
las propiedades del conducto. Nos referiremos a la ecuacién (3.19) como la ecuacién
caracteristica positiva y la ecuacion (3.20) como la ecuacién caracteristica negativa.
En estas ecuaciones tenemos dos incognitas, a saber, Hp y () p. Los valores de estas
incognitas se pueden determinar resolviendo simultdaneamente estas dos ecuaciones,
es decir,

Qp =0.5(C,+C,) (3.24)

Ahora, el valor de Hp puede determinarse a partir de la ecuacion (3.19) o (3.20).
Por lo tanto, al usar las ecuaciones (3.19) y (3.24), se pueden determinar Qp y Hp en
todos los puntos interiores en el instante t + At (es decir, el final del paso de tiempo)
(ver Fig. 3.6). Sin embargo,para cerrar el problema se necesitaran unas condiciones
de contorno especiales para determinar las condiciones en los limites en el instante
para t + At.

Para ilustrar el uso de las ecuaciones anteriores, consideremos la tuberia de la
figura 3.2. La tuberia se divide en n tramos (Fig. 3.6), cada uno de los cuales tiene
una longitud Ax. Los extremos de estos tramos se denominan secciones, nodos o
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puntos de cuadricula. Las secciones finales de cada tuberia se denominan limites,
y las secciones que excluyen los limites se denominan secciones interiores, nodos
interiores o puntos interiores de la cuadricula.

Primero se calculan las condiciones de estado estacionario en t = to en todos
los puntos de la cuadricula. Luego, para determinar las condiciones en t =t,+ At,
las ecuaciones (3.19) y (3.24) se utilizan para los nodos interiores, y se utilizan
condiciones de contorno especiales para los nodos finales. Un vistazo mas profundo a
la figura 3.6 muestra que las condiciones en los limites en ¢t =¢,+ 6t deben conocerse
para calcular las condiciones en t = t,+ 2At en los nodos interiores adyacentes a los
limites. Ahora el caudal y la altura en el instante t =t,+ At se conocen en todos
los nodos, Qp y Hp en t =t,+ 2At se calculan siguiendo el procedimiento que se
acaba de describir. De esta manera, los calculos proceden paso a paso hasta que se
determinan las condiciones transitorias durante el tiempo requerido.

3.3 Método implicito de diferencias finitas (IFDM)

Existe poca literatura sobre la simulacion del golpe de ariete utilizando métodos de
diferencias finitas de tipo implicito, donde la solucién de las ecuaciones basicas de
flujo transitorio requiere resolver un sistema de ecuaciones. Esto puede deberse a dos
razones: la implementacion de IFDM tiene un cierto nivel de complejidad porque es
necesario resolver un conjunto acoplado de ecuaciones (lineales o no lineales). Las
condiciones de contorno en el contexto IFDM son dificiles de manejar porque requiere
agregar puntos de cuadricula ficticios ubicados mas alla de los limites de la tuberia,
siendo también necesario establecer sistemas adicionales de ecuaciones que permitan
resolver el flujo y la presion en cada nodo limite de la red.

En general, IFDM es incondicionalmente estable y se utiliza para resolver el flujo
transitorio en aquellos casos en los que es necesario adoptar pasos de tiempo mayores
(At) sin tener en cuenta las limitaciones dadas por el nimero de Courant (C,,). Sin
embargo, IFDM no esta exento de dispersion y atenuacion numérica incluso cuando
el flujo transitorio se resuelve en una red de tuberias muy simple. Otros autores
propusieron resolver las ecuaciones del golpe de ariete en un sistema de red utilizando
el método de diferencia central implicita para permitir grandes pasos de tiempo,
donde las ecuaciones en diferencias no lineales resultantes se organizan en una matriz
dispersa y se resuelven usando el procedimiento de Newton-Raphson. El método
centrado implicito da una solucién que es marginalmente estable, donde se pueden
usar incrementos de tiempo en la solucién. Los programas informaticos implicitos
son algo mas dificiles de escribir y depurar, ya que la solucién simultanea oculta
cualquier fuente de error en la programacion. Por todo ello, finalmente no se ha
podido implementar en la herramienta de simulaciéon pese a que se ha intentado.

3.3.1 Descripcion del método

La descripcion de este método se basa en Twyman Q. (2018). Para este método se
parte de las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento de la siguiente
manera,

o0H a@ﬂ_

ot =0 (3.25)
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Figura 3.7 Cuadricula de espacio-tiempo para IFDM..

0Q  OH
Sy Tacs -+ RQIQ|=0 (3.26)

Donde ¢ = gA/a.
Segun la Figura 3.7, se han calculado las variables de estado en el tiempo t, siendo

necesario calcular nuevos valores en el tiempo t =t + At. Para lograr este propésito,

las derivadas parciales en las ecuaciones (3.25) y (3.26) pueden aproximarse por
diferencias finitas, como sigue:

OH _ (HiI7+Hfy) — (H ™+ HY)

3.27
o 2Ax (3:27)
OH (Ht+At Ht ) (HtJrAt _i_Hgf)
vl 141 i+1 ] ) (3 28)
ot 2At '
0Q _(QET" +Qb1) — (@72 + Q) (3.29)
Ox 2Ax ‘
0Q _ (QET' +Qi™) — (Qf +Q)) (330)
ot 2At '
Por otro lado:
RQ|Q| = (Q“er)KQ +Qi| (3.31)
Sustituyendo las ecuaciones (3.27-3.31) en las ecuaciones (3.25) y (3.26),
di QA 4 dp QU — dy HITA 4 dy TR +dy = 0 (3.32)

QP QY I L =0 (33
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Donde los coeficientes son:

02At(Q +Qz—|—1) faUAt5|Q§+Q§+1|

dy =2(1—6,)— AL Y (3.34)

dy = 26, + 92&(3;3 Qi) N fauAteﬁﬁ ; Qb (3.35)

d3 = W (3.36)
2(1—6,)gAAL(HL,, — HY)

Az (3.37)

JAN
d4 - QL—’_ AAT ( §+1)[( 02)Q2+1 (1 - 82)@5]
209
¢ = “A; (3.38)
(1-01)gA  g0(Qi+ Q%)
Ccy = At SAL (3.39)
~gAl; gb,(QL+ QL)
A
4= (=2 )[elﬂmm—el)ﬂt]
_C4+ (Qt‘FQZH)[(l_@z)Hz‘tﬂ_(1_92)}];] (3.41)

2
e =+ 1 [(1=0:)Q%,, — (1= 0,)Q))

Donde 6; y 05 son coeficientes de ponderaciéon, € = constante de linealizacion y

t t
. by
fau corresponde a un valor medio <J822f1+1>

3.3.2 Acoplamiento de ecuaciones

Las ecuaciones (3.34-3.41), junto a unas condiciones de contorno se pueden usar para
construir un sistema de bandas diagonales de dimensiones 2X(N + 1) - ver ecuacién
(3.42), que se puede convertir eficientemente en un sistema tri-diagonal. La ecuacion
(3.42) muestra el sistema de ecuaciones para una tuberia dividida en N tramos, donde
la primera y la ultima fila corresponden al valor de la condicién de contorno H?’At
de cada nodo limite. Las filas restantes se generan a partir de la aplicacién de las
ecuaciones (3.32) y (3.33) en cada tramo de tuberia. Todos los coeficientes tienen un
superindice que identifica el niimero de alcance (por ejemplo, en 7 el superindice 2
indica que cl se calcula utilizando los datos de alcance 2. Esta indicacion es relevante
porque las variables de estado pueden variar de un alcance a otro. Por ello, la matriz
no siempre sera simétrica aunque su estructura tenga forma de bandas. Cada sistema
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de ecuaciones tendra un tamano diferente segiin el niimero de tramos asignados a
cada tuberia. Una vez desconectada la red, genera un sistema de ecuaciones lineales
para cada tuberia de la red. El calculo de las variables de estado se realiza en cada
tuberia independientemente del resto. El algoritmo funciona de la siguiente manera
para cada tuberia del sistema:

o 1 0 O 0O O O O O 0 0 O Q1 Hp,
di di -d4 d4 0o 0o 0 0O 0 0 0 0 H, —d
—cl el & 4 0 0 0 0 0 0 0 0 Q2 —cy
0 0 d d3 —d3 43 0 0 0 0 0 0 H, —d
0 0 -2 & 8 & 0 0 0 0 0 0 Qs —c3
O 0 0 0 d d —-d3 d 0 0 0 0 Hy | | —d
0O 0 0 0 - ¢ 3 & 0 0 0 0 .
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 - 0 0 QN
o 0 0 0 0 0 0 0 d¥ dy —dfy & Hy —d
0O 0 0 0 0 0 0 0 —c¥ & & & [|Qnu —c}
o 0 0 o0 0 O O 0O O 0 0 1 Hyiq Hpni1

a) t =t+ At Para cada nodo interno i:

o Calcular HfJFAt y Q?At para i = 2 a N utilizando las ecuaciones (3.32-3.41)
organizadas de acuerdo la forma matricial.

o (Calcular H?“At.

 Resolver el sistema de ecuaciones (3.42) y reasignar términos haciendo H! =
HZ~t+At y Q! = Q?At parai=1aN +1.

b) Vuelta a a) hasta completar la simulacién.

3.4 Método de Godunov

En primer lugar antes de hablar del método de Godunov es necesario introducir el
problema de Riemann. La descripcién de este método se basa en Guinot (2003).

3.4.1 Problema de Riemann

El problema de Riemann (RP) es una caracteristica esencial de los esquemas tipo
Godunov, ya que se usa directamente en el procedimiento de solucion.

El problema de Riemann es un problema de valor inicial, es decir, un problema
planteado suponiendo que el espacio se extiende indefinidamente en direcciones tanto
positivas como negativas. Consiste en encontrar la solucién (evolutiva en el tiempo)
del problema inicial constante por partes.

U(z,t=0)=

{ Up, parax <z, (3.43)

Ugr, parazx >z,
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Figura 3.8 Esquema de definicién del problema de Riemann..

donde Uy, y Ug, llamados estados izquierdo y derecho del problema de Riemann res-
pectivamente, son valores constantes conocidos. x,, es la ubicacion de la discontinuidad
inicial (Figura 3.8).

Tenga en cuenta que muchas publicaciones caracterizan el problema de Riemann
utilizando el signo de desigualdad < en lugar de < en la primera ecuacién de (3.43).
Aqui se prefiere la desigualdad < porque asegura la definicién del perfil inicial U (x,
to) en todos los puntos del dominio (incluido z = x,). Por el contrario, el uso del signo
< en la primera ecuacion (3.43) excluye implicitamente el punto x, de la definicién de
la condicién inicial, lo que puede dar lugar a complicaciones extras en determinadas
circunstancias. Considere, por ejemplo, el caso donde no hay movimiento para todo
U. Entonces, el perfil permanece sin cambios en todo momento. Si el perfil inicial
no esta definido para x = x,, la solucion permanecera indefinida en z = x, para
todos los tiempos. Sin embargo, el calculo de U en tiempos posteriores a x =z, es
una caracteristica esencial de los esquemas tipo Godunov. Por eso a continuacién se
prefiere usar la notacion (3.43) porque asegura la definicién de la condicién inicial en
todos los puntos del dominio computacional.

La situacién de no equilibrio inducida por la diferencia entre Uy, y Ui hace que el
perfil inicial evolucione en el tiempo. Aparece una onda (choque o discontinuidad de
contacto) y se repite en el espacio de fase. La solucién en un tiempo t > t, consiste
en una regién perturbada que separa los dos estados Uy y Ug. El perfil en esta
region depende de Uy, y Ug. Resolver el RP significa encontrar la distribucién U
(x,t) en todos los puntos del espacio (incluida la region perturbada) de los estados
(conocidos) izquierdo y derecho del RP.

3.4.2 Los seis pasos de los algoritmos tipo Godunov

La filosofia subyacente de los esquemas tipo Godunov consiste en resolver ecuaciones
diferenciales parciales hiperbdlicas sobre voliimenes, mientras se trata de variables
esencialmente discontinuas. Un flujo continuo se considera un caso particular de
flujo discontinuo. Este enfoque presenta varias ventajas: (i) los perfiles continuos
y discontinuos son tratados exactamente de la misma manera, sin necesidad de
tratamientos particulares de choques y discontinuidades de contacto, y (ii) se respeta
el caracter conservador de las ecuaciones diferenciales parciales a resolver.

Por lo general, la solucién de un sistema hiperboélico mediante algoritmos tipo
Godunov comprende seis pasos (ver Figura 3.1):
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1. Discretizacion del espacio en volimenes finitos o celdas computacionales (Figura
3.9a). La solucion U de la PDE se busca en cada celda al final del paso de tiempo.
La variable numérica para el calculo es el valor promedio de la variable de flujo
U sobre las celdas computacionales. La solucion se encuentra equilibrando los
flujos a través de las interfaces entre las celdas computacionales. Estos flujos
se calculan utilizando una estimacion de U en las interfaces de la celda. La
estimacion de U se obtiene resolviendo problemas de Riemann en las interfaces.

2. Definicién de los problemas de Riemann en las fronteras de las celdas. A partir
del valor medio de la variable sobre una celda y las vecinas, es posible “adivinar”,
o reconstruir, su distribucién dentro de la celda.(Figura 3.9b). El esquema
original disenado por Godunov (1959) utiliz6 la reconstrucciéon mas simple
posible: la variable se asumi6 constante, igual a su valor promedio sobre la celda.
Para aumentar la precision del método, se pueden suponer reconstrucciones mas
complejas (por ejemplo, lineales, parabdlicas, discontinuas, etc.) que conducen
a la definicién de problemas de Riemann generalizados (GRP) en las interfaces
de la celda.

3. Un GRP rara vez admite una solucién analitica. Por lo tanto, el tercer paso
consiste en transformar los GRP en las fronteras de la celda en Problemas
de Riemann Equivalentes (ERP) (Figura 3.9c). Un ERP es un problema de
Riemann que da la misma solucién promedio que el GRP en un punto dado
durante un intervalo de tiempo especifico.

4. Solucién de los ERP (Figura 3.9d) y calculo de los flujos relacionados. El valor
del flujo F en la frontera entre dos celdas computacionales se calcula utilizando
el valor de la soluciéon U del ERP en esta frontera.

5. Calculo del valor de U en el siguiente paso de tiempo a través del balance de
flujo sobre las celdas (Figura 3.9e) utilizando los flujos calculados durante el
paso 4).

6. Incorporacion del efecto de los términos fuente, si los hubiere (Figura 3.9F).

3.4.3 Restricciones de estabilidad

Al igual que otros métodos numéricos, los esquemas tipo Godunov se pueden clasifi-
car en esquemas explicitos e implicitos. Los esquemas explicitos de tipo Godunov
utilizan los valores del nivel de tiempo actual para calcular los flujos entre las celdas
computacionales y avanzar al siguiente paso de tiempo. En los esquemas implicitos de
tipo Godunov, el calculo de los flujos (y por lo tanto del nivel de tiempo desconocido)
involucra las variables de flujo en el nivel de tiempo desconocido. Como esquemas
clasicos, la mayoria de los esquemas de Godunov explicitos estan sujetos a una
restriccion de estabilidad relacionada con el nimero de Courant. La solucion se
obtiene resolviendo un conjunto de ecuaciones algebraicas que involucran los valores
desconocidos en el dominio computacional.

El niimero de Courant expresa la proporcion de una celda a través de la cual viaja
una onda dada durante un paso de tiempo (Figura 3.10). La comunidad de dindmica
de fluidos computacional se refiere a menudo como el nimero CFL, de las iniciales de
Courant, Friedrichs y Lewy, quienes sefialaron el papel esencial de este niimero en la



42  Capitulo 3. Métodos de resolucion numérica

(a)
A
T
i-1 i i+ ] x
()
A
Wy p ,\1
e \
—t
N
! | Tl
L i 1 4l
i—1 i i+ 1 X
(&) (D)
] | il o SO LARCALLIETY
-y (e
G
IFJ-IQ } -I"'- LALARILARRIeg
r |
| FH-I.'E W
T -
i—1 ) i+1 x =1 ) i+ 1 X

Figura 3.9 Principio de los esquemas tipo Godunov, (a) discretizacién del espacio en
las celdas o volimenes, (b) reconstruccién del perfil dentro de las celdas,
que determina los problemas de Riemann generalizados, (c¢) conversion de
los GRP en ERP, (d) solucién de los ERP y célculo de las variables en
las interfaces de celda, (e) balance de masa, (f) incorporaciéon del término
fuente.
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Figura 3.10 Interpretacion grafica del nimero de Courant para la onda p..

discretizacion. Para configuraciones unidimensionales (digamos, en la direccion x), el

(p)

numero de Courant Cr,”” asociado con la onda p-ésima en la celda i viene dado por

\ 3.44
M= (3.44)
La mayoria de los esquemas explicitos imponen que el valor absoluto del niimero de
Courant para todas las ondas en todas las celdas computacionales debe ser menor que
un cierto valor Cryy,, (generalmente, 1) para que la solucién numérica sea estable.

Mazx [C’rl(p)] < Cryas (3.45)

Una interpretacién fisica de esto es que en todas las celdas, todas las ondas deben
cubrir menos que el ancho (o una fraccion o un miltiplo del ancho) de la celda dentro
de un paso de tiempo. En otras palabras, el dominio de dependencia de la interfaz en
el momento t no debe ser mas ancho que las celdas a las que pertenece la interfaz. Los
esquemas implicitos generalmente no tienen una restriccion de estabilidad, excepto
cuando el sistema de leyes de conservacién para ser resuelto es fuertemente no lineal.
Los efectos no lineales pueden conducir a la inestabilidad incluso para un esquema
implicito, si el esquema no es lo suficientemente disipativo para evitar que ocurran
oscilaciones en los perfiles calculados. Aunque garantizan la estabilidad, los esquemas
implicitos pueden conducir a soluciones numéricas que no son lo suficientemente
precisas. Este suele ser el caso cuando el paso de tiempo computacional (y por lo tanto
el ntiimero de Courant) es demasiado grande. En tales situaciones la amortiguacién
numérica puede afectar significativamente la precision de la solucién numérica.

3.4.4 Método de Godunov aplicado a las ecuaciones del golpe de ariete

En esta seccion se desarrola el método de Godunov para nuestro caso que es el que
hemos implementado y simulado [Zhao and Ghidaoui (2004)]. En primer lugar hay
que hacer una serie de consideraciones, la solucién en un volumen finito basada
en Riemann de las ecuaciones del golpe de ariete en el i-ésimo volumen de control
implica los siguientes pasos: (1) las ecuaciones gobernantes se reescriben en forma de
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volumen de control; (2) los flujos en una superficie de control se aproximan usando
la solucién exacta del problema de Riemann; y (3) una integracién de tiempo para
hacer avanzar la soluciéon de n a n + 1. El paso de integracion de tiempo es analitico
en ausencia de friccion, pero aproximado cuando hay friccién. Las ecuaciones se
pueden reescribir en forma de matriz de la siguiente manera:

ou ou

_(H\ , [V a%/g\ (0
dondeu-<v>,A—<g V),yS—<J>.

Utilizando el enfoque desarrollado por Toro (1997) para sistemas hiperbélicos en
forma no conservativa, la ecuacién (3.46) se puede aproximar de la siguiente manera:

?Z + a‘giw = s(u) (3.47)
V a?/g

%

mente en esta seccién. Si V = 0, estariamos ante el clasico caso del golpe de ariete
donde se desprecia el termino convectivo.

donde f(u)= Au; A= (g ); y V = valor medio de V especificado posterior-

La formulaciéon del método de Godunov para flujos de masa y cantidad de mo-
vimiento f; 1o para todoiy € [t",¢"+1] requiere la solucién exacta del siguiente
problema de Riemann:

ot ox

u™(@) =19 ,
Up, para x>/

3u+8f(u) _0

(3.48)

donde U}’ = valor medio de u a la izquierda de la interfase i + 1/2 en n; y Up =
valor medio de u a la derecha de la interfase i + 1/2 en n. Tanto el método de primer
orden como el de segundo para estimar Uy y Up son dados en esta seccion.

Para resolver la ecuacién (3.48) partimos de que f(u) = Au, A es considerado
contante, con autovalores \; =V —a Y A= V +a. La condicién de Rankine-Hugoniot
a través de cada onda de velocidad \; (i=1, 2) es

Af =AAu=\;Au (3.49)

que da las siguientes relaciones

(Vig12= V) +(Hip12— HE) =0

(Vigry2 = VE) — (Hiy12— Hi) =0

(3.50)

SSEINSINGR
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dando,

o (Hip) 1 (H+Hp)+ (Vi = VEg)
2T\ Vi (V' +VE) + S(H} — Hp)

T2 (3.51)
— BU} +CU%

Ja 1 1
los flujos de masa y cantidad de movimiento en i + 1/2 para todos los nodos internos

donde B =1/2 (gl a/g) yC=1/2 (—;/a —a/g) Usando la ecuacion (3.51),

y para t € {t",t”“} son como sigue:

fiv1/2 = Aiy1)oWig1)2 = A1 2BUL + A, p,CUR (3.52)

La evaluacién del lado derecho de la ecuacion (3.52) requiere que A, q/5 , U},
y Uk sean aproximados. Para estimar A, /2 » €s necesario aproximar la entrada
asociada con los términos advectivos, V;, /. Establecer V' =0 equivale a despreciar
los términos advectivos de las ecuaciones gobernantes. De hecho, el esquema actual
se puede convertir en el problema clésico del golpe de ariete, donde los términos

advectivos estdn ausentes, simplemente introduciendo V =0 en la ecuacién (3.52).

En general, Toro (1997) sugiri6 que se utilice una media aritmética para evaluar
los términos advectivos, es decir, V; /2= 0.5(V;" +V{i,). Otra opcién es utilizar
la solucién del problema de Riemann para evaluar V; /. Sin embargo, segin
Zhao and Ghidaoui (2004), como era de esperar, los calculos muestran que las tres
aproximaciones conducen a resultados indistinguibles para problemas tipicos de golpe
de ariete donde el nimero de Mach es a menudo pequenio. Como resultado, los
términos convectivos se desprecian en la implementacién del método. Sin embargo,
por razones de generalidad, los términos advectivos se mantienen durante el resto
de la derivacion. Las aproximaciones de primer y segundo orden para U y U se
consideran a continuacion.

Método de Godunov de primer orden

La evaluacién explicita de las ecuaciones (3.51) y (3.52) requiere que U7 y U’ se
escriben en términos de valores nodales conocidos. La aproximacion de Godunov de
primer orden viene dada por

U} =U?
Ut — UZ,L (3.53)
R — VYi+1

Introduciendo la ecuacion (3.53) en (3.52) completa la formulaciéon del método de
Godunov de primer orden para los terminos de flujo en todos los nodos internos. Los
flujos de masa y cantidad de movimiento en i + 1/2 para todos los nodos internos y

para t € {t",t”“} son entonces:

fiv12=Aip12BU; + A pCUY, (3.54)
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Figura 3.11 Limitador de pendiente.

Método de Godunov de segundo orden

Mientras que los esquemas de primer orden producen una disipaciéon numeérica excesiva,
los esquemas de segundo orden [Sabbagh-Yazdi et al. (2009)] dan como resultado
oscilaciones espurias cerca de los frentes de choque. Los limitadores aumentan el
orden de precision de un esquema al tiempo que garantizan que los resultados estén
libres de oscilaciones falsas.

Sean

o7 = (U}, ~U})/Aa

o1y = (U~ Ujy) /A

(3.55)

Usando el limitador MINMOD, una aproximacién para U y Uk que es de segundo
orden en espacio y tiempo se obtiene como sigue [Toro (1997)]:
Primer paso (reconstruccién de datos iniciales)

U?_(1/2)+ = U;L - 05A$MINMOD(O'}1,O'? 1)

n n . ni (3.56)
Segundo paso (evolucién por At/2)
UiZa2+ = Ui_ujo)+ + 5@&( im1y2)+) — f(U L (1/2)- )] (357)
Uiy~ = Ui~ + §E[f(Ui—(1/2)+) — (U (1/2)-)]
donde la pendiente [Sabbagh-Yazdi et al. (2009)]:
MINMOD(om, 0" ) = ot si {197 <191l (3.58)
AN J ooy >0 ’
n 4n ) ; |O-§L| > |0-}'171|
MINMOD(c},07 1) =0}, si { om0 (3.59)

MINMOD(c%,c% 1) =0si %o <0 (3.60)
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H, V

.EHp, Vp

Figura 3.12 Esquema de la condicién de contorno de un depdsito..

(Ver Figura 3.11).
Y el subindice i+ (1/2)~ se usa para denotar que & — x;(1/2) CON T < Ty (1/2)+;
i—(1/2) se usa para denotar que T — x;_(1/9)+ CON T > T;_(1/9)-

La aproximacion de segundo orden es

UL =Ul ()9~ (3.61)
Uk =U 19+

Insertando la ecuacién (3.61) en la ecuacién (3.52) da el método de segundo orden
para los flujos del golpe de ariete en i + 1/2 para todos los nodos internos y para

te {t",t"“} . Este esquema es a veces llamado el esquema de MUSCL-Hancock [Toro
(1997)].

3.5 Condiciones de contorno

Para terminar de resolver el problema transitorio es necesario conocer unas condiciones
de contorno. En esta seccién se discutiran como son las condiciones de contorno para
una serie de casos generales. Analicemos ahora la notacién que usaremos. Designamos
los extremos aguas arriba y aguas abajo con referencia a la direccion del flujo inicial,
aunque el flujo puede revertirse durante el estado transitorio. Para el calculo de
las condiciones de contorno se utilizan las ecuaciones de las caracteristicas y unas
ecuaciones que seran diferentes para cada caso.

3.5.1 Altura impuesta
Este es el caso tanto de un deposito aguas arriba como aguas abajo de un conducto,

lo que variard es si se usa la caracteristicas negativa (caso de aguas arriba) o la
caracteristica positiva (caso de aguas abajo). Para ello se establece una variable 1)

que serd igual a -1 en el caso de que el depdsito esté aguas arriba y 1 en el contrario.
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i nodos que entran j nodos que salen

> >

Figura 3.13 Esquema de un nodo de interseccion con i nodos de entrada y j nodos de
salida.

Figura 3.14 Esquema de la interseccién de un conducto de entrada con dos de salida..

La primera ecuacién serd la de la caracteristica que es
a a
H—H/J;V:Hp—i—@/);% (3.62)

Donde H), y V,, son conocidos y son la altura y la velocidad antes o después del
contorno dependiendo del caso.
La otra ecuacion para que el problema esté cerrado es

H=Hy, (3.63)

Donde H g, es un dato también que es la altura que se impone en el nodo.
Con estas dos ecuaciones calculariamos las condiciones de contorno H y V.

3.5.2 Nodo de interseccion

Es el caso en el hay n conductos que entran y m conductos que salen de un de un
mismo nodo. Para la resolucion de este caso se aplica tanto la caracteristica como la
ecuacion de Kirchhoff. Para los nodos que entran al conducto se usa la caracteristica
positiva, mientras que para los que salen se usa la caracteristica negativa. Pueden
entrar y salir tantos conductos como se deseen, se designara por i los nodos que
entran y por j los que salen como se ve en la figura 3.13 Para regular estos caso se
usa una variable @ que valdra 1 en el caso de que el conducto entre y -1 en el que
salga.

H+¢ZV:HP+¢ZVP (3.64)

Siendo H), y V), conocidos en cada conducto.
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A3

H3

o
H

Hi, Q1 —= H2, Q2

Figura 3.15 Esquema de la estructura de una chimenea de equilibrio..

Y la ecuacién que cierra el problema sera la de Kirchhoff,

DAV =3 A0, (3.65)
i=1 =1

Donde A; y V; son el area y la velocidad de un conducto que entra y A; y V; de
un conducto que sale. Con estas dos ecuaciones obtendriamos ya todas las incognitas
que son H y V, H seria la misma para todos los conductos y la V es una para cada
circuito.

3.5.3 Velocidad impuesta

Es el caso de una vélvula que regule el caudal, se considera el caso en el que la
valvula se encuentra al final del conducto. Las ecuaciones que permiten calcular las
condiciones de contorno seran la ecuacion de la caracteristica, al igual que en todos
los casos,

H+2v=H,+%V, (3.66)
g g
Siendo H,, y V}, conocidos, son los valores justo antes de la vdlvula. Para la ecuacion

que cierra el problema se usara una funcién que puede ser una constante o una
funcion del tiempo.

V= f(t) (3.67)

Para el caso por ejemplo de un cierre instantaneo V=0.
3.5.4 Chimenea de equilibrio

Se ha disenado también la condiciéon de contorno para el caso en el que hubiera una

chimenea de equilibrio [Wylie and Streeter|. Que tiene la estructura de la figura 3.15.

En primer lugar por las ecuaciones de Kirchhoff,

Q1 =Q2+Q3 (3.68)
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Partiendo de Vi, V5, Hy v Hy conocidos, conociendo también las caracteristicas de
cada conducto y del calderin sabemos que,

VA =V A,

V
3 A3

(3.69)

Luego, conociendo Hjy

H = Hy+ kV3| V3| (3.70)

Por las ecuaciones de las caracteristicas se cerraria el problema. Para el conducto
que entra

g+, =1+ % (3.71)
g g
Y para el que sale,
-2V, =H,- "V (3.72)
g g

Siendo H y V. las condiciones de contorno del conducto que entra y la misma H y
V.o del conducto que sale.

3.5.5 Turbina controlada por potencia

Esta condicién de contorno consiste en una turbina al final de un conducto en la que
la potencia permanece constante. Esta potencia sera,

W = pgQ¢Hn (3.73)

Siendo Q) y Hy el caudal y altura de funcionamiento de la instalacion respec-
tivamente. Al ser W constante, como realmente p, g y 1 no varfan lo que ha de
permanecer constante es

HQIHfo = cte (374)

Con esa ecuacion y con la de las caracteristicas se cierra el problema, esta ecuacion
seria

H+2v =H,+%v, (3.75)
g g

Donde H,, y V), son conocidos y son los valores en el conducto. Tendriamos por
tanto ya dos ecuaciones y dos incognitas y solo haria falta resolver el sistema. Esta
condicion de contorno seria facilmente particularizada para el caso de una bomba,
esta al ser una bomba deberia estar al principio y no al final del conducto, y lo tinico
que cambiaria seria que se usaria la caracteristica negativa y no la positiva.

3.5.6 Otros

A parte de las condiciones de contorno mencionadas hay otras que llegado el caso
podrian introducirse en la herramienta como son calderines, turbinas que no sean
finales y que sean reguladas de una manera distinta, bombas, etc.



4 Descripcion de la herramienta

La herramienta creada consiste en un programa implementado en MATLAB capaz de
resolver instalaciones complejas tanto estacionarias como transitorias, con distintos
elementos singulares como chimeneas de equilibrios, turbinas o bombas.

4.1 Problemas estacionarios

Para introducir la instalaciéon a resolver se introduce un fichero de texto que es
leido por el programa, el fichero lo primero que debe establecer es si el problema es
estacionario o transitorio. Eso se establece escribiendo “Estatico” o “Dinamico” en el
fichero.

Para el caso estatico el fichero tiene la siguiente estructura,

Donde en primer lugar n,, y n,. son respectivamente el niimero de nodos y el
numero de conductos. A continuacién se proceden a introducir los conductos con sus
caracteristicas, el primer término ¢; es el tipo de conducto del conducto i. Los dos
siguientes parametros son los mismos para todos los tipos de conductos que son el
nodo inicial, n;, y el nodo final, n; del conducto. Hay cuatro tipos de conductos para
cada uno se introducen unos parametros distintos. El primer caso es un conducto
normal que son de tipo 1, tiene la estructura de la figura 4.1, los parametros a
introducir son en este orden longitud, L;, diAmetro, D, y rugosidad relativa, k;.
El segundo caso es una bomba que es el tipo 2, para el que hay que introducir
a parte de los nodos iniciales y finales, los coeficientes A, B y C, en este orden,
que son los coeficientes de la curva de altura que da la bomba que tiene la forma,

Estatico
Nn Ng
£1 ni,1 ne1 Lo Do kg

Ne

Cae Ni,nc Nf,nc Linec Dnc knc

cC n ..
CC{

Figura 4.1 Estructura fichero problema estacionario..
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Figura 4.2 Instalacion ejemplo estacionario..

Hy, = A+ BQ+ CQ?. El tercer caso es una perdida de carga localizada, que va del
nodo n; al nodo ny, es el tipo 3 y los pardmetros a introducir serdn dos, que seran las
perdidas de carga en uno y otro sentido, k, y k,,. El dltimo caso es finalmente una
turbina, tipo 4, que es muy parecida a la bomba hay que introducir los parametros
A, By C de la curva de la turbina de forma H, = A+ BQ + CQ?>.

Una vez introducidos los n, conductos se introducen las condiciones de contorno
que para el caso estacionario solo tendra sentido el caso 1, que es el caso en el que se
impone una altura en un nodo, es el caso de un depésito. La estructura es: ¢ n H,
donde c es el caso que sera 1, n el nodo donde estd y H la altura impuesta. También
se puede introducir el caso 5 que es el caso de una turbina al final de un conducto
que tiene una estructura 5 A B C. Donde A, B y C son los coeficientes de una curva
cuadrética de la altura con la siguiente forma: H = A4+ BQ + CQ?. A continuacién
se mostrard un ejemplo.

4.1.1 Ejemplo: caso estacionario con 2 bombas y una turbina

El ejemplo simulado que se presenta es el que tiene la estructura de la siguiente
figura
El fichero introducido es:

1 Estatico

2 8 7

3 2 1 2 100 -0.5 -0.01
4 1 2 3 40 0.3 0.05

5 1 34251 0.01

6 325 0.51

7 1 56 150 1.5 0.01
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10
11
12
13
14

[EE SIS SIS

7 -100 22 -0.01
5 50 -0.25 -0.02
12
70
50
0
26

o0 J o b P 00 W

Los datos de partida que se toman son:

Y las condiciones de contorno a introducir son las alturas de los distintos depdsitos,

Conducto 1 (bomba): Hg; = 100 —0.5Q — 0.01Q?

Conducto 2: L =40 m; D = 0.3 m; k = 0.05 m

Conducto 3: L=25m; D =1m; k =0.01 m

Conducto 4 (perdida de carga localizada): K, = 0.5; Ky = 1;
Conducto 5: L =150 m; D = 1.5 m; k = 0.01 m

Conducto 6 (turbina): Hp; = —100+22Q — 0.01Q?

Conducto 7 (bomba): Hpy =50 —0.25Q — 0.02Q?

Depésito 1: H =12 m
Deposito 4: H = 70 m
Depésito 6: H = 50 m
Depésito 7: H =0 m

Depésito 8: H = 26 m

Los resultados que se obtienen de la herramienta son los siguientes:

Conducto 1: Q = 8.9464 m?/s
Conducto 2: Q = 0.4657
Conducto 3: Q = -7.1078 m3/s
Conducto 4: Q = 8.4807 m3/s
Conducto 5: Q = 19.5743 m3/s
Conducto 6: Q = 7.5735 m?/s
Conducto 6: Q = 11.0936 m?/s
Nodo I: H=12m

Nodo 2: H = 106.7264 m

Nodo 3: H = 66.0428 m

Nodo 4: H =70 m

Nodo 5: H = 70.7653 m

Nodo 6: H =50 m

Nodo 7 H=0m

Nodo 8: H = 26 m
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Dindmico

de te

Nn Nc

€1 ni,1 ng1 Lo D1 ki a1 npm

INe

tnc Ni,ne Ilf,ne an Dnc knc

c ..
CC{

Figura 4.3 Estructura fichero problema estacionario..
4.2 Problemas transitorios

La herramienta para resolver el sistema transitorio empieza resolviendo en primer
lugar el problema estacionario, cuyos resultados usaréd como los valores iniciales del
problema transitorio. A la hora de introducir el fichero de la instalaciéon a resolver,
tiene leves modificaciones con respecto el estacionario.

En primer lugar, la primera orden que da es que el problema es transitorio, después
otra diferencia es que hay que introducir un paso de tiempo, d; y el tiempo final hasta
el que hay que simular ¢;. Al igual que en el estacionario los tipos de conductos son
los mismos con la tnica diferencia de que en los de tipo 1, los conductos normales,
hay que introducirle dos datos mas la velocidad del sonido en el conducto a; y el
numero de puntos en los que se divide el conducto, n,.

El transitorio lo resuelve la herramienta con el método de Godunov de segundo
orden cuya teoria se ha desarrollado en el capitulo anterior y que se encuentra
implementado los anexos. A parte el método de Godunov de primer orden también
ha sido programado y esta en el anexo. En cuanto a las condiciones de contorno, ahi
los casos a introducir son los siguientes,

o (Caso -1: consiste en una ley temporal de cierre de una valvula. La estructura a
introducir es: -1 n cierre(t). Donde n es el nimero del nodo y cierre(t) es la ley
temporal que marca el cierre.

o Caso 0: cota de un nodo, se introduciria el 0 del caso, el niimero del nodo y la
cota del nodo.

o Caso 1: altura impuesta, es el caso de un depédsito. Se debe introducir por tanto
tres parametros, el caso que seria un 1, el nodo en el que estd, y la altura en el
nodo.

o (Caso 2: chimenea de equilibrio, para el que se deben introducir 4 datos, el
niumero del nodo, la altura geométrica del nodo, la perdida de carga en el
estrangulamiento y el area de la chimenea de equilibrio, todo en ese orden.

o Caso 5: turbina al final de un conducto con potencia constante, habria que
introducir el nodo, y los coeficientes A, B y C, de la curva de la turbina de
forma, H = A+ BQ + CQ?.
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= il

1 2

Figura 4.4 Instalacion ejemplo 1.

o (Caso 6: caudal impuesto, se introducen 3 parametros, el 6 que es el caso, el
numero del nodo y el caudal en el nodo

Después estan los casos 3 y 4, que corresponden a un calderin y a una turbina,
que no esta al final de un conducto. Estos casos se han implementado pero no
se han incorporado al documento porque no han sido testados suficientemente. A
continuaciéon se muestran una serie de casos con los resultados obtenidos.

4.2.1 Ejemplo 1: cierre instantaneo con un solo depésito

Se va a simular el caso de un conducto que sale de un depdsito y se produce un cierre
instantaneo, la instalacion es de la forma de la figura 4.4.
El fichero que se introduce a la herramienta es el siguiente:

Dinamico

0.001 4.5

2 1

11 2 1000 1 0.01 1000 100
1 1 35

120

-1 2 cierre(t)

e B o R B N S

Es un conducto de 1000 m de longitud, 1 m de didmetro, rugosidad relativa de
0.01, una velocidad del sonido de 1000 m/s y se toman 100 puntos en el conducto.
Eso nos da que el paso de tiempo ha de ser 0.001 s y se produce la simulacién hasta
un instante final de 4.5 s. El conducto sale de un depdsito de 60 m de altura y acaba
con una valvula gobernada por una ley de cierre que establece un cierre instantdneo
(V=0).

En la grafica de la figura 4.5 vemos en la superior como varia la presiéon en la
valvula con la rugosidad, como se preveia a menor rugosidad la velocidad sera mayor y
los picos de presion seran mayores. En la segunda se estudia el comportamiento de la
variacion de la altura en la valvula con las condiciones iniciales para una distribucion
lineal de alturas en el conducto y una velocidad inicial se obtiene una forma similar a
la de las graficas de arriba; en el segundo caso que corresponde al color rojo de abajo
corresponde a un caso en el que en las condiciones iniciales la altura es la misma en
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500 [ 7‘; z 8'(1)1 .
€
I of |
-500 |- .
1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
400 !
V=0; H
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Figura 4.5 Altura de presion en la valvula para distintos casos..
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Figura 4.6 Gréfica que muestra la amortiguacién de la altura de presion..

todo el conducto y hay una velocidad inicial distinta de cero y el tltimo caso de color
celeste es el caso de una distribucién de alturas inicialmente y una velocidad nula.
Por lo tanto, vemos que el comportamiento en un cierre instantaneo esta fuertemente
marcado por las condiciones iniciales.

En la figura 4.6 es posible ver como se van amortiguando los picos de presiéon por
la friccion.

4.2.2 Ejemplo 2: cierre instantaneo con dos depodsitos

En este caso vamos a estudiar un caso similar al anterior pero con dos depositos, una
instalacion como la de la figura 4.7.

Vamos a ver dos casos en el caso 1 la altura de los depdsitos es la misma, los
ficheros introducidos en la herramienta son los siguientes, siendo el primero para
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Figura 4.7 Instalacion ejemplo 1.

depositos a la misma altura y el siguiente a distinta altura.

Dinamico

.005 40

3

3 600 1 0.01 1000 30
3 600 1 0.01 1000 30
4 400 1 0.01 1000 20
50

50

10

0

-1 4 cierre(t)

© 00 9 O o ks W N =
= I e N = . =)
S WR R WwN e

= =
-]

Dinamico

.005 40

3

3 600 1 0.01 1000 30
3 600 1 0.01 1000 30
4 400 1 0.01 1000 20
60

40

10

0

-1 4 cierre(t)

© 0w 9 O s W N =
PO RPRREREREDSO
S W R WN e

= =
=]

En los fichero se pueden observar las distintas caracteristicas de los conductos y
nodos. Los conductos 1 y 2 son iguales, con longitudes de 600 m los conductos 1 y
2, v de 400 m el conducto 3, didmetros de 1 m, rugosidades de 0.01, velocidad del
sonido de 1000 m/s y conductos divididos en 30, 30 y 20 puntos respectivamente. El
conducto 3 es igual pero de 400 m de longitud.

Y las condiciones de contorno son dos depdsitos a 50 m en el caso 1 y un depdsito
a 60 m, otro a 40 m en el caso 2, el nodo de interseccion a 10 m de cota y un cierre
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Figura 4.8 Velocidad en los conductos, con depésitos a la misma altura.
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Figura 4.9 Altura de presion en la valvula en funciéon del tiempo para el caso de
depositos a la misma altura.

instantaneo como el del ejemplo 1 en el nodo 4.

En la figura 4.8 se puede ver como era de esperar que las velocidades en los
conductos 1 y 2 son iguales, ya que ambos conductos tienen las mismas condiciones,
y la velocidad en el conducto 3 se ird amortiguando y oscilando entorno al cero.

El comportamiento de la altura en la valvula no se ve un cambio reseniable del
comportamiento por lo que no es de interés comparar los dos casos en ambos se
observan unos picos de presion que se van amortiguando por efecto de la friccién con
el tiempo.

En cuanto la velocidad para el caso de alturas diferentes, figura 4.10, la velocidad
en el conducto 3 tendera a 0 pues la valvula esta cerrada, y las velocidades en los
conductos que salen de los depdsitos seran iguales y con signo opuesto, siendo la
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Figura 410 Velocidad en los conductos, con depédsitos a distinta altura.

positiva la de mayor altura y negativa la de mayor altura, eso es porque el sistema
tendera a un estacionario en el que el fluido correra desde el depdsito de mayor altura
hasta el de menor.

4.2.3 Ejemplo 3: Depésito con turbina a final de conducto (Central hidraulica)

El ejemplo que se va a simular a continuacion es un caso muy tipico que suele darse en
las centrales hidraulicas, que consiste en un deposito a una cierta altura y una turbina
aguas abajo que aprovecha la energia del fluido que posteriormente sera aprovechada
en forma de energia eléctrica. Es un ejemplo muy esquematico pues consiste en dos
conductos, en la realidad suelen ser un conjunto de conductos con distintas cotas y
pendientes, pero el objetivo es simplemente observar el comportamiento. En la figura
4.11 se puede ver una esquema de la instalacion.

Introducimos un fichero con los datos de la instalacién que se puede ver a conti-
nuacion, consiste en dos conductos de 300 m, con didmetros de 2 m, a los que se le
va cambiando la rugosidad viendo el efecto de esta que se puede ver en la grafica de
la figura 4.12. Se observa como era de esperar que a menor rugosidad hay mayores
oscilaciones y menor amortiguamiento.

Dinamico
.0002 5
2

1 2 300 1.5 0.01 1000 80
2 3 300 1.5 0.01 1000 80
1 220

3 =100 25 -0.1

5 = G S N R
g R P P Wwo

En la figura 4.13 se observa la variacion de la altura de presion, velocidad y caudal
en la turbina al decrecer la altura, el caudal debera crecer para que la potencia siga
siendo constante.
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Figura 4.11 Instalacion ejemplo 3..

220

200

——K=0.001m
K=0m

—K=0.1m

—K=0.01m

100

80

60 | | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

t(s)

Figura 4.12 Grafica de variacion de la altura de presion en la turbina con el tiempo
para distintos valores de rugosidad..

4.2.4 Ejemplo 4: Central hidraulica con chimenea de equilibrio

En este ejemplo se va a simular el caso en el que hubiera una central hidraulica
semejante a la del anterior ejemplo en la que la turbina funciona a un caudal de
diseno pero que en un cierto instante se produce un cierre brusco, viendo como se
comporta la instalacion con, figura 4.11, y sin chimenea de equilibrio, figura 4.14.

Los ficheros de los datos de la instalacién son los siguientes, para el caso sin
chimenea:
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Figura 4.13 Variacion de la altura, velocidad y caudal en la turbina..

Figura 4.14 Instalacion hidraulica del ejemplo 4 con chimenea de equilibrio..

Dinamico
.003 20.0
2

1 2 100 1.5 0.01 1000 30
2 3 100 1.5 0.01 1000 30
1 50

3 -1.2

30

-1 3 ejemplo (t)

end

oo R PP Wwo

Y para el caso con chimenea:
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120 - T - ——Sin chimenea de equilibrio | |
Pﬂ hl T M r M F ﬂ F q —— Con chimenea de equilibrio
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Figura 4.15 Evolucién de la altura de presiéon en la turbina..
1 Dinamico
2 0.001 20.0
3 3 2
4 1 1 2 100 1.5 0.01 1000 30
5 1 2 3 100 1.5 0.01 1000 30
6 1 1 50.38
7 6 3 —-1.2
8 2 2 0 0.2 4
9 0 30

=
o

-1 3 ejemplo(t)

En la grafica de la figura 4.15 es posible ver la evolucién de la altura de presion en
la turbina, el problema es estacionario hasta el instante t = 3 s, en el que se produce
un cierre brusco provocando un transitorio, los resultados son los esperados en el
caso en el que hay una chimenea de equilibrio las oscilaciones se amortiguan antes,
la frecuencia es la mitad ya que el tiempo de ida y vuelta se reduciria a la mitad,
ya que el conducto tendria la mitad de longitud. Se observa que las oscilaciones se
estan amortiguando y pasado un cierto tiempo la instalacion volvera a una situaciéon
estacionaria. En la grafica 4.16 se ve la evolucién de la velocidad en la turbina que
tiene un cierto valor en el instante inicial hasta el instante t = 3 s en el que se produce
el cierre que origina un transitorio y la velocidad en la turbina oscila entorno a 0
amortiguandose por el efecto de la friccion y produciendose una mayor amortiguacion
en el caso de la chimenea de equilibrio, como era de esperar.
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0.7 1 T

— Sin chimenea de equilibrio
—— Con chimenea de equilibrio

0.5 N
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Figura 4.16 Evolucion de la velocidad en el extremo del conducto a la entrada de la
turbina..






5 Conclusiones

En las instalaciones hidraulicas una de las mayores causas de fallo catastrofico en las
mismas, por no decir la mayor, es la aparicién de transitorios violentos causados por
la puesta en juego de efectos compresibles en el movimiento del fluido; es el caso del
llamado golpe de ariete. Estas situaciones pueden ser provocadas por cualquier cambio
que se experimente el circuito hidraulico como es la rotura/parada de una turbina,
el cierre de una valvula o el encendido de una bomba. El objetivo de este trabajo era
realizar un programa capaz de calcular el comportamiento de cualquier instalacion
hidraulica utilizando el método de Godunov. Se ha logrado obtener una herramienta
que permite disenar instalaciones hidraulicas y calcular su comportamiento tanto en
situaciones estacionarias como en las problematicas, las situaciones transitorias. En
el capitulo 4 se muestran algunos casos para los que se ha testado la herramienta
obteniendo unos resultados muy prometedores, son ejemplos en los que se simulan
los efectos de un cierre brusco en distintas instalaciones obteniendo los resultados
esperados. Esta herramienta es capaz de resolver casos estacionarios, conductos,
bombas, turbinas, perdidas de carga localizadas y todo lo comentado en los anteriores
capitulos. Para los casos transitorios puede implementar elementos singulares como
chimeneas de equilibrio y turbinas, asi como leyes que gobiernen la velocidad en una
valvula. Sin embargo, esta herramienta tiene mucho margen de mejora todavia y
para lineas futuras se propone la implementacion en los casos transitorios de bombas,
turbinas, que no tengan por qué ser finales, la culminaciéon y comprobacion de los
calderines, ademas de mas variedad de elementos para que se puedan calcular todo
de tipos de instalaciones hidraulicas.
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Apéndice A
Codigo principal

A.1 Programa general

© 0 N9 O s W N

.
o

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

33
34

DE SIMULACION DE INSTALACIONES HIDRAULICAS %%

clear all
global g

folder = fileparts(which(mfilename));
addpath (genpath (folder)) ;

rho=1000; % densidad
g = 9.81; S%gravedad
pa = 1075; S%pascales

inputfilel=sprintf ('DATOS_INSTALACION'") ;
fid=fopen (inputfilel, 'r'");

% Lectura de parametros globales
estatico = fscanf (fid, '%s \n', 1);

if (estatico == 'Dinamico')
data = fscanf (fid, 'S%f %f \n', 2);
dt = data(l); % paso de tiempo
tf = data(2); % tiempo final
npunt = 0;

end

data = fscanf(fid, '%d %d \n', 2);
nv = data(l); numero de nodos

data(2); % numero de conductos / turbomaquinas / perdidas
localizadas

nc

if (estatico == 'Dinamico')
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35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54

55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88

cota = zeros(nv,1);

alfa = zeros(nc,1);
end
ni = nv + nc; % numero de incognitas
9900900900009 0000009000000000000009 000900000000 oo o
00 00O ™© 000000 O©O©OOOOOOOOOT©OOOOOO©OT©OOOO©O©OO©OO©OO©O©O©OO©OO©OO©OO©O©
% Generacion del archivo del sistema de ecuaciones %
00 00 00 0000000000000 0000000000000000000000O0 0o

fileID = fopen('sistema.m','w');

fprintf (filelID, ' %sistema de conductos \n');
fprintf (£ilelID, '%");

fprintf (filelD, 'function F=sistema (x,nv) \n');
fprintf (fileID, "H=x(1:nv); \n');

fprintf (fileID, 'O=x(nv+l:end); \n');

fprintf (filelID, "% \n');

MK = zeros (nv,nc);

$friction = 'colebrook'; % factor de friccion calculado con
Colebrook

friction = 'swamee'; % factor de friccion calculado con Swamee

lcond = zeros(nc,1);
dH = zeros(nc,1);

o o
% Lectura de los datos de los conductos %
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O O
©0 0 0000000000000 0000 OO0 OO0 O0O0O0O0TOCOO0 OO0

data = fscanf (fid, '%d ', 1)°';
tipo = data(l);

lcond(i)=tipo;

switch tipo

[

case 1 % conducto normal

if (estatico == 'Dinamico')
data = fscanf (fid, '%d %d %f %f %f $f %d\n', 7)'
cotas = zeros(nv,1);
else
data = fscanf (fid, '%d %d %f %f %f \n', 5)';
end
ci(i)=data(l); % nodo inicial
MK (ci(i),1)= - 1; %si sale del nodo negativo
cf(i)=data(2); % nodo final
MK (cf(i),i)= 1; % si entra el el nodo positivo
L(i)=data(3); % longitud
D(i)=data(4); % diametro
k (i)=data (5) % rugosidad

7
== 'Dinamico')
% velocidad del sonido

if (estatico
vson (i)=data(6);
npo (i)= data(7); %numero de puntos del conducto
npunt = npunt + (npo (i) + 2);

end

perdida = 8/9.81%L(i)/pi”2/D(i)"5;

)
o
G.
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89

90
91

92

93

94
95
96
97
98
99
100
101
102
103

104

105

106

108
109
110
111
112
113

114

115
116
117
118
119
120
121

122
123
124

125

126
127
128
129

end
end

fprintf (filelID, [ 'Re=4e6/ (pix*" numZStr( (1))
"Yxabs (Q (' num2str(i) ")); \n'l);
fprintf (£ilelID, ['eps=' num2str ( ( / (1
fprintf (fileID, ['F (' num2str(i) ') = H(
num2str(cf(i)) ') - H(' num2str(ci(i)) ') +
num2str (perdida) 'x' friction ' (eps,Re)*0Q ('
num2str (i) ') *abs (Q(' num2str (i)
"Yy; \n'l); % Escribe en el fichero del sistema
la ecuacion
case 2 % bomba
data = fscanf (fid, '%d %d %f %f %f \n', 5)';
ci(')=data(1)' % nodo inicial
i(i),i)= - 1; %s 1 sale del nodo negativo
y=data(2); %

';o\n'l);

K(c
f(i nodo final
K(cf(i),i)= 1; %si entra el el nodo positivo
s(i)=data(3); %La bomba da H = a +b+xQ + c*Q0"2
s(i)=data(4);

cs( )=data(5);

fprintf(fileI ,["F (" num2str(i) ') = H(" ...
num2str(ci(i)) ') — H(' num2str(cf(i)) ') + ('
num2str(as(i)) " +('"...

num2str (bs(i)) '"+Q (' num2str (i) "))+ ('
num2str(cs(i)) '"+«Q(' num2str (i) ")"2)); \n'])
case 3 % perdida de carga localizada, hay 2 dependiendo
del sentido del caudal
data = fscanf (fid, '%d %d %f %f \n', 4)';
01( ) =data(l); % nodo inicial
K(ci(i),1i)= ; %si1 sale del nodo negativo
f(i)=data(2); nodo final
K(cf(i),i)= 1; %si entra el el nodo positivo
p(i)=data(3); % perdida de carga en un sentido
Kn( y=data(4); % perdida de carga en el otro sentido
[
)

oo

fprintf (£ileID, ['F (' num2str(i) ') = H('
num2str (ci(i)) ') — H(' num2str(cf(i))...
") = 0.5%('" num2str(Kp(i) - Kn(i)) '+'
num2str (Kp (i) + Kn(i)) '"*xsign (Q('
num2str (i) ")))*Q (" num2str(i) ")"2; \n'l);
case 4 % turbina
data = fscanf (fid, '%d %d %f %f %f \n', 5)°';
ci(') =data(l); % nodo inicial

MK (ci(i),i)= 1l; % si sale del nodo negativo
cf(i)=data(2); % nodo final

(cf(i),i)= 1; % si entra el el nodo positivo
A(i)=data(3); % La turbina tiene una curva H = a

+b*Q + c*Q"2
B(i)=data(4);
C(i)=data(5);

fprintf (£il1leID, ['F (' num2str(i) ') = H(' ...
num2str(ci(i)) ') — H(' num2str(cf(i)) ") — (('
num2str (A(i)) " +("...

num2str (B(i)) '"+«O(' num2str(i) "))+ (" ...
num2str (C(i)) '+Q0(' num2str (i) ')"2))); \n'l);
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o\°

9 9900000000000 000o0o0

132

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

133

13¢ fprintf (filelID, '%Ecuaciones Kirchoff \n');
135 S = sum(abs (MK), 2);

136 Jje = nc+l;

137 for i=l:nv

138 if(s(i) > 1)

139 fprintf (£fileID, ['F (' num2str(je) ') = '1);

140 for 3 = l:nc

141 if (MK (i,3) # 0)

142 fporintf (£ileID, [ "+ (' num2str (MK (i, j)) '")=*Q('
num2str(j) ") '1);

143 end

144 end

145 fprintf (filelID, ';\n");

146 Jje = je+l;

147 end

148 end

149

150 3%9%%%5%5%5%5%5%5%9%5%5%5%5%5%5%%5%%%

151 % Condiciones de contorno %

152 $5%5%%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%%%

153

154 Hinit = ones(1l,nv);

156 Almacena el tipo de BC nodo
-1 corresponde a un nodo donde unicamente se impone Kirchoff
0 se da la cota del nodo (por defecto vale 0)
nodo finalista donde se impone la altura
nodo en el que hay una chimenea de equilibrio
nodo en el que hay un calderin
turbina
turbina final con potencia constante
nodo con condicion de caudal

157
158
159

161
162
163

o U b W N

164

o o0 o o A0 A° o° o° o° o

Los casos 3 y 4 estan comentados por gque no se han
implementado finalmente, porque no estan lo suficientemente
testados

166

167 typovert = zeros(nv,1l); % almacena el tipo de condiciones del nodo
168

169 ks=0; Scontador de surge tanks

170 kc=0; %contador de calderines

171 kt=0; S%contador turbinas

172 ktp=0; S%contador turbinas potencia

173

174 % Lectura de datos de las condiciones de contorno
175 while —feof (fid)

176 tipo = fscanf(fid, '%d ', 1); Stype of BC
177 if (isempty (tipo))

178 break

179 end

180 switch tipo;

[)

181 case 1 % altura impuesta
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182 data = fscanf (fid, '%d %f\n', 2); % numero del
nodo; altura alcanzada
183 typovert (data(l))= 1;
184 fprintf (£fil1leID, ['F (' num2str(je) ') = H(' ...
num2str (data(l)) ') —-' num2str(data(2)) ';\n']);
185 Hinit (data(l)) = data(2);
186 Jje =je + 1;
187 case 2 % chimenea de equilibrio
188 data = fscanf(fid, '%d %f %f %f \n', 4);
189 typovert (data(l))= 2;
190 surge (ks+1l,1) = data(l); % numero del nodo
191 surge (ks+1,2) = data(2); % altura geometrica del nodo
192 surge (ks+1,3) = data(3); % perdida de carga en el
estrangulamiento
193 surge (ks+1,4) = data(4); % area
194 surge (ks+1,5) = 0.; % altura columna en la chimenea
de equilibrio
195 cota(data (1) )=data(2);
196 ks = ks+1;
197 % case 3; % calderin
198 % data = fscanf (fid, '%d %f %f %f %f\n', 5);
199 % typovert (data(l))= 3;
200 % calde (kc+1l,1) = data(l); % numero del nodo
201 % calde (kc+1,2) = data(2); % altura geometrica del
calderin
202 % calde (kc+1,3) = data(3); % $n$ politropica
203 % calde (kc+1,4) = data(4); % constante
204 % calde (kc+1,5) = data(5); % perdida de carga del
estrangulamiento
205 % calde (kc+1,6) = 0.; % volumen camara calderin
206 % cota (data(l))=data(2);
207 % kc = kc+1;
208 % case 4; % turbina
209 % data = fscanf (fid, '%d %f %f %f \n', 4);
210 % typovert (data(l))= 4;
211 % turb(kt+1l,1) = data(l); %numero del nodo
212 % turb (kt+1, 2) data(2); %coeficiente A
213 % turb (kt+1,3) = data(3); %coeficiente B
214 % turb (kt+1,4) = data(4); %coeficiente C
215 % kt = kt + 1;
216 case 5; % turbina estableciendo potencia
217 data = fscanf (fid, '%d %f %f %f \n', 4);
218 typovert (data(l))= 5;
219 tpot (ktp+l,1) = data(l); %numero del nodo
220 tpot (ktp+l,2) = data(2); S%coef A
221 tpot (ktp+l,3) = data(3); S%Scoef B
222 tpot (ktp+l,4) = data(4); S%coef C
223 tpot (ktp+l,5) = find(MK(data(l),:)); S%conducto que
llega
224 fporintf (£ileID, ['F (' num2str(je) ') = H('
num2str (data(l)) ") — ((' ...
num2str (tpot (ktp+1,2)) ' +'...
225 num2str (tpot (ktp+1,3)) '"*xQ(' ...
num2str (tpot (ktp+1,5)) "))+ ('
num2str (tpot (ktp+1l,4)) 'O (" ...
num2str (tpot (ktp+1,5)) '")"2)); \n'l);
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226
227
228

229
230
231
232

233
234
235
236
237
238

240
241

242
243
244

245
246
247
248

249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268

270
271
272
273
274
275

ktp = ktp + 1;
case 6; % caudal impuesto
data = fscanf (fid, '%d %f\n', 2); %numero del
nodo; caudal alcanzado
if (S(data(l))==1)
typovert (data(l))= 6;
Jij=find (MK (data(l),:));
fprintf (£ileID, ['F (' num2str(je) ') =' ...
num2str (MK (data(1l),3j3j)) 'O ("' num2str(jj) ')
+ (' num2str(data(2)) ");\n'l);
Hinit (data(l)) = data(2);
Jje =je + 1;
else
stop %%% Nodo no finalista
end
end
if (estatico == 'Dinamico')
switch tipo;
case —-1; % condicion de contorno que se altera para
la dinamica; se asume ley temporal de cierre
node = fscanf(fid, '"%d ', 1); %numero del nodo
typovert (node)= -1;
func = fscanf(fid, '%s \n', 1); S%nombre
funcion cierre
str=['Q(t)" func];
fh = str2func(str); % ley temporal de cierre
case 0; % cotas de nodos
data = fscanf(fid, '%d %f \n', 2); %numero del
nodo
cota(data(l))=data(2); % cota
end
end
end

fclose (filelD);

99009000000 00000 0900000000000 o0

x0 = zeros(l,ni);

options=optimset ('Display’', 'iter', "Algorithm', 'levenberg-marquardt');
x=fsolve (@ (x) sistema(x,nv),x0,options);

H=x(1l:nv);

O=x (nv+1l:end);

9900900000000 00000000000000000000000000000000000 oo

for i = 1l:nc
switch lcond (1)
case 1 % calculo perdidas
Re=4e6/ (pi*D (1)) *xabs (Q(i));
eps=k (i) /D(1);
switch friction
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276 case 'swamee'
277 lambda = swamee (eps, Re);
278 otherwise
279 lambda = colebrook (eps, Re);
280 end
281 dH (i) = .
8/9. 81*lambda*L 1) /pi”2/D (1) "5%Q (i) *2*sign(Q (1)) ;
282 case 2
283 dH (i) = as(i)+bs(i)*Q(i)+cs(i)*Q(1i)"
284 case 3
285 dH (1) = -0.5%(Kp(i) - Kn(1i)+ (Kp(i) +
Kn (1)) *sign(Q(i)))*Q(i)"
286 end
287 end

288

289 % 1f (kc > 0)

200 % for kc = l:length(calde(:,1))

201 % C=calde (kc,4);

202 % z= calde (kc, 2);

203 % HH = H(calde (kc,1));

204 % n = calde (kc, 3);

205 % calde (kc,6) = (C/(rho*g* (HH-z)+pa))"~(1/n);
206 % end

207 % end

208 1f (ks>0)

299 for ks = l:length(surge(:,1))

300 z= surge (ks,2);

301 HH = H(surge(ks,1));

302 j = find (MK (surge(ks, 1), ));

303 Vn = sum(4xQ(7J) . /(pl*D( ) .72)) /length (J);
304 surge (ks,5) = HH-z- A2/(2*(_:1

305 end

306 end

307 1f (ktp>0)

308 for ktp = 1l:length(tpot(:,1))

309 Hn = H(tpot (ktp,1)); % altura de funcionamiento
310 Qn = Q(tpot (ktp,5)); % caudal de funcionamiento
311 tpot (ktp, 6)=HnxQn; % ''Potencia''

312 end

313 end

314

[T
315 0% 0000000000000 0

316 % Inicializacion %
o

317 $%%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%%

318

319 1f (estatico == 'Dinamico')
320 nplot = 1;

321 sina = zeros(l,nc);
322 t = 0;

323 indf = 0;

324 dx=L./npo;

325 Hp = zeros (l,npunt);
326 Vp = zeros(l,npunt);
327 J = zeros (2,npunt);
328 for i=l:nc

329 if (lcond(i)==1)
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330 indi = indf + 1;

331 indf = indi + npo(i) + 1;

332 sina(i) = (cota(cf(i))-cota(ci(i)))/L(i);
333 % Iniciar la altura de presion

334 Vi = 4.xQ(1)/ (pixD(1)"2);

335 Hi = H(ci(i))-cota(ci(i))-0.5%Vi"2./qg;
336 Hf = H(cf(i))-cota(cf(i))-0.5xVi"2./qg;
337 Hc = linspace (Hi,Hf,npo(i));

338 end

339 Hp (indi:indf) = [0 Hc 01];

340 Vp(indi:indf) = [0 Vixones(l,npo(i)) 01];
341 end

342 Vpo = Vp;

343

344 [zc,zf,dc]=finitaslorder (npo,L);

345

346 $5%%%%5%5%5%5%5%%5%5%%%

348 0000000000000 000

349
350 while (t < tf)

351 BC; % calculo condiciones de contorno en el paso de tiempo
352 dHext = dcxHp'; % derivadas
353 dVext = dcxVp';
354 U=[Hp ; Vpl;
355
356 for i=1l:nc
357 ncell = npo(i);
358 dH = zeros(l,ncell);
359 dV = zeros(l,ncell);
360 irow=sum(npo (l:i- 1))+ 1);
361 irow2=sum (npo (1 1))+2*(1—1);
362 11 = sum(npo(l:i- 1)),
363
364 dH=minmod (dHext (irow + 1 : irow + ncell + 1)"');
365 dV=minmod (dVext (irow + 1 : irow + ncell + 1)"');
366
367 Hfr = U(l,irow2+2: irow2+ncell+1)-0.5+xdx (i) +dH;
$Hfpos (1) es U(i-1/2+) (by the r_ight of the face)
368 Hfl = U(1l,irow2+2: irow2+ncell+1)+0.5+xdx (i) ~dH;

$Hfneg (1) es U(i+1/2-) (by the 1_eft of the face)
369

370 Vfr = U(2,irow2+2: irow2+ncell+1l)—-0.5+xdx (i) +xdV;
$Vfpos (1) es U(i-1/2+)
371 Vfl = U(2,irow2+2: irow2+ncell+1)+0.5+dx (i) +xdV;

SVfneg (i) es U(i+1/2-
372

373 %% Evolution by dt/2

374 dF=zeros (2,ncell);

375 for j=l:ncell

376 fr = fvalue([Hfr(j) VEir(j)1l', vson(i));
377 f1 = fvalue([Hf1l(j) V£f1(j)]', vson(i));
378 dF(:,3) = 0.5+xdt/dx (i) * (fr - f1);

379 end

380
381 UR = [Hfr; Vfr] + dF;
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382
383
384
385
386
387
388
389
390
391
392
393
394
395
396

397
398

399

401
402
403
404

406

407

409
410
411
412
413
414
415
416

end

end

UL = [Hfl; Vfl] + dF;

% Calculo del flujo en la celda interior

F(:, 1) = fvalue(U(:,irow2+1), vson(i));
F(:,ncell + 1) fvalue (U (:,irow2+npo(i)+2), vson(i));
for j=2:ncell

F(:,7)=flux(UL(:,Jj-1), UR(:,]),vson(i));
end

[o)

% Advance in time

for j=l:ncell

U(:,irow2+ j +1) =U(:,irow2 + 3 + 1) -
dt/dx (1) *(F(:, J+1)-F(:, 3));

end

Hp (irow2+2:irow2 + ncell + 1) = U(l,irow2 + 2:irow2
+ ncell +1);

Vp (irow2+2:irow2 + ncell + 1)
+ ncell +1);

U(2,irow2 + 2:irow2

end
% Friccion estacionaria y no estacionaria
J= source (Vp, Vpo, sina, vson, npunt, dt, dc, nc,
npo, D, k, friction);
U2 = U - 0.5+%dt*J; % Segundo paso con termino
fuente en dt/2
Vp = U2(2,:);
J = source (Vp, Vpo, sina, vson, npunt, dt, dc, nc,
npo, D, k, friction);
U =U - dtxJ; % Ultimo paso con termino fuente en dt2
t=t+dt
Vpo

Hval (nplot)

= U(2,:);
=U(1,end-1);

Time (nplot)=t;
nplot=nplot+1;

A.2 Condiciones de contorno

aoks WwoN

for

i=1:

nv

switch typovert (i)

Q

case -1 % Nodo cambio de caudal

= find (MK (i, :));
% MK(i,j)<0 sale del nodo, inicio del conducto y

oo -

caracteristica negativa

%% MK(i, j)>0 entra en el nodo, final del conducto y
caracteristica positiva

js = (1+MK(i,3))/2;
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

34

35
36
37
38
39
40
41
42
43

44
45
46
47
48
49
50

51
52
53
54
55
56
57
58

je=sum(npo(l:j-1))+ 2% (j-1)+ Js*(npo(j)+1l) +(1l-Js)*2;
Ul = [Hp(jc) Vp(jc)l;
Uf=BCvalvula (Ul,MK (i, j), vson(3j),fh, t);
Hp (jc + MK(i,3)) = UE£(1l);
Vp (jc + MK(i,3J)) = UL£(2);
case 0 % Nodo de interseccion
J = find(MK(i, :));
psi = MK(i, 3);
js = (1+MK(1i,3))/2;
n = S(i);
for K=1l:n
Je(K)=sum(npo (1:3(K)-1))+ 2x(j(K)-1)+
s (K) * (npo (3 (K) ) +1) +(1-Js (K)) %2;
end
ason = vson(j);
Aes = pixD(J)."2/4.;
UB = [Hp(jc) ; Vp(Jc)l;
Uf=BCvertex (UB, psi, ason, Aes);
Hp(jc + psi) = Uf(1l,:);
Vp(jc + psi) = Uf(2,:);
case 1 % altura impuesta
1if(S(i) > 1)
stop %% no es nodo final

Hdep = H(i)-cota(i);
J = find (MK (i, :));
% MK(i,jJ)<0 sale del nodo, inicio del conducto y
caracteristica negativa
% MK(i,j)>0 entra en el nodo, final del conducto y
caracteristica positiva
js = (1+MK(1i,3))/2;
je=sum(npo (l:j-1))+ 2x(j-1)+ Jsx(npo(J)+1l) +(1l-Js)*2;
U = [Hp(Jc) Vp(Jjc)l;
Uf=BCdeposito (U,MK (i, j),Hdep,vson(j));
Hp (jc + MK(i,3)) = U£(1);
Vp(jc + MK(i,3)) = ULf(2);
case 2 % Chimenea de equilibrio
if(s(i) > 2)
stop %% mas de dos conductos llegan al nodo no
se considera
end
J = find (MK (i, :));
ks = find(surge(:,1)==1);
for 1ii=1:2
jj = j(ii);
s = (1+4MK (i,33))/2;
je=sum(npo(l:33-1))+ 2% (Jj-1)+ Js*(npo(jj)+1)
+(1-Js) x2;
if (js == 0) %conducto sale del nodo
U2 = [Hp(jc) Vp(Jjc)];
A2 = pixD(j]j)"2/4.;
az vson (jj);
else
Ul = [Hp(jc) Vp(Jjc)]l;
Al = pixD(jj)"2/4;
al=vson(jj);
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end
[Ul U2 Zsnew V3n]=BCsurge_tank (Al, Ul, A2, U2,

surge (ks,5), surge(ks,3), surge(ks,4), dt, al, a2);
surge (ks, 5)= Zsnew;

for ii=1:2

end
case 4
if (S (i) > 2)

end

3§ = J(ii);

js = (1+4MK(i,733))/2;

jc=sum(npo(l:jj-1))+ 2+ (jj-1)+ Jjs*(npo(jj)+1)
+(1-Js) *2;

if (js == 0)
Hp(jc + MK(i,33)) = U2(1);
Vp (jo + MK(i,33)) = U2(2);

else
Hp (Jjc + MK(i,jj)) = Ul(1);
Vp (jc + MK(i,33J)) = Ul(2);
end
$turbina

[T}

stop %% mas de dos conductos llegan al nodo

no se considera
end

+(1-Js)*2;

turb (kt, 2)

+(1-Js)*2;

]
kt

= find (MK (i, :));
= find(surge (:,1)==1);

for ii=1:2

en

Jjj3 = Jj(ii);
js = (1+MK (i, 33))/2;
Je=sum(npo (1:33-1))+ 2% (jj-1)+ Jsx(npo(jj)+1)

if (js == 0) S%conducto sale del nodo
psi2=-1;
H2 = Hp(jc);
V2 = Vp(jc);
alph2 = H2+psi2xvson (jj)*V2/g;
A2 = pixD(33)"2/4;
az2=vson(jj);

else
psil=11;
H1 = Hp(Jjc);
V1 = Vp(jc);
alphl = Hl+psil*vson(jj)*V1l/g;
Al = pisD(33)"2/4;
al = vson(jj);

end

d

[Ul U2] = BCturbina(Al, A2, alphl, alph2, al, az,
turb (kt,3), turb(kt,4))

fo

r ii=1:2
33 = 3(id);
js = (1+MK (i, 33))/2;
Jje=sum(npo(l:33-1))+ 2% (Jj-1)+ Js*(npo(jj)+1)

if (§s == 0)

Hp(jc + MK(i,3J)) = U2(1,:);
Vp(jc + MK(i,3])) = U2(2,:);
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109 % else

110 % Hp (jc + MK(i,73)) = Ul (1,:);

11 % Vp(jc + MK(i,3j)) = U1l(2,:);

112 % end

113 % end

114 case 5 S%turbina final controlada con potencia

115 if(s(i) > 1)

116 stop %% mas de dos conductos llegan al nodo no se
considera

117 end

118 j = flnd(MK( )

119 Js = (1+MK (1, ]3))/2;

120 jc= sum(npo(l j 1))+ 2x(j=-1)+ Jsx(npo(j)+1l) +(1l-Jjs)*2;

121 Ht = Hp(jc);

122 vVt = Vp(jc);

123 alph = Ht+vson(')*Vt/g;

124 A = pixD(J)"2/4;

125 a=vson(j)r

126 U = BCturbinapot (alph, a, tpot(ktp,6), A);

127 Hp (jc + MK (i, 3)) = U(1);

128 Vp(jc + MK(i,3)) = U(2);

129 end

130 end

Caso -1: Valvula

-

function Uf=BCvalvulaZ2 (Ul, psi, a, func, t)
global g

B = [(Ul(1l)+psi*a/g*xUl(2)); func(t)];

A=[ 1 psi*a/g; 0 1];

Uf = A\B;

end

[ A ™

Caso 0: Nodo de interseccion

1 function Uf=BCvertex (U, psi, a, Ac)
2 global g

3 n=length(a)+1;

4 A=zeros(n, n);

5 B=zeros(n, 1);

6 A(l:n-1,1) = ones(n-1,1);

7 A(n,2:n) = psi.x*Ac;

g8 for i=1:n-1

9 A(i,i+l) = psi(i)~*a(i)/g;

10 B(i) = U(1l,1i) + psi(i)*a(i)/g*xU(2,1i);
11 end

12 SOL= A\B;

Uf = [SOL(1l)+*ones(l,n-1); SOL(2:n)"'];

-
w

Caso 1: Altura impuesta
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1 function Uf=BCdeposito (U,psi,Hdep, a)
2 global g

3 B = [(U(l)+psi*a/g*xU(2)); Hdep]l;

4 A=[ 1 psixa/g; 1 01;

5 Uf = A\B;

Caso 2: Chimenea de equilibrio

1 function [Ufl Uf2 Zsnew V3new]=BCsurge_tank (Al, U1,

Rs, As, dt, al, a2)

2 global g

3 H1 = Ul(1);

4 V1 = U1(2);

5 H2 = U2(1l);

6 V2 = U2(2);

7 V3 = (V1*Al -V2xA2)/As;
8 Hp = Zs + Rs*xsign(V3)xV3*2.;
9

10 B = [(H2-a2/g*V2); Hpl;
11 A=[ 1 -a2/g; 1 01;

12 Uf2 = A\B;

13

14 B = [(Hl4+al/g=*V1l); Hpl;
15 A=[ 1 al/g; 1 01;

16 Ufl = A\B;

V1l = Uf1(2);
V2 = Uf2(2);
V3new = (V1xAl -V2%A2)/As;

I S
S © o =

A2,

Zsnew = dt* (V3new+V3)/2. + Zs; % actualizacion de altura

U2, 4Zs,

Caso 3: Calderin

1 function [Ufl UfN]=BCcalderin (Al, Ul, A2, U2, Z3, R3, A3, dt)
2 global a g
3 V2 = U2(2);
4 V1 = ULl(2);
5 Q3 = (V1xAl -V2%A2)/A3;
6 Hp = Z3 + R3xsign(Q3)*Q3"2.;
7 23 = dt/A3%Q3 + Z3; % actualizacion de altura
8
9 B = [(U2(1)+a/gxU2(2)); Hpl;
10 A=[ 1 a/g; 1 0];
11 UEN = A\B;
12
13 B = [(Ul(1l)-a/g*Ul(2)); Hp]l;
14 A=[ 1 -a/g; 1 01;
15 Ufl = A\B;
Caso 4: Turbina en nodo central
1 function [Ul U2] = BCturbina(Al, A2, alphl, alph2, al, a2, A,

B, C)
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2 global g
3 Q = (-B - al*psil/(Al*g) + a2*psi2/ (A2xg) + sqrt ((B +
alxpsil/ (Al*g) - a2*psi2/ (A2xg))"2

4 — 4%C* (A — alphl + alph2)))/(2xC);
5 V1 = Q/Al;

6 V2 = Q/A2;

7 Hl = - alxpsil/(Alxg) + alphl;

8 H2 = - a2xpsi2/ (A2xg) + alph2;

9 Ul = [H1 V1];

10 U2 = [H2 V2];

11 end

Caso 5: Turbina en nodo final controlada por potencia

function [U] = BCturbinapot (alph, a, cte, Ac)
global g

A= a/g;

B=-alph;

C=cte/Ac;

V=(-B + sqgrt (B"2 - 4xA%C))/ (2%RA);

H=C/V;

U = [H V];

end

© oo ~ (=] ot - W [ -

A.3 Programas auxiliares

A.3.1 Calculo del factor de friccion

function f=colebrook (epsilon, Re)

= epsilon/3.7;

= 2.51./Re;

= b./a;

= (0.5%1log(10)./a).x10.7(0.5%c);

= (2.xlambertw (0,x)/log(10)-c) ."2;
f=1./y;

index=find (isinf (x));
f(index)=(0.5/10gl0(b))"2.;

end

I N R
NoX Qo o

_ e
= o

1 function f=swamee (epsilon, Re)
2 f=0.25./(logl0 (epsilon/3.7 + 5.74./Re.”0.9)) .72;

A3.2 Ley de cierre temporal

Cierre instantaneo en el instante inicial
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1 function v=cierre(t)
2 v=0;
3 end

Cierre instantaneo en un instante introducido

function v=ejemplo (t)
if(t < 3.)
v=1.2+x4/ (pi*1.5"2);
else

v=0.0;
end
end

B B S L N

A.3.3 Programas auxiliares para la resolucion por el método de Godunov de segundo or-

den

Calculo de derivadas de matrices

for i=1l:nc
icol=sum(npo(l:i-1))+2x (i-1);
irow=sum(npo (l:i-1))+(i-1);
zf (irow+1)=0;
for j=l:npo (i)

1 function[zc,zf,dc]l=finitaslorder (npo,L)

2 nc = length (npo);

3 zc=zeros (1, sum(npo));

4 zf=zeros (l,sum(npo)+nc);

5 dc=zeros (sum(npo) + nc ,sum(npo) + 2%nc);
6 dz=L./npo;

7 dx=1./dz;

8

9

=
N o= O

13 zf(irow + 1 + J)=j*dz (i);

14 zc(irow + J)=(Jj-0.5)*dz (1);

15 dc(irow + j,icol+] ) = —dx (i) ;

16 dc(irow + j,icol +3 + 1) = dx(i);

17 end

18 dc (irow+npo (i) + 1,icol + npo(i)+2) =dx(1);
19 dc(irow+npo (i) + 1,icol + npo(i)+l) = -dx(1i);
20 end

21 dc =sparse (dc);

Calculo del MINMOD

1 function Out=minmod (sigma)

2 ncell=length(sigma)-1;

3 sigmap=sigma;

4 for j=2:ncell+l

5 if(sigma(j-1)+sigma(j) > 0)

6 if (abs(sigma(j-1)) > abs(sigma(3j)))

7 sigmap (j-1) = sigma(j);

8 else
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9 sigmap (j-1) = sigma(j-1);
10 end

11 else

12 sigmap (j-1)=0.;

13 end

14 end

15 Out=sigmap (l:ncell);

Calculo del flujo

function f=flux (ulL, uR, a)
global g

B = 0.5+[1 a/g; g/a 1];

C = 0.5+x[1 -a/g; —-g/a 11;
u=B*ulL + CxuR;

f=fvalue(u, a);

D s W N =

Calculo del valor del flujo

function f=fvalue (u, a)
global g

v=u(2);

A = [v a"2/g; g Vv];
f=Axu;

-

S 2 V]

Calculo del termino fuente (friccion)

1 function So =source (Vp, Vpo, sina,
npo, D, k, friction)

vson, npunt, dt, dc, nc,

2 global g

3 So = zeros(2,npunt);

4 Ju=zeros (l, npunt);

5 dvt = (Vp-Vpo)/dt;

6 dVx = dc*Vp';

7 dH=zeros (1,npunt);

8 Ju=zeros (l, npunt);

9 for i=l:nc

10 ncell=npo (i) ;

11 irow2=sum(npo(l:i-1))+2x (i-1);

12 irow=sum(npo(l:i-1))+(i-1);

13 dvxc =0.5% (dVx(irow + 1 : irow + ncell)
irow + ncell + 1));

14 Vpp = Vp(irow2+2: irow2+ncell+l);

15 Vppo = Vpo (irow2+2: irow2+ncell+l);

16 dvt = (Vpp-Vppo) /dt;

17 Re=1le6*abs (Vpp) *D (1) ;

18 eps=k (1) /D (1) ;

19 switch friction

20 case 'swamee'

21 lambda = swamee (eps, Re);

22 otherwise

23 lambda = colebrook (eps,

Re);

+ dVx (irow + 2
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24
25
26
27
28
29

31
32

end
dHH = gxsina (i) + lambda/ (2xD (1)) .*Vpp.x*sign (Vpp);
k_p = logl0(14.3./Re.”0.05);
K3= 2.*sqrt (7.41./Re. k_p);
Ju=K3.* (dVt + wvson(i)+*sign (Vpp) .*abs (dvxc)"');
So(2,irow2+2: irow2+ncell+l)= dHH + Ju;
end

end

A.4 Godunov de primer orden

© 0 N9 O Ok W N =

=
= o

12
13
14
15
16

17

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

% FIRST ORDER GODUNOV SOLVER
Zhao & Ghidaoui (2004)
clear all

o
°
o
°

global a g

ncell = 40 % number of points of pipe
a = 1000; S%perturbation velocity

g = 9.81;

L= 50; % length of the pipe
D= 0.25; %diameter of the pipe
Cour = 1.0; % Courant number

dx=L/ncell;
dt = 0.0002 %dx/axCour;
[zc,zf,dc]=finitaslorder (ncell, L) ;

Hf=zeros (1l,ncell + 1); % fluxes are defined also beyond the
extremes of the pipe

Vf=zeros(l,ncell + 1); % fluxes are defined also beyond the
extremes of the pipe

F=zeros (2,ncell+l); %array of fluxes

%$%Initialize H & V

t= 0;

tfinal = 10;

Hdep = 20.38;

H = ones(ncell,1)*10.19;
*0

V = ones (ncell, 1) . %%sqgrt (2.xg*Hdep) ;
U=[H";V'];
nplot = 1;

while (t < tfinal)
%% BC left
U0 =BCdeposito(U(:,1),-1,Hdep);
FO = fvalue (UO0);
F(:,1) = FO; %% flux by the first face

% Flux calculation in the inner cells
for j=2:ncell

F(:,3)=flux(U(:,3J-1), U(:,3));
end
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40 UN1l= BCvalvula(U(:,ncell),1,t);
41 FN1 = fvalue (UN1);
42 F(:,ncell+l) = FN1; %% flux by the last face

43

44 % Advance in time

o o

45

46 for j=l:ncell

a7 U(:,]3) =U(:,3) — dt/dx*(F(:,J+1)-F(:,73));
48 end

49 t=t+dt

50

51 % pressure in the valve

o° oe

52

53 HVAL (nplot) = U(l,ncell);
54 VVAL (nplot) = U(2,ncell);
55 time (nplot) = t;

56 nplot = nplot + 1;

57 end
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