#1g viscosidad del aceite n ., de la
velocidad media de fluencia, %, y del
radio medio de curvatura Xp.

Por otra parte,ls definicién y la
medida de la temperatura de funciona -
miento,scbre la que deberd estar basada
la viscosidad [os son diffciles de
determinar.En la Saorfa EHD, la tempe-

raturs del sceite que determina la vis-

cosidad se confunde con la temperatura

de 1as superficiles metéiicas inmedieta~

mente sntes del contacto.fn el caso de
los engransajes,la temperatura de los

dientes es de una importancia primordial,
ya que en la formuls aproximada,de Dow-
son y Higginson, el espesor de la pell-

cula se represgentsba como propo;cional
o lg raiz cuadrads de la viscosidad,de
suerte que sl la viscosidad se reducla
a 1o mifad,el espesor quedarfa reducido
aproximadamenie en un 30%.E1 hecho de
que pars provocar esta reduccién sea
suficisnte,en ciertas circunstancias,
subraya la importancia del empleo de
oistemas de refrigeracidén eficaces.

7, DISPOSICION ESQUEMATICA DEL PROGRAMA

DE CALCULO
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Resumen: Se ha desarrollado un método analiti-
co para determinar las frecuencias de vibra--

cién y las oscilaciones libres de pequefia am--
plitud de gotas cautivas bajo la influencia

de campos gravitatorloes y/o isorrotacionales.

El método proporciona los modos y frecuen-—
cias naturales correspondientes para cuales—-—
quiera valores del mimerc de Bond o de Webber
{definidos como la razdn de las fuerzZas gravi-
tatorias o las del campo iscrrotacional respec
to a las de tensidn superficial, respectivamen
te) .

Los resultados tedricos chtenidos han sido
comparados con experimentos realizados en au-
sencia de rotacidn, para gotas y puentes ligui
dos, encontrdndose una buena concordancia.

1. INTRODUCCION. El estudio de las formas £lul
das con superficie libre confinadas por ten-—
sién superficial, en sus aspectos tanto mecd-
nicos como fisicoquimicos, es actualmente de
sumo interés: ingenieria de materiales de alta
tecnologia (procesamiento en zona ligquida); -
multitud de procesos industriales; lnnumera--
bles procesos naturales (bioldgicos, fisioldgi
cos, etc.) y de Ilnter€s en medicina y farmaco-
logia

Por esta razdén el comportamiento mecdnico
de estas formas fluldas estd siendo extensamen
te investigadas desde finales del siglo pasadg
{Kelvin 1890}, {Rayleigh 18%4), (Lamb 1932).

En este trabajo se han estudiado las vibra
ciones libres de pequefia amplitud de gostas 1f
quidas cautivas (puentes liguidos y gotas pen-
dentes o apoyadas) o burbujas rodeadas por o-
tro liguide o gas inmiscible baje la influen-
cla de campos gravitatorios y/o iso-rotaciona
les. Para resclver este problema se ha desarro
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Ahstract: An analytical method to determine

the small amplitude free oscillations of ligquid
captive drops or bubbles surrounded by a liquid
or gas under the influence of gravitational -
and/or iso-rotaticonal fields has been performed
The method yields the natural frequencies and
the corresponding vibration modes for any ---
values of the Bond and Webber numbers. Results
for zero Webber number (without rotation) have
been obtained. An experimental study to compa-
re with the theoretical results has been also
performed, Both are in good agreement.

1lado un método analitico que utiliza un con-

junto ortogonal de autofunciones para desarro-
llar la perturbacidén de la entrefase mediante

una serie de infinitos términos; este conjunto
ortogonal de funciones depende intrinsecamente
de la forma que adopta la entrefase en el equi
librio. Utilizando estas funciones ortogonales
se realiza una transformacidn integral de las

ecuaciones cuyc resultado conduce a un proble-
ma de autovalores algébrico.

Se han medido experimentalmente las fre--
cuencias de vibracidn de gotas pendentes y se
han comparade con las cbtenidas utilizando el
método descrito en este trabajo; el acuerdo en
tre ambos es sumamente bueno. -

2. FORMULACION DEL PROBLEMA,

Considérense las oscilacicnes de pequeifia
amplitud de una gota (o burbuja) cautiva rodea
da de otro liquido o gas inmiscible con el --




fluido internoc bajo 1a influencia de un campo
gravitacional o isorrotacional. (ver Fig. 1) .

En un sistema de referencia que gira con el -
fluido las ecuaciones linealizadas de Navier-
Stokes gue gobiernan el movimiento no viscoso
de los dos fluidos (supuestos incompresibles)
son:

+3
V., w =0 i k210
aw 1 3 1 g @A §+j
e =--—j—V(p +Bz)+—2-V{ Axp-20hve , (2.2)

P

Las ecuaciones han side adimensionalizadas
usando una densidad de referencia AP (=P,
una longitud caractexistica L (que puede ser
=1 = |o/g 8% ? para gotas pendentes o
apoyadas & L = Rys radio de uno de los discos
de apoyo, para puentes 1iquides), y un tiempo
caracteristico tg = (IAEILS/O)l/Z; o, gy D
son los valores dimensionales de la tengidn su
perficial, el campo gravitatoric ¥ la densidéa,
respectivamente. Nétese gue el numero de Beond

es 3=+ 1 para gotas, ¥ B = grE AD/0 para puentes.

El superindice J = 0,i se refiere al fluido ex
terior © interior respectivamente.

Las condiciones de contorno para las ecua-=
ciones (2.1) y (2.2) son:

a) Velocidades normales del fluido nulas -
sobre las superficies sélidas.

b) Velocidades normales de ambos fluidos
iguales en la entrefase.

c) La entrefase, de ecuacidn £(%,t) =
F(&,z,t)-r = 0, es una superficie fluida:

-

9f/0t + v.VE =0

d) El salto de presiones en la entrefase
estd equilibrado por 1a tensién superficial:

-p° = V.n (4 normal exterior).

e) El volumen V de 1iquido debe permanecer

constante.

3. RESOLUCION DEL PROBLEMA.

Considerando desarrollos de la solucidén di
namica en torno al equilibrio estdtico cel sis
tema, supcniendo formas de equilibrio axilsimg
tricas Yy despreciando términos de orden supe—_
rior se tiene:

- Entrefase:

n, m(z)exp i(m¢imt)1 (31)

’

F($,2,t) Fe(2)+ L
m=0 n=1

- Presiones dindmicas:

plir,6,2,8)= pi(r,z} +

+3 ¥ IDjQ’i'm(r,z)exp[i(de + wt)] 3D

m=0 n=
- velocidades:

Vzﬁr,¢f2,t) uj(r,z)

vj(r,Z) exp i(m¢iwti]

vg(r,¢,z,t) =0 +
: lw](r,z)

Vj(r:dDrZ;t)
Z

[T ]

o
L
m=0 n=1

n,m

(3.:3)

Tntroduciendo estos desarrollos en las e-
cuaciones (29 =42.2) ¥ condiciones c),d) Y ey
considerando los términos de 18X orden, se ob-
tienen las ecuaclones del problema dindmico.
sin embargo, Se ha probado la conveniencia de
definir una coordenada intrinseca s a lo largo
del perfil de la entrefase en su posicidn de g
quilibrio (Boucher y Evans. 1975) . Consideran-
do la deformacidn normal a la entrefase 6n(s)
definida como:

8 (e)= ﬁn’mEZe(s)]sen 6_(s) (3.4)

’

(ver Fig. 2), las ecuaciones gue gobiernan el
problema de la dindmica lineal son:
2

1,43 25 53 moed 2
£ Hrgd) 4 (1= el -Zrel-0 (3.5)
wod = 10] £ A3 /2 / (1-37) . (3.6)
. R (mi + md?/r) /(1-2%) . (g
owd = 193 . (3.8)
z
1 d as o0 1.1
st 8 g lE . - (3.9
Fo(sy as (Fegg)* q(s,m& [o & =P prZFeés} )
204 22y Ea(dI 3 -
w2 (1-2%) 8 (@r mAd /r*r=Fe(S}senee{s)
(R cos Bg(s) , (3.10)
r=Fe(s)
21 (Sq
5(S)Fe(s) cos md ds dp = 0 ;3




donde A = 20/w ,

dee sen? Be
q(s,m) = B cosBe+(7£;) + . +
e
2 mz
8 - .
+ 8 ‘Pe sen & 7T Y

e

donde el subfndice eindica equilibrio estdtico.
El problema matemstico planteado se cierra afa-
diendo las condiciones ge contorno para la en-
trefase y para el campo de velocidades.

Para modelar matemdticamente las bPresiones
dindmicas de los fluidos se ha recurrido al mé-
todo cldsico de los arménicos cilindricos. (Fun
ciones de Bessel Y senoidales o exponenciales,
segln la naturaleza de la ecuacidn (3.5) y las
condiciones de contorno a) y b)).

S I, b S BN J 3j
e K§1Ak R (g2 ( ulz) (3.12)

donde P’ e€s nulo salvo en el caso axilsimétrico
(m=0), ¥ las funciones RrJ v 2J son las funcic_-
nes de Bessel y las senoidales o exponenciales
respectivamente.

Nétese que la ecuacidén (3.5kambia.deelip1ca
(|Al<1)a hiperbsdlica (IA >1), ver Greenspan
(1968) lo que obliga a utilizar desarrollos a-
propiados (Funciones Ry zJ) en los rangos
A%e(0,1) y A€ (1,%); Ai Y W estdn relaciona-
das por

A - ug [1-22] t/2 (3.13)

Dada la linealidad de (3.9) pueden buscarse
soluciones para 6(s) de 1a forma:

§¢s)=(p°-pl)s T sx
© o p =19 9 %24
q
» Por conveniencia las funciones § (s) y
§ (s) se eéscegen de modo que satisfa an la ecua
cidén -

1 d dﬁp
Fo(s) E;(Fe 7£;0+q(5,m)ﬁp =1 i (3.15)
¥ la ecuacién de Sturm~Louiville
ds*

1

d *
e B -9 ool _
() as (F_ ds}+[%(s,m) (1 1q{]6q = 0,(3.16)

con las condiciones de conterno en s=0 y s=s,
(Ver Fig. 3).

6(so)=0 6(SO)=O 6(SQ)=O
(S = E.‘-S. =
(0)=0 = =0 [ §(09)=0
S=
(Fig. 3)
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Nétese que(3.16) define un conjunto infini
to de autofunciones & ortogonales en el inter
vale (O, Sy« NStese “también que (}3.186) es 1la
ecuacidn que debe satisfacer cada §_ para que
(3.14) sea solucidn de (3.9) si el 2° miem-
bro de (3.9) se desarrolla eén este espacio fun
cicnal.

©%® oo o s A i 27
P kglAkRk(s)zk(s)—p kglAkRk(stk(s)-

[ee] *
= T (] ) ¢ &
q=1 9 9 g

Es de interés notar que para configuraciones
de equilibrio cilindricas o esféricas, las qu
ciones § son las funciones circulares o los
arménicog’gsféricos respectivamente (Sanz 1985),
(Strani y Sabetta, 1984) .

La resolucidn numérica del problema (3.,9)-
(3.11) se ha llevado a cabo mediante una trans
formacién integral generalizada en el interva- .
lo (O,SO) (Gafidn y Barrerc, 1987). El procedi-
miento consiste en multiplicar ambos miembros
%.msemmdoms(l9h (3.10) por(F & ds)e
integrar, (haciendo usc de la condicién de or-
togonalidad) ,entre 0 y 5,7 se llega asi a un
sistema algébrico homogéneo, no lineal en w
que puede resolverse por métodos cldsicos pa-
Ya encontrar las frecuencias naturales Wn,m y
los modos de vibracisén correspondientes ¢, .

En la Fig. 4 se representan grédficos obte-
nidos numéricamente de los dos primeros modos
de vibracidn axilsimétricos (m=0) y transver-
sales (m=1)de una gota pendente.

MODOS AXILSIMETRICOS (m=0)

Wi (tedrica) = 11.5 Wy (experimental)= 11.5

W2 (tedrica) = 37.9 W3 (experimental)x 37.5

MODOS TRANSVERSALES (m=1)

Wy (tedrica) = B.9

W2 (tedrica) 28.4 W2 (experimental)=27.4

(Fig. 4)



Los resultados dados en la Fig. 4 han sido
obtenidos para una gota de agua colgando de un
tubo de 5.02 mm. de didmetro y 50 mm. de pro-
fundidad. El volumen de la gota era de 167 mm
y la tensidn superficial agua-aire, a la tempe
ratura a la que se hizo el experimento, era
0.0564 Nm *

4., APENDICE.
Se escribe agui el sistema algébrico a que

se llega efectuando la transformacidn integral
de las ecuacicnes

2 B o 0.0_0 B
(1-J.q)cq]:)q W ki [p AkEkq o] AkEkCJ =

=0, {g=1...2 '

i S
jg +¢ D | = ¥ A jwH, _ t
Po'"q g CJ P kl:n kq

2 2 o
(wn—fm ) [(pc

| 2 B N N
- 2mﬂwanq—(mn—4Q )Nké], (3=0,1), (g=1l...=),

s

Q
o i
= F
[}po po) Gp o ds +
0
s 2m
o
h 5% a$ = 0
+ _ICq Fe a d%] cos mpdd = A
q_
0 0
donde
s
o
F (s) 6* ds =D ;
e q g
0
s
o
S I PR Tyl *
Ekq R (AkFe)z (ukze)Fe(S) 6q($) ds .
0
s
Q
G = |6 (s)8*(s) F_(s) ds
q p'®%g gt '
0
s
5 &l odn] 2 adzms
Hkq= EE[:R (?\kr)] Z (ukze)'ﬁ Feﬁé’l ds '
r=F
e
0

o]

” : . : i dz
- J3 3 N oo & 5
qu- R (AkFe)z (ukze) " 6q ds i
0
s
o
3 _ |8 P darled a3 e "
qu dzl; (uk )]R { kFe) ds Fe 5q ds
Z=Zg
¢]
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