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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es el estudio de la ecuaciéon no lineal de
Schrodinger (NLS) y de sus propiedades. En primer lugar se obtiene la solucién
tipo solitén y las leyes fisicas mas importantes que cumple la propia NLS. A conti-
nuacion, se consideran algunas perturbaciones de la NLS mediante la inclusion de
una fuerza paramétrica, disipacién y un potencial externo. Para estudiar dicha NLS
perturbada se ha usado el método de coordenadas colectivas que en algunos casos
permite obtener las soluciones analiticas de la ecuacién.

Abstract

The main aim of this work is the study of the nonlinear Schrodinger equation
(NLS) and its properties. First, the soliton-type solution and the most important
physical laws that the NLS itself satisfies are obtained. Next, some perturbations of
the NLS are considered by including a parametric force, dissipation, and an external
potential. In order to study this perturbed NLS, the collective coordinate method
has been used, which in some cases allows us to obtain the analytical solutions of
the equation.






Indice general

1. La ecuacién no lineal de Schrodinger
1.1. Solitones . . . . . . . . .
1.2. Transformaciones de Galileo . . . . . . . . ... ... ... .. ....

1.3. Leyes de conservacion . . . . . . . . . .. ...

2. Ecuacion NLS bajo perturbaciones
2.1. Preliminares . . . . . . . . . ...
2.2. Modelo disipativo-paramétrico . . . . . . . ... ...
2.3. Analisis de un potencial complejo . . . . ... ...
2.3.1. Potencial complejo lineal-disipativo . . . . . . .. ... .. ..
2.3.2. Potencial complejo parabdlico-disipativo . . . . .. .. .. ..

2.3.3. Potencial complejo periédico-disipativo . . . . . . ... .. ..
Conclusiones
Bibliografia

A. Resultados auxiliares
A.1. Propiedades de las funciones elipticas de Jacobi . . . . . .. ... ..

A.2. Algunas integrales ttiles . . . . . . . ... ... L.

14
15

23
23
25
28
31
35
38

46

47






Capitulo 1

La ecuacion no lineal de

Schrodinger

En este capitulo vamos a tratar la derivacién de la ecuacién de Schrodinger
no lineal asi como la obtencion de su solucion exacta y sus leyes de conservacion
m&s importantes, incluyendo la evolucion de la solucion solitonica bajo distintos

conjuntos de parametros.

1.1. Solitones

La ecuacién no lineal de Schrédinger (NLS) surge en una amplia variedad de
problemas fisicos en mecanica de fluidos, fisica de plasma y 6ptica no lineal. Ejemplos
importantes en este ambito incluyen: el autoenfoque de haces en éptica no lineal, el
modelado de propagacion de pulsos electromagnéticos en fibras opticas no lineales
que actuan como guias de onda y la estabilidad de las ondas de Stokes en el agua
(ver seccion 10.1 en [5]).

Por otro lado, la NLS tiene la propiedad de ser completamente integrable, es
decir, se puede resolver exactamente y encontrar infinitas cantidades que se con-
servan derivadas de la propia ecuacién. Para mostrar esta propiedad, Zakharov y
Shabat (1972), dos fisicos modernos, desarrollaron el ingenioso método del inverse
scattering que permitia el estudio de las soluciones tipo soliton.

La definicién de solitén que utilizaremos es la de una onda localizada en el espacio
que se propaga sin deformarse y que emerge de la interaccién con otros solitones sin
sufrir ningin cambio en su forma o su velocidad, salvo un cambio de fase.

Antes de pasar a la obtencién de la NLS definamos que es una onda plana para

familiarizarnos con los parametros que involucra.

Definicién 1.1.1. Una onda plana en una dimension es aquella que tiene la forma

o(z,t) = alx, t)ei(k:”_“’t),
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donde w es la frecuencia angular de onda, k es el nimero de onda y a(x,t) es la

funcion amplitud de la onda.

En primer lugar, vamos a dar una idea de como obtener la ecuaciéon no lineal de
Schrédinger sin perturbacién a partir de la funcién amplitud compleja a(z,t) € C
de una onda arbitraria, a priori, y la relacién de dispersién no lineal (funcién que

relaciona w con k y el médulo al cuadrado de la amplitud |a|?) dada por
w=w (k,|al?). (1.1)

Asumimos que méx |a(z, t)| es suficientemente pequeno en la relacién de dispersién
z,t

(1.1) y procedemos a realizar un desarrollo formal de Taylor hasta orden 2 de la

funcién w en torno a k = ky y |al? = 0.

Sea f = f(z,y) una funcién de dos variables con derivadas parciales hasta orden 2,

su desarollo de Taylor de orden dos en torno al punto s = (g, y) vendra dado por

F )+ G~ an) + (6 ) + 55— )+
e G = )y~ 90+ 5 56— 0"

Tomando f = w, (z,y) = (k,|al?) y s = (0, v0) = (ko,0), se tiene

_ Ow Ow , 10%w )
w & w(s)+ a—k(s)(k — ko) + W(S)W + 5@(3)(15 — ko)™ +
0w , 1 0w .
+ g Kolalt + 5 S o)l (1.2)

Como a es pequenia entonces |a|? también, de modo que podemos despreciar los dos

ultimos sumandos. Por otro lado, definamos

, Ow ., OPw
wo = w(s), Wy = %(5)7 Wo = @(s),

y, ademas, denotemos a

0
9 |al la|2=0

como el pardmetro de no linealidad. Con estas consideraciones la expresién (1.2) se

transforma en
1
w = wy + (k — ko)wy + Q(k — ko)?wy — plal?. (1.3)

Para continuar con la obtenciéon de la NLS recurrimos a lo que se conoce como el
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Principio de Correspondencia. Este principio establece una relaciéon limite entre la
mecanica clasica y la cuantica, es decir, la fisica clasica se obtiene como limite de
la cuantica y las cantidades que conocemos en clasica como el momento cinético p
y la energia F se le hacen corresponder los operadores p y E , respectivamente. Las

formas de estos operadores en una dimensién son las siguientes:

0
p = —hY = —1th— 1.4
b= bV =ih (1.4
0
= ih—. 1.5
th (1.5)
Conociendo la féormula de Planck, £ = hv = hw, que describe la cuantizacion

energética y por la hipdtesis de De Broglie, p = hk, que establece la relacién onda-
corpusculo (particula tratada como onda y viceversa), podemos identificar las can-
tidades w y k, respectivamente. Asi, mediante (1.4) y (1.5) se tiene la siguiente

correspondencia’ (salvo constantes wy y ko)

@) — i(5). (16)
(k—ky) — —i ((%), (1.7)

donde los operadores (1.6) y (1.7) actian sobre la funcién amplitud a(zx,t).

Luego (1.3) se transforma en
[ Oa (0a\ , 1[ . [da\]* , 9
iNgr) =il gy Jeotg|~ila, )| wo— plal®a,

1
i(a; + whay) + 5006,%3@ + plal?a = 0. (1.8)

+

Llegados a este punto nos interesa recordar algunos conceptos de la mecanica clasica
como es el caso de un sistema de referencia inercial que se mueve con una velocidad
lineal de grupo wy, y realizar en este marco de referencia un cambio de variables del

tipo y = ¢ —wjt y 7 = t, donde a(z,t) = A(x — wjt,t) = A(y,7), de modo que se

- ()-8 () () E)
- () )nen

'Estamos usando el Principio de Correspondencia de Bohr (véase, por ejemplo, la seccién 20
del capitulo 3 en [8]).

tiene




4 CAPITULO 1. LA ECUACION NO LINEAL DE SCHRODINGER

[ D%a\  [0Ay) [0y 0A,\ (0T
s = (aﬁ)—(ay)(a—x)*(ﬁ) (a—x)—Aw-

Asi conseguimos eliminar a, en la ecuacién (1.8) y obtenemos:

1
iA; + §ngyy + plAPA = 0. (1.9)

Si multiplicamos (1.9) por & y realizamos la siguiente identificacién:

h A 2
T (COR )

llegamos a la ecuacion no lineal de Schrodinger
2

h
ihWz 4+ — U + N|[UPT =0, \>0. (1.10)
2m0

A partir de aqui trabajamos con la ecuacién (1.10) adimensional para lo que reali-

zamos el siguiente cambio de variables

z T g
_~ - - 1.11
‘:C Xc7 t TC7 ,lp SC7 ( )
donde
h2~ ~vh
X, = , T. = —, S.=1, 1.12

y de esa manera, tratando ¢ (z,t) como funcién de onda, la ecuacién (1.10) se trans-

forma en la siguiente:
iy + ae + 7 V)P = 0, v>0, —oo<z<+oo, t>0.  (113)

Buscamos la solucién exacta de la ecuacién (1.13) mediante el método de separacién
de variables escogiendo ¥ (x,t) = ¢ (x) T (t), con ¢ : R — C dos veces diferenciable
y T : R — C una vez diferenciable,

io(@)T'(t) + ¢" ()T (t) + 7 |6(2)T (1) p(a)T(t) = 0.
Dividiendo por ¢(z)7'(t), obtenemos

T'(t) | ¢"(x) 2
i+ Ly ()T =0,
Tt S+l
donde debido a la no linealidad del médulo al cuadrado de la funcion de onda de

la ecuacién (1.13) no podemos obtener las ecuaciones dependientes de una sola va-
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riable. Por este motivo se recurre a un método de separacion de variables donde se

propone soluciones del tipo onda viajera.

Sea ¢ : R — C una funcién compleja arbitraria dos veces diferenciable y depen-

diente de X, con m,n € Ry U € R constante a determinar, se define:
Y(x,t) = G(X)emX—nt), X=z-Ut (1.14)

Mediante una sustitucién de (1.14) en (1.13) se tienen las siguientes derivadas:

iy, = [—iU¢ + (mU + n)gle’mX =m0, (1.15)
% _ ¢/€i(mX—nt) + imngei(mX_nt) — [gb' + imgb]ei(mX_nt),

Voo = [¢" +img/ | 4 [¢f + ime) (im)e "X,

Vow = [¢ + 2img’ — mPgle’mX ), (1.16)

donde ¢/ = d¢/dX v ¢" = d®¢/dX2.

De este modo, sustituyendo las derivadas (1.15) y (1.16) en (1.13) se obtiene:
[¢" +i(2m = U)¢ + (mU +n —m?)¢ + 9]¢l = 0,
y puesto que la exponencial no se anula, llegamos a la ecuaciéon
¢" +i(2m — U)¢' + (mU +n — m?)¢ + v|¢|*¢ = 0. (1.17)
Para obtener la solucién tipo soliton se estudia la ecuacién
9" —agp+~¢° =0, (1.18)

que se deduce de (1.17) asumiendo lo siguiente:
a) ¢ € R.

b) 2m — U = 0.

2

c) mU+n—m*=—a, con a € R.

Antes de continuar, vamos a dar un significado fisico a las suposiciones anteriores.
Sabemos que tanto el exponente de la exponencial como X estdn en coordenadas

adimensionales por lo que conviene reescribirlos en las variables z y 7, es decir, a
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partir del cambio (1.11) se tiene

mX —nt =mxz — (mU +n)t = (m/X.)z—[(mU+n)/T,]T, (1.19)
X=x-Ut = (1/X.)z— (U/T.)T. (1.20)

Ahora bien, dado que la soluciéon propuesta con dimensiones seria
U(z,7)=g(z — v%)ei(kz_w%), (1.21)

siendo v la velocidad del centro del soliton, es posible deducir m y n en funcién
de constantes dimensionales, y la relacion entre U y v. De ese modo, si observamos
(1.21) y (1.14), y establecemos una comparacién entre exponentes y posiciones del

centro del solitén, usando (1.19) y (1.20), respectivamente, se tiene

(m/X.)z = [(mU +n)/T|7T = kz—wT,
Z=XX=z2—(UX.JT.)F = z— v

de lo que se sigue

X, m mU +n
= — ]{j:— =
v TCU’ X, w .

y despejando y utilizando el cambio (1.12) se llega a

_[2moy _ Y Ve
U= N U m= 2m0)\hk’ n—)\(hw hkv) .

De lo anterior se sigue que las imposiciones b) y ¢) tienen el siguiente significado

fisico, respectivamente

» 2m — U = 0 equivale a

y 2moy \/Qmofy hk
2 hk — - | =
\ 2mo \/ n N {mo v =0

que es equivalente a la férmula de De Broglie p = hk = myv.

» o =m?—mU — n equivale a

VR oy Vo0 v (PR v (P
- — kv — Tho+ Thko =2 Chw) =2 (L
T WD W R S W Bl W (e M 2me ")

donde (a/v)A nos da la diferencia de energia entre una particula libre y un

fotén (o conjunto de fotones).

La ecuacion (1.18) aparece a la hora de resolver distintas ecuaciones de la Fisica-
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Matematica como la ecuacién de Sine-Gordon o la ecuacién de Korteweg-deVries
(KdV), (véase para mas detalle [3]), cuya solucién se expresa a través de las funciones

elipticas de Jacobi. Introducimos asi la siguiente definicién:

Definicién 1.1.2. Sea k € R con 0 < k? < 1. Se define la integral eliptica incom-

pleta de primera especie como

N dv
w=E(x,rk°) = /0 N0 (1.22)

La inversa de E nos da la primera de las funciones elipticas de Jacobi

sn(w,k?) = x=E"(w,r?). (1.23)

A partir de (1.23) se expresan otras dos funciones elipticas importantes en nuestro

trabajo,

cn?(w,x*) = 1—sn?(w,k?), (1.24)

dn®(w,s?) = 1—rk?sn’(w,k?). (1.25)
Para encontrar la solucién de (1.18), proponemos el “ansatz”
$(X) = Adn(BX, r?), (1.26)

con A= A(k*), B = B(r*) € R.

Derivando (1.26) se tiene

¢'(X) = —ABk*sn(BX,k*)cen(BX,k?),
¢"(X) = —AB’s* [cn’(BX,k*) —sn’(BX, £%)| dn(BX, %),

donde las derivadas de las tres funciones elipticas sn(w, £?), cn(w, %) y dn(w, £?)
antes mencionadas, las podemos encontrar en el Teorema A.1.1 del Apéndice A.
Asi, sustituyendo (1.26) y (1.27) en (1.18), obtenemos

—B’k* [en®(BX, k%) — sn*(BX, k)] — a + yA* dn*(BX, k*) = 0, (1.27)
y usando las relaciones (1.24) y (1.25) se tiene

—B?k* [1 - 2s0*(BX, k%)] — a4+ yA® [1 — *sn’*(BX, )] =0,
de manera que agrupando llegamos a

(2B%k* — yA?Kk*)sn®(BX, k?) + (yA® — B*k* —a) = 0. (1.28)
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Dado que {1,sn*(w, x?)} es un conjunto linealmente independiente, de la ecuacién
(1.28) se deduce que

2B%Kk* — yA%K? = 0, (1.29)
yA? — B** —a = 0. (1.30)

De la primera ecuacién (1.29) deducimos 2B? = yA? que sustituido en la segunda
(1.30) resulta (2 — k?)B% = a y asi,

2
B =+ya2 - x2)12 A=£, 2@ k)12
7

donde 2 — k2 > 0; K% < 2.

La solucion general de (1.18) vendrd dada por

p(X) = i\/?@ — k)72 dn(Eva(2 — kY 7TY2X, K. (1.31)

Una vez obtenida la solucién general podemos multiplicar por ¢’ la ecuacién (1.18)

para conseguir ciertas propiedades fisicas:
¢'¢" —ad'p +y¢'¢° =0,

de lo que se sigue

d ¢/2 ¢2 ¢4 _
d_X (7—0454—71) =0.

Esto significa que la expresién entre paréntesis es una constante que denotaremos

por Ej, luego tenemos

1 « y
Ey=—-¢?— —¢p*>+ ~¢*.  E,eR. 1.32
0 be 2¢+4¢, 0 € (1.32)

Sustituyendo en (1.32) la solucién general (1.31) y su segunda derivada; y definiendo

por simplicidad

£ = BX = £V/a(2 — k?)7V2X,

se obtiene
2 a_2 dro L 2\-2_ 2 2y .2 2
2¢ - /{(2 ’%) St (gali)cn (ga/{)a
9
2
o o _
S8 = TR At ),
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gt = Lo tat(en)
4 ’Y Y )

y asi, se llega a

042

v

Ey (k%) (2 — k)72 [m4 sn?(€, k%) en?(€, K?) — (2 — k%) dn?(&, k%) + dn’ (€, &2)] ,

que podemos simplificar usando la relacién
k2 sn?(€, k7)K% en® (€, k) = (1 — dn®(&, k%)) (K* — 1+ dn’(&, k%)),
de manera que el corchete en la expresion de Ey(x?) anterior se reduce a
(1 —dn?(&, kY) (K2 — 1+ dn?(€,K2)) — (2 — &%) dn?(€, K2) + dn*(€, K?) = —(1 — K?).

De esta forma obtenemos £ en funcién de x2,

2 2
o 1—-k
Eo(k?) = —— | —— | . 1.33
o) v [(2—*&2)2} (1.33)
Esta cantidad Ej la podemos entender como la suma de la energia cinética y po-
tencial procedente de la ecuacién de movimiento (1.18), que se puede interpretar a

partir de la segunda ley de Newton:

av
9" = 0@—7@53:—%,
Vig) = %¢2 (%d)z—oz), (1.34)
¢/2
E. = 5
2

donde V' (¢) y E. representan el potencial y la energia cinética, respectivamente.
Asi, podemos decir que Ey = E. + V juega el papel de la energia total del sistema.

Pasamos a un anélisis gréfico del potencial (1.34) y de las lineas constantes de

energia Fy en cada caso.

Los ceros del potencial en nuestro caso estdn en ¢ = 0, ¢ = +,/2%, y representan

los puntos de retorno del sistema. Los ceros de la derivada del potenvcial V() estan
enp=0y¢= i\/g y representan los puntos de equilibrio del sistema; de los cuales
uno es inestable (¢ = 0) y los demds son estables. Llegados hasta aqui, podemos
diferenciar el comportamiento de la funcién ¢ dependiendo del signo que tenga la

energia (1.33). Por otro lado, si tomamos la expresién (1.32) podemos, también,
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Representacion del potencial V

15

A:Ey>0, 5% >1

Figura 1.1: Potencial de la ecuacién (1.34) para v =y = 1.

obtener las orbitas en cada caso mediante la ecuacién

¢ = i\/2 [EO - %qﬁ? (%& - a>] — +\/2[Ey — V(o). (1.35)

Con ello, existen tres posibilidades:

» Caso A: Pequenas oscilaciones en torno a los puntos de equilibrio estables,

Fy < 0 (k* < 1). En este caso la funcién ¢ describe oscilaciones entre los

siguientes limites:

—V2a/y < ¢ <0, 0< o< ++2a/y,

que en el caso de la Figura 1.1, son
—\/§<¢<0, 0<¢<-+V2,

donde la “particula” se movera entre los puntos de corte de la energia fija
Ey y el potencial V' (¢) oscilando alrededor de los puntos de equilibrio estable
¢ = £1. En cuanto a las orbitas, en este caso tenemos el siguiente compor-
tamiento: Observamos dos drbitas separadas (ver Figura 1.2) que representan
las pequenas oscilaciones alrededor de ¢ = +1 identificando, asi, ambos signos
de la derivada de ¢.

Caso B: Grandes oscilaciones entorno a los puntos de equilibrio estables, Ey >
0 (k* > 1). En este caso los puntos de corte de Ey y V(¢) se encuentran

por encima de V(¢) = 0, de manera que para describir el comportamiento de
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02}

» ¢

Figura 1.2: Diagrama de érbitas de la ecuacién (1.35) para @ = v = 1y Ey =
—0,15 < 0.

la “particula”, ésta necesita pasar por los tres puntos de equilibrio, tanto los
estables como el inestable, haciendo que presente oscilaciones mayores que en
el caso anterior. Por otro lado, podemos obtener la solucién general a partir
de la definicién (1.22), notando que como k? > 1 entonces 1/k* < 1y asf se

cumple (véase la Proposicion A.1.1 del Apéndice A):
dn(BX, k*) = cn(BrX, 1/k?),
donde, a partir de la solucién general (1.31), se tiene:
o(X) = i\/?@ — k)72 en (£var(2 — K2)TV2X, 1/K7).

Las orbitas vienen representadas de la siguiente forma: Vemos una érbita am-

/

=15}

Figura 1.3: Diagrama de érbitas de la ecuacién (1.35) paraa=y=1y Ey =1 > 0.
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plia recorrida en un mismo sentido representando la gran oscilacién del sistema

(ver Figura 1.3).

» Caso C: Pérdida de oscilaciones, Ey = 0 (k? = 1). Este caso divide las dos
regiones donde encontrabamos comportamientos oscilatorios. Es lo que se co-
noce como separatriz, es decir, separa las oscilaciones pequenas del caso A,
de la gran oscilacién en el caso B. Por este motivo, las érbitas son peculiares:

Nos encontramos en el caso particular donde la orbita correspondiente a la

»> ¢

Figura 1.4: Diagrama de 6rbitas de la ecuacién (1.35) paraa =~y =1y Ey = 0.

solucién positiva de (1.31) comparte el punto (¢, ¢’) = (0,0) con la érbita de
la solucion negativa de (1.31), debido a que la energia del punto cero coincide

con un punto de equilibrio y retorno del potencial, ver Figura 1.4.

De esta forma, cuando se toma k?> = 1 podemos llegar a una solucién conocida a
partir de (1.22)

Ty © 1/2 = 1/2
v (1) /0 1 — 02 /0 1—w U+/0 14w Y

donde se ha usado la descomposicién en fracciones simples, obteniéndose:

w=FE(x1)=

(1 + 2) — In(1 — 2)] = %m(”‘”),

11—z

N |

de manera que despejando x se tiene directamente,

2w _1 eW—e ¥

2w 41 oW 4w

en(w,1) = dn(w,1) = /1 —sn?(w,1) =

= tanh w,

sn(w,1) = z=

= sech w.

cosh w
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Para este caso se cumple que las funciones elipticas de Jacobi son

cn(z,1) = dn(z, 1) = sechz, (1.36)

sn(z,1) = tanh z,

que usando la relacion (1.36) en (1.31), y teniendo en cuenta que la secante hi-

perbdlica es una funcién par, es decir, sech(x) = sech(—z), nos da

o(X) = i\/?sech(\/aX).

Luego
2 .
Y(w,t) = £/ 22 sech [Va(z — Ut)] gitme=(n+mU)t] (1.37)
v
donde las constantes n y m vienen dadas por: m = U/2 y n = —a — U?/4 (ver

suposiciones a), b) y ¢) de la pagina 5). A partir de aqui, sin pérdida de generalidad,

se tomara la solucion positiva.

La solucién (1.37) de (1.13) es de tipo solitén, ya que, por la definicién citada al
comienzo de la seccion, se encuentra localizada en el espacio y se propaga sin defor-
marse. Ademads, posee una propiedad importante: si fijamos Ey = 0 y observamos
tanto la Figura 1.1 como la 1.4, podemos interpretar el comportamiento de dicha
solucién como si una “particula” se moviera desde un punto de retorno (¢ = 0) hasta
otro punto de retorno, en este caso +v/2. Por otro lado, para que se cumpla que
la energia asociada a la “particula” sea cero (Ey = 0), es necesario que la energia
potencial negativa (V' < 0) que adquiere se convierta en energia cinética (E.), de

ahi que E. + V = 0. Véase una discusién més detallada en [3].

La representacién del médulo al cuadrado de (1.37) nos muestra una curva que
se propaga sin cambiar su forma con velocidad constante U como si fuera un pulso.

Podemos observarlo en las figuras representadas en 1.5.

La amplitud y velocidad de onda son parametros independientes, donde el so-
liton solo existe si v > 0, de manera que aumentando la velocidad el “pulso” se
propagara mas rapido sin modificar el valor del maximo que aparece en la Figura

1.5, ni la forma de la onda.

El siguiente paso es estudiar una serie de propiedades para este tipo de soluciones
tales como las leyes de conservacién generales para la NLS, y particularmente para

el caso solitén, y las transformaciones de Galileo.
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|w(x,30)| 2
2.0

0.5

/

X X
-10 -5 5 10 -10 -5 5 10
(a) Solitén con U = 0,05 ent =0. (b) Solitén con U = 0,05 en t = 30.
lw(x,60)| 2 1w(x,90)| 2
2.0 2.0
15 15
1.0 1.0
0.5 0.5
X X
-10 -5 5 10 -10 -5 5 10

(c) Solitén con U = 0,05 en t = 60. (d) Solitén con U = 0,05 en ¢t = 90.

Figura 1.5: Evolucion del solitén a una velocidad determinada.

1.2. Transformaciones de Galileo

En este apartado vamos a demostrar que la ecuacién (1.13) es invariante bajo

las transformaciones de Galileo.

Teorema 1.2.1 (Seccién 10.4, [5]). Sea ¢ la solucién de (1.13) y definimos las

siguientes transformaciones:
= Fspacial: r=x—-Ut
s Temporal: t=1

s Solucion: Y = P exp [—% (x — Ut)}

1
2
Entonces la nueva funcion 1 es solucion de la ecuacion:

i + Yaz + 7 [0 0 = 0. (1.38)

Demostracion. Veamos esa invariancia en la ecuacién. Para ello partiremos de la
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ecuacién (1.13) y llegaremos a (1.38). Un célculo directo nos da

v [0 06 U] wiesn
e = a{a”a”ﬂ]e ), (1.39)
_ W _[9, Wol et
wm_&x_{&frzw}e( )’
0% [0 0 U] w(, i
b = G = g UGy~ ] O (140

El médulo al cuadrado se queda invariante porque la exponencial compleja se simpli-
fica con su conjugada; de esa forma sustituyendo (1.39) y (1.40) en (1.13), y sacando

factor comin la exponencial, obtenemos lo siguiente:
e 12] e T (=30 — .
Dado que la exponencial no se anula, se sigue que
it + Y + 7 [0 0 = 0.
O

Esto nos prueba que la transformacién de la solucién de la forma establecida es

también solucion, y, por tanto, la ecuacién es invariante bajo las transformaciones
de Galileo.

1.3. Leyes de conservacién

La ecuacion no lineal de Schrodinger (NLS) también presenta leyes de conserva-
cién al igual que la ecuacion de Schrodinger. En concreto, en este apartado vamos
a demostrar tres leyes que cumple la solucién: conservacion de la carga, momento y
energia, respectivamente. En estas leyes estdn involucradas tanto la solucién ¢ (z, t)
como sus derivadas vy, ¥, v 9., donde se exige la existencia de las derivadas par-
ciales hasta orden 2 en x y hasta orden 1 en ¢. Por otro lado, impondremos que
sean funciones de cuadrado integrable en R, y, ademas, que vayan lo suficientemente
rapido a cero en el infinito, para que de esta forma se anulen en los limites +oo

tanto v como sus derivadas.
Definicién 1.3.1. Se definen las cantidades:

= Densidad de carga:

pz,t) = vy™ = [P (1.41)
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» Densidad de momento:

Pl 1) = & (05— U0). (1.42)

= Densidad de energia no lineal:

1
£(,1) = [l = Sl (1.3

Demostremos a continuacion que

+oo +oo
/ p(x, t)dr = / [Y|?dx = cte = O}, (1.44)
+oc0 o +00 7 o
/ P(z,t)dx = / 5 (Yh — *™,) do = cte = Cy, (1.45)
= 0
£z, t)dz = / {W - wwﬂ} de = cte = Cs, (1.46)

donde el asterisco denota el complejo conjugado.

Partimos de la ecuacién (1.13)

W+ Yaa + 7 [Y 0 =0, (1.47)
y su compleja conjugada
—i} + U, + [ et =0. (1.48)
Multiplicando (1.47) por ¢*, y (1.48) por 1, obtenemos que
W + e+ T = 0, —iyl e, vl =0,
Si las restamos:
(Y™ +0y) + (Y™ — Pify,) =0

Ahora bien, como

*_ﬁ LA 2 * _2 *\ 2
Veath’ = () — [P,k = 5o (00 — [l

entonces

i (V07) + o = 90) =,
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de donde se sigue la siguiente ecuacién de continuidad

o, 0, _,

1.4
ot  Ox ’ (1.49)

y donde
Jp(@,t) = —i( )" — Yyy) = 2P (. 1). (1.50)

Integrando (1.49) en la variable espacial x entre —oo y +00, se tiene para el segundo

sumando

oo a * * * *7+00
| — e = [ — 0T =0,

o O
donde se ha usado que v y sus derivadas cumplen las condiciones de contorno del

comienzo de la seccion.

Para el primer sumando tenemos
400 a i d +o00o )
/_OO ZE(W/J )dl"—za /_OO | dz,

donde se ha utilizado el teorema de derivacion con respecto a parametros. De esta

forma llegamos a

—+00

. & 2d _
i) ¥ *dz =0,

de donde se sigue el resultado (1.44).

Pasemos ahora a demostrar la siguiente ley de conservacién (1.45). Procedemos a

multiplicar la ecuacién (1.47) por 9% y su conjugada (1.48) por 1,

W) + Yo+ [OP 0y = 0, —itht)] + bty + 7 [¥ eyt = 0.

Si las sumamos obtenemos

Wby — Yaty) + (Yaay + Patlyy) + 01 (0 +u™) = 0. (1.51)

El siguiente paso es derivar respecto de z (suponiendo la funcién v tres veces diferen-
ciable) las ecuaciones (1.47) y (1.48), y multiplicarlas por 1* y 1, respectivamente,

de manera que obtenemos

Wl + Yaaath” + 7 (W 0) 0" =0
—ipt, + Pk, + 0 ([P 9*) =0.
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Sumando ambas se obtiene

i(att)® — VU%,) 4+ (Vaaat®™ + P0e) + v [([WF 0) 0"+ (97 9%),] =0. (1.52)

Restando (1.51) a la ecuacién (1.52) obtenemos

Ar Az As
(Wt + Dyt — WU, — D) + (Gpatl® + V) — (e + W2ythe) +
+y [(Pw), 0" + v (I0FPe) ] = P+ ¢™.) = 0. (1.53)
s

Para las expresiones Ay, Ay, Az, A4, se tiene que

Ay = b’ ] — 0, — ) = i (0 — )

Ay = et Ut = oo ()

Ay = eaet + Y = o (P e + YY) — o (92)

A = 3 [(WPe), o+ (1P0),] AP + 0t ) = ol ool

Luego (1.53) se transforma en

Multiplicando por (-1/2) la ecuacién (1.54), se tiene la ecuacién de continuidad del
momento

oP  0Jp

o o
donde

Integrando (1.54) respecto a = entre —oo y 400 y usando un razonamiento similar
al anterior, obtenemos

d [+

G | e = s =0,

o equivalentemente,

d [T
G| st = weads o
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lo que prueba (1.45).

Finalmente probemos la ultima expresién (1.46); en este caso multiplicamos la
ecuacion (1.47) por 7 y (1.48) por vy,

Z'|¢t|2 + Yot + 7|¢|2¢¢: =0,
=il * + b+ APt = 0,

y las sumamos
(Vaaty + Vogthe) + AP (f + ™) = 0. (1.56)

Asi, usando que

P+ 0) = AP ') = 2 (W),

Vet F VR = (U + ) — o (a0),

(1.56) se transforma en

0 0l 0, . .
o |l = J1lt| = o= (v + ) = 0, (157)
De manera que se obtiene la ecuacion de continuidad de la energia
of  0Je
— 4+ —=—=0
ot " or
donde
Je(x,t) = — (Yivbe + et)y) - (1.58)

Anélogamente, podemos integrar (1.57) respecto a x y aplicar el teorema de deriva-

cién respecto a parametros como en los dos casos anteriores

d [T

G = Juia= [

—0o0

+ooa

(Wi + ) da,

y usando de nuevo las condiciones de contorno impuestas en ¢ y sus derivadas, nos
da

d [T

g | el =gl dr=o0,

lo que prueba (1.46).

Las constantes de movimiento C;, Cy y (5 tienen su significado fisico; en este caso,
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estéan relacionadas con el niimero de particulas, el momento, y la energia del sistema
gobernados por la ecuacion no lineal de Schrodinger. Ademas, estas leyes se ven
reflejadas en distintos fenomenos de inestabilidad en otros problemas fisicos, como
por ejemplo las ondas no lineales en el agua, olas del océano, ondas en plasma, pulsos
de calor en un sélido, 6ptica no lineal y la inestabilidad no lineal en fluidos. (Véase

seccién 10.5 de [5] para més detalle).

Para acabar esta seccion estudiaremos las ecuaciones de continuidad, asi como las
leyes de conservacion para el caso particular del solitén (1.37). Recordemos, ademas,
que X =2 —Ut, m=U/2ymU +n=—a+ U?/4.

En primer lugar, empezamos con la densidad de carga p y su ley de conservacion.

De (1.41) y (1.50) se tienen las expresiones

pla,t) = W:|¢|2=27“sech2wa<x—vt>>,

4dam 2aU

Jo(z,t) = 5 sech?(vaX) =

sech?(va(x — Ut)).
Ahora bien, (1.44) se transforma, en este caso, en:

400 9 +o0 9 9 4
/ plz,t)yde = 704 sech®(va(x — Ut))dr = 7(1 [_] = ﬂ’

de manera que la constante en (1.44) serd

En segundo lugar, veamos la densidad de momento P y su ley de conservacién. De
(1.42) y (1.55) obtenemos

Pla,t) — %Jp(x,t) - %seChQ(\/a(m _Ut)),
2
Jp(x,t) = % sech?(va(z — Ut)).
De la expresion (1.45) se tiene
oo o oo « 2 2/«
Plx,t)dx = —U/ sech?(vVa(z — Ut))dr = —U {—1 =2 _T.
—0 (1) Y —0 (Ve ) Y Va Y

Notemos que dicha integral ya la hemos resuelto para el caso anterior. Asi, en este
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caso obtenemos
2v/«
Cy = iU.
v

Finalmente, calculemos la densidad de energia no lineal £ y su constante de la ley

de conservacién. De (1.43) y (1.58) se tiene

Eet) = 2 seck(ax) [tantf (Vax) - see(vax) +
Je(x,t) = 4TOéUsechQ(\/aX) {atanh%ﬁ){) — % + %2} .

De la misma manera, (1.46) nos ayuda a encontrar la tltima constante C3. Como

+o00 20{2 o0
E(x,t)dr = “— sech?(v/aX) tanh?(vaX)dz —
2 2 400 2 400
N sech4(\/aX)dx+a2l/ sech?(vaX)dr =
7 J 7 S

B 202 [ 2 _2&2 4 +04U2 i B
v 3Val oy [BVe] 2y [Val o
]
vy 3
se sigue que
4
Og,:\/—a[w——a]
0 3

Hemos concluido esta seccién con el calculo de las tres constantes C, Cs, C3, obte-
nidas a partir de las leyes de conservacién conocidas (para més detalles del calculo

de las integrales, ver el Apéndice A).
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Capitulo 2

Ecuacion no lineal de Schrodinger

bajo perturbaciones

2.1. Preliminares

El objetivo de incluir perturbaciones (términos no homogéneos) tales como fuer-
zas de disipacion, elasticas, paramétricas, electromagnéticas, etc, en la NLS es poder
modelar muchos de los problemas que aparecen hoy en dia en la fisica (para mas
informacién ver, por ejemplo, [2]). En este capitulo explicaremos brevemente qué
le ocurre a la ecuacién no lineal y a sus soluciones cuando se introducen perturba-
ciones en ella. Concretamente consideraremos el caso de perturbaciones con fuerzas

paramétricas, disipacion, y potenciales complejos.

En este capitulo nos va a hacer falta introducir el concepto de lagrangiano L y las
ecuaciones de Euler-Lagrange (E-L). Tanto L como las ecuaciones estén definidas en
mecanica tedrica a partir de las denominadas coordenadas generalizadas o colectivas
{¢;};, 7 =1,2,..., N que representan el conjunto de N “posiciones” (posicién lineal,
angulo,...) que describen a la particula en un sistema dado. A su vez, se definen los
momentos generalizados como {p;};, j = 1,2, ..., N que representan la cantidad de

momento asociada a cada coordenada g;.

Por ejemplo, en el caso de un péndulo simple con posicién fijada en un techo rigi-
do, la coordenada generalizada que se utiliza es el dangulo 6 entre la cuerda y la

perpendicular al plano del techo.

Definicién 2.1.1. Se define el lagrangiano de un sistema dependiente del tiempo

como la funcion

(Qh -y 4y, ---7QN§(117 JQJa ,QN,t) — L = L(q7 éL t) (21>

23
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. dg; . . . . , .
donde q; = %, j=1,..., N, se denominan velocidades generalizadas. Ademds, si

oL
= =0, (2.2)

entonces L = L(q, q) no depende explicitamente del tiempo.

En este trabajo se va a tratar el lagrangiano independiente del tiempo de manera

explicita por lo que estaremos bajo la condicién (2.2).

Por otro lado, las ecuaciones E-L en ausencia de causas externas, estan definidas a

partir de (2.1) y de las coordenadas y velocidades generalizadas,

d (0L OL
=)= = i=1,..,N.
dt (8(1]) qu 0 J ’ ’

Si consideramos una funcién F' = F(q, q) responsable de las fuerzas externas como

la disipacién, entonces las ecuaciones vienen dadas por

L L OF
d<a) oL _ 9 j=1,...N. (2.3)

dt \oqg;) 0q; 94,

Véase los capitulos 1y 2 de [6] para més detalle.

Otro aspecto que debemos tener en cuenta, y usaremos en los modelos posterio-
res, son las ecuaciones E-L en el &mbito de la teoria cuantica de campos (TCC). Aqui
las coordenadas generalizadas son tratadas como un campo continuo u que describe
la evolucién del sistema. Por un lado, denotemos por z# = (20, 2!, 2%, 23) = (¢, z,y, 2)
el cuadrivector posiciéon y 9, = % = %, 8%, a%, %
riante, utilizados en esta teoria.

el cuadrivector derivada cova-

Definicién 2.1.2. Se define la densidad lagrangiana independiente del tiempo explici-

tamente a la funcion
(uw,0yu) — L = L(u,0,u), p=0,1,23.

Ademas, se cumple que en una dimension

+oo
L= / Ldzx.

De la misma forma se pueden definir las ecuaciones E-L para el campo u uti-
lizando la notacion de Einstein, es decir, indice p repetido indica suma para cada

uw=0,1,2,3, que podemos observar en el siguiente ejemplo

D A" = 0y A® + 1AL + 0, A2 + D343 = B, A + 0, A" + 9, AY + 9, A%,
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De esa manera, las ecuaciones E-L en ausencia de causas externas son

oc__or_
"0(0u)  Ou

Si consideramos una funcién densidad del tipo F = F(u,d,u) responsable de las

causas externas, entonces

oL oL oOF

"O(0,u)  Ou  O(pu)’

en particular, nosotros trabajaremos en una dimension por lo que las ecuaciones E-L

Para una discusiéon més detallada consultar [10, Capitulo 2].

serian

Tras este breve resumen procedemos a analizar los modelos y potenciales com-

plejos.

2.2. Modelo disipativo-paramétrico

En este modelo incluimos las perturbaciones disipativas de la forma —ipy con

p > 0, y paramétricas, a partir de una fuerza de la forma f(t) = re®* con r,v > 0.

Asi, la NLS perturbada quedara en la forma:

Wy + Ve + Y|P = fF(E)" —ipth. (2.5)

Ante todo, vamos a encontrar la densidad lagrangiana £ y la densidad de disipacion
F (que es la responsable de la causa externa) para que al introducirlas en las ecua-

ciones de Euler-Lagrange (2.4) se obtenga la ecuacién (2.5).
Sea u(x,t) = ¢ (x,t), y sean la siguiente densidad lagrangiana y densidad de disipa-
cion:
L= S =) — [l + Sl = 5 (FW )+ 197, (26)
F o= —ipld)” — ). (27)
Calculando las derivadas parciales en (2.4) para el campo complejo conjugado u* =
¥, sabiendo que [|? = 20, y [¥]* = ("), se tiene

oL i oL oL i

T R A T R T

e+ (7)) — fU,
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OF
o(v7)

e introduciéndolas en la ecuacién (2.4) se obtiene (2.5).

= ip1,

A partir de aqui vamos a buscar un tipo de solucién especifica de la ecuacién, las

llamadas soluciones estacionarias, es decir, aquellas en las que la velocidad U = 0.

Recordando la solucién general (1.37)

Y(z,t) = \/?sech [Va(z - Ut)] ei[%x_<%2_a>t], (2.8)

de la ecuacién NLS (1.13), donde « es un parametro relacionado con la amplitud de

la onda, vamos a proponer una solucién estacionaria de la forma

b= alst) = \/gn(t) sech [n(t)a] €. (29)

Notemos que en ausencia de perturbaciones se conoce, del capitulo anterior, que 7(t)
es constante y dp(t)/dt también es constante. Con esta expresién (2.9) suponemos
que si las perturbaciones son pequenas (r < 1y p < 1) entonces la “forma funcio-
nal” de la onda no varfa, es decir, va a seguir siendo una sech(w). Estas funciones,
n(t) y ¢(t), son coordenadas colectivas o generalizadas y se van a obtener sus ecua-

ciones de evolucién a partir de (2.9).

Empezamos calculando los términos que involucran tanto la densidad lagrangiana
(2.6) como la densidad de disipacién (2.7):

e = 2/ [ — giatanh(nz) + ign) sech(na)e',
Y, = —+/2/7 [’ tanh(nz) sech(nz)e’¥]
S —vi) = —(2/7)¢n” sech’ (),
[o* = (2/7)n* tanh?(nz) sech®(nz),
Wt = (2/7)°n" sech?(nx),
FW)? + = (2/7)2rn” sech®(nz) cos(vt — 2p).

De ese modo, si definimos o(t) = vt/2 — ¢(t), resulta:

2
L= —;772 [g — & + 7 cos(20) + 1 tanh?(nz) — n? seChQ(nx)} sech?(nx), (2.10)

4

F =—pp? [K — d} sech®*(nx). (2.11)
v 2

A partir de (2.10) y (2.11) podemos obtener el lagrangiano (L) y la funcién disipacién

(F) sin mas que integrar en todo el dominio (véase las integrales en A.2 en el
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Apéndice A):

oo 4 4 .
L = / Ldr = ——n [Z — 0+ rcos(ZJ)] + —n’,
- Y

o 2 37
+00 8

F = }"dm:—pn[z—c‘r].
—eo v L2

Tomando las coordenadas ¢ = 1y g2 = o0, tenemos que las ecuaciones (2.3) se

escriben de la forma

d (oL oL _OF d (oL oL _OF
dt \ on on  on’ dt \ 0o do 95’

de donde se deducen las ecuaciones de movimiento para n(t) y o(t):

2v — 46 + 4rcos(20) — 4 = 0,
4n — 8nrsin(20) + 8pn = 0,

o0, equivalentemente,

6 = -+ g + 1 cos(20), (2.12)
n = 2n(rsin(20) — p). (2.13)

Imponiendo 6 = 0y 7 = 0, el sistema no lineal formado por las ecuaciones (2.12) y
(2.13) tiene dos soluciones estacionarias:

1
o) = Zarcsin <£> : ) = /ey
2 r 2
1
o) = T arcsin <B> : =) = /- p2.
2 2 r 2
Estas soluciones se pueden reescribir de la forma:
oy = %(1 —s)+ garcsin <§> , (2.14)

Ns = \/g+8\/r2—p2, (2.15)

donde se ha tomado s = +1 para el signo del arcoseno y 0 < p < rconr > 0
para que p/r < 1y las expresiones anteriores (2.14) y (2.15) estén bien definidas.
Ademéds, si s = —1 se tiene v/2 > \/r? — p? porque asumimos 7, € R. El caso n = 0

conduce a la solucion trivial ¢, = 0, y no lo consideraremos.

Estos dos puntos fijos (2.14) y (2.15) se corresponden con dos soluciones estaciona-

rias exactas de la ecuacion (2.5), véase [2] para informacién mas detallada.
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En resumen, aunque el ansatz (2.9) fue propuesto como solucién aproximada de
(2.5) cuando r y p son muy pequenos, si sustituimos 7(t) = sy ¢(t) = vt/2— o5 en
(2.9) se puede comprobar que ¥, (x, t) es solucién exacta de (2.5) tanto para s = 1 co-

mo para s = —1, cualesquiera sean los valores de r y p (no necesariamente pequenos).

2.3. Analisis de un potencial complejo

En esta seccion, una vez se ha estudiado el modelo particular anterior, se va
a tratar la ecuacion NLS con un potencial complejo dependiente de z, es decir,
V =V(x) € C (no confundir con el potencial (1.34) estudiado en el capitulo 1). La

ecuacion en derivadas parciales NLS se escribe en este caso como:

Wy + Vo + Y|P = V(x)eh, (2.16)

donde v > 0y V(x) = Vi(x) +iVa(x) con Vi, V4 € R. De este modo, basandonos en
el modelo disipativo-parametrico podemos proponer una densidad lagrangiana £ y

una densidad de disipaciéon F del tipo:

L = Lo—Vi(x)yy*, (2.17)
Fo= (@) =y, (2.18)

donde
ol * * 2, V4
Lo= 50" — viv) = [0+ 2o,

es la densidad lagrangiana de la NLS homogénea (1.13). El termino real V; se asocia
a L al igual que la fuerza paramétrica en el caso particular de la secciéon 2.2 y la
parte compleja iV, se va a corresponder a la disipacién, como —ip en la seccion
anterior. En nuestro caso vamos a tratar perturbaciones pequenas del potencial, es
decir, |Vi| < 1y |Va] < 1. Nétese que la parte imaginaria del potencial iV, (z) se

oculta en la funcién de disipacién y nos va a interesar sobre todo la parte real V;(x).

Nuevamente, calculando las derivadas parciales involucradas en (2.4) para el campo

complejo conjugado u* = 1)*, se tiene

oL i oL or i
= —_—— e 2 — t * _ V 7

5o = 30 B Y gge @YW -V
oF ,

oo ~

e introduciéndolas en (2.4) se llega a (2.16).
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A partir de aqui, proponemos una solucién (ansatz) de la forma:

b = o, ) = \/gn(t) sech [n(t)(z — g(t))] POC—IOHOL (3.19)

con 4 coordenadas colectivas: n(t), ¢(t), q(t) y p(t).
Esta propuesta se ha hecho en base a la solucién soliténica (2.8) donde hemos “iden-
tificado” los parametros de la misma por “coordenadas colectivas” o generalizadas

de la siguiente forma:

va — qt),

Ut — q(t),

U2 — plt), (2.20)
(U*/a+a)t — ot). (2.21)

En particular, (2.20) y (2.21) se han “identificado” a partir de (2.8) por el exponente

g:c— U—Q—a t—g(x—Ut)—l— U—2+a t
2 4 2 4 ’

de manera que para el caso V(x) = 0 se tiene que la amplitud n(t) = \/a = cte,
el desplazamiento del centro del solitén ¢(t) = Ut, para la coordenada colectiva
p(t) = U/2 = cte y para la otra coordenada o(t) = (o + U?/4)t.

Calculemos, a partir de (2.19), la expresién de la densidad lagrangiana (2.17) y la
densidad de disipacién (2.18). Si asumimos que el argumento de la secante hiperbdli-

caes z(t) = n(t)(x — q(t)), tenemos que

2 Tz
Uy = \/; sech(z) {7'7 — ntanh(z) [n% - nd] + i1 (p% —pi+ sbﬂ elritel,
2 1 ilpE+o]
Vy = ;n sech(z) [—ntanh(z) + ip] e'Pn 71,
7 2 LR . .
SWa* —ab) = ==n’sech®(2) |p= —pd + &| ,
2 gl U
2
[¥al* = =n? sech?(2) [ tanh®(2) + p?] ,
8
2_ 2 2 4 2 4 4
" = —nsech”(z),  [¢[" = (=) n"sech’(z).
Y Y
De esa manera, obtenemos

2
L = Lo—=n*W (E + q) sech®(z2),
Y 1
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1
F = ——n*sech’(2) lpz — g+ sb] Va (E + q) ,
Y 77 n
2
Lo = =20’ {p% —pg+ ¢+’ tanh®(2) + p? — Sech2(2)} sech”(z).

A partir de estas densidades, podemos calcular el lagrangiano (L) y la funcién de

disipacién (F') integrando:

—+00 o0 2 400
L = Ldx = Lodz — =n? / Vi(z) sech?(n(x — q))dz, (2.22)
—00 —00 ’y —00
—+00
F = Fdz, (2.23)

donde la integral de Ly se puede calcular facilmente, obteniéndose (vedse las inte-

grales del Apéndice A en la seccién A.2)

+o0 2 ) ‘ ‘ 2 )
Lodz = ——n|2(p" —pi+¢)—3n|.
—oo g 3
De ese modo las ecuaciones (2.22) y (2.23) quedan
2 2 2
L = ——n[?pQ—pq'—i—gb——772}——7]2-Tt, 2.24
2 |2 U Lt (2.24)
4
F = —n*-G(t), (2.25)
v

cuyas variables T'= T'(t) y G = G(t) vienen definidas por las integrales:

= [ Vi) seen(e - a))ds

o0

+0o0
G = [ =) - pi+ g Vale) secn(e - a))ds
que van a depender de los potenciales complejos que elijamos. En nuestro caso va-
mos a fijar el potencial V3(x) = —p con p > 0 para establecer una disipacién como
la del modelo de la seccién 2.2 (el caso p = 0 seria un ejemplo sin disipacién). Por

otro lado, el potencial V;(x) se tomara de manera lineal, parabdlico o periddico.

Calculemos G para el caso disipativo, que sera valido en los casos que estudia-

remos a continuacion.

+o00
Gy = | lile =) = pic+ ¢] (—p)sectn(e — @) =

o

= —pp/ Oo(x — q)sech®(n(z — q))dz + p(pg — ¢) -

—00
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+00 9
/ sech(n(z = q))dz = plpd = 9) (2.26)

(e}

De ese modo, la funcién de disipacién integrada (F') (2.25) vendrd dada por

= —%np(pd —$). (2.27)

A continuacién, consideraremos varios tipos de potenciales V;(x).

2.3.1. Potencial complejo lineal-disipativo

En este apartado vamos a suponer que la parte real del potencial V(x) es una

funcion lineal, es decir,

Vi(z) = B+, 8,0 €R. (2.28)

De esa manera, podemos calcular la variable T'(t) (2.26) como sigue (vedse las

integrales del Apéndice A en la seccién A.2)

+o0o
7 = [ (5 d)sedinfa — @) = (= = (e — q)idz = o) =

o0

+o0 5 +o0
= é/ (f + q) sech®(z)dz + —/ sech®(2)dz =
NJ- \7 NJ s

= %/_:O zsech®(2)dz + (ﬁq;— 5) /_:O sech?(2)dz = %(ﬁq +0) {2.29)

y asi, el lagrangiano (L) (2.24) queda como

9 9 2 . 2
L = —=n|20® —pi+¢)—=n*| = =n*- = o) =
v77{(19 g+ ¢) 377} 1 n(ﬁq+)
_ 2 2 iy 2ol 4
= [2(19 g+ @) 377] 777(/361+5)~ (2.30)

Con la expresion de la funcién disipacién (2.27), el lagrangiano anterior (2.30) y las

ecuaciones (2.3) tomando las 4 coordenadas colectivas (q1,q2,43,q1) = (7,4, p,¥),

tenemos
d (LY _oL _OF  d (OL\ 0L _OF (231)
dt \ On on oy’ dt \ 9g dqg  0¢’ ‘
d(OLY _oL _OF  d (OL\ 0L _OF (232
dt \ 9p dp  Op’ dt \ 0¢ dp  0p’ '
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y a partir de ellas, obtenemos las ecuaciones de movimiento

PP=pi+o—n*+pg+5 = 0,
np +np+2npp + By = 0,
ni2p—q) = 0,

n+2pm = 0,

0, equivalentemente

o =p*+n°—Pq—9, (2.33)
p =-0, (2.34)
q =2p, (2.35)
no==2pn, (2.36)

donde el caso n = 0 implica que (2.19) se anula, por lo que no se ha considerado.

El siguiente paso es encontrar la solucién a este sistema. Asumimos unas con-
diciones iniciales para las coordenadas (q1, g2, q3,q1) = (1,4, p, ) con el objetivo de

simplificar algunos célculos:
n(0) =mo, ¢(0)=0, p(0)=0, ©(0)= 0.
De la ecuacién (2.36) se tiene que
n(t)=C-e " 200, o Mo,
y asi,
n(t) = - e (2.37)

mientras que de la ecuacién (2.34) se deduce

integrando

p=—8 p=—pt+M 0% -y,
con lo cual
p(t) = —pt. (2.38)
Asi, usando (2.38) en (2.35) se sigue que
g=2p=2(—pr) ZeEmdy . _pgein 100 N,
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y se llega a
q(t) = —pt2. (2.39)

Del mismo modo, por (2.33) podemos deducir ¢ con las expresiones (2.37), (2.38) y
(2.39)

¢ = n+p —Pg—d=e+ (=Bt = p(-pt) —d =
= e 2

y seguidamente obtenemos ¢ integrando ¢

B

4p

2
-e‘4f’t+§ﬂ2t3—6t+D #O, D =gy + -2,

En resumen, tenemos

n(t) = e, (2.40)
p(t) = —pt, (2.41)
q(t) = —pt%, (2.42)
o) = ¢O+Z—i(1—e4ﬂt)+§ﬁ%3—6t. (2.43)

Podemos observar que la disipacién (p) afecta a la coordenada amplitud n que
decrece exponencialmente, es decir, existe una atenuacién de la amplitud inicial
n(0), y a la coordenada ¢ que es una fase especifica de la solucién (2.19) debido al
potencial (2.28). Por otro lado, p varia linealmente y g representa un desplazamiento
cuadrético del centro de la secante hiperbdlica (solitén) (2.19), que no se ve afectado
por la disipacién. Ademas, las ecuaciones (2.41) y (2.42) para p(t) y ¢(t) tienen una
interpretacion clasica y se corresponden a las ecuaciones del momento y posiciéon
de una “particula” que se mueve con aceleracion constante igual a —23, esto es,
utilizando la segunda ley de Newton:

d

donde esa “particula” estd en un potencial efectivo 2V} (q) basado en (2.28) 2Vi(q) =

20q + 20, y con una fuerza Fj;, que deriva de ese potencial.

Veamos si (2.19) es solucién analiticamente exacta de (2.16) bajo las coordenadas
generalizadas (2.40), (2.41), (2.42) y (2.43). Sabiendo que z(t) = n(t)(z — q(t)) =

(z + Bt*)ny - 72! tenemos que las derivadas de (2.19) que aparecen en (2.16), en
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funcién de v, son

it = i |=2p  tenh(e) (20— 20p) i (<55~ 0P = By - 0) |,
Vpw = [nQ(tanh2(z) — sech?(z)) — 2ipn tanh(z) — pQ} W,
2 N 2
— ]2 sech(2)eiPate] 2 _ 220
) \/;77 sech(z)e , [ 777 sech?(z),

donde se han utilizado las ecuaciones de movimiento (2.33), (2.34), (2.35) y (2.36)

para que queden totalmente expresadas en funcién de las coordenadas generalizadas

(1,4,p, ). Luego
i)y + Vg + Y|U[* = {Bx 4 0 — 2ip[1 — n(z — ) tanh (n(z — q))]} ¢,

con lo cual (2.19) serfa solucién analiticamente exacta cuando p = 0, es decir, en el

caso no disipativo, ya que asi Va(x) =0y V(z) = Vi(z)

Wy + Voo + VU0 = (Bx + 6) 1 = V(2)p.

En este caso, las ecuaciones de movimiento quedan como

¢ =p°+n*—PBqg—3,

p :_67
q =2p,
n =0,

y con los mismos razonamientos que en el caso disipativo (p # 0), llegamos a

nt) = o,

p(t) = —pt,

q(t) = —p*,

p(t) = 900+§52t3+(773—5)t-

Hemos podido observar que, tanto en el caso disipativo como en el no disipativo, la
interpretacién que hacemos como “particula” nos dice que el centro de la secante
hiperbdlica (g) se mueve con una aceleraciéon constante —23, mientras que la ampli-
tud 7 es constante o se atenta dependiendo de cada caso, al igual que también se
ve modificada el valor de la fase ¢. Ademads, la solucién (2.19), bajo estas coordena-
das colectivas, es analiticamente exacta cuando no hay disipacién para ese potencial
fijado (2.28). Consulte [4] para méas detalle.
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2.3.2. Potencial complejo parabdlico-disipativo

Sea ahora
Vi(z) = é2® + B + 6, B,6€R, &>0. (2.44)
Como ya hemos estudiado el caso lineal, podemos expresar el potencial de la forma
Vi(w) = &2 + (Bz + 0) = &2 + Vi ().

De esa manera, calculamos la variable T'(t) (2.26) como sigue

T = /joo(ga:? + Viin(2)) sech®(n(z — q))dz = §/joo x? sech®(n(z — q))dz +

o0

+o0 +o00
+ / Viin () sech?(n(z — q))dz = f/ z?sech®(n(z — q))dx + Tiin.

o0

Nos interesa, por tanto, calcular solo la primera integral, ya que T}, = %(Bq—l—(S) como
hemos visto anteriormente en (2.29). Con el cambio de variable {z = n(x — q),dz = ndz},

tendremos (vedse las integrales del Apéndice A en la seccién A.2)
§ M- ? 2 . § e 2 2 g oo 2
= —+q ) sech’(z)dz = = z”sech™(2)dz + 29— zsech”(z)dz +
NJ-oo \7 N J- N J-—

§/+OO 2 £ 7 2§ 2 ™\ €
+q*> sech”(2)dz = = - — +2¢°> = (2¢°+ — | =.
1M J -0 n* 6 1 6n% /) n

Luego
2

T= <2q2+6l772) %+%(5q+5),

y asi, (2.24) queda como
2 2 w2\ 2né  4n
L=—-n {2 p* —pg+ ¢ ——772} — (2q2+—) — — —(Bg+96). (245
[ -2 ) 2 e e, )

De ese modo, usando las expresiones (2.31) y (2.32) bajo el lagrangiano (2.45) y la
funcién disipacion (2.27), encontramos las ecuaciones de movimiento para el con-

junto de coordenadas (1, ¢, p, ¢)
2
2 . . P 2 o ™ 5
AR R T
np+np + 2npp + fn+28ng = 0,

+E&*+Bg+d = 0,
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n+2pm = 0,
0, equivalentemente
€
@ =p2+n2+w—§q2—ﬁq—5, (2.46)
p =—B—2q, (2.47)
q =2p, (2.48)
n = —=2pn. (2.49)
En este caso, asumimos las condiciones iniciales
7(0) =m0,  q(0) =4qo, p(0)=0, ©(0)= gp. (2.50)

Asi, de (2.49) se obtiene la ley exponencial ya calculada (2.37) que dejaremos con

una amplitud inicial

De (2.47) y (2.48) se sigue
§=2p=—-20—4Lq,
y notando ¢ = q + % se tiene
G=—44 — §+4£G=0, (2.51)

llegando a la ecuacién de un movimiento arménico simple (MAS) con frecuencia

caracterfstica wy = 24/€. De esta forma, tenemos por solucién de (2.51)

4(0)

G(t) = q(0) cos(wot) + —= sen(wpt),

2V¢€

donde §(0) = (dqd—(:)>t:0; y deshaciendo el cambio se tiene

q(t) = <q(0) + 2%) cos(wot) + % sen(wot) — 2%

Asimismo, una vez tenemos ¢(t), de (2.47) podemos obtener p(t)

p(t) = —2¢ (q(O) + %) cos(wot) — Q(O)\/gsen(wgt),
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que al integrarla se obtiene

p(t) = —\/Z (q(O) + 2%) sen(wot) + @ (cos(wot) — 1) + p(0).

Para facilitar los calculos y observar el comportamiento de la fase ¢ impondremos
que el centro de la secante hiperbdlica parte del reposo, ¢(0) = 2p(0) = 0, compatible
con la condicién inicial p(0) = 0 anteriormente mencionada en (2.50) que se utilizard

a posteriori. De manera que por (2.46) tenemos

b = (a0 ) +pl07 = T 5= 2(O0VE (a(0) + L ) sentea) +
+ n(0)2e " 4 127;7<g)264pt
Integrando llegamos a
p(t) = lf <Q(0) + 2%) + p(0)* — f—g + 6| t+p(0) <q(0) + 2%) (cos(wopt) — 1) —

77(0)2 —dpt ¢ apt
4—p(e —1)+W(e —1) +¢(0).

En resumen, bajo las condiciones iniciales (2.50), las coordenadas quedan como

n(t) = no-e (2.52)
q(t) = (qo + 2%) cos(wot) — 2%, (2.53)
p(t) = —vV¢ (qO + 2%) sen(wot), (2.54)

() = [¢a+5 +5]t—”—g(e‘4pt—1)+ﬂ—2€(e4ﬂt—1)+ (2.55)
2 - 'l qo 4p 48p778 ©o- .

Nuevamente, las coordenadas que se ven afectadas por la disipacién son 1 y ¢, donde
la primera se atenta a partir de una amplitud inicial 7(0) y la segunda es una fase
especifica de la solucién (2.19) que presenta comportamientos exponenciales deriva-
dos del propio potencial (2.44) elegido. Por otro lado, p y ¢ varian periédicamente en
el tiempo, como cabria esperar al tener la ecuacién de movimiento de un MAS. De
la misma forma, mediante una interpretacion clasica, estas coordenadas representan
el momento y posicién de una “particula” sometida a una fuerza (F,,qq) que deriva
de un potencial efectivo, respectivamente. A partir de (2.47) y (2.48), y utilizando

la segunda ley de Newton, tenemos

C.]' = _26 - 45‘] = _diq [2‘/1(Q)] - Fcuad-
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Este potencial arménico efectivo es 2Vi(q) = 2£¢* + 26q + 20, y estd basado en
(2.44). Veamos, finalmente en esta seccidn, si la solucién (2.19) es analiticamente
exacta para (2.16) bajo las coordenadas (2.52), (2.53), (2.54) y (2.55).

Sabiendo que z(t) = n(t) (x — ¢(t)), los términos involucrados en (2.16) en fun-

cion de 1) resultan:

Wy = 1 {—2,0 — tanh(z) (—2pz — 2np) + i <(_5 — 2@)% B 17;252>] ot

+(&q* + Ba + )y,

Uer = [n(tanh®(z) — sech®(z)) — 2ipn tanh(z) — p*] ¢,
Y = \/gn sech(z)ei[p?w], y]? = %772 sech?(2),

donde se han utilizado las ecuaciones de movimiento (2.46)—(2.49) para expresar las
derivadas en funcion de las coordenadas generalizadas del sistema. Asi, obtenemos

. ) 7725 .

it + thae + [V = | Br 46 - 2 §q(2x — q) — 2ip[1 — n(z — ¢) tanh (n(z — ¢))]| ¥,
con lo cual, aunque impongamos p = 0 (caso no disipativo), no conseguimos tener
que (2.19) sea solucién exacta analitica de (2.16). Es un claro ejemplo de que au-
mentando el grado polinémico del potencial real V;(z), hace que no sea posible, de

esta manera, hallar soluciones exactas de la ecuacién (2.16).

Podemos concluir entonces que este ansatz (2.19) propuesto, unido al potencial
parabdlico escogido (2.44), no nos lleva a una solucién exacta de (2.16), pero si
aproxima el comportamiento de dicha soluciéon exacta asumiendo los pardmetros
adimensionales involucrados en el potencial (2.44) pequenos. Puede consultar [1]

para mas informacién.

2.3.3. Potencial complejo periédico-disipativo
Tomemos en esta seccion
Vi(z) = acos(kx + ¢), a,k,e € R. (2.56)

Comencemos calculando la variable T'(t) (2.26), ya mencionada en los otros aparta-
dos, para este caso particular de potencial (vedse las integrales del Apéndice A en

la seccion A.2)

T = / h acos(kx + ¢) sech®(n(z — q))dx = {z = n(x — q);dz = ndz} =

—00
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U n

o — 00

a +o00 > ) a +o0 k )
= - Ccos k; + kq + €| sech®(z)dz = — cos(kq + ¢€) cos | —z | sech®(z)dz —

oo k k k
- sen(kq + 5)/ sen (—z) sech®(z)dz = a4 cos(kq + ¢€) |:—7T csch (—W)] , (2.57)
U - U U U 2n

o

donde csch(z) = —1

senh(z) *

A partir de (2.57) se obtiene el lagrangiano mediante (2.24)

2 2 2 km
L=——n [2 p? —pg+ @) — —772} — —akm cos(kq + €) csch (—) . 2.58
“n |2 )= 37|~ Zakmeos(kq+ peseh (57 ). (259)
De esa manera, usando las expresiones (2.31) y (2.32) con el lagrangiano (2.58) y
la funcién disipacién (2.27) tenemos, en este apartado, nuevas ecuaciones de movi-

miento para el conjunto de coordenadas (7, q, p, )

2.2

k k k
PP —pi+o—n*+ a47772r cos(kq + ¢) csch (%) coth (2—Z> =0,

1 k
np +np + 2npp — §ak27r sen(kq + €) csch <2—7T> =0,
n

n(2p—q) =0,
n=+2pm =0,
0, equivalentemente
k2m? k k
o = pP4n’— a4777; cos(kq + €) csch (2—77;) coth (%) , (2.59)
k? k

p = a2777T sen(kq + €) csch <2—Z> , (2.60)
q = 2p, (2.61)
no= —2pm. (2.62)

Este sistema de ecuaciones no es analiticamente resoluble por lo que se recurre a

métodos numéricos. Asumimos las siguientes condiciones iniciales genéricas

n0) =mno, q(0)=qo, p(0)=po, ¢(0)= o,

de manera que se distinguen dos casos importantes en el que se estudiard numéri-

camente la evolucion de las coordenadas colectivas.

SIN DISIPACION (p = 0): Sabiendo que pg y ¢o representan el momento y posiciéon

inicial de una particula, que en nuestro caso se corresponden con momento y posi-

cién inicial del centro de la secante hiperbdlica (solitén), respectivamente, podemos
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distinguir
= Solucién estacionaria (py = 0, qo = 0).
= Solucién no estacionaria (py # 0) con movimiento en una direccién (g = 0).
» Solucién no estacionaria (py # 0) con oscilaciones (g # 0).

En primer lugar, para la solucién estacionaria fijamos los parametros
=1 q=0 p=0¢=0 =0 k=1 a=0,2.
La evolucién de las coordenadas (1, ¢, p, ) se representan en la figura 2.1. Observa-

nt) q(t)
A A

1.5 0.5

1.0 >t
10 20 30

0.5 05

10 20 30

(a) Coordenada n(t). (b) Coordenada ¢(t).
p(t) o(t)
A A
25
0.5 20
>t 15
10 20 30 10
-0.5 5
10 20 30 >
(c) Coordenada p(t). (d) Coordenada ¢(t).

Figura 2.1: Evolucién temporal de las coordenadas cd la NLS sin disipacion de forma
estacionaria, ¢ € [0, 40].

mos en la Figura 2.1a que al no haber disipacién, segin la ecuacién (2.62), 7 =0y

asi, la amplitud 7n(t) = cte = ny = 1.

Por otro lado, en la Figura 2.1c, p(t) posee un comportamiento oscilatorio nulo
debido a que py = 0 inicialmente, y como ¢(t) esta relacionado con la anterior coor-
denada, segun (2.61) se tiene ¢ = 2p = 0 y asi, q(t) = cte = go = 0 que se ve
reflejado en la Figura 2.1b.

Finalmente, en la Figura 2.1d, la fase ¢ es una recta que pasa por el origen, y se

puede comprobar en (2.59) puesto que todos los términos son constantes y o = 0,
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de manera que ¢ = cte y p(t) = cte - t.

En segundo lugar, tenemos el caso no estacionario con movimiento en una direccion

para el cual fijamos los siguientes parametros:
7]0:17 q0:07 p0:0717 900207 6:07 kzla CL:O,2.

La evolucion de las coordenadas generalizadas esta representada en la figura 2.2.

Comparando con la Figura 2.1, se ven modificadas todas las coordenadas excepto la

n() q(t)

A A
15 15
1.0 10
0.5 5
> { > {
10 20 30 10 20 30
(a) Coordenada n(t). (b) Coordenada ¢(t).
p(t) ()
A A
0.4 30
0.3 20
0.2 10
> { > {
10 20 30 10 20 30
(c) Coordenada p(t). (d) Coordenada ¢(t).

Figura 2.2: Evolucion temporal de las coordenadas de la NLS sin disipacion de forma
no estacionaria con movimiento de ¢ en una direccién, ¢ € [0, 40].

amplitud como puede verse en la Figura 2.2a, ya que los pardmetros de (2.62) no se

ven alterados.

En este caso, p(t) presenta comportamientos oscilatorios, ya que py # 0, como
puede observarse en la Figura 2.2c. Ademads, estas oscilaciones son positivas en el
tiempo (p(t) > 0), influyendo en el comportamiento de ¢(t) puesto que, segin (2.61),
g = 2p > 0, es decir, la velocidad del centro del solitéon es positiva y por tanto, el
soliton se mueve hacia la derecha con una direccién determinada como se puede ver

en la Figura 2.2b.

Finalmente, la fase ¢ tiene un comportamiento analogo a ¢(t) ya que, segin (2.59), ¢
estd en funcién de las otras 3 coordenadas colectivas: p y ¢ oscilan y 1 es constante,

por lo que al integrar ¢ crece en una direccién (lineal) presentando oscilaciones,
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véase Figura 2.2d.

En tercer y ultimo lugar, tenemos el caso no estacionario con oscilaciones que viene

descrito, en nuestro caso, por los siguientes parametros:

770:17 QOzﬁa pOZOJ]-a ¢0:07 820) l{?:]_, GZO,Q.

Aqui, la evolucién de las coordenadas colectivas esté representada en la figura 2.3.

n() q(t)

A A
5
1.5
4
1.0 3
0.5 9
>t i/ »t
10 20 30 10 20 30
(a) Coordenada 7(t). (b) Coordenada ¢(t).
p() o(t)
A A
0.2 30
/> t 20
0 20 0
-0.2 10
-04 > t
10 20 30
(c) Coordenada p(t). (d) Coordenada ¢(t).

Figura 2.3: Evolucién temporal de las coordenadas de la NLS sin disipacion de forma
no estacionaria con ¢ oscilante, t € [0, 40].

Si comparamos con la Figura 2.2, nuevamente se ven modificadas todas las coor-

denadas excepto la amplitud como puede verse en la Figura 2.3a.

Dado que py sigue siendo no nulo, p(t) presenta comportamientos oscilatorios, véase
la Figura 2.3c, pero esta vez, las oscilaciones no son positivas en el tiempo, sino
que cambian de signo. Esto influye en el comportamiento de ¢(t) puesto que, segin
(2.61), ¢ = 2p, lo que nos indica que la velocidad del centro del solitén cambiard
de signo y por tanto, la coordenada ¢ crece o decrece en tiempo presentando oscila-
ciones sin direccién definida como en el caso anterior: el centro del soliton oscila en

torno a un punto, que puede verse en la Figura 2.3b.

No obstante, existe un caso derivado de lo anterior: si hubiéramos impuesto pyg = 0
en vez de py = 0,1 el comportamiento de ¢(t) serfa andlogo al comentado, es decir,

seguirfa teniendo comportamiento oscilatorio en torno a un punto, y p(t) pasaria a
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ser nulo como en la Figura 2.1c.

Por ultimo, la fase ¢ tiene un comportamiento analogo a la fase del caso anterior ya
que, segun (2.59), de nuevo ¢ estd en funcién de las otras 3 coordenadas colectivas:
py q oscilan y ) es constante, por lo que al integrar ¢ crece en una direccién (lineal)
presentando oscilaciones, véase Figura 2.3d.

Se han podido diferenciar dos comportamientos importantes para ¢(t): o bien
oscila entorno a un punto, o bien, el solitén se mueve en una direccion. Esto se
puede explicar a partir de una interpretacién clasica donde p y ¢ representan el
momento y posicién de una “particula” sometida a una fuerza (Fyerioa) que deriva
de un potencial efectivo, respectivamente. A partir de (2.60) y (2.61), y utilizando

la segunda ley de Newton, tenemos

s km d |akm km
sen(kq+e)csch| — )| = —— |——csch | — ) cos(kq + ¢) | ,
(kg +e) (2770> dq { (2770) (ke )}

2

.. a
q =
Mo

0, equivalentemente

km

d d
Mol = —— | 2akm csch [~ k — YU = P, (2.
Mo i [ ak csc (2%) cos( q—i—a)] dq[ 7] period (2.63)

donde 7n(t) = no por la ecuacién (2.62) para el caso sin disipacién (p = 0), y 219 se
corresponde con la “masa” de la “particula”’. De (2.63) se tiene el siguiente potencial

efectivo

km

Uesr(q) = 2akm csch (—) cos(kq + ¢€),
2no

que es una funcién periédica responsable de los distintos comportamientos de ¢(t).

Si multiplicamos (2.63) por ¢ tenemos

.o.d
%wq+qﬁﬂﬁﬁkza

que podemos expresarlo como

d i
i ((2770)5 + Ueff) =0,

de lo que se sigue

<2
E:@m%+@ﬁ:T+@m

donde T = (210)?/2 es la energfa cinética y F es una constante que juega el papel
de la energia total de la “particula” que depende de las condiciones iniciales. De este

modo, ¢(t) tiene un comportamiento u otro en funcién de la constante E:
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s Fl soliton se mueve en una direccidén determinada si

E < Ueff(q) 6 E> Ueff(q), V.

» S5i I se encuentra entre los valores minimo y maximo de Ue¢¢, ambos incluidos,

min max
Uers = B = Uy

existen puntos de corte entre E y Ue.ss, por lo que ¢(t) oscila. Ademds, esos
puntos de corte se corresponden con los puntos de retorno del movimiento de

la “particula”, es decir, los valores maximo y minimo de las oscilaciones de q.

CON DISIPACION (p > 0): De los casos estudiados sin disipacién vamos a analizar

el ultimo: solucién no estacionaria con ¢(t) oscilante para un valor de p adecuado.

Notemos que si se elige un valor de p muy grande, esa disipaciéon no permitiria el
movimiento del solitén, ya que la amplitud 7n(t) decaeria rapidamente de manera

exponencial segin
n(t) =m - e ", (2.64)

ecuacién deducida a partir de (2.62).

De la misma manera, si se elige p muy pequeno no apreciaremos cambios en las
coordenadas ¢, p y ¢ volviendo al tercer caso sin disipacién de la Figura 2.3, a
excepcion de la coordenada 7, a la que podemos hacer un desarrollo de Taylor hasta

orden 1 de la exponencial anterior

n(t) =mno - e " = no(1 — 2pt),

que corresponde a una recta con pendiente negativa y ordenada en el origen 7.
Podemos observarlo en la figura 2.4.

Una vez hemos visto los dos casos limites, fijemos los siguientes pardmetros:
™
o =1, qozﬁ, po=0,1, p=0,02 =0, =0, k=1 a=0_2

La evolucién temporal de las coordenadas para ese valor de p estd representada en
la figura 2.5. Con respecto a la Figura 2.3 tenemos un cambio en las 4 coordenadas

colectivas puesto que existe disipacién.

= En la Figura 2.5a, observamos el decrecimiento exponencial segtin la ecuacién
(2.64), contrario a los otros casos en el que era constante debido al término

p=0.

» En la Figura 2.5¢, p(t) va perdiendo el comportamiento oscilatorio, la amplitud
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n(t)
A

0.8
0.6
0.4

2\

nt)
A

0.98
0.96
0.94

Y

10 20 30
(a) Limite p > 1.

10 20 30
(b) Limite p < 1.

Figura 2.4: Evolucién temporal de la coordenada n(t) de la NLS con disipacién para

p>1yp< 1.
n(t) a(t)
i A
0.8 15
0.6 10
0.4 5
> t
10 20 30
(a) Coordenada n(t).
p(t) ()
A
12
0.4 10
0.3 8
6
0.2 4
2
t

\/

10 20 30
(b) Coordenada ¢(t).

™ 20 30
(c) Coordenada p(t).

10 20 30
(d) Coordenada ¢(t).

Figura 2.5: Evoluciéon temporal de las coordenadas de la NLS con disipacién de
forma no estacionaria con ¢ oscilante, p = 0,02 y ¢ € [0, 40].

de las oscilaciones decrece nuevamente por la disipacion. Esto hace que al

comienzo oscile como en la Figura 2.3c, pero al cabo de un tiempo tiende a

una constante.

» En la Figura 2.5b, observamos que el comportamiento de ¢(t) se asemeja al

segundo caso sin disipacién (véase Figura 2.2b). La diferencia es que al perderse

las oscilaciones en p al cabo de un tiempo, segin (2.61) tendremos ¢ = 2p =

2 - cte y eso nos lleva a una linea recta para ¢(t), que se ve reflejado a partir
de t = 30.
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= En la Figura 2.5d, el comportamiento de la fase ¢ es andlogo al de las Figuras
2.2d y 2.3d solo que, debido al efecto de la disipacion, se curva disminuyendo

el rango de valores de ¢ apreciado en la grafica.

Hemos podido observar el comportamiento de las coordenadas generalizadas en fun-
cion del tiempo a partir de una resolucién numérica empezando por el caso simple
en el que no existe disipacion y analizando finalmente lo que ocurre cuando se in-

troduce esa disipacion.

Veamos finalmente, como en los deméds secciones, si la solucién (2.19) es analiti-
camente exacta para (2.16). Nuevamente, sabiendo que z(t) = n(t) (z — ¢(t)), los

términos involucrados en (2.16) en funcién de v son

sen(kq + ¢) csch <Z—Z> %)] P+

k2m? k k
+ {pQ —n® + ¢ 72T cos(kq + €) csch (—W> coth <—7T>] ),
4n 2n

2

k
iy = i [—2,0 — tanh(z) (—2pz — 2np) + ¢ <a2 T
U

Vpw = [n2(tanh2(z) — sech?(z)) — 2ipntanh(z) — p2] Y,
2 Tz 2
o = sl = 2 eare)

donde se han utilizado las ecuaciones de movimiento (2.59), (2.60), (2.61) y (2.62)
para expresar estas derivadas en funcién de las coordenadas colectivas (n,q, p, ).

De esa forma, llegamos a

ak?m?

iWr + Waw + ][0 = { g cos(kq + ¢) csch (];_:;) coth <§—Z>} P —

k2

sen(kq + €) csch (l;—:;) (x —q) + 2ip [l — n(x — ¢) tanh (n(x — q))]} .

Como podemos observar no se obtiene la ecuaciéon (2.16) debido a los distintos
sumandos extra que aparecen. Por este motivo, esta propuesta de solucién (2.19),
junto con la parte real del potencial tomada en este apartado (2.56), no es una
solucién analiticamente exacta de (2.16), pero si es una solucién aproximada que
predice el comportamiento de la exacta cuando los parametros involucrados son
suficientemente pequenos, es decir, una perturbacion pequena de los mismos. Para
una informacién mas detallada del potencial periddico véase [11].

En esta seccion hemos podido analizar distintos casos de perturbaciones de la
NLS homogénea (1.13) empezando por un perturbacion peculiar de fuerza paramétri-
ca con disipacion seguido de un analisis profundo de tres tipos de potenciales ca-
racterizados por presentar diferente parte real. Ademas, se ha usado el concepto de

coordenada colectiva y las ecuaciones de movimiento que las rigen en cada caso.



Conclusiones

En este trabajo se tratan principalmente dos problemas importantes. Por un la-
do, la ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS), sus propiedades y su solucién tipo
solitén (capitulo 1), y por otro lado, perturbaciones de la ecuacién no lineal a través

de potenciales energéticos (capitulo 2).

El capitulo 1 recoge la mayor parte de informacién para la futura compresion del
capitulo 2. En él se desarrolla un procedimiento de obtencién de la solucién general
de la NLS. Esta solucién conduce a la de tipo solitéon mediante la imposicién de cier-
tas consideraciones que tienen su significado fisico. De la misma manera, se ponen
de manifiesto propiedades de la NLS tales como las leyes fisicas de conservacion mas
importantes en el ambito fisico tedrico cuantico: carga, momento lineal y energia; y

la invariancia de la ecuacién NLS bajo las transformaciones de Galileo.

En el segundo capitulo el principal estudio se centra en introducir las perturbaciones
a la ecuacién no lineal homogénea (NLS) para lo que se hace uso de la mecédnica
clasica y la tedria cuantica de campos de sistemas continuos. El principal enfoque
esta destinado a la comprobacién de que las soluciones propuestas, llamadas ansatz,
sean soluciones analiticamente exactas o aproximadas de la NLS perturbada por los

potenciales.

En este trabajo se comprueba que la mayoria de las veces no se encuentran solu-
ciones exactas, es una tarea ardua por el simple hecho de incluir el fenémeno de
la disipacion en esos potenciales energéticos. Sin embargo, este problema se puede
controlar cuando se recurren a modelos de fuerzas paramétricas que equilibren esos
efectos disipativos no controlados, para lo cual podemos tener una idea en la segun-

da seccién del capitulo 2.

Modelar y estudiar ecuaciones en derivadas parciales no lineales tiene su dificultad
con respecto a las lineales, por el hecho de incluir el término no lineal, pero no por
ello lo hace siempre irresoluble. Las interpretaciones cuanticas que podemos asociar
a los comportamientos de las soluciones de estas ecuaciones tienen, la mayoria de
veces, su analogo clasico, y es por ello que sirven de comprensién y estudio en los

distintos ambitos de la fisica moderna.
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Apéndice A

Resultados auxiliares

A.1. Propiedades de las funciones elipticas de Ja-

cobi

Teorema A.1.1. Sean k € R con 0 < k* <1 ysn(w, k?), en(w, £?), dn(w, £?) las

tres funciones elipticas de Jacobi, entonces las derivadas de estas funciones son las

siguientes:
%{Sn(w,,f)] — cn(w, £2) dn(w, £2), (A1)
2 fen(w, k)] = —sn(w, &%) dn(w, ), (A.2)
%[dn(w,,&)} — _r2sn(w, x2) en(w, K2) (A.3)

Demostracion. Empecemos por la primera derivada. Para ello partimos de la integral

eliptica incompleta de primera especie

o [ dv
w= FE(r,rk*) = /0 A== (A.4)

y la derivamos

dw d [* dv 1
I = ) A5
dx dx /0 \/(1 —02)(1 — K202) \/(1 — 22)(1 — K222 (A.5)

Dado que la inversa de E se define como E~!(w, k?) = z = sn(w, x?), a partir de
(A.5) se obtiene

dx

d 2y _ 9T _ 2 2,2
%[sn(w,/ﬁz)} —%—\/(1—93)(1_’{37)7 (A.6)

y por las relaciones (1.24) y (1.25) de cn(w, £?) y dn(w, £?) con sn(w, k?), la ecuacién
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(A.6) se transforma en

— [sn(w,5?)] = (1 —22)(1 — k222) = /(1 — sn2(w, x2))(1 — K2sn%(w, K2)) =
= cn(w, k*) dn(w, K?),

llegando al resultado (A.3).

Para la segunda expresién partimos de la definicién (1.24) equivalente a la identidad

cn?(w, k%) + sn?(w, k?) = 1 y la derivamos:

20n(w,m2)% [en(w, %)) + QSn(w,/iz)% [sn(w, x*)] = 0.

Usando (A.1) ya probado, llegamos a la expresion:

2cen(w, £%) | — [en(w, k)] + sn(w, £?) dn(w, &%) | =0,

dw

y dado que 2 cn(w, k?) # 0 se tiene la derivada (A.2) de manera inmediata.

Finalmente calculemos la tltima, partimos en este caso de (1.25) que equivale a la

igualdad dn®(w, x2) 4+ x%sn?(w, x?) = 1 y la derivamos

2dn(w,%2)% [dn(w, £%)] + 2K sn(w,%z)% [sn(w, x%)] = 0.

Utilizando de manera analoga (A.1), tenemos

d
2dn(w, £*) | — [dn(w, £*)] 4+ £*sn(w, k%) en(w, £*) | =0,

dw

y como 2dn(w, k?) # 0 se llega a (A.3) despejando. O

Proposicién A.1.1. Sean k € R con k? > 1 y sn(w, x?), cn(w, k?), dn(w, k?) las

funciones elipticas de Jacobi, se verifica la siguiente igualdad:
dn(BX, k*) = cn(BrX, 1/k%). (A7)

Demostracién. Partamos de la definicién (A.4) de la cual se definfa sn(w, k?) = x =

E~Y(z,k?) y apliquemosla para w = BX:

o [ dv
BX = E(z,rk") = /0 T ) (A.8)

y si multiplicamos (A.8) por k tenemos

BrX =

/03” V(- Ufﬁ — k2?)
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Realizamos ahora un cambio de variables del tipo kv = u, la integral se modifica en

la forma:

BrX = / h du .
0 \/(1 — Lu2) (1 - )
Pero por la definicién anterior (A.4) resulta
sn(BkX,1/k%) = kx = E(kx,1/K?),
y sabiendo que x = sn(BX, x?), se sigue lo siguiente:
sn(BkX,1/k%) = k= rsn(BX,rs?).
Asi,
dn*(BX, k%) =1 — k?sn?(BX, k?) = 1 — sn®(BkX, 1/k%) = ecn®(BrX, 1/K%),

y tomando raiz cuadrada se llega al resultado (A.7). [

A.2. Algunas integrales ttiles

1) /_ " ech?(2)dz = / R /_ m % ftanh(z)] dz = [tanh(z)] " = 2.

. o cosh? (x) o

2) /_ h tanh®(z) sech®(z)dx = / h Mdm = /_ h tanh2(x)i [tanh(z)] dx =

o oo cosh?(z) o dz

S EE

—0o0

+00 +o0 1 +oo h2 _ h2
3) / sech4(x)dx:/ —dx:/ cosh™(z) — sen (x)dx:

o cosh?(z)

i o 2 4
= / sech?(z)dx — / tanh®(z) sech®(z)dr = 2 — 33

o0 —00

+o00 0 “+o0o
4) / xsech?(z)dr = / x sech?(x)dx + / xsech?(z)dr =
0

—00 — 00

= —/ a:sech2(a:)dx+/ xsech®(x)dr = 0.
0 0
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Para la siguiente integral se usan las funciones: gamma y zeta de Riemann.

Definicién A.2.1. Se define la funcion gamma, para todo numero complejo z tal

que R(2) > 0, a la integral

+o0o
I'(z) = / t*~le'dt,
0

que converge absolutamente y cumple la siguiente propiedad:
C(z+1) =2T'(2).

En particular, si z =n € N entonces I'(n) = (n — 1)L

En esta trabajo nos centraremos en un valor determinado z = 3,

ri)=0B-1)1=21=2 (A.9)

Definicién A.2.2. La funcion zeta de Riemann, ((s), estd definida por la siguiente

serie Dirichlet:
=1
C(S) = Z Ea
k=1

valida para todo niumero complejo s tal que la parte real de s sea mayor que uno,
R(s) > 1. Para la region donde R(s) < 1, los valores de la funcion son calculados

mediante su ecuacion funcional

((s) = 2°7% ' sen (%S> ['(1—s)C(1—s),
obtenida a partir de la continuacion analitica de la propia funcion zeta de Riemann,
y donde I'(z) es la conocida funcion gamma.
En nuestro caso, nos centramos en s = 2,
=1 2
@)= 5=% (A.10)
k=1

Utilizaremos (A.9) y (A.10) para poder calcular la siguiente integral:

400 400 +0o0 7?2
5) / 2% sech®(z)dx = 2/ z? sech®(z)dx = 2/ ————dx =
0 0

o cosh? ()

4 23 ™
= 2@(1—2 IT(3)C(2) =¢(2) = —.

Véase la pagina 379, apartado 3.527, férmula 3 para el caso particular y =3y a =1
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de [7].

Sean «, 3 € R se tienen las siguientes integrales:

+o00 g ) B 0 g ) +oo (g ) ) B
6) /_Osoen (ﬁa:> sech®(x)dx = /_ien <ﬁx) sech”(z)dx + /0 sen ﬁx sech®(x)dx =
= — /000 sen (%x) sech?(z)dx + /000 sen (%x) sech?(x)dz = 0.

e N o [eosl@/Be] an e\ ar
7) /_Ocoos (Ex) sech”(z)dx = 2/0 cosh? (z) dx = 5 csch (25) = Gonh (%)

Consulte la pdgina 468, férmula 7 para el caso particular n =2, b = a/fy c =1
de [9].



