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Abstract

The main purpose of this work is to introduce the use of algebraic techniques, such as Homo-
logical Algebra and Sheaf Theory, developped since the middle of the 20th century, in order to
study linear differential equations in one complex variable. With these new tools, we will review
the classical results of the theory of linear differential equations in terms of this recent theory. We
will depart from the classical Cauchy Theorem about the solutions of a linear differential equation,
and going through the study of multivalued functions, we will reach the Fuchs Theory about sin-
gular points and the Komatsu-Malgrange Index Theorem, which establishes an algebraic method
to measure the non-regularity of a singular point.



Resumen

El objetivo principal de este trabajo es introducirse en el uso de técnicas algebraicas y to-
polégicas modernas, como el Algebra Homoldgica y la Teorfa de Haces, para el estudio de las
ecuaciones diferenciales lineales en una variable compleja. Con estas nuevas herramientas, reali-
zaremos una revision de los resultados clasicos de la teoria de ecuaciones diferenciales lineales,
reformuldndolos en términos de esta reciente teoria. Asi, partiendo del clasico Teorema de Cauchy
sobre las soluciones de una ecuacién diferencial lineal y pasando por el estudio de las soluciones
multiformes, llegaremos hasta la Teorfa de Fuchs sobre los puntos singulares y el Teorema del in-
dice de Komatsu-Malgrange, que nos ofrecerd un método algebraico para medir la no regularidad
de un punto singular.
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Introduccion

El origen de las ecuaciones diferenciales ordinarias se remonta al siglo XVII, con el nacimien-
to del célculo de Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz. Desde entonces, han constituido una
rama fundamental de las matematicas con infinidad de aplicaciones en el mundo real. A dia de hoy,
este sigue siendo un campo de investigaciéon muy activo en Matematicas, dada su gran utilidad en
otras disciplinas cientificas como la Fisica, la Quimica o la Biologia.

Por su parte, el Algebra Homolbgica, surgida a principios del siglo XX como una rama de
la Topologia, se ve impulsada a mediados de siglo con el nacimiento de la Teoria de Categorias.
Si bien en un principio sus aportaciones principales se encontraban en el campo de la Topologia
Algebraica y de la propia Algebra, pronto se encontré la conexién con otras ramas como la Geo-
metria Algebraica, la Teoria de Nimeros o, el caso que nos ocupa, las Ecuaciones Diferenciales.
En este campo en particular, el Algebra Homoldgica ofrece una visién totalmente novedosa de los
resultados cldsicos de la teoria de ecuaciones diferenciales, extrayendo lo que subyace a ellos y
permitiendo generalizarlos de una forma simple a contextos mas amplios.

El presente texto pretende servir de introduccién al estudio algebraico de las ecuaciones di-
ferenciales lineales en una variable compleja, si bien muchos de los resultados que se obtendran
serdn generalizables tanto a dimensiones superiores como a otros contextos geométricos. Para
nuestro propésito, haremos uso de la Teorfa de Haces, una importante rama del Algebra Homo-
l6gica y la Topologia que establece una conexién entre el comportamiento local y el global de
objetos que “viven” en un cierto espacio.

En el primer capitulo expondremos las bases del Algebra Homoldgica y la Teoria de Haces. En
particular, definiremos las categorias y los funtores, nos familiarizaremos con algunas construc-
ciones categoricas de gran utilidad como los limites directo e inverso e introduciremos la nocién
de haz, que serd fundamental para el desarrollo de la teoria.

En el segundo capitulo iniciaremos el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales a tra-
vés de una reformulacién del Teorema de Cauchy clésico sobre la existencia de soluciones en
términos de haces. Para ello, estudiaremos previamente con detenimiento los haces de funciones
holomorfas y los operadores diferenciales lineales definidos como morfismos de haces. También
introduciremos la distincién entre puntos regulares y singulares de una ecuacién diferencial lineal
y discutiremos su importancia.

El tercer capitulo parte del concepto topoldgico de espacio recubridor para posteriormente
estudiar las funciones multiformes y sus determinaciones, obteniendo un importante resultado
acerca de las funciones de determinacion finita. Se introduce entonces el concepto de solucién
multiforme de una ecuacién diferencial lineal, se demuestra que todos las soluciones multifor-
mes son de determinacidn finita y se obtiene una expresion general para ellas. Esto marca el punto



de partida para el estudio del comportamiento de las soluciones en el entorno de puntos singulares.

El cuarto y dltimo capitulo estd destinado al estudio de los puntos singulares. En €l se plantea
la distincién entre puntos singulares regulares y no regulares, en los que las soluciones de la ecua-
cién se comportan de manera distinta. Reformulamos la Teoria de Fuchs clésica sobre los puntos
singulares en términos de operadores diferenciales lineales y probamos el Teorema del Indice de
Komatsu-Malgrange, que nos ofrece una caracterizacion de los puntos singulares regulares en tér-
minos de dimensiones de unos ciertos espacios vectoriales, obteniendo asi un método algebraico
para medir la no regularidad de un punto singular.

Para el desarrollo de este texto, hemos seguido principalmente la referencia [12], “D-mddulos
en dimensioén 17, del tutor de este trabajo L. Narvdez Macarro. Sin embargo, se ha profundizado
en algunos aspectos que en el libro son tratados con cierta rapidez, para lo que se han empleado
textos complementarios como el libro [15] de J. Rotman, “An Introduction to Homological Alge-
bra” para iniciarnos en el estudio del dlgebra homoldgica, el libro [8] de B. Iversen, “Cohomology
of Sheaves” para introducirnos en el lenguaje de los haces o los libros [7] de E. L. Ince, “Ordi-
nary Differential Equations” y [3] de J. A. Dieudonné, “Foundations of Modern Analysis” como
referencias principales para los resultados cldsicos de ecuaciones diferenciales. Asimismo, para
la demostracién del Teorema del Indice se ha empleado el articulo [9] de B. Malgrange, “Sur les
points singuliers des équations différentielles”. En menor medida, se han empleado el resto de
textos de la bibliografia para alguna consulta puntual sobre aspectos algebraicos, topolédgicos, de
analisis complejo o funcional.

Para terminar, quiero agradecer a mi tutor Luis Narvdez su gran implicacién en el presente

trabajo, pero sobre todo el interés que me ha despertado por esta rama del Algebra que, hace tan
solo unos meses, desconocia completamente.

Abraham del Valle Rodriguez



Capitulo 1

Algebra Homoldgica y Teoria de Haces

En este primer capitulo se expondran las herramientas que utilizaremos para estudiar desde
un punto de vista algebraico y topoldgico las ecuaciones diferenciales. En particular, se definirdn
conceptos y se enunciarn resultados bien conocidos de Algebra Homoldgica y de Teoria de Ha-
ces, la mayoria de ellos sin demostracion, que nos serdn de utilidad en los sucesivos capitulos.

1.1. Categorias y funtores

Del mismo modo que el Algebra cldsica tiene su base en la Teoria de conjuntos, el Algebra
Homologica se fundamenta en el concepto de categoria, el cual pretende englobar en un término
mads general y con mayor abstraccidn las diversas estructuras matemdticas (conjuntos, grupos, es-
pacios topoldgicos, ...) y las relaciones entre ellas.

Definicién 1.1. Una categoria C consta de una clase (no necesariamente un conjunto) obj(C)
de objetos, un conjunto de morfismos Hom (A, B) para cada par ordenado (A, B) de objetos (si
f € Hom(A, B), escribiremos f : A — B), y una operacion binaria de composicion de morfismos
o : Hom(A, B) x Hom(B,(C) — Hom(A, C) (denotada por (f,g) — g o f) para cada terna
A, B, C € obj(C) que satisface las siguientes propiedades:

a) Los conjuntos Hom son disjuntos dos a dos, es decir, cada f € Hom(A, B) tiene un dnico
dominio A y un unico codominio B.

b) Para cada A € obj(C), existe un morfismo identidad id4 : A — A tal que para todo
f:A— Bsetengaque foidg =idgof = f.

¢) Asociatividad de la composicién: sean A, B,C,D € obj(C), f: A —- B, g: B—Cy
h:C — D,entonces ho (go f) =(hog)o f.
Ejemplos:
Algunos ejemplos de categorias son los siguientes:
= Sets: los objetos son los conjuntos y los morfismos son las aplicaciones entre ellos.

= Groups: los objetos son los grupos y los morfismos son los homomorfismos de grupos. La
categoria de los grupos abelianos Ab es una subcategoria de Groups.



Vecty: los objetos son los k-espacios vectoriales y los morfismos son los homomorfismos
de espacios vectoriales.

Alg;.: los objetos son las k-dlgebras y los morfismos son los homomorfismos de algebras.

Top: los objetos son los espacios topolégicos y los morfismos son las aplicaciones continuas
entre ellos.

Dado un espacio topoldgico X, el conjunto de sus abiertos I/ puede verse como una catego-
ria cuyos objetos son los abiertos de X y cuyos morfismos son las inclusiones 7 : U — V si

UcVyHom(UV)=2siU ¢ V.

En todos los casos, la composicién es la composicion usual de aplicaciones.

El siguiente paso natural es establecer relaciones entre las diversas categorias. A estas aplica-
ciones las denominaremos funtores, y pueden ser covariantes o contravariantes, segin inviertan o

no el sentido de los morfismos:

Definicion 1.2. Sean C y C’ dos categorias, un funtor covariante T : C — C’ consiste en:
i) una aplicacion T : obj(C) — obj(C’),y
ii) paracada A, B € obj(C), una aplicacién 7" : Hom(A, B) — Hom(7T'(A),T(B)),
que satisface las siguientes propiedades:
a) SiA,B,C e€obj(C),f:A—= By g:B— C,entonces T(go f)=T(g) oT(f).
b) T'(ida) = idp(4) para todo A € obj(C).

Definicion 1.3. Sean C y C’ dos categorias, un funtor contravariante T : C — C’ consiste en:
i) una aplicacién T : obj(C) — obj(C’), y
ii) paracada A, B € obj(C), una aplicacién T : Hom(A, B) — Hom(T'(B),T(A)),

que satisface las siguientes propiedades:
a) SiA,B,C e€obj(C),f:A— By g:B— C,entonces T'(go f) =T(f) oT(g).
b) T'(ida) = idp(4) para todo A € obj(C).

Ejemplos:

a) Sea C una categoria, el funtor identidad id¢ : C — C es aquel que lleva tanto objetos como
morfismos en si mismos: id¢(A) = A para todo A € obj(C) e id¢(f) = f para todo

morfismo f de C.

b) Sea C una categoria y A € obj(C), el funtor covariante T4 : C — Sets, normalmente

denotado por Hom( A, (), viene dado por:

T4(B) = Hom(A, B) para todo B € obj(C),

yparacada f : B — C:

Ta(f) : Hom(A, B) — Hom(A, C) con T4(f)(h) = f o hparatodo h € Hom(A, B).
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¢) Sea C una categoria y B € obj(C), el funtor contravariante 72 : C — Sets, normalmente
denotado por Hom([J, B), viene dado por:

TP(A) = Hom(A, B) para todo A € obj(C),
yparacada f: A — A’:

TB(f) : Hom(A’, B) — Hom(A, B) con Ta(f)(h) = ho f paratodo h € Hom(A’, B).

El concepto cldsico de isomorfismo también puede extenderse a los morfismos de una catego-
ria arbitraria:

Definicion 1.4. Sea C una categoriay f : A — B un morfismo de C, se dice que f es un isomor-
fismo si existe g : B — A morfismo de C tal que go f = ida y f o g = idp. El morfismo g se
denominara inverso de f.

Por tdltimo, introducimos la nocién de transformacion natural de funtores, que relaciona dos
funtores definidos entre las mismas categorias:

Definicion 1.5. Sean C y C’ dos categorias, y sean S, T : C — C’ dos funtores covariantes, una
transformacion natural 7 : S — T es una familia de morfismos de C’:

T={714:5(A) = T(A)| A €objC)},
tal que, para cualquier f : A — A’ de C, el siguiente diagrama:
S(A) 2P gean
TA Tar
T(A) 10 T
es conmutativo. Se dice que 7 es un isomorfismo natural si para cada A € obj(C), 74 es un iso-

morfismo.

Observacion. Para funtores contravariantes, la definicién es andloga, invirtiendo el sentido de los
morfismos.

Las transformaciones naturales también se pueden componer:

Definicion 1.6. Sean R, S,T : C — C’ tres funtores del mismo tipo (covariantes o contravarian-
tes),ysean 7 : R — Sy o : S — T dos transformaciones naturales, definimos la composicion
oo7: R — T como la familia de morfismos de C’ dadaporc o7 = {o4 074 | A € 0bj(C)}.

Observacion. Puede comprobarse facilmente que la composicién de transformaciones naturales
es una transformacion natural y que una transformacion natural 7 es un isomorfismo natural si y
s6lo si existe otra transformacién natural o tal que o o 7 y 7 o ¢ son transformaciones naturales
identidad (i.e. una familia de morfismos identidad).



1.2. Limites directo e inverso

Presentamos en esta seccién dos construcciones categdricas de gran importancia: los limites
directo e inverso. Para ello, es necesario en primer lugar introducir los conceptos de sistema direc-
to y sistema inverso.

Definicién 1.7. Sea I un conjunto parcialmente ordenado y C una categoria. Sea {M; };cr una
familia de objetos de C y {qﬁz : M; — M, }i<; una familia de morfismos de C tal que qﬁé = idyy,

para todo ¢ € I, decimos que el par ({Mi}ig, {d)é-}igj) es un sistema directo en C si para
cualesquiera ¢ < j < k el siguiente diagrama:

i

M;
M;

M,

es conmutativo.

Observacion. Un conjunto parcialmente ordenado puede verse como una categoria que tiene por
objetos a sus elementos y un tinico morfismo 7; para ¢ < j. De esta manera, un sistema directo es
un funtor covariante M : I — C tal que M (i) = M; para todo i € I'y M(n;) = ¢} para todo
i < 7.

Definiciéon 1.8. Sea I un conjunto parcialmente ordenado, C una categoria y ({Mz}ze I {qbz }i§j>

un sistema directo en C, se define el limite directo (también denominado [imite inductivo) como
un objeto lim M; junto con unos morfismos {«; : M; — lim M, };cs tales que:
— —

a) ajo qﬁ; = q; para cualesquiera ¢ < j.

b) Para cada X € obj(C) y cualesquiera morfismos f; : M; — X con f; o (ﬁ; = f; siempre
que ¢ < j, existe un Unico morfismo 8 : lim M; — X que hace conmutativo el siguiente
—

diagrama:

lfm M, 0 X
—

Observacion. Por la propiedad universal que satisface el limite directo, si este existe, es unico
salvo isomorfismo tnico.

Las definiciones de sistema y limite inverso son duales a las de sistema y limite directo, es
decir, se obtienen de las anteriores sin mas que invertir el sentido de los morfismos:



Definicién 1.9. Sea I un conjunto parcialmente ordenado y C una categoria. Sea {M;};c; una
familia de objetos de C 'y {4} : M; — M, };>; una familia de morfismos de C tal que ¢! = idy,

para todo ¢ € I, decimos que el par ({Mi}iel, {wf}jzi) es un sistema inverso en C si para

cualesquiera k > j > i el diagrama:

k
My, o M;
M;

es conmutativo.

Observacion. Un sistema inverso puede verse como un funtor contravariante M : I — C tal que
M(i) = M; paratodoi € [y M(n;) = 1)/ para cualesquiera i < j.

Definicion 1.10. Sea [ un conjunto parcialmente ordenado, C una categoria y ({Ml}ze I, {wf bi< j>

un sistema inverso en C, se define el limite inverso (también denominado limite proyectivo) como
un objeto lim M; junto con unos morfismos «; : lim M; — M; (v € I) tales que:
— —

a) 1] o a; = «; para cualesquiera i < j.

b) Para cada X € obj(C) y cualesquiera morfismos f; : X — M; con z/zf o fj = fi siempre
que ¢ < j, existe un Unico morfismo 8 : X — lim M; que hace conmutativo el siguiente
H

diagrama:

Observacion. Al igual que en el caso del limite directo, el limite inverso, si existe, es Unico bajo
isomorfismo tnico.

Para el caso de mdédulos sobre un anillo, los limites directo e inverso siempre existen. La
prueba es constructiva y puede encontrarse en [15] (Proposiciones 5.17 y 5.23). Aunque no lo
demostraremos, por su utilidad, exponemos aqui dichas construcciones:

Sea A un anillo y ({Ml}le I {gbé-}igj) un sistema directo de A-mdédulos, consideramos la

suma directa M = @, ; M; y el submédulo S de M generado por todos los elementos de la
forma )\jgbg-mi — A\ym; para ¢ < j, siendo \; el morfismo que inyecta M; en M y m; € M; para
todo i € I. Entonces, el cociente M /S verifica la propiedad universal del limite directo y por
tanto:

lim M; = M/S.
—
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Igualmente, si ({Mz}le I, {1/15 }z‘gj) es un sistema inverso de A-médulos, podemos considerar

el producto cartesiano M = []..; M; y el submddulo de M:

el
B = HmieM’mizwg(mj)siigj
iel

Entonces, B satisface la propiedad universal del limite inverso y:

—

Introducimos ahora los morfismos de sistemas directos y vemos que en el caso de los A-
modulos, inducen un morfismo entre limites directos:

Definicién 1.11. Sean M = ({Mi}ig, {qb;.}igj) y M = ({Mi’}ie[, {wé}igj) dos sistemas
directos sobre el mismo conjunto de indices I, un morfismo de sistemas directos es una transfor-
macion natural r : M — M’, es decir, una familia de morfismos {r; : M; — Ml’ }ier tal que para
todo ¢ < j el siguiente diagrama es conmutativo:

i
M; —" s M!

e ¥

.
M; —" M.

Un morfismo r : M — M’ de sistemas directos de A-médulos induce un homomorfismo, que
denominaremos lim r; : Ifm M; — 1fm M tal que, con la construccién realizada previamente:
— — —

h’_r)nri Z)\Zml—i-S = Z)\;m(mz) —i—S/,
il i€l
siendo S'y S’ los submédulos por los que se cocienta en la construccion del limite directo y A;, A,
las inyecciones de M; y M/ en las correspondientes sumas directas.

Observacion. Analogamente pueden definirse los morfismos de sistemas inversos y, en el caso de
A-médulos, estos inducen igualmente un homomorfismo en el limite inverso.

Otra nocién muy utilizada en dlgebra homoldgica es la de sucesion exacta. La enunciamos
para médulos sobre un anillo, pero es igualmente aplicable a grupos abelianos, anillos, espacios
vectoriales y en general a cualquiera de las llamadas categorias abelianas, que son categorias en
las que se pueden definir el niicleo y el conticleo de un morfismo (y por tanto su imagen como
el nicleo del contcleo) y que se comportan, en un sentido que no precisaremos, como la de los
grupos abelianos.

Definicion 1.12. Sea A un anillo y consideremos la siguiente sucesion de de A-médulos M, y
homomorfismos de médulos f,, : M,, — M,,_1:

oo My M, T M

Se dice que dicha sucesién es exacta si Im f,, 11 = ker f,, para todo n.

9



En general, para sucesiones exactas de cualquier tipo, es trivial comprobar que:

1Ho—-A I, Bes exactassi y sélo si f es inyectiva.
2 A i> B — 0 es exacta siy solo si f es sobreyectiva.

30— A i> B — 0 es exacta si y s6lo si f es un isomorfismo.

Un lema muy 1til, en relacion con esta definicion, es el lema de la serpiente, vélido en cual-
quier categoria abeliana:

Lema 1.13 (Lema de la serpiente). Dado un diagrama conmutativo de filas exactas de la forma:

0 Al A A 0
I
0 B B B" 0,

la siguiente sucesion es exacta:
0 — ker f — ker g — ker h — coker f — coker g — cokerh — 0.

Demostracion. La demostracion de este resultado puede consultarse en [15] (Corolario 6.12).
O

Cuando el conjunto de indices de un sistema directo verifique la siguiente propiedad, la exac-
titud de una sucesion de sistemas directos se podrd trasladar al limite directo, lo que no es cierto
en general para el limite inverso:

Definicion 1.14. Se dice que un conjunto I parcialmente ordenado es un conjunto dirigido si para
cadai,j € I, existeuncierto k € I coni,j < k.

Proposicion 1.15. Sea I un conjunto dirigido de indices, y sean M = ({Mi}ie[, {g{);}zgj)

M = ({Mi/}iefa {qp;}igj) yM" = ({M{’}iel, {7]}}15]) sistemas directos de A-mddulos sobre
I. Seanr = {r; : M — M!}icry s = {si : M| — M/ };c1 dos morfismos de sistemas directos
tales que

i ! Si "
0— M, — M, — M; —0
es una sucesion exacta para cada i € 1, entonces la siguiente sucesion también es exacta:
limr; lim s;

0 — lfm M; = lim M/ = lim M/ — 0.
— — —

Demostracion. La prueba puede encontrarse en [15] (Proposicion 5.33).
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1.3. Teoria de Haces

En esta seccién introducimos la Teorfa de Haces, una herramienta muy potente usada en di-
versas disciplinas matemadticas que establece relaciones entre las propiedades locales y globales
de un espacio. A grandes rasgos, un haz F sobre un espacio topoldgico proporciona, para cada
abierto U del espacio, un conjunto F(U) con una cierta estructura (grupo abeliano, anillo, espacio
vectorial, ...) y que verifica una serie de propiedades.

Por simplicidad, definiremos tnicamente los haces con valores en la categoria de los grupos
abelianos, pero se ha de tener presente que se pueden definir exactamente de la misma forma para
otras estructuras, como por ejemplo los espacios vectoriales (que serdn los que utilizaremos en los
sucesivos capitulos). En general, pueden definirse haces con valores en cualquier categoria.

Una nocién previa a la de haz es la de prehaz:

Definicion 1.16. Sea X un espacio topoldgico, un prehaz F sobre X de grupos abelianos consiste
en, para cada abierto U C X, un grupo abeliano F(U), denominado grupo de las secciones de
F sobre U y para cada par de abiertos V' C U un morfismo vy : F(U) — F(V'), denominado
restriccion de U a V (que denotaremos por |y por comodidad cuando no haya ambigiiedad en el
abierto de partida) tales que:

a) Para cada abierto U C X, ryy = idr (1.

b) Para cualesquiera abiertos W C V C U, rwvy oryy = rwu.

Observacion. Nétese que, considerando la categoria U de los abiertos de X, un prehaz puede
definirse como un funtor contravariante F : &/ — Ab que a cada inclusién ¢ : V' < U le asocia

F(@) =rvy.

Definicion 1.17. Sea X un espacio topoldgico, un haz F sobre X (de grupos abelianos) es un
prehaz tal que, para cada abierto U C X y cada recubrimiento por abiertos {U; };cr de U, satisface
las dos condiciones siguientes:

a) Unicidad: si s,s’ € F(U) son tales que sy, = §'|y, para todo i € I, entonces s = s’

b) Pegado: si {s; € F(U;)}icsr es una familia de secciones que verifica que s;|y;nu; =
3j|UimUj para cualesquiera 4, j € I, entonces existe una (dnica) seccién global s € F(U)
tal que s|y, = s; paratodo i € I.

Definicion 1.18. Si F y F’ son prehaces sobre X tales que F(U) C F'(U) para abierto U C X
y tienen los mismos morfismos restriccion, se dice que F es un subprehaz de F'. Si ambos son
haces, se dird que F es un subhaz de F'. En ambos casos, se denotard por F C F.

Como es de esperar, dado un haz F sobre X, podemos considerar la restriccién del mismo a
un abierto U de X y seguird siendo un haz:

Definicion 1.19. Sea F un haz sobre X,y sea U C X abierto, definimos el haz restriccion de F a

U, que denotaremos por F|;, como F|7 (V) = F (V) para cada V' abierto de U, con los mismos
morfismos restriccion.
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Proposicion 1.20. Sea F un haz sobre X y U C X abierto, entonces F|y es un haz sobre U.

Demostracion. Es claro que F| es un prehaz por serlo F, ya que F|y (W) = F(W) para cada
W C U. Ademds, también va a verificar las propiedades de unicidad y pegado, ya que si estas se
verifican para cualquier abierto de X, en particular se van a verificar para los abiertos de U (ya
que los abiertos de U también son abiertos de X).

O

Una vez definida la estructura, como es natural, pasamos a definir los morfismos:

Definicion 1.21. Sea X un espacio topolégico y sean F, F’ dos prehaces (haces) sobre X, un
morfismo de prehaces (haces) es una familia de morfismos ¢ = {oy : F(U) — F'(U) |
U abierto de X } tal que, para cada cualesquiera abiertos V' C U, el siguiente diagrama es conmu-
tativo:

F(U) s FW)

kS [ev

FU) s Py,

El conjunto de morfismos de F en F’ se denotard naturalmente por Hom(F, ). Si F = F, los
morfismos se denominardn endomorfismos y el conjunto de ellos se denotard por End(F).

Observacion. Considerando los prehaces y los haces como funtores contravariantes, un morfismo
de prehaces o de haces no es mas que una transformacién natural de funtores.

Tanto los prehaces como los haces sobre un espacio topolégico X con valores en una categoria
abeliana 4 junto con sus morfismos forman una categoria, las cuales se denotan, respectivamente,
por pSh(X,.A) y Sh(X,.A). Ademds, la categoria pSh(X, .A) es abeliana, y si A satisface ciertas
propiedades adicionales (que, en particular, verifica la categoria de los grupos abelianos), entonces
Sh(X, .A) también es abeliana. La demostracién de estos resultados puede encontrarse, por ejem-
plo, en [15] (Teorema 5.91 y Corolario 5.94).

Un concepto fundamental que usaremos en repetidas ocasiones es el de fibra de un haz en un
punto:

Obsérvese que, dado un x € X, los abiertos U C X que contienen a z forman un conjun-
to parcialmente ordenado por la contenciéon (U < V si U O V). Ademas es un conjunto di-
rigido, pues dados U y V dos entornos abiertos de x, su interseccion U N V' también es en-
torno abierto de x y verifica U,V < U N V. Podemos entonces considerar el sistema directo

{F)}vsa, {rve - F(U) = F(V)}uovas)-

Definicion 1.22. Sea F un prehaz sobre un espacio topoldgico X, y sea x € X, se define la fibra
de F en x como el limite directo del sistema anterior:

Fe = lim F(U).
Usx

Para cada s € F(U), puede considerarse el morfismo que lo envia en F, y llamamos germen de
s en x a la imagen de s por este morfismo, que denotaremos por s;.
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Observacion. Por la conmutatividad del diagrama del limite directo, el germen de s € F(U) en
x coincidird con el germen de s|y en x para cualquier abierto V' C U. Es mds, s quedard determi-
nada por sus gérmenes en cada x € U, es decir, si s, s’ € F(U) son tales que s, = s., para todo
x € U, entonces s = .

Sea ¢ : F — F’ un morfismo de prehaces (o de haces) sobre X, es inmediato que para cada
x € X, o induce un morfismo de sistemas directos {F(U) | U > z} — {F'(U) | U > x}. Re-
cordando que un grupo abeliano es un Z-moédulo y el resultado del apartado previo, este morfismo
induce a su vez un homomorfismo de grupos entre los limites directos (que son, respectivamente
F: y F.) que denotaremos ¢, : F, — F.. y que denominaremos fibra de ¢ en .

Proposicion 1.23. Sea F un haz sobre X, entonces F es el haz nulo (i.e. F(U) = 0 para todo
abierto U) si 'y solo si F, = 0 para todo x € X.

Demostracion. Puede encontrarse en [15] (Proposicién 5.74).
O

Los conceptos bésicos de niicleo, imagen y coniicleo de una aplicacién también pueden ser de-
finidos para morfismos de prehaces y haces. Para ello, empezamos definiendo el prehaz cociente:

Definicion 1.24. Sea F un prehaz sobre X,y sea 7/ C F un subprehaz de F, se define el prehaz
cociente F/F' como:

(F/FYU) = F(U)/F (U) para cada abierto U C X,

con la restriccién ry g (s + F(U)) = sy + F(V') para cada abierto V' C U.

Observacion. Puede comprobarse facilmente que la restriccion anterior estd bien definida y hace
que F/F' sea, en efecto, un prehaz.

Definicion 1.25. Sea ¢ : F — F’ un morfismo de prehaces o de haces sobre X, se define el
niicleo de ¢ (que se denotara ker ¢) como:

(ker ¢)(U) = ker ¢y paratodo U abierto de X,

con los mismos morfismos restriccién de F. Diremos que ¢ es inyectivo si ker ¢ es el haz nulo.

Proposicion 1.26. Si o : F — F' es un morfismo de prehaces sobre X, ker o es un subprehaz de
F. Ademds, si F y F' son haces, entonces ker o es un subhaz de F.

Demostracion. Sabemos que los nicleos de los homomorfismos de grupos son subgrupos del es-
pacio de partida, luego, en efecto, para todo abierto U C X, (ker ¢)(U) es un subgrupo de F(U).

Ademds, dados los abiertos U’ C U C X, ysis € (ker¢)(U), entonces ¢r7(s) = 0. Por ser ¢
endomorfismo, ¢y (s|yr) = wu(s)|yr = 0, luego s|ys € ker pr, y por tanto ker ¢ es subprehaz.

Por otro lado, la propiedad de unicidad la hereda de . Para probar la propiedad de pegado,
consideramos un abierto U C X y {U; };es un recubrimiento por abiertos de U. Sea s; € ker ¢y,
una familia de secciones que coincide en las intersecciones, por ser F un haz, sabemos que existe
s € F(U) tal que s|y, = s; para cada ¢ € I. Entonces, oy (s)|v;, = ¢u,(slv,) = ¢u,(si) =0
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para todo ¢ € I. Finalmente, por la propiedad de unicidad de F’, deducimos que o (s) = 0y por
tanto s € ker oy, concluyendo que ker ¢ es un subhaz de F.
O

Llegados a este punto, estarfamos tentados de definir la imagen y el conticleo de manera anélo-
ga, es decir, (Img ¢)(U) = Im ¢y y (cokerg ¢)(U) = coker o para todo abierto U de X (pone-
mos el subindice 0 para distinguirlos de los haces imagen y conticleo que definiremos posterior-
mente). Sin embargo, con estas definiciones s6lo podemos asegurar que Img ¢ y cokerg ¢ sean
prehaces (denominados, respectivamente, prehaz imagen 'y prehaz conticleo):

Proposicion 1.27. Dado un morfismo ¢ : F — F' de prehaces o de haces sobre X, Img @ es un
subprehaz de F' y cokerg ¢ es un prehaz.

Demostracion. La imagen de un homomorfismo de grupos es un subgrupo, por lo que para todo
abierto U C X, (Img ¢)(U) serd un subgrupo de F'(U).

Ademds, dados los abiertos U’ C U C X, si s € (Img ¢)(U), entonces existe t € F(U) tal que
o (t) = s. Por ser ¢ un morfismo, ¢y (t|yr) = @u(t)|vr = s|yr, luego s|yr € Impyy, y por
tanto Img ¢ es subprehaz.

En lo que respecta al contcleo, coker ¢ es un grupo para cada abierto U C X, y la restriccién
ryy acada abierto V' C U se define como ry (s + Im pr) = s|y + Im @y (estd bien definida ya
que si s — s’ € Im ¢y, por ser Img ¢ un prehaz, (s — s')|y = sy — |y € Im py), que cumple
trivialmente las propiedades que se le exigen. Concluimos que cokerg ¢ es también un prehaz.

O

Como hemos dicho, aun cuando F y F’ sean haces, Img ¢ y cokerg ¢ no van a ser haces en ge-
neral (veremos un ejemplo de ello en el siguiente capitulo), luego hemos de buscar otra definicion.
La solucién a este problema pasa por considerar un procedimiento que permita, dado un prehaz
F, construir un haz F tal que F se pueda ver como un subprehaz de 7 y en cierto sentido sea
el menor subhaz que contiene a F. Esta construccién se denomina hacificacion de un prehaz:

Definicion 1.28. Sea F un prehaz sobre X, se define el haz asociado a F, que se denotara por
F*, como aquel tal que:

a) Sus secciones en el abierto U C X son los s = H Sz € H F tales que paracadax € U

zelU zeU
existe U, entorno de x en U y existe t € F(U,) tal que s,, = t,, para todo w € U,.

b) Para cualesquiera abiertos V' C U C X, el morfismo restricciéon de U a V' viene dado por

rvu( H Sz) = H s, € FH(V).

zelU eV

Puede comprobarse facilmente que el haz asociado a un prehaz es, en efecto, un haz. Ademads,
tenemos un morfismo canénico de prehaces iF : F — F tal que, para cada abierto U de X y
cadas € F(U):

ir(U)(s) = ] s

zeU

y dicho morfismo induce un isomorfismo entre las fibras de 7 y " encada x € X:
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Proposicion 1.29. Sea F un prehaz sobre X y F T su haz asociado, se verifica que:

(1) F, = F;f paratodo x € X.

(2) Dado un haz F' y un morfismo de prehaces ¢ : F — F', existe un tinico morfismo @™ :
Ft — F' tal que p = o oiF.

Demostracion. Este resultado puede encontrarse en [8] (capitulo II, Proposicion 2.4).
O

Cuando el prehaz F al que vamos a aplicar el proceso de hacificacién se encuentra contenido
en un haz mayor F’, el haz asociado a F serd isomorfo a aquel constituido por las secciones de
F' que localmente son secciones de F, de manera que podemos ver F como un subhaz de F'.
Esto es lo que nos dice la siguiente proposicion, cuya prueba se ha realizado con detalle dada la
importancia que tendra este resultado en el desarrollo de la teorfa:

Proposicion 1.30. Sea F' un haz sobre X y F un subprehaz de F', entonces F+ = F, donde
para cada abierto U C X:

F(U) = {s € F(U)| paratodo x € U existe U, entorno abierto de x tal que sy, € F(Uy)},

y ademds JF verifica las siguientes propiedades:

(1) F es un subhaz de F'.
(2) F es un subprehaz de F.

(3) Si Fy es un subhaz de F' con F C JFy, entonces FC Fo.

Demostracion. Empecemos probando las propiedades de F:

(1) Es claro que F es un subprehaz de F', pues F(U) c F(U) para todo abierto U CX,yla
restriccion de una cierta seccion s € F(U) a un abierto V' C U serd un elemento de F (V) (ya
que basta cortar los entornos de cada punto x con V' para obtener entornos abiertos V;; de z en V/
y aplicar que tanto F’ como F son prehaces). Veamos entonces que F es un haz:

Sea U C X abierto, {U; };cs un recubrimiento por abiertos de U' y s; € F (U;) una familia de sec-
ciones que coincide en las intersecciones, por ser F' un haz, existe una tnica seccién s € F'(U)
tal que s|y, = s;. Entonces, dado = € U, existira un cierto U; del recubrimiento tal que = € Uj;
y un entorno abierto V;; C U; con s|y;; € F(Vj;), luego s € FU ) y tenemos la propiedad de
pegado. La unicidad se hereda de F".

(2) Basta observar que para cada abierto U C X'y s € F(U) C F'(U), podemos tomar el propio
U como entorno abierto de cualquier € Uy verificard que s|y = s € F(U), luego s € F(U).

(3) Si Fy es otro subhaz con F C Fy, entonces, dado un abierto U C X y s € F (U), podemos
considerar para cada x € U un entorno abierto U, tal que s|y, € F(U;) y la unién de dichos
entornos serd un recubrimiento por abiertos de U. Como F C Fy, s|ly, € Fo(U,) para todo
x € U,y por la propiedad de pegado de Fy, esto implica que s € Fo(U). Hemos probado asi la
contencién F(U) C Fo(U) y por tanto que F C Fo.

Por tltimo, para ver que es un haz isomorfo a F, consideramos la familia de aplicaciones ¢ :
F — F* dado por ¢y (s) = [],cs S2» siendo s, el germen de s en . Observamos que ¢ estd bien
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definida, pues para cada = € U existe un U, tal que s|y, € F(U,). Basta tomar entonces t = s|y,
y tendremos que t,, = (s|y, )w = Sw paratodo w € U,, de manera que oy(s) € F1(U). Ademds
es claro que ¢ es un morfismo de haces, pues dados los abiertos V. C U C X y s € F (U),
tenemos que:

v =1 52 = [T s1v)e = v (shv),

eV zeV
donde estamos denotando por |y, tanto las restricciones de F como las de F+ por simplicidad.
Falta ver, pues, que existe el morfismo inverso. Dado s = [],.;; s» € F'(U), por definicién,
para cada x € U existe un entorno abierto U y un t* € F(U,) tal que s, = (t*),, para cada
w € U,. Los abiertos U, forman un recubrimiento de U y las secciones {¢” },cy coinciden en las
intersecciones, pues (%), = s, = (t¥),, paratodow € U,NU, y por tanto tw|Uany = tY|y,nu,-

Como F C F'y F' es un haz, por la propiedad de pegado de F', existe un tnico ¢t € F'(U) tal
que t|y, = t* paracadaz € U,y por tanto ¢ € F (U). Definimos entonces v : F+ — F dado

por Yy (s) = t, que:

» Estd bien definida, ya que si tomamos otros entornos U, de x y otras secciones t'* € F(U))
que darédn lugar a una seccién t' € F'(U), en particular tendremos que t, = (t|y,)s =
(t%)e = 82 = (1) = (t'|u1 )2 = t}, paratodo x € U, de donde ¢t = t'.

= Es un morfismo de haces: para cada V' C U abierto, Yy (sly) = Yv([[ ey 52) = tly =
Yu(s)|v, por la propiedad de unicidad (ya que, tomando los abiertos V, = U, NV y las
secciones t*|y, € F(V,), tendremos que (t|y/) ‘V (tl,) !V t*|y, paracadax € V).

= Es el inverso de ¢, pues para cada abierto U C X:

e (Yyowu)(s) = vu (H sm> = s, por unicidad (ya que en este caso los t* son

zeU
justamente los sy, ).

@UOwU <H5x>_QDU Htw—H(tI)x:HSm‘

zeU zelU zeU zeU

Concluimos que ¢ es un isomorfismo y F1 & F.
O

Nota. Una vez probado que son isomorfos, cuando proceda, nos referiremos indistintamente por
F 7 tanto al haz asociado a F como a F, siendo este segundo el que utilizaremos en los siguientes
capitulos por resultar mas accesible en su definicién.

Entonces, podemos definir la imagen de un morfismo de haces como el haz asociado al prehaz
imagen, de manera que puede verse como un subhaz de ', y andlogamente para el conticleo:

Definicion 1.31. Sea ¢ : F — F’ un morfismo de haces, se define:
a) el haz imagen de @: Tm ¢ = (Img @),
b) el haz coniicleo de @: coker p = (F'/Img )",

donde Imyg ¢ designa el prehaz imagen. Diremos que ¢ es sobreyectivo si coker ¢ = 0.
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La siguiente proposicién permite caracterizar la inyectividad y la sobreyectividad de un mor-
fismo de haces:

Proposicion 1.32. Sea ¢ : F — F' un morfismo de haces sobre X, se verifica que:

(1) (ker ), = ker g, paratodo x € X.
(2) (Im ), = Im py para todo x € X.

(3) (coker ), = coker ¢, para todo x € X.

Demostracion. La demostracién de este hecho puede encontrarse en [15] (Proposicién 5.80 y
siguientes) y se basa en la exactitud del limite directo (Proposicién 1.15).
O

Un corolario inmediato haciendo uso de la Proposicién 1.23 es el siguiente (Proposicion 5.84
de [15]):

Corolario 1.33. Sea ¢ : F — F' un morfismo de haces, se tiene que:

(1) @ es inyectivo siy solo si @, es inyectivo para todo x € X.

(2) @ es sobreyectivo siy solo si @, es sobreyectivo para todo € X.

Como tenemos definidos el nicleo y la imagen de un haz, también podemos definir una suce-
sion exacta de haces, andloga a la enunciada en la seccién previa para médulos sobre un anillo:

Definicion 1.34. Sea una sucesion de haces F,, sobre un espacio topoldgico X y morfismos de
haces v, : Fp, = Fp_1:

Pn+1
S Ly S N I S

Se dice que la sucesion es exacta si Im ¢, 41 = ker ;.

Por dltimo, la siguiente proposicidn establece que todo morfismo de haces da lugar a una su-
cesion exacta de haces a partir de su nicleo y su contcleo:

Proposicion 1.35. Si ¢ : F — F' es un morfismo de haces, entonces la siguiente sucesion es
exacta:

0 — kero S~ FS5F - coker ¢ — 0.
Demostracion. Su prueba se basa en la exactitud de las fibras en cada z € X (que son limites

directos) y en la Proposicién 1.32. Puede encontrarse en [15] (Corolario 5.86).
O]
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Capitulo 2

Revision algebraica de la teoria clasica
de ecuaciones diferenciales lineales

Comenzaremos el estudio de las ecuaciones diferenciales a través de una reformulacién del
Teorema de Cauchy desde una perspectiva algebraica. Para tal cometido, emplearemos las técni-
cas expuestas en el capitulo anterior.

2.1. El Teorema de Cauchy

Empecemos por enunciar el Teorema de Cauchy en su version analitica clésica. Para ello, es
necesario recordar en primer lugar qué se entiende por funciéon holomorfa:

Definicion 2.1. Sea f : C — C, y sea U C C abierto, se dice que f es holomorfa en U si es
diferenciable (en sentido complejo) en cada zy € U, es decir, para cada zg € U existe el limite:

lim f(z0+h) — f(20)
h—0 h '

El conjunto de funciones holomorfas en U se denotard por O(U).

Observacion. Dado que la suma y el producto de funciones holomorfas son holomorfas y el pro-
ducto de una funcién holomorfa por una constante también lo es, O(U) es una C-dlgebra (y, en
particular, un C-espacio vectorial).

Teorema 2.2. (Teorema de Cauchy) Sea U C C un disco abierto centrado en el origen. y sean
Ay B una matriz cuadrada de orden n y un vector columna n-dimensional, respectivamente, de
funciones holomorfas en U. Sea S el conjunto de soluciones del sistema diferencial % = Ay+ B,
donde y = (y1(2),...,yn(2))t vy cada y; € O(U), la aplicacion ¢ : S — C" dada por
o(y) = y(0) es biyectiva. Ademds, si B es el vector nulo, ¢ es un isomorfismo de C-espacios
vectoriales.

Observacion. La prueba cldsica de este teorema, que puede encontrarse en [3] (Teorema 10.6.3),
consta de dos pasos:

= Primero, se demuestra que el teorema se verifica en un cierto disco V' C U de menor radio
centrado en el origen.
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= Posteriormente, se supone que el radio del maximo disco donde estd definida la solucién
es estrictamente menor que el de U y se llega a que la solucion puede extenderse. Esto
demuestra que la solucién estd definida en todo U'.

Este segundo paso, que requiere de ciertas herramientas analiticas, puede demostrarse de ma-
nera simple y conceptual a través de la teoria de haces.

El Teorema de Cauchy es también aplicable, con un poco de astucia, al caso de una ecuacién
diferencial de orden n:

d"y dy
an%—i—...—i-al%—i-aoy:g, 2.1)
en la que ag,...,an,9 € OU),y an(z) # 0 para todo z € U, de manera que las funciones

b; = a;/a, y h = g/ay sean holomorfas en U, y por tanto la ecuacién anterior tenga las mismas
soluciones que:

dny dn—ly dy

— 4+ bp1—+ ... +b1== + boy = h. 2.2

o Phni e b+ boy (2.2)
Si ahora llamamos y; = '~ paratodo ¢ = 1,...,n, donde y") denota la derivada i-ésima

(yo) = y) , podemos expresar la ecuacién anterior como el sistema diferencial:

y’1 =92

", (2.3)

ynfl = yn

Y = —boy1 — ... — by_1yn + h.

O bien, en notacién matricial:

dY
— =AY + B, 2.4)
dz

donde Y = (y1,...,yn)t y las matrices A y B son:

0 1 0o ... 0
0 0 ... 0 0
A= : : r : ; B=|"
0 0 0o ... 1 2
|—bo —b1 —ba ... —bp_1]

Antes de seguir, hemos de comprobar que el sistema construido es totalmente equivalente al
anterior:

Proposicion 2.3. En las condiciones anteriores, si denotamos por S al conjunto de soluciones de
la ecuacion (2.1) y por S8’ al conjunto de soluciones del sistema (2.4), la aplicacion ® : S — S’
dada por ®(y) = (y,9/,...,y" V) es una biyeccién. Es mds, en caso de que la ecuacion sea
homogénea (es decir, g = 0), ® es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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Demostracion. Por la construccion realizada anteriormente, es claro que si y € &, entonces
®(y) € &', luego P estd bien definida. Ademds, es biyectiva:
= Inyectividad: si ®(y4) = ®(yp). entonces (ya, vy, - .- ,yzfl)) = (yB,Yg,--- ,y%ﬁl)), y
en particular, y4 = yp.

= Sobreyectividad: sea (y1,...,y,)" € &', entonces (y1,...,yn) = (y1, ¥}, - - - ,y?il)). Pero

) — Yy =—=boy1 — ... —bp—1yn + h = —boy1 — ... — bn,ly?fl) + h, entonces

-1
y1 €S, yportanto (y1,...,yn)' = (Y1, Y5,y ))t = ®(y1).

n
como ¥,

Luego @ es una biyeccion entre Sy S'.

Finalmente, en el caso de una ecuacién homogénea, tanto la suma de soluciones como el producto
de soluciones por una constante siguen siendo solucién, luego S y S’ son C-espacios vectoriales.
Por la linealidad de las derivadas, ® es una aplicacion lineal, y por tanto, un isomorfismo de
espacios vectoriales.

O

Podemos entonces escribir la ecuacidn (2.1) en las condiciones del Teorema 2.2, aplicar dicho
teorema y posteriormente deshacer el cambio, obteniendo el siguiente corolario:

Corolario 2.4. Sea U C C un disco abierto centrado en el origen, y sean a, . ..,a, € O(U)
tales que a,,(z) # 0 para todo z € U. Entonces, para cualesquiera g € O(U)y zp,...,2p—1 € C
existe una unica funciony € O(U) tal que:

(1) angﬁﬂ—...—}—al%—f—agy:g.

(2)  y(0) =z, ¥'(0) =21, ..., " D(0) = zp_1.

2.2. Haces de funciones holomorfas

En esta seccidn estudiaremos los haces de funciones holomorfas con el objetivo de reenunciar
el Teorema de Cauchy en términos propios de esta teorfa.

Definicion 2.5. Sea U C C un conjunto abierto, y sea I/ la categoria de su topologia (i.e. el
conjunto de los abiertos de U), definimos el haz de funciones holomorfas en U como el haz de
C-espacios vectoriales Oy : U — Vectc, que asigna a cada abierto V' de U el C-espacio vec-
torial Oy (V') = O(V) de las funciones holomorfas en dicho abierto con la restriccion usual de
funciones ryy para cada par de abiertos W C V C U.

Veamos que, en efecto, se trata de un haz en el sentido de la Definicién 1.17:

Lema 2.6. Oy : U — Vectc es un haz de C-espacios vectoriales.

Demostracion. En primer lugar, dado que la propiedad de holomorfia es de carécter local, es
claro que si tenemos una funcién f holomorfa en un abierto V' C U y la restringimos a un abierto
V' C V, fly+ va a seguir siendo holomorfa en V. Por tanto Oy es un prehaz. Veamos ademads
que se tienen las propiedades de unicidad y pegado. Para ello, sea V un abierto de U y {V; };cr un
recubrimiento por abiertos de V:
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» Unicidad: sean f,g € Oy (V) tales que f|y, = g|v;, paratodo i € I. Como los V; forman
un recubrimiento de V, para cada z € V existird V; con z € V; de manera que f(z) =
flv;(2) = glv.(2) = g(2). Por tanto f(z) = g(z) paratodo z € V, de donde f = g.

» Pegado: sea una familia de funciones f; € Oy(V;) tales que filv,nv; = fjlviny, para
cualesquiera ¢, j € I. Podemos considerar la funcién f tal que f(z) = fi(2) si z € Vj, que
estd bien definida ya que si z € V; NV}, entonces f;(z) = f;(z) por hipétesis. Ademas, f
es holomorfa en V' por serlo cada f; en V; (una vez mas esto se debe al cardcter local de las
funciones holomorfas) y claramente verifica f|y, = f;.

O

Nota. En lo que sigue, U siempre denotara un abierto de C y U/ la categoria de su topologia.

Segiin la Definicion 1.18, F : U — Vectc serd un subprehaz de Oy si (V') es un subespacio
vectorial de Oy (V') para cada abierto V' C U y para cualesquiera abiertos V/ € V C U y cada
f € F(V), se tiene que f|y: € F(V').

Caractericemos ahora los subhaces de Oy, de manera que la comprobacion de la propiedad de
pegado resulte mds simple:

Proposicion 2.7. Sea F : U — Vectc un subprehaz de Oy, tendremos que F es un subhaz de Oy
si 'y sdlo si verifica la siguiente propiedad: para cada abierto V- C U, cada {V;};c1 recubrimiento
por abiertos de V' y cada f € Oy (V), se tiene que f € F(V') siy solo si f|y, € F(V;).

Demostracion.

(=) Dado V abierto de U y {V; };er recubrimiento por abiertos de V, es claro que si f € F(V),
flv; € F(V;) para todo i € I por ser F subprehaz. Reciprocamente, si f € Oy (V) es tal que
flv, € F(V;) paratodo i € I, como los f|y; coinciden en las intersecciones, por la propiedad
de pegado de F sabemos que existe un tnico s € F (V) tal que s|y; = f|y,. Entonces, por la
propiedad de unicidad, tendremos que s = f, de donde f € F (V).

(<) La propiedad de unicidad se tiene inmediatamente por el mismo argumento utilizado en la
prueba del Lema 2.6. Para la propiedad de pegado, consideremos un abierto V' C U, un recu-
brimiento por abiertos {V;};c; de V'y una familia de funciones f; € F(V;) tal que fi|v;ny, =
filvinv; para cualesquiera 4, j € I. Construimos entonces, al igual que en la prueba del Lema 2.6,
la funcién f tal que f|y, = f; € F(V;) para cada i € I, que serd holomorfa en V' por serlo cada
fi en'V; (recordemos que F(V;) C Oy (V;) para cada i € I). Podemos aplicar ahora la hipétesis y
deducir que f € F(V), verificando asi la propiedad de pegado y concluyendo que F es un subhaz
de OU.

O

Presentamos a continuacién un ejemplo en el que utilizamos esta propiedad para decidir si un
prehaz es o no un haz:

Ejemplo:
» F(V)={f:V — C| fesconstante} para cada abierto V' C U.

Es claro que F es un subprehaz de Oy, pues las funciones constantes son un subespacio
vectorial de las funciones holomorfas y la restriccién de una constante a un subconjunto si-
gue siendo constante. Sin embargo, no es un subhaz, pues en caso de que V' no sea conexo,

21



si consideramos un recubrimiento por abiertos en el que cada V; no corte a dos componen-
tes conexas distintas, las funciones f que tomen valores constantes distintos en cada una de
estas componentes verificardn f|y, € F(V;) pero f ¢ F (V) al no ser constantes en todo V.

» Cy(V)={f:V — C| f eslocalmente constante} para cada abierto V' C U.

Las funciones localmente constantes son, en particular, holomorfas (un subespacio vecto-
rial), y esta propiedad se mantiene al restringir la funcién a un subconjunto, por lo que
Cy (V) es un subprehaz de Op. Ahora, si consideramos un recubrimiento por abiertos de
V' y una funcién f holomorfa en V' tal que f restringida a cada abierto del recubrimiento es
localmente constante, por ser esta una propiedad local, es claro que f va a ser localmente
constante, y por tanto F va a ser un subhaz de Oy .

Pasamos ahora a estudiar los endomorfismos de Oy, que en este caso particular serdn, recor-
dando la definicién del capitulo previo, familias de aplicaciones C-lineales:

Ly : Oy(V) — Oy(V) para cada abierto V' C U,

que conmutardn con las restricciones 7y, a cualquier abierto V' C V. El conjunto de endomor-
fismos de O serd End(Oyp).

En End(Op) podemos definir una suma, una composicién y un producto por escalar de la
forma habitual. Dados L, L' € End(Op) y A € C:

= L+ L' (L+ L)v(f) = Lv(f) + Ly, (f) € Ou(V),
m Lol : (Lo L/)V =Ly (L@(f)) € Opy(V),
» AL: (AL)v(f) = ALv(f) € Ou(V),

que claramente son endomorfismos por serlo L y L'. Por tanto, End(Oy) forma una C-dlgebra
(no conmutativa).

Ademas, podemos definir la restriccion de un endomorfismo L : Oy — Oy a un abierto
U’ c U como:

Llyr : Oyr = Oyrs (Ll )v(f) = Lv(f).

Es claro que Ly es un endomorfismo de Oy por serlo L de U. Entonces, podemos asociar a
cada abierto V' C U la C-dlgebra End(Oy ), y con la restriccion definida, esta aplicacion resulta
ser también un haz (de C- dlgebras o C-espacios vectoriales), que denotaremos por End(Oy):

Proposicion 2.8. La aplicacion End(Oy) : U — Alg,, dada por End(Oy)(V) = End(Oy) es
un haz con la restriccion anterior.

Demostracion. Claramente es un prehaz, pues dados V! C V' C U abiertosy L € End(Opy)(V) =
End((’)v), L’V/ S End(OV/) = End((’)U)(V')

Sea ahora un abierto V' C U, {V; };cs un recubrimiento por abiertos de V'y L; € End(Oy)(V;)
para cada i € I tales que L;|v;nv; = Lj[v;nv;. Veamos que existe un tinico L : Oy — Oy tal que
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se verifique L|y, = L;:

Definamos L : Oy — Oy tal que, para cada abierto W C V:

Lw (f)(2) = (Li)vinw (flvinw ) (2) siz € V.

Noétese que estd bien definida porque L; = L; en V; N V;. Entonces, dado W C V;, tenemos que
Lw (f)(2) = (L))w(f)(2), de manera que L|y; = L;. Ademds, es tinico por construccion. Falta
ver que L € End(Oy):

Sean W/ C W C V abiertos y f € Oy (W), si z € V; N W/, entonces tendremos que:

Lw ()] (2) = (L)view (fview) |y (2) = (Li)view (Flview) (2) = L (flw) (2)-

Luego L € End(Oy ), y en consecuencia End(Oy) es un haz.
O

Ya mencionamos en el capitulo anterior que, mientras que el nicleo de un morfismo de haces
siempre es un subhaz, no ocurria lo mismo para la imagen si la definfamos de la forma natural,
teniendo que acudir a la hacificacion para solucionar este inconveniente. Ilustramos ahora este he-
cho para el caso particular de los endomorfismos de O, presentando un contraejemplo:

Contraejemplo:

Tomemos L = d% y consideremos V' = C* = C\ {0}, {V;}icr unrecubrimiento de V' por abiertos
simplemente conexos (es decir, homeomorfos a una bola abierta) en C* y f(z) = 1/z € O¢ (V).
Tenemos que f|y, € (Img L)(V;), pues toda funcién holomorfa en un abierto simplemente conexo
tiene primitiva (Teorema 5.2 de [17]). Sin embargo, f no puede tener una primitiva en C*, pues
de lo contrario, su integral en la circunferencia unidad (S 1) seria nula ([17], capitulo 1, Corolario
3.3), pero un sencillo calculo muestra que [q, f(2)dz = 2mi. Por tanto, f ¢ (Img L)(V) y en
consecuencia, por la Proposicion 2.7, Img L no es subhaz.

Por tanto, recordando la construccién del haz asociado a un prehaz de la Proposicién 1.30, la
imagen de un endomorfismo L : Oy — Oy resultara:

(Im L)(V) = {f € Oy(V) | ¥p € V,3V,, C V entorno abierto de py 3g € Oy(V;) con Ly, (g) = flv, }

para cada abierto V' C U.

Estamos ya en disposicion de definir los operadores diferenciales lineales, que serdn simple-
mente un tipo concreto de endomorfismos de Oy;:

Definicion 2.9. Dado un entero n > 0, un operador diferencial lineal de orden menor o igual que
n en U es un endomorfismo L : Oy — Oy para el cual existen ag, . .., a, € Oy(U) tales que
paratodo V' C U y para todo f € Oy (V) se tiene que:

anf

df
@ ++a1‘v$+ao‘vf

Lv(f) = an‘v

Diremos que L es un operador diferencial lineal de orden n en U si ay(z) no se anula en todo U.
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Para que la definicién de operador diferencial de orden n tenga sentido, hemos de comprobar
la unicidad de los coeficientes ag, . . . , Gy:

Lema 2.10. En la definicion anterior, los coeficientes ayg, . . . , Gy SON UNICOS.

Demostracion. Supongamos que existen b, . .., b, € Oy (U) tales que, para cada abierto V- C U
y cada f € Oy (V) tenemos:

d d
Ly(f) = bn\v—f + ...+b1\vdi; + b, f-

mn
Z’Vl

d

En particular, tomando V' = U, tendremos para toda funcién f € Oy (U) que:

3 n
bm%+...+b1%+b0f:an%+...+a1%—|—a0f.

Considerando f(z) = 1 tenemos que todas las derivadas se anulan y obtenemos la igualdad ay =
bp. Tomando ahora f(z) = z, todas las derivadas de orden mayor que 1 se anulan y obtenemos
b1+bgz = a1+agz. Como ya sabemos que ag = bg, deducimos que a; = b;. Asi, recursivamente,
considerando en el paso (k + 1)-ésimo la funcién f(z) = 2* (que anula todas las derivadas de
orden mayor que k), deduciremos que ay = bg. En particular, m = n y concluimos que los
coeficientes ag, . . . , a, Son Gnicos.

O

Definicion 2.11. Un operador diferencial lineal en U es un endomorfismo L : Oy — Oy para el
cual existe un recubrimiento por abiertos {U; };c; y una familia de enteros no negativos {n; }icr
tales que la restriccion L|y; es un operador diferencial lineal de orden menor o igual que n; para
cada i € I. El conjunto de operadores diferenciales lineales en U se denotard por D(U).

Proposicion 2.12. D(U) es una sub-C-dlgebra de End(Op).

Demostracion. Sean L, L' : Oy — Oy operadores diferenciales lineales, y sean {U;}icr y

{U J’ }jes recubrimientos por abiertos de U tales que L|y, y L' ‘U]’- son operadores diferenciales
lineales de orden menor o igual que n; y ng-, respectivamente, para todo ¢, j. Consideremos los
abiertos U;; = U; N U J’ cont € I'yj € J,que también constituyen un recubrimiento por abiertos

de U. Entonces es claro que:
» (L+ L) ‘U_ _es un operador diferencial de orden menor o igual que max{n;, n; .
]

= (LolL) ‘U__ es un operador diferencial lineal de orden menor o igual que n; + n; (por la
ij

linealidad de la derivada).

= dado A € C, )‘L‘U- es un operador diferencial de orden menor o igual que n;.

luego las tres operaciones definen operadores diferenciales lineales en U, y por tanto D(U) es
sub-C-dlgebra de End(Op).
O]

De hecho, asociando a cada abierto V' C U la C-dlgebra D(V') tendremos un subhaz de
End((’)U):
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Proposicion 2.13. La aplicacion Dy : U — Alge dada por Dy(V') = D(V) es un subhaz de

Demostracion. Claramente es un subprehaz, pues dados V! € V' C U abiertos y L € Dy (V),
existe {V; };er recubrimiento por abiertos de V' con L|y; operador diferencial de orden menor o
igual que n;, y basta tomar el recubrimiento de V"’ por los abiertos V; = V; NV’ para tener que
L’V/ es un operador diferencial de orden menor o igual que n;, de donde L|y+ € Dy (V).

Sea ahora un abierto V' C U, {V; };c un recubrimiento por abiertos de V'y L; € Dy (V;) tales que
Lilvinv; = Ljlvinv; para cualesquiera i, j € I. Como End(Oy) es un haz, sabemos que existe
L € End(Oy) tal que L|y; = L;. Veamos que L € Dy (V):

Para cada ¢ € I, existe {VZ] }jes; recubrimiento por abiertos de V; tal que L|,; = Li|,; es

un operador diferencial lineal de orden menor o igual que un cierto ni . Basta tomar entonces el
recubrimiento de V' formado por todos estos abiertos {V; | i € I,j € J;} y la familia de enteros
{n]|i€1,je J;} paraconcluir que L € Dy (V).

O

Recordemos del capitulo previo que la fibra de un haz F sobre un abierto U en un puntop € U
es el limite inductivo de los espacios F (V') con V abierto de U y p € V. A su vez, el limite in-
ductivo se define como un objeto de la categoria (en este contexto, un C-espacio vectorial) que
satisface la propiedad universal de la Definicién 1.8, que es unico salvo isomorfismo Unico. En
este caso, una de sus realizaciones, que nos permitird trabajar con este concepto de forma mas
concreta, es la siguiente:

Consideremos el conjunto cociente M/ ~, donde:

M ={(V,f) |V es unentorno abiertode pen U y p € F(V)}

y ~ es la relacién de equivalencia dada por:

(V,f) ~(V',f) < 3IW C VNV’ entorno abierto de p con f|w = f'|w.

Proposicion 2.14. Sea F un subhaz de Oy, y sea p € U, entonces F, = M/ ~.

Demostracion. Primero hemos de ver que M/ ~ es un C-espacio vectorial. Para ello, definimos
la suma y el producto por escalar como sigue:

« WA+, ) = VAV, flvews + Flvon).
NV F) = (VAR

y puede comprobarse facilmente que estas operaciones estan bien definidas.

Consideramos entonces los morfismos ay : F(V) — M/ ~ dados por ay (f) = (V, f) pa-
ra cada V' C U entorno abierto de p, que claramente verifican oy = ap o ryy para cada
W C V (pues fy flw coinciden en W y por tanto dan lugar a la misma clase de equivalencia).
Sea ahora X un C-espacio vectorial, y sean gy : F(V) — X aplicaciones lineales tales que

gy = gw o rwy siempre que W C V, definamos 6 : M/ ~ — X dada por 6 ((V, f)) =gv(f).
Observemos que 0 estd bien definida, pues si (V, f) = (V/, /), existira W C V N V' tal que
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rwv (f) = rwv/(f'), de manera que gv (f) = gw(rwv (f)) = gw (rwv/(f')) = gv+(f'). En-

tonces (Qoay)(f) =0 ((V, f)) = gy (f), de manera que # o ayy = gy paratodo V' C U entorno
abierto de p y el siguiente diagrama es conmutativo:

M/ ~ 6 X
w V
F(V) -
F(W)

Queda comprobar que 6 es una aplicacion lineal:

« 0 (VN + V) =6 ((VAV, flvew + Plvew)) = gvev (Flvovs + Flvav) =
gvove (Flvown) + gvav: (Flvev) = gv () + v (f) =0 ((V.)) + 6 ((V7.7).

= 0(XV.0) =0 ((VAD) = v ) = A gv(5) = A0 (V. ).

Por tanto, M/ ~ satisface la propiedad universal del limite directo y en consecuencia, por unicidad
(salvo isomorfismo tnico), F, = M/ ~.
O

Observacion. Si f € F(V), el germen de f en p serd la clase de equivalencia del par (V, f) en
Fp (y se denotard por f).

Proposicion 2.15. Dados U C C abiertoy p € U, la fibra Oy, es una C-dlgebra isomorfa al
dlgebra C{z} de las series de potencias en C convergentes.

Demostracion. Es claro que Oy, es una C-dlgebra, pues basta definir el producto de gérmenes
como:

V) -V ) =V V! flvave - flvave),

que estd bien definido, ya que el producto de funciones holomorfas es holomorfa y, al igual que la
suma y el producto por escalar, no depende del representante elegido.

Un resultado cldsico del andlisis complejo es que toda funcién holomorfa en un abierto U C C es
analitica (i.e. tiene un desarrollo en serie de potencias) en el mismo y viceversa. Este hecho nos
permite construir la aplicacién T), : Oy, — C{z} que a cada f, = (V, f) le asocia la siguiente
serie formal, que coincide con el desarrollo de Taylor de f en p evaluado en el punto z + p y es
por tanto convergente en un entorno de z = 0:

o0

1d"
Tp(fp) = Z agﬁ(?)zn-
n=0

Obsérvese que T, estd bien definido, ya que, por definicién, dos representaciones cualesquie-
ra de f,, van a coincidir en un entorno de p, y por tanto sus derivadas en p tomardn el mismo
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valor. Ademads serd biyectiva, pues la inversa serd la aplicacién que asigne a cada serie de po-
tencias »_° ; ¢,2" convergente en un entorno de z = 0 la fibra f, = (D, f), siendo f(z) =
Y02 o ¢n(z — p)™ la funcién (analitica, y por tanto holomorfa) definida en el disco de convergen-

cia D de la serie.

Por dltimo, dado que el desarrollo de Taylor es lineal y el producto de funciones tiene por desa-
rrollo de Taylor al producto de los desarrollos de cada una de ellas, tenemos que 7}, es un homo-
morfismo de C-dlgebras, y en consecuencia, isomorfismo.

O

Proposicion 2.16. Sea U C C abierto y p € U, entonces Oy, es un anillo local con ideal

maximal my, = {f, = (V, f) € Ouy | f(p) = 0}.

Demostracion. En la proposicién anterior vimos que Oy, es una C-dlgebra, luego en particular
es un anillo. Observemos que my;,, estd bien definido, ya que cualesquiera dos representantes de
fp han de coincidir en un entorno de f, y por tanto toman el mismo valor en p. Ademds, tanto la
suma de funciones que se anulan en p como el producto de cualquier funcién por una que se anula
en p se anulan en p, y por tanto my;,, es un ideal.

Para ver que Oy, es un anillo local, es suficiente probar que todo elemento de Oy, que no se
encuentre en my;,, es una unidad, lo que asegurard que my, es el tinico ideal maximal:

Sea entonces f, = (V, f) ¢ my,, tenemos que f(p) # 0, y por continuidad existe un entorno
abierto W de p en el cual f no se anula. Definimos ahora g : W — C dada por g(z) = 1/f(z).
Como f no se anula en W, g serd holomorfa en dicho entorno, y podemos considerar su fibra
gp = (W, g). Tenemos asi que f,, - g, = (V, f) - (W, g) = (VN W, 1) = 1, de manera que f, es
una unidad y en consecuencia my, es un ideal maximal.

O]

El concepto de fibra nos permite demostrar de manera alternativa el conocido principio de pro-
longacién analitica, el cual sostiene que si dos funciones holomorfas en un cierto abierto conexo
U coinciden en un abierto no vacio V' C U, entonces son iguales en todo U.

Proposicion 2.17. Sea U C C un abierto conexo no vacio, y sea p € U, la aplicacion lineal
7y : Oy(U) — Ou,p dada por mp(f) = fp es inyectiva.

Demostracion. Como m, es lineal, basta ver que si f,, = 0, entonces f = 0. Por ello, supongamos
que f, = 0y consideremos el conjunto A ={¢q e U | f;=0en Oy, } C U.

Por un lado, A es abierto, pues si ¢ € A, f, = 0y por tanto existe W' C U entorno abierto de ¢
tal que f = 0 en W. Pero entonces f,, = 0 paratodo w € W, de donde ¢ € W C A, con lo que
A es abierto.

Veamos que también es cerrado, probando que U \ A es abierto. Sea g € U \ A, entonces f, # 0
y distinguimos dos casos:

= Si f(q) # 0, entonces, por continuidad, existe D C U disco abierto centrado en g tal que
f(r) # 0 paratodor € D.

» Si f(¢q) = 0, dado que los ceros de las funciones holomorfas no nulas son puntos aislados,
existe D C U disco abierto centrado en ¢ con f(r) # 0 paratodo r € D \ {¢}.
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En cualquier caso, en cualquier entorno de todo punto de D se tiene que f # 0, luego f, # 0 para
todor € Dy portanto,q € D C U\ A, de donde U \ A es abierto y, por tanto, A es cerrado.

Finalmente, A es no vacio puesto que p € A, y dado que al ser U conexo los tnicos conjuntos
abiertos y cerrados de U son el vacio y el total, deducimos que A = U, que es tanto como decir
que f = 0 en U. Concluimos que 7, es inyectiva para todo p € U.

O

Corolario 2.18 (Principio de prolongacidn analitica). Sea U C C un abierto conexo, y seaV.C U
un abierto no vacio, la restriccion ryy : Oy (U) — Oy (V) es inyectiva.

Demostracion. Supongamos que existen f,g € Oy (U) tales que f|y = g|y. Podemos suponer
que V es conexo, pues de lo contrario tomariamos cualquiera de sus componentes conexas. En-
tonces, para todo p € V, f, = gp (i.e. mp(f) = mp(g)). Pero por la proposicién anterior, m, es
inyectiva, de donde f = g.

O

La siguiente proposicién caracteriza los operadores diferenciales lineales cuando el abierto U
en el que estdn definidos es conexo:

Proposicion 2.19. Si U es un abierto conexo'y L € D(U), existe un entero n > 0 tal que L es un
operador diferencial lineal de orden menor o igual que n.

Demostracion. Por definicion, sabemos que existe un recubrimiento por abiertos {U; };c; de U
y unos enteros no negativos n; tales que cada L|y;, es un operador diferencial lineal de orden
menor o igual que n;. Si el recubrimiento de U es el propio U no hay nada que probar. En ca-
so contrario, por ser U conexo, cada par (U;, U;) estard conectado por una sucesién de abiertos
Ui=U,,...,U;, =Ujtalesque U;, NU;,,, #Oparatodok =1,...,r — 1.

k+1

Consideremos entonces dos abiertos cualesquiera del recubrimiento de interseccién no vacia, di-
gamos U} y Uy, tales que L|y, sea un operador diferencial lineal de orden menor o igual que n; y
coeficientes a;; con k = 0,...,n; (i = 1,2). Por unicidad, tendremos que los coeficientes ayj y
asy coinciden en la interseccion. En particular, por el principio de prolongacion analitica, tendre-
mos que n; = neo, ya que si un coeficiente a;; es nulo en la interseccidn, serd nulo en todo Uj.

Por tanto, n; = n; = n para cualesquiera i, j € I y ademds los coeficientes de L|y, y L\Uj
coinciden en las intersecciones de los abiertos. Como los coeficientes son holomorfos, por la
propiedad de pegado de Oy, existen unos unicos a;, € O(U) (k =0, ..., n) tales que restringidos
a cada U; coinciden con el coeficiente a;, de L|y,. Por la propiedad de unicidad de Dy estos han
de ser los coeficientes de L, de manera que resulta un operador diferencial lineal de orden menor
o igual que n en U, concluyendo la demostracion.

O

Proposicion 2.20. Sea U C C un abierto conexo, y sea V. C U un abierto no vacio. Entonces, la
restriccion D(U) — D(V') es inyectiva.

Demostracion. Por la Proposicion 2.19, tenemos que cualquier operador diferencial en U es de
la forma L = an(i—nn + ...+ ald% + ag con a; € O(U) para todo i = 0,...,n. Sean, pues,
L= anfz—"n + ...+ aI% +ayy L = bmi—mm + ...+ bld% + bg operadores diferenciales en U
tales que L|y = L'|y. En tal caso, para todo W C V tendremos que:

d’I’L

d dm
an’wdj +"'+a1‘W@ +a0’w = bmlw

d
Clzim+"‘+b1‘W@+b0‘W'
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Podemos suponer sin pérdida de generalidad que m > n, de manera que:

dm n

d d

Ahora bien, por el Lema 2.10 los coeficientes del operador nulo han de ser todos nulos, de donde
deducimos que:

bm‘W:...:(bn—an)‘wz...:(bl—al)’W:(bo—ao)’W:Q

Finalmente, aplicando el Corolario 2.18 a las funciones anteriores, tenemos que b,, = ... =
bp —ap=...=by —ay =by—ag=0,yportanto L = L'.

2.3. Version en teoria de haces del Teorema de Cauchy

Para seguir nuestro estudio necesitamos introducir los conceptos de haz constante 'y localmen-
te constante, cuyas definiciones quedardn justificadas mds adelante. Estos pueden ser definidos
con total generalidad en cualquier haz, pero para nuestros propdsitos serd suficiente considerar
subhaces de Oy:

Definicion 2.21. Sea U C C un abierto, y sea F un subhaz de Oy:

a) Cuando U sea conexo, diremos que F es constante si para todo p € U la aplicacion m, :
F(U) — Fp dada por m,(f) = f,, es un isomorfismo de C-espacios vectoriales.

b) Diremos que F es localmente constante o un sistema local si existe {U; };c recubrimiento
de U por abiertos conexos tal que F |y, es constante para todo i € I.

Proposicion 2.22. Sea F un subhaz de Oy localmente constante, la funcién d : U — N dada por
d(p) = dimc(F,) es localmente constante.

Demostracion. Como F es localmente constante, existe {U; }ier recubrimiento por abiertos de U
tal que F |y, es constante para todo ¢ € I. Entonces, dadop € U e i € I tal que p € U;, tenemos
que F|y,(U;) = Fp. Si ahora tomamos g € Uj, tenemos igualmente que F|y, (U;) = Fy, de
manera que J, = F, para todo ¢ € U; y por tanto tienen la misma dimensién. De esta manera,
d(q) = d(p) para todo ¢ € Uj;, de donde d es localmente constante.

O

Corolario 2.23. Si U es conexoy F es un subhaz de Oy localmente constante, entonces dimg (fp)
es constante para todo p € U.

Demostracion. Alser U conexo, dados dos puntos p, ¢ € U, hade existir una sucesion U;, , ..., U;,
de abiertos del recubrimiento tales que p € Us,,q € U, y Uy, NU;,,, # 0 para todo k =
1,...,n — 1. Por la proposicién anterior, la funcién d es constante en cada uno de estos abiertos,
y dado que estos tienen interseccidn no vacia, ha de tomar el mismo valor en todos ellos, de donde
dim(c(]:p) = dim(c(fq).

O
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Definicion 2.24. Sea U C C abierto conexo, y sea F un subhaz de Oy localmente constante para
el que dimc(F,) = r para todo p € U, diremos que F es un subhaz localmente constante de
rangor.

Todo haz constante es, en particular, localmente constante. La siguiente proposicion establece
una condicion suficiente para que se verifique el reciproco. Su prueba se basa en un argumento de
topologia general y puede encontrarse en [8] (capitulo IV, Proposicién 4.20):

Proposicion 2.25. Sea U C C un abierto simplemente conexo, entonces todo subhaz de Oy
localmente constante es constante.

Caracterizamos ahora los haces constantes:

Proposicion 2.26. Sea U abierto conexoy F C Oy un subhaz, son equivalentes:

(1) F es constante.

(2) Para todo U' C U abierto conexo no vacio, la restriccion ryy « F(U) — F(U') es un
isomorfismo.

(3) Para cada p € U y para cada V. C U disco abierto de centro p, la restriccion rvy :
F(U) — F(V) es un isomorfismo.

Demostracion. La implicacién 2 = 3 es trivial. Veamos las otras dos:

(1 = 2) Dado U’ C U abierto conexo no vacio, por la Proposicion 2.18, tenemos que 7y es in-
yectiva. Basta ver, pues, que también es sobreyectiva: dada f € F(U’), y dado p € U’, considera-
mos la fibra de f en p. Como F es constante, existe g € F(U) tal que 7,(g) = gp = fp. Entonces,
existe W C U’ entorno abierto de p con f|w = g|w, de manera que f y g|y coinciden en todo
W. Como U’ es conexo, nuevamente por la Proposicién 2.18, tenemos que f = g|yr = ryip(9),
concluyendo que i/ es sobreyectiva, y por tanto isomorfismo.

(3 = 1) Seap € U, por la Proposicién 2.17 sabemos que 7, : F(U) — F, es inyectiva. Para
ver que es sobreyectiva, consideremos g, = (U’,g) € F, con U’ entorno abierto de p. Como
los discos abiertos de centro p son una base de entornos de p, existe V' C U’ disco abierto de
centro p. Entonces, g|y € F(V'), y como por hipdtesis, la restriccion 7y ¢ es sobreyectiva, existe
h € F(U) tal que h|y = g|y. Puesto que g y h coinciden en V, dan lugar a la misma fibra, luego
mp(h) = hy = gp. Concluimos que 7, es isomorfismo para todo p € U, y en consecuencia F es
constante.

O]

Proposicion 2.27. Sea U C C abierto conexo no vacio, se tiene que:

(1) Cualquier subhaz constante F C Oy queda completamente determinado por el C-espacio
vectorial F(U).

(2) Para cada subespacio vectorial E C Oy (U) existe un tinico subhaz constante F C Oy tal
que F(U) = E.
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Demostracion.

(1) Basta demostrar que para cada V' C U, F (V) es justamente el espacio vectorial de las funcio-
nes que localmente son restricciones de las de F(U). Para ello, tomamos un recubrimiento de V'
por abiertos conexos {V; }icr. Por la Proposicién 2.26, la restriccion r, , : F(U) — F(V;) es un
isomorfismo, luego para cada f € F (V') y paracadai € I, como f|y, S F(V;), existe g; € F(U)
tal que f|y; :gl-]Vi.

(2) Para cada abierto V' C U definimos Fo(V) = {g|v | g € E}. Es claro que Fy es un prehaz.
Sea F = (Fp)" su haz asociado, veamos que F es constante: seap € U 'y V C U disco abierto
de centro p, dada f € F(V), por definicién de haz asociado existe V' C V entorno abierto de p y
existe g € F tal que f|y» = g|ys. Como V' es conexo, por el principio de prolongacién analitica
(Corolario 2.18), f = gly = rvu(g), luego ryy es sobreyectiva (y también es inyectiva por el
mismo principio). Por tanto, ry ;7 es un isomorfismo, y por la Proposicién 2.26, F es constante.
Ademis, F(U) = E:

Por un lado, es claro que E = Fy(U) C F(U). Reciprocamente, si f € F(U), paracadap € U
existe un entorno abierto V;, de p y existe g € £ C Oy(U) tal que f|y, = glv,. Por el principio
de prolongacién analitica, f = g € F, luego F(U) = E. Finalmente, la unicidad de F se tiene
por el punto (1).

O

Recordemos el concepto de fibra de un morfismo de haces en un punto expuesto en el capitulo
anterior. Para un endomorfismo L : Oy — Oy y un cierto p € U, a partir de la construccién de la
fibra de la Proposicion 2.14, la fibra de L en p es la aplicacién lineal L), : O, — Oy, dada por:

Ly(fy) = Ly (V. ) = (Lv($), si f € Ou(V).

Observacion. La aplicacion L, estd bien definida, pues si (V, f) = (V’, g), existe un abierto
W cvnViconpe Wy flw = glw, de manera que Ly (f)|lw = Lw(flw) = Lw(glw) =
L', (g9)|w, y por tanto tienen la misma fibra en p. La linealidad se deduce de la definicién de las
operaciones en la fibra y de la linealidad de las aplicaciones Ly .

Para el estudio de las soluciones de una ecuacién diferencial sera fundamental la distincion
entre puntos regulares 'y singulares del operador diferencial asociado:

Definicion 2.28. Sea U C C un abierto conexo, y L = a, ZZ{ R al% +ap: Oy — Oy un

operador diferencial lineal de orden n, decimos que p € U es un punto regular de L si a,,(p) # 0.
En otro caso, se dird que p es un punto singular de L. El conjunto de puntos singulares lo denota-

remos por X (L).

Observacion. El conjunto (L) estd constituido por puntos aislados, ya que corresponde a los
ceros de una funcién holomorfa no nula. En particular, es cerrado.

Tenemos ya todo lo necesario para reformular el Teorema de Cauchy:

Teorema 2.29. Sea U C C un abierto conexoy L : Oy — Oy un operador diferencial de orden
n. Si definimos el abierto Uy = U \ X(L), se cumple que:

(1) El haz restriccion L = ker L|U0 es un sistema local de rango n.

31



(2) El endomorfismo restriccion Ly, : Oy, — Oy, es sobreyectivo.

(3) Sip esun punto singular de L, ker L,, es un espacio vectorial complejo de dimension menor
o igual que n.

Demostracion.

(1) Sea V' C Uy un disco abierto no vacio y p € V. Dado que ker L es justamente el conjunto
de soluciones de la ecuacion diferencial L(f) = 0y V no tiene puntos singulares, tras convertir
dicha ecuacién en un sistema lineal como la ecuacién 2.4, podemos aplicar el Teorema 2.2 en
cualquier disco abierto W C V de centro p con B = 0 (y por tanto S = ker Lyy), de manera que
L(W) = ker Ly = C". Por composicién de isomorfismos, tenemos entonces que la restriccion
L(V) — L(W) es un isomorfismo. Como esto se tiene para cualquier p € V, por la Proposicién
2.26, L|y es un haz constante.

Tomando entonces un recubrimiento de Uy por discos abiertos no vacios {V; };c, tendremos que
L]y, serd constante para todo i € I, y por tanto £ serd un haz localmente constante. Como Uy es
conexo por serlo U, para todo p € Uy, tomando un disco abierto V' de centro p, tendremos que
dime (£p) = dime((L]v)p) = dime(L£(V)) = dime(C™) = n, de donde el rango de L es n.

(2) Como Uy no tiene puntos singulares, podemos aplicar el Corolario 2.4 para deducir que, dado
un disco abierto V- C Upy f € Oy, (V), la ecuacién Ly (y) = f siempre tiene solucién. Pero
entonces, dado p € Uy y fp = (V, f) € O, p, existe g € Oy, (V) con Ly (g) = f, de manera
que Ly(gp) = (Lv(9))p = fp, luego Ly, : Oy, », = Ou, p €s sobreyectiva para todo p € Uy. Esto
implica por la Proposicién 1.33 que L]y, es sobreyectivo.

(3) Sea V un disco centrado en p lo suficientemente pequefio para que no contenga mds puntos
singulares, observamos en primer lugar que la aplicacion de paso a la fibra 7, : ker Ly, — ker L,
es un isomorfismo:

= Inyectividad: se tiene por la Proposicion 2.17.

= Sobreyectividad: sea g, € ker Ly, existe V' C V entorno abierto de p y g € ker Ly tal

que g, = (V’,g). Pero como V' no contiene mds puntos singulares, g puede extenderse a
todo V' aplicando sucesivamente el Teorema de Cauchy sobre la ecuacién L(f) = 0: en un
primer paso, se aplica sobre discos centrados en puntos de la frontera de V' (por unicidad,
la solucién encontrada en estos discos ha de coincidir con g en la interseccién con V') y
se reitera el proceso con los nuevos puntos frontera hasta cubrir completamente todo V/,
momento en que tendremos definida una funcién h de ker Ly que coincidird con g en V.
De esta manera, m,(h) = hy, = g, y obtenemos la sobreyectividad de 7).

Sea ahora W C V' \ {p} un disco abierto, como no contiene puntos singulares, por el punto
(1) tenemos que ker Ly es un C-espacio vectorial de dimensién n. Pero por el principio de
prolongacién analitica, la restriccién ker Ly — ker Ly es inyectiva, luego dimc(ker L,) =
dimc (ker Ly ) < dime (ker Ly ) = n, concluyendo el resultado.

O

Corolario 2.30. Sea U C C un abierto simplemente conexoy L : Oy — Oy un operador
diferencial lineal de orden n sin puntos singulares. Entonces Ly : Oy(U) — Oy (U) es sobre-
yectiva, es decir, la ecuacion diferencial L(y) = g siempre tiene una solucion holomorfa para

todo g € Oy (U).
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Nota. La prueba se basa en un argumento de cohomologia de haces. Sin embargo, dado que
esta es la uinica prueba en la que vamos a hacer uso de ella y para su correcto entendimiento es
necesario explicar multitud de conceptos como resoluciones inyectivas y proyectivas, homologia
y cohomologia, funtores derivados, etc., prescindiremos de los detalles. Una buena referencia para
ahondar en este tema es [15].

Demostracion. Consideremos la siguiente sucesidn exacta de haces, de acuerdo con la Proposi-
cién 1.35 (L es sobreyectivo por el teorema anterior ya que U no tiene puntos singulares, luego
coker L = 0):

0—>kerL—>OU£>(’)U—>O.

Esta sucesion da lugar a una sucesién exacta de cohomologia (Teorema 6.43 y Proposicién 6.70
de [15]):

0 — ker Ly — Op(U) ™ Op(U) - H (U, ker L) — . ..

Un resultado de cohomologia de haces establece que si F es un haz constante en un abierto sim-
plemente conexo, entonces H'(U, F) = 0 para todo i > 1 (ver, por ejemplo, en [8], Teorema
I1.3.5). Por el Teorema 2.29 y la Proposicion 2.25, ker L es un haz constante, y al ser U simple-
mente conexo, tenemos que H (U, ker L) = 0. Entonces, por exactitud, L;; es sobreyectiva, y por
tanto toda ecuacion de la forma L(y) = g con g € Oy (U) tendra solucién en Oy (U).

O
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Capitulo 3

Funciones multiformes

En el capitulo anterior hemos caracterizado las soluciones de las ecuaciones diferenciales li-
neales cuando el operador diferencial asociado no tiene puntos singulares en su dominio. Nos
dirigimos ahora hacia el estudio del comportamiento de los operadores diferenciales en el entorno
de puntos singulares. Para ello, serd necesario en primer lugar introducir las funciones multiformes
y sus propiedades. En este capitulo nos encargaremos de ello.

3.1. Espacios recubridores

Empecemos recordando algunos conceptos bdsicos de topologia algebraica que serdn funda-
mentales para la construccién de las funciones multiformes:

Definicion 3.1. Sean X y X espacios topoldgicos y q : X — X una aplicacién continua, se
dice que el par (X' ,q) es un recubrimiento o espacio recubridor de X si para todo x € X existe
V, C X entorno abierto de z tal que ¢~*(V,,) es una unién disjunta de conjuntos abiertos {U; };cs
de X, siendo qlv, : Ui — V un homeomorfismo para cada ¢ € I. La aplicacién ¢ se denomina
aplicacion recubridora.

Cuando el espacio recubridor es simplemente conexo y localmente conexo por caminos, veri-
fica la siguiente propiedad de universalidad. Su demostracién puede encontrarse en [14]:

Proposicion 3.2. Sea X un espacio topoldgico conexo y localmente conexo por caminos, y sea
(Y, q) un recubrimiento de X tal que Y es simplemente conexo y localmente conexo por caminos.
Se verifica que:

(1) Dado otro recubrimiento (Y',q') de X, existe una aplicacion recubridora h :' Y — Y’ tal
que ¢' o h = q (es decir, Y es recubrimiento de cualquier otro recubrimiento de X ).

(2) Siademds X es simplemente conexo, h es un homeomorfismo.

(3) Si (Y',q") es otro recubrimiento de X con'Y' simplemente conexo y localmente conexo por
caminos, entonces Y =Y.

Este resultado justifica la siguiente definicién:
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Definicion 3.3. Si (Y, ¢) es un espacio recubridor de X e Y es simplemente conexo y localmente
conexo por caminos, se dice que Y es un recubrimiento o espacio recubridor universal.

Definiciéon 3.4. Sea X un espacio topoldgico, y sean (Y1, q1) y (Y2, g2) dos espacios recubridores
de X, diremos que una aplicacién continua ¢ : Y7 — Y5 es un homomorfismo de (Y1,q1) en
(Y2, g2) si se cumple que g2 © ¢ = ¢p. Diremos que ¢ es un isomorfismo si ademas es un ho-
meomorfismo (o equivalentemente, existe ¢ homomorfismo de (Y2, g2) en (Y7, q1) tal que potp y
1 o son las identidades correspondientes). Un isomorfismo de un espacio recubridor en si mismo
se denominard automorfismo.

De acuerdo con la Proposicion 3.2, dos recubrimientos universales cualesquiera de X serdn
isomorfos. Es mds, si consideramos espacios punteados, es decir, pares (X, z() formados por un
espacio topoldgico X y un punto g € X (denominado punto base) y exigimos que los homo-
morfismos entre ellos lleven punto base en punto base, entonces el isomorfismo existente entre
dos recubrimientos universales de (X, () es unico. Es por ello que se suele hablar de “el recubri-
miento universal de (X, xg)".

Por otro lado, es claro que el conjunto de automorfismos de un espacio recubridor (Y, ¢) es un
grupo con la composicién de aplicaciones. Este grupo se denotard por Aut(q), y vendrd dado por:

Aut(q) ={¢:Y = Y | ¢ es homeomorfismo y g o ¢ = ¢}.

Para construir el recubrimiento universal de C* = C \ {0} con punto base 1, recurrimos a la
exponencial compleja, cuya definicidn es:

(o) zn
cap(z) = e = > =,
n!
n=0

y verifica las siguientes propiedades:

= Es holomorfa en todo C y su imagen es C*.
m ¢ =1 <= dk € Z con z = 2kmi.
n PP =% . % Y,z € C.

m e ?=1/e* VzeC.

Proposicién 3.5. El par (C,q) con q : (C,0) — (C*,1) dada por q(w) = €*™ es el recubri-
miento universal de (C*,1) y el grupo de automorfismos es un grupo ciclico infinito dado por
Aut(q) = (M), siendo M : C — C tal que M (w) = w + 1.

Demostracion. Veamos primero que es un recubrimiento (y serd universal puesto que C es sim-
plemente conexo y localmente conexo por caminos):

Sea z € C*, tomemos el entorno abierto V, = C \ {pe®™@ | p > 0} con a € [0,1) tal
que el argumento de z en [0,27), Arg(z), no sea 2ma (por ejemplo, para cualquier z que no
esté en el eje real positivo se podria tomar a = 0). Es claro que ¢ '(V,) = Ugez Wi con
Wp ={k+ 2|2 ¢€ C,Re(z) € (a,a+ 1)}y que glw, : Wi, — V. es biyectiva para todo
k. Pero al ser holomorfa y biyectiva, cada ¢|yy, es biholomorfa (su inversa es holomorfa), y en
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particular un homeomorfismo. Por tanto, (C, ¢) es un recubrimiento universal de C*. Hallemos su
grupo de automorfismos:

Sea o € Aut(q), entonces g(a(w)) = g(w), es decir, e2™(®) = 2™ De aqui, e2 (W) ~w) =
1, y por tanto, para cada w € C, existe k(w) € Z tal que 27i - (a(w) — w) = 2mi - k(w), de
manera que k(w) = a(w) — w. Dado que « es continua, k : C — Z también lo es, y puesto que
C es conexo, k(C) C Z también ha de serlo. Pero los tinicos conjuntos conexos no vacios de Z
son los formados por un tnico punto, luego existe K € Z tal que k(w) = K para todo w € C, de
manera que a(w) = w + K, es decir « = MK € (M). Ademis es claro que todo elemento de
la forma M € (M) con K € Z es un automorfismo de ¢, pues claramente es homeomorfismo y
(qo ME)(w) = ?miwtK) — g2miw . 2miK — o2miw — ¢ (y)) para todo w € C. Concluimos que
Aut(q) = (M).

0

3.2. Funciones multiformes y determinaciones

Si denotamos por Dp el disco abierto de centro 0 y radio R € (0,00), D}, = Dgr \ {0} y

b\}"; = ¢ (DY) = {z eC|Imz> —1°2g7TR}, es claro que (b\*/,qhﬁ) es un recubrimiento

universal de D%, Esto nos permite definir las funciones multiformes en este abierto:

Definicion 3.6. Diremos que f : D3 — C es una funcion holomorfa multiforme en D7, si es una
funcién holomorfa en D%, El conjunto de funciones holomorfas multiformes en D7, se denotard
por A%,

Observaciéon. Dado que /57; es abierto y A% =0 (5}‘;), es claro que A% es una C-dlgebra
conmutativa.

Ejemplos:

Veamos algunos ejemplos de funciones multiformes en C \ {0}, que serén elementos de A%, :

» La funcién identidad w € C + w € C es un elemento de A%, que, vista como funcién
multiforme, denotaremos por Log z.

» Dado a € C, la funcién w € C — e>™% ¢ C es un elemento de Ago, que, como funcién
multiforme, denotaremos por z“.

Posteriormente quedard justificada la eleccidn de esta notacidn.

Lema 3.7. La aplicacion ¢ : O(D%) — A% dada por ¢(f) = f o q es inyectiva.

Demostracion. Sean f,g € O(D7}) tales que f o ¢ = g o g. Dado z € D, sabemos que existe
w e C tal que = = €2 = g(w), luego f(2) = (f o g)(w) = (g 0 ¢)(w) = g(2) y por tanto f y
g coinciden en todo D%, de donde ¢ es inyectiva.

O

Observacién. El lema anterior nos indica que podemos tratar O(D7},) como una sub-C-dlgebra de
AY, de manera que las funciones de O(D3%) las podremos ver como funciones multiformes con la
identificacion f = ¢(f) € .A%. Por ello, a partir de ahora, para distinguir las funciones de O(D7;)
de las funciones multiformes, a las primeras las llamaremos uniformes o univaluadas.
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Definimos ahora el operador de monodromia en A%, que resultara fundamental en lo que
sigue:

Definicion 3.8. Llamamos operador de monodromia al automorfismo de C-dlgebras 7" : AOR —
A%, dado por T'(g) = g o M.

La siguiente proposicién muestra que las funciones de O(D%,) son justamente los puntos fijos
de T

Proposicién 3.9. Dado R € (0,00), se verifica que O(D%) = {g € A% | T'(g) = g}.

Demostracion. Es claro que si g € O(D7}), entonces T'(¢(g)) = T(goq) = gogo M =
goq = ¢(g), luego vista en A%, T(g) = g. Reciprocamente, sea g € A% tal que T(g) = ¢

(ie. g(w) = g(w + 1) para todo w € Dp), hemos de ver que existe f € O(D%) tal que
g=9¢(f)=Ffeq

Definimos f(z) = g(w) donde w es tal que g(w) = z. Nétese que estd bien definida, pues tal
w existe al ser z # 0, y si w’ también verifica ¢(w’) = z entonces w — w’ = k para un cierto
k € Z, de manera que g(w) = g(w’ + k) = g(w’). Ademds f verifica que f o ¢ = g. Para
probar que f es holomorfa, consideramos 29 € Dy y wo € b\}g tal que g(wp) = zo. Por ser ¢ un
recubrimiento, existe un entorno abierto Vo C D7, de 2p y un entorno abierto % C 5}3 de wyq tal
que q\% : % — Vj es biyectiva (y por tanto biholomorfa). Entonces, ¢ tiene una inversa local en

Vo que también es holomorfa, resultando f|y, = g o (q|'VVO)_1 holomorfa por composicién. Como
esta propiedad es de caricter local y el zg elegido es arbitrario, concluimos que f es holomorfa en
D%, y conello que g € O(D7%,) (vista como funcion univaluada).

O

Definamos ahora las determinaciones de una funcién holomorfa multiforme. El ejemplo clési-
co son las ramas del logaritmo complejo como inversas locales de la funcién exponencial:

Definicion 3.10. Sea g una funcién holomorfa multiforme en un cierto D3 y U C D%, un abierto
simplemente conexo, se dice que una funcién holomorfa f € O(U) es una determinacion de g en

U siexiste o : U — D7, seccion de ¢ (i.e. una inversa por la derecha) holomorfa tal que f = goo.

Observacion. En la definicion anterior se exige que U sea simplemente conexo para garantizar la
existencia de una seccién holomorfa de q.

Veamos una caracterizacion de las determinaciones de una funcién holomorfa multiforme co-
nocida una de ellas:

Proposicién 3.11. Sea g € A%, U C D%, un abierto simplemente conexo y o una seccion
holomorfa de q en U. Entonces, cualquier otra seccion holomorfa de q en U es de la forma
M* o o para un cierto k € Zy ¢~ (U) = Upez(M* o 0)(U). Ademds, cualquier determinacion
de g en U es de la forma T*(g) o o con k € 7Z.

Demostracién. Como o es una seccién holomorfa de g, se tiene que €27?(*) = 2. Tomando lo-
garitmos y con un razonamiento andlogo al realizado en la prueba de la Proposicién 3.5 se llega
a que existe kg € Z tal que 0(2) = = [log|z| 4+ i Arg(2)] + ko, de manera que dos secciones
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holomorfas cualesquiera de ¢ difieren en una constante entera, y por tanto cualquier otra seccién
holomorfa es de la forma M* o ¢ para un cierto k € Z.

Para ver que ¢~} (U) = Upez(M* 0 )(U), bastard, pues, comprobar que si w € o(U), entonces
w+k ¢ o(U) paraningin k € Z\ {0}: si existen z, 2’ € U talesque w = o(z) yw+k = o(2),
entonces z = q(w) y 2/ = q(w + k). Pero dado que ¢(w) = g(w + k), tenemos que z = 2’y
w = w + k, de donde k£ = 0.

Finalmente, si f es una determinacién de g en U, por lo que acabamos de probar, existe k € Z tal
que f = go M* o g. Pero g o M* = T*(g), luego f = T*(g) o 0.
O

En base a este resultado, definimos y caracterizamos las funciones de determinacion finita:

Definicion 3.12. Sea g una funcién holomorfa multiforme en D7%,, decimos que g es de determi-
nacion finita si el C-espacio vectorial generado por {T%(g) | k € Z} es de dimension finita. El
conjunto de las funciones multiformes en D7, de determinacién finita se denotard por Ag.

Observacion. Dadas f,g € Ar y A € C, es claro que los espacios vectoriales generados por
T*(f +9) = TH(f) +T*(g), T*(fg) = T*(f)T*(9) y T"(Af) = AT*(f) con k variando en Z
son de dimension finita por serlo los de f y g. Por tanto, Apg es una sub-C-élgebra de .A%.
Proposicion 3.13. Sea g una funcion holomorfa multiforme en D%, son equivalentes:

(1) g es de determinacion finita.

(2) El C-espacio vectorial generado por las determinaciones de g en cualquier abierto simple-
mente conexo U C D7, es de dimension finita.

(3) Existe algiin abierto simplemente conexo U C D7, tal que el C-espacio vectorial generado
por las determinaciones de g en dicho abierto es de dimension finita.

Demostracion. La implicacién 2 = 3 es trivial. Para las otras dos implicaciones, dado U C D%
abierto simplemente conexo, definimos los conjuntos A = {T%(g) | k € Z}y B = {f €
O(U) | f es determinacion de g en U }. Sea o una seccion holomorfa de ¢ en U, consideramos la
aplicacion ¢ : A% — O(D%) dada por ¢(h) = h o 0. Por la Proposicién 3.11, ¢ lleva A en B de
forma biyectiva. Por tanto, el espacio vectorial generado por A serd de dimension finita si y sélo
si lo es el generado por B, lo que demuestral = 2y 3 = 1.

O

Ejemplo:
» Log z es una funcién multiforme de determinacion finita, pues:
T(Logz) =T(w) =w+1=Logz+1,
y por tanto (T (Log z)) = (1, Log z), que es de dimensién finita.
» Dado a € C, z* es una funcién multiforme de determinacion finita, ya que:

T(Za) _ T(627rzaw) — 627rza(w+1) _ 627rza€27rzaw — 627rzazoz’

luego (T*(2%)) = (2%).
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= Como ejemplo de funcién de determinacion no finita, consideremos B = 1y la funcién
g(w) = 1/w € O(D},) (como 1 ¢ D%, 0 ¢ D7, y por tanto g es holomorfa). En este caso,

tenemos que:
1
k —
<T (g)> N <Logz+kz ’ k€Z>.

Veamos que no es un espacio vectorial de determinacién finita: supongamos por reduccion
al absurdo que (T%(g)) estd generado por m, i =1,...,n,y consideremos entonces
un k € Z distinto de todos los k;. Por hipétesis, han de existir ¢1,...,c, € C tales que
m = Y i1 Tog o7, - Pero en tal caso, [} (Log 2 + k;) = P(Logz) - (Log z + k),
donde P(Log z) es un polinomio en la variable Log z de grado n — 1. Como Log z + k es
primo en C[Log z| para todo k, deducimos que Log z + k ha de dividir a algiin Log z + k;,
lo que sélo es posible si k = k;. Llegamos entonces a contradiccién y concluimos que g no
es de determinacion finita.

Nos planteamos ahora si es posible extender una funciéon holomorfa a una funcién multiforme.
Para ello, necesitamos un primer lema:

Lema 3.14. Sea V' C D% un entorno abierto y convexo del intervalo real (0, R) = R* N D,
existe una tinica componente V de ¢~ (V) que intersecta al eje imaginario y qly 'V = Ves

biholomorfa.

Demostracion. Basta observar que por ser V' un abierto convexo conteniendo al intervalo real
(0, R), este ha de estar contenido necesariamente en un semicirculo de D%, Pero la imagen inversa
de un semicirculo por ¢ es una unién disjunta de bandas de anchura 1/2 (a partir de una cierta
altura que viene determinada por el radio R) con una separacion de 1/2 entre cada una de ellas.
Por tanto, cada componente de ¢! (V') va a estar contenida en una de estas bandas, y sélo una de
ellas podra intersecar al eje imaginario. Ademads, una de ellas lo hard necesariamente, pues este
eje forma parte de la antiimagen del intervalo (0, R), al cual V' ha de contener. Denominaremos
a dicha componente V. Finalmente, por ser ¢ un recubrimiento, es claro que qly - V — Ves
biholomorfa.

O

Definicion 3.15. Sea V' C D%, un entorno abierto y convexo de R} N D%, y sea vV C Z)TR la
tinica componente conexa de ¢~!(V') que intersecta al eje imaginario. Se dice que una funcién
holomorfa f € O(V') se extiende a una funcion holomorfa multiforme en D, si existe una tnica
funcién holomorfa multiforme g € A% tal que gly = foqly (ie. fesunadeterminacién de g en
V). En tal caso, diremos que g es la extension multiforme de f.

Definicion 3.16. Con la notacién de la definicion anterior podemos definir V : .AOR — O(V)
como la aplicacién lineal que asocia a cada g € .AOR su determinacién principal en V, es decir,

Vig)=go(qly)™

Ejemplo: En el Lema 3.14 vimos que la restriccion gy, : V — V es biholomorfa, y por tanto
podemos considerar la funcién f = (q|y) "' : V — V € O(V). Es claro que f se extiende a la
funcion identidad en D7,, de manera que:

2= (fodlp)(z) = >,
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y por tanto, f se corresponde, salvo por el factor 274, con el logaritmo complejo. Este es el motivo
por el cual denotamos por Log z a la funcién identidad como funcién multiforme.

La siguiente proposicidn caracteriza las funciones holomorfas extensibles a funciones multi-
formes:

Proposicion 3.17. Sea V' C D7}, un entorno abiertoy convexo de R’ N D7, y sea VC D3, lavinica
componente conexa de ¢~ (V') que intersecta el eje imaginario, dada una funcién f € O(V'), son
equivalentes:

(1) f se extiende a una funcion holomorfa multiforme g en DY, de determinacion finita.

(2) Existe un subhaz F C O Dy, localmente constante y de rango finito tal que ferFw).

Demostracion. Para f = 0 es trivial que se tiene la equivalencia, pues basta considerar el haz
nulo. Podemos suponer entonces que f # 0:

(1 = 2) Como /15}*; es conexo, por la Proposicién 2.27, el subespacio vectorial E = (T*(g) | k €

Z) C Op (DE) determina univocamente un subhaz constante 7 C O . A partir de este haz,
R R

definiremos otro en O Dy, de la siguiente forma:

Para cada abierto W C D, definimos F(W) = {h € O(W) | I{W,}ier recubrimiento por
abiertos de W tal que h|w; o q|,-1w,) € F (¢ *(W;)) paratodo i € I} C Op: (W). Es claro
que F (W) es un subespacio vectorial de Ops (W), pues si by h' € F(W), h + h’ verificard la
propiedad que define a F (W) en el recubrimiento interseccién de los de h 'y b’ (por ser Fun haz),
y dado A € C, \h la verificara en el mismo recubrimiento de h. Veamos que, en efecto, F es un
haz:

» Dados W/ C W C Dy, abiertos y h € F(W), h|w verificard la propiedad en el recu-
brimiento de W’ dado por la interseccion de este con el recubrimiento de W, y por tanto
hlwr € F(W").

» Sea {W;}ies recubrimiento por abiertos de W C Dj, y h tal que hlw, € F(W;), basta
tomar el recubrimiento por abiertos de W dado por todos los abiertos de los recubrimientos
de cada W; para deducir que h € F(W).

Por otro lado, sea U C D7 un abierto simplemente conexo y sea Uy C b\}g un abierto (tam-
bién simplemente conexo) tal que q(Up) = U, por la Proposicién 3.11, ¢~ (U) = Upez M*(Uy)
(pues Uy = o(U) para una cierta seccion holomorfa de ¢) y ¢ serd una funcién biholomorfa en-
tre M*(Uy) y U para todo k& € Z. Del mismo modo, si para cada abierto W C U definimos
Wo = Uy N g~ (W) (es decir, elegimos la componente de ¢~ (W) contenida en Up), tendremos
que ¢ (W) = UpezM¥*(Wp) y ¢ serd una funcién biholomorfa entre M* (W) y W para todo
ke Z.

Esto nos permite probar que si h € O(W), entonces h o gqlo-1wy € Flgt(W)) siy sélo si
hoqlw, € F (Wo): la implicacién hacia la derecha se tiene simplemente al restringir £ 0 q|g—1(y)

a Wy por ser F un haz. Para el reciproco, nétese que basta probar que si h o glw, € F (W),
entonces hog| k() € F(M k(W) para todo k, pues los M* (1) forman un recubrimiento por
abiertos de ¢! (W) y nuevamente por ser F un haz se tendr el resultado. Supongamos entonces

que h o qlw, € F(Wp), y dado que g o M* = ¢ para todo k € Z, tendremos que:
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ho alarqwn) = hoalwo © Mgy = T (o alw) | ageony:

Pero por definicién h o q|yy, es localmente una restriccién de elementos de (77(g) | j € Z), luego
por la igualdad anterior es claro que & o ¢ M*k(W,) también lo serd, de manera que h o q| ME(Wo) €
F(M*(Wp)). Esto nos permite concluir que h € F(W) siy sélo si h o gy, € F(Wp) por la
propiedad de pegado de F (ya que si {W;};cs es un recubrimiento por abiertos de W, entonces
{Wi, = Up N q~ (W) }ies es un recubrimiento por abiertos de Wp).

Dado que ¢ es biholomorfa entre Uy y U, tendremos un isomorfismo entre 7 (U) y F(Uo), que,
dado py € U, inducird un isomorfismo natural ¢, entre las fibras Fp, y Fy(p,)- Tendremos
entonces el diagrama conmutativo:

O‘1|UO

F(U) —=% F(Uy)

lﬂq(po) %lﬂpo
bpy =

fq(po) T0> Fpo-

Ademis, como F es un haz constante, la aplicacion Tp, también es un isomorfismo. Por tanto,
dado p € U, si tomamos py tal que p = ¢(po), tendremos que la aplicacién 7, : F(U) — F,
es isomorfismo por ser composicién de isomorfismos, concluyendo que el haz F|i; es constante.
Ademds, dado que F(Up) es un espacio vectorial de dimension finita y los isomorfismos conser-
van la dimensién, tendremos que F|;; es de rango finito. Por dltimo, es claro que f € F(V'), pues
9li = f oqly € F(V) por hipétesis.

(2 = 1) Para cada abierto G € D%, definimos F(G) = {h € O(G) | EI{G }ier recubri-
miento de G por abiertos con ¢ : G; — ¢(G;) biholomorfa y 3h; € F(q(G;)) tales que
h] & = hiogqlg Vi € I}. Por razonamientos totalmente andlogos a los realizados en la otra

implicacion, se tiene que F (é) es un C-espacio vectorial y F es un subhaz de O+ . Ademis,
R

tomando como recubrimiento de V el propio V, tenemos que f = foqly € F (f/)

De hecho, tenemos que la restriccién de Fa cualquier abierto GcC D%, tal que la restriccion de g a
dicho abierto sea una funcién biholomorfa es un haz localmente constante de rango finito (el de F):

Como F es localmente constante, podemos tomar q(G) = U,erGi, siendo cada G tal que Fla,
es un haz constante. Entonces G = U;e;G; con Gy = = (¢l5)~H(Gi). Veamos, pues, que f\~ es
constante para todo ¢ € I. Para ello, observamos que h € F(G;) siy s6lo si h o q]~ € F (G )
(una implicacion es trivial y la otra se deduce de la propiedad de pegado de F), de manera que
tenemos un isomorfismo entre estos dos espacios vectoriales. Sean entonces p € G; y p = q(p),
se inducird un isomorfismo ¢, : F, — JEZ;, y podremos considerar el diagrama conmutativo:

Al ser F|¢, un haz constante, 7, es un isomorfismo, y por composicién de isomorfismos tendre-
mos que 7; también lo serd, concluyendo que F |5 es un haz constante para todo ¢ € I y por tanto
T
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F | es un haz localmente constante (del mismo rango que F por isomorfia).

A partir de aqui, construyendo un recubrimiento de D7, por abiertos de esta forma, tendremos que

F es localmente constante. Ahora, dado que D%, es simplemente conexo, por la Proposicion 2.25
deducimos que F es constante (de rango finito). Entonces, la restriccién F(D3,) — F (V) es un
isomorfismo y por tanto existe g € F(D%,) tal que g|;; = f = f o q|;. Ademds, si tomamos el

recubrimiento de D7, por bandas abiertas de anchura 1/2 centradas en los enteros y semienteros
(obtenidas aplicando potencias de M a las bandas centradas en 0 y 1/2, que llamaremos G y
CTg respectivamente), tendremos, por ser F un haz, que existen f;; € F (q (M J (@;))) tales que
g|MJ(G )= = fijo q\M] G bara todoi =1,2y j € Z. De esta forma:

g)’MJ'(G 9’Mk+z( )OMk‘MJ'( = i(h+d) Oq‘Mk‘*‘J OMklMJ fi(k+j)oq}Mﬂ'(”G§)’

y por tanto T%(g) € f(ﬁg) para todo k € Z. Asi, E = (T*(g) | k € 7Z) es un subespacio

vectorial de F (D7), que es de dimension finita por ser F un haz constante de rango finito, luego
g es de determinacion finita y f se extiende a g.
O

3.3. Soluciones multiformes de una ecuacion diferencial

Consideremos ahora un operador diferencial lineal L, y definamos su accidn sobre una funcién
multiforme g € A%:

Definicion 3.18. Sea L un operador diferencial lineal en Dpg, y sean g, h € .A% funciones mul-

tiformes en D7, diremos que L(g) = hsi L(g o o) = h o o, siendo o : D}, — D7, cualquier
seccion holomorfa de q.

Observacion. En términos practicos, esta definicién viene a decir que, para aplicar L a una fun-
cién multiforme g, basta considerar el “cambio de variable” z = ¢>™ y calcular las derivadas
conforme a la regla de la cadena.

Lema 3.19. La accion de un operador diferencial sobre una funcion multiforme estd bien definida.

Demostracion. Hemos de comprobar que si 01 y o2 son dos secciones holomorfas de ¢ en Dy, y
L(goo1) = hooy,entonces L(g o o2) = h o oa:

Sabemos, por la Proposicién 3.11, que existe k € Z tal que oo = M” o o1, luego basta probar que
si o es una seccién holomorfa de ¢ tal que L(g o o) = h oo, entonces L(go M oo) =hoMoo.
Pero esto es tanto como decir que si L(g(w)) = h(w) paratodo w € D7, entonces L(g (w +1)) =

h(w + 1) para todo w € Z, y esto dltimo es cierto, pues w + 1 € D para todo w € D*
O]

Proposicion 3.20. Se tiene que:
(1) A% es un D(D%) médulo a la izquierda.
(2) El operador T : A% — A%, es D(D%,)-lineal.
(3) Ag es un sub-D(D%,)-mddulo a la izquierda de .A%.
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Demostracion.

1) Dados L = a, % + ...+ a1% + ag € D(D* e A%, veamos que L(g) € A%, lo que
( dz dz R)YY q 9 R 104
nos permitird definir el producto como L - g = L(g):

Observamos en primer lugar que, si denominamos w = (qy,) ~*(2) (es decir, w € V es tal que
e2™W — 7). tendremos que:

L (V(9) = - (glw) = W9 () = €D

Por induccién se comprueba ficilmente que

—2miw d —2miw d
g =V(d(g)), cond = €

2 dw’
£:(6(V(9)) = V(8" (g)) para todo n € N,
de manera que por la linealidad de la composicién se tendrd que L(V(g)) = V(L(g)), siendo

L: (’)(ETR) — (’)(ETR) la aplicacién dada por:

I = an(€27riw)5n 4. _|_a1(627riw)6+a0(627riw).

Obsérvese que al desarrollar los §”, todos los sumandos serdn de la forma b;(w)-— I con b; €

— - _ 5 i dw?
O(Dj,), luego L € D(D},) y L - g = L(g) = L(g) € O(Dy,) = A}

Ademds, por la linealidad de la derivada y de la composici6n, para cualesquiera L, L’ € D(D7},) y
9.9 € A}, se verifica:

= L-(g+9)=Llg+g)=Lg)+L(g)=L-g+L-g.

P

L+L) g=(L+L)g)=Llg)+L(9)=L-g+L-g.
Lovwgzi?ﬂmnzabwnzL«U@»
= 1.g=1(g) =y

luego A% es un D(D%)-médulo a la izquierda.

(2) Sea L = ani—nn +...tax dz +ap € D(D})y g € A%, veamos que T(L - g) = L - T(g), es
decir, que T'(L(g)) = L(T( )). Para ello, observamos que:

5(T(9))(w) = 6(g o M)(w) = oo 48 (M (w)) DL (w) = £ 99 (V] (w))
= §(g)(M(w)) = (5(g) o M)(w) = T(5(9))(w),

y por induccién, 6™ (T'(g )) T(6"(g)) para todo n € N. Ademds, sabemos que T'(a;(e?™™)) =
a;(e*™) paratodo i = 0, ..., n por la Proposicién 3.9. Concluimos que:

T(L(g) = T (an(e*™™))T(6"(9)) + - ..+ T(ar(e*™™))T(5(g)) + T(ao(e> ™))
= an(ezmw)csn(T(g))+...—I—al(e%iw)é(T(g))—i—ao( 2mw) I~/(T( ))

y con ello que 1" es D(D7,)-lineal.

(3) Ya sabemos que Ag es un subgrupo de A%, por lo que basta probar que si L = a,, % d — et
a1t +ap € D(D})y g € Ap, entonces L - g = L(g) € Ag. Por hipétesis, (T*(g) | k € Z>
es de dimension finita, y aplicando induccién en (2) tenemos que T%(L(g)) = L(T%(g)), luego
(T*(L(g)) | k € Z) = (L(T*(g)) | k € Z) = L({T*(g) | k € Z)), y también serd finito-
dimensional. Tenemos asi que L(g) € Ag y por tanto A es un submédulo de A,

O

43



Definicion 3.21. Sea L un operador diferencial lineal en Dp, definimos el niicleo de L en .A%
como ker L 40 = {g € A% | L(g) = 0}.
R

Observacién. Es claro que ker L Ap, €s un subespacio vectorial de A%.

Con esta definicion, probamos ahora un resultado andlogo al Teorema 2.29 y al Corolario 2.30
para funciones multiformes:

Proposicion 3.22. Sea L = an% +...+a; d% + ag un operador diferencial lineal de orden n en
Dpr t~al quf\gn(z) # 0 para todo z # 0. Sea V- C D%, un entorno abierto y convexo de R’ N D%, y
sea V. C D%, la tinica componente conexa de q (V) que intersecta el eje imaginario. Se verifica
que:

(1) Cualquier funcion multiforme g € A% tal que L(g) = 0 es de determinacion finita y
ker L A), €s un C-espacio vectorial isomorfo a (ker L)(V'). En particular, se tendrd que
dimc (ker LA%) =n.

(2) Las aplicaciones L : A, — A%y L : Ap — Apg son sobreyectivas.
R R

Demostracion.

(1) Por definicién, si L(g) = 0, entonces L(V(g)) = 0y V(g9) € (kerL)(V), de donde
V(ker L A9, ) C (ker L)(V). Pero como L no tiene puntos singulares en D7, por el Teorema
2.29, (ker L)| px, es un haz localmente constante de rango n. Entonces, por la Proposicién 3.17,
V(g) se extiende a una funcién multiforme de determinacién finita, que es obviamente g. Asi,
todas las funciones multiformes anuladas por L son de determinacion finita. Nuevamente por
la Proposicién 3.17, cada f € (ker L)(V') se extiende a una funcién g € Apg, de manera que
f=go(qly)™ =V(9)y L(f) = L(V(g)) = 0. De todo esto concluimos que V (ker L) =
V({g € Ar | L(g) = 0}) = (ker L)(V) y V es un isomorfismo entre ker Loy (ker L)(V'), que
es de dimensién n.

(2) Recordemos de la Proposicién 3.20 que L(V(g)) = V(L(g)) con L = a,,(e2™%)6" + ... +
a1(e?™)§ + ag(e* ™). Al hacer el desarrollo de las derivadas, deducimos que su término de

—2miw

n
7z n ;
mayor orden serd b, (w) % con by, (w) = an(e2™) (e ) , que claramente es no nulo en to-
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dos los puntos de D7, luego L no tiene puntos singulares. Dado que D7, es simplemente conexo,
podemos aplicar el Corolario 2.30 para deducir que L es sobreyectivo. Entonces, dada h € A%,
existe h € A tal que L(h) = h, de manera que L(V(h)) = V(L(h)) = V(h). Por tanto,
L(h)=hyL: A% — A% es sobreyectiva.
Finalmente, dada g € AR, al ser de determinacion finita, existe un polinomio P € C|x] no nulo tal
que P(T)(g) = 0. Dado que Ar C A%, existe h € A% tal que L(h) = g. Pero por la Proposicién
3.20, L(P(T)(h)) = P(T)(L(h)) = P(T)(g) = 0, y por (1), P(T)(h) € Ag. Esto quiere
decir que existe Q(x) € Clz] tal que Q(T)(P(T)(h)) = 0. Entonces (Q o P)(T)(h) = 0 yen
consecuencia h € Ap, concluyendo que L : Arp — Ap también es sobreyectiva.

O

Nota. En virtud de la proposicién anterior, a partir de ahora denotaremos ker L A, simplemente
por ker L 4.
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Ejemplo: Calculemos ker L 4,, en un par de casos particulares. De acuerdo con la proposicion an-
terior, bastard resolver L(f) = 0 en V' y componer con ¢ para obtener sus soluciones multiformes:

] L:zd%—oz, aecC

Es claro que f = 0 es solucién. Si f # 0:

z%_af—() = Cii,{zadzz = logf=alogz+z = f(z)=0Cz* CeC.

Por tanto, (ker L)(V) = {Cz® | C € C}. Las soluciones multiformes serdn, pues, de la
forma: g(w) = (Cz% o q)(w) = Ce* %, Pero ¢*™* era lo que habiamos denotado z®
como funcién multiforme (y esta es, de hecho, la justificacion), luego ker L 4,, = (2%).

af df dh df
“dz2 * dz r + con dz
Esta ecuacion es como la del ejemplo anterior con @ = —1, luego existe C' € C tal que

h(z) = Cz~'. A partir de aqui:

dz

b o if =C— = f(z) =Clog(z)+ D, C,DeC.

dz

Las soluciones multiformes serdn entonces: g(w) = ((C'log(z)+D)oq)(w) = C log(e*™™)
+D = 2miC - w + D. Recordando que la funcién identidad en D7, la habifamos denotado
por Log z, tendremos que g(w) = C'Log z + D y por tanto ker L 4,, = (Log z, 1).

Obsérvese que las funciones multiformes se han denotado de manera que la analogia con las solu-
ciones uniformes sea total.

A continuacién nos proponemos obtener una expresion general para las funciones de determi-
nacién finita. Para ello, serd necesario primero probar el siguiente lema técnico:

Lema 3.23. Sea o € C, y sea A = €*™, para todo k € N U {0} se verifica que:
(1) (T — A)* (2*(Log 2)¥) = kINFz.
(2) (T — Nk (2%(Log 2)k) = 0.
Demostracion. En primer lugar, observemos que si k& > 1:
k—

(T —X\) (z“(Log z)k> = Az [(1 + Log z)* — (Log 2) } /\< ) (Log 2)*
=0

|_I

Procedamos entonces por induccién en k:
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» Parak = Oesclaro que (T'— )% (2*(Log 2)?) = 2* = 0I\22% y (T— ) (2*(Log 2)?) =
T(2%) — A2 = 2™z — \2% = \2% — 2% =0

= Suponiendo ambas expresiones ciertas para k, veamos que también son ciertas para k + 1:
(TN (22(Log 2)+1) = (T=AH(T=2) (:2(Log 2)*1) = (T-\)F [Sh A (1)
2*(Log2)'] = SV o A(FT) (T — M)F (2%(Log 2)7)

Por hipétesis de induccién, tenemos que (7' — A)* (2*(Log z)*) = O paratodoi = 1...k—
1y (T —A\)F (2%(Log 2)*) = k!\F2, luego:

o (T—N)F+1 (2%(Log2)Ft1) = A(FI) kN2 = MHL (B 4+ 1)kl2® = (k+ 1)\ 2o

o (T — \)k+2 (zo‘(Log z)k‘H) = (T — \)(T — \)F+! (zo‘(Log z)k‘H) =(T—-N((k+
DINEFL 20) = (B 4+ D)INHHT = \)(2%) =0

Concluimos que las expresiones anteriores se verifican para todo & € N U {0}.
O

Lema 3.24. Sea la proyeccion P : C — C/Z, y sea T : C/Z — C cualquier seccion de P.
Entonces, para dos elementos distintos cualesquiera de Im 7, la diferencia no es un niimero entero.

Demostracion. Sean« = 7(z2), o/ = 7(2') € Im 7 tales que «—a’ € Z, entonces P(a) = P(d/),
lo que implica z = 2’y a = o’.
O

Este hecho nos permitird enunciar comodamente la unicidad en el siguiente resultado:

Teorema 3.25. Cualquier funcion holomorfa multiforme de determinacion finita g € Apg puede
escribirse como una suma finita:

9= ¢anrz"(Logz)",

acC k>0

donde las ¢ ), € O(D%) son funciones uniformes en D%. Es mds, si imponemos que los coefi-
cientes o se encuentren en Im T, siendo T cualquier seccion de la proyeccion P : C — C/Z,
entonces las ¢, j son linicas.

Demostracion. Dado que g es de determinacion finita, si la dimensién de £ = (T*(g) | k € Z)

es d, existird un polinomio ménico P € C[z] de grado d tal que P(7T)(g) = 0 (este polinomio

se denomina polinomio minimo de la accion de T en g). Por ser C un cuerpo algebraicamente

cerrado, P puede escribirse de la forma P(x) = H(l‘ —Aj)7con )\ #Njsii#jyd= Z Tj.
j

J
Obsérvese que los A; son, justamente, los autovalores de 7" en E.

Notemos que, como 7" es un automorfismo, los A; son no nulos. Por tanto, existen a; € C tales
que ™% = Aj para todo j. Ademads, como los \; son distintos, de esta forma garantizamos que
los aj no difieran en un entero y puedan elegirse en Im 7. Probaremos entonces que existen unas
tinicas ¢; 1, € O(Dp,) tales que:
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T'j—l

9= ¢jx2"(Log2)".
Jj k=0
Empecemos por la existencia, que probaremos por induccién en el grado del polinomio minimo:
» Parad = 1, si g = 0 no hay nada que probar, y en caso contrario ha de existir A\; # 0 tal que

(T — X\1)(g) = 0 (si fuera \y = 0, entonces T'(g) = 0y g = 0), de manera que si tomamos
¢10 = 2z~ g, tendremos que (vista como funcién multiforme):

T(¢10) = T(z7)T(g) = e 27" N\g = 2" %g = $10,

y por la Proposicién 3.9, ¢1 9 € O(D},) (entendida como funcién univaluada). Podemos
escribir, pues, g = ¢1 02,

= Suponiendo cierto el resultado para grado d’ < d, veamos que también se verifica para
d=d+1:

Sea g € Ap tal que el polinomio minimo de la accién de 7" en g sea P(z) = [[;(z —
Aj)77 con y_irj = d+ 1, definamos los polinomios Q(z) = [[, .1 (z — ;)7 y Pi(z) =
P(z)/(x — X\1) = (x — M) 1Q(x). Sea ahora g = Py (T)(g), dado que:

0=P(T)(g9) = (T - )P (T)(g) = (T = 2)(@),

tenemos que 7' — A; es el polinomio minimo de la accién de T" en g, luego estamos en el
caso d = 1y existe p € O(Dy) talque g = P (T)(g) = pz™'.

Por otro lado, por el Lema 3.23, se tiene que:
Py(T)(2* (Log 2)™ 1) = Q(T)(T—A1)" (2" (Log )" 1) = Q(T) (r —1)AT 12,
y como T'(2%) = X\;2%, se llega a que:

Q(T)(r1 — I 12% = Q(M\)(r1 — 1IN 12,

Dado que todos los \; son distintos, tendremos que (A1) # 0, y por tanto podemos de-
finir la funcién ¢, 1 = Q(Al)(rlfl)!xrl € O(D%). Esta funcién verificard, pues, que

P (T)(é1,7,—1) = ¢1,71—1, y con ello:

PU(T)(¢1,r1-12** (Log 2) ) = d1,m—1Q (A1) (11 — 1IN 1221 = 21,

De esta manera, Py (T)(g — ¢1.,-12% (Log 2)"*~1) = 0, y dado que P, tiene grado d, el
polinomio minimo de la accién de 7' en esta funcién tendrd grado menor o igual que d,
luego podemos aplicar la hipétesis de induccion a la funcién g — ¢q ., —12%* (Log Z)r—t
Asf, esta funcion puede escribirse de la forma en que afirma el teorema y basta despejar g
para hallar la expresion deseada.

Veamos ahora la unicidad, esta vez por induccién en r = »_(r; — 1). Supondremos g = 0y
veremos que todos los términos de la suma han de ser nulos, de donde se tendra que la expresion
es Unica:
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s Para r = 0 tendremos que r; = 1 para todo j, de donde 0 = g = Zj $j0z%. Sea
P(z) = [[54(x — A;), tendremos que:

0= PB(T)(0) = 325 F(T)(¢502%) = 325 Tt (T = As)(9502%9) = 22 T [T(¢5.0)
T(2%7) =As(j02%9)] = 22, [Lsa(Aj — As)(8,02%7),

donde se ha usado que 7'(¢;0) = ¢;0 (por ser un elemento de O(D7};)) y también que
T'(2%) = \jz%. Ahora bien, para todos los j # [ hay un término en el productorio que es

nulo, por lo que Gnicamente queda el sumando con j = I: [], (A — As)dr,02 = 0. Por
ser todos los A; distintos, deducimos que ¢; o = 0 para todo [.

= Supongamos la unicidad cierta para > | j (rj —1) = r y veamos que también se tiene para
> —1)=r+1
Consideremos el polinomio Pj(x) = (z — Ay)"t 1 [Is1(z — As)™, de manera que si
g=>; 223;01 ¢k 2% (Log z)* = 0, entonces:

rj—1

0=P(T ZZ@,J AT = A7 (2% (Log 2)).
J

s#1

Pero por el Lema 3.23, para j # 1 el término del productorio (7' — \;)" (2% (Log 2)¥) serd
nulo, ya que & < r; — 1. Por tanto, el tinico sumando no nulo es el correspondiente a j = 1,

con lo que:
ri—1
0= o1k [J(T = X)™(T = A1) (2** (Log 2)").
k=0 s#1

Por el mismo motivo, el dnico sumando no nulo de esta dltima suma es el correspondiente
ak =r; — 1, de manera que:

0=1m1 [[(T—=A)"(T = X)" (2% (Log )" 7).
s#1

Usando nuevamente el lema anterior, obtenemos:
0 =11 [ [(T=A)[(r1 = DN 2] = gy 1 (ry = DI ] = Ae) 2,
s#1 s#1

y dado que el productorio es no nulo, deducimos que ¢1 -, —1 = 0. Esto quiere decir que en
la expresion de g intervienen a lo mds 7 términos, de manera que por hipétesis de induccién,
todas las ¢; 1, son nulas. Queda probada asi la unicidad.

O]

Observacion. Del teorema anterior se deduce que {z%(Log 2)* | @ € Im 7,k > 0} es una base
de Ag como O(D%)-médulo.
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Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales lineales en el
entorno de puntos singulares

Una vez introducidas las funciones multiformes y analizadas sus propiedades, estamos en dis-
posicién de estudiar el comportamiento de un operador diferencial lineal en el entorno de un punto
singular.

4.1. Teoria de Fuchs

En esta seccién introduciremos el concepto de punto singular regular y enunciaremos el Teo-
rema de Fuchs, un teorema clasico en la teoria de ecuaciones diferenciales lineales que establece
una condicién necesaria y suficiente para que un punto singular sea regular. En el capitulo XV de
[7] podemos encontrar un detallado desarrollo de esta teorfa, si bien expondremos aqui sus puntos
principales.

Comencemos recordando los tipos de singularidades aisladas que puede tener una funcidén
compleja:

Definicion 4.1. Sean U C C abierto,p € Uy f € O(U \ {p}), decimos que:

a) p es una singularidad evitable de f si existe f € O(U) tal que f(z) = f(z) para todo
z €U\ {p}

b) pesun polo de f siexiste h € O(U) con h(p) # 0y existe n € N tal que f(z) =
para todo z € U \ {p}. En tal caso, n es tnico y se denomina orden del polo.

h(z)
(z—p)"

¢) p es una singularidad esencial de f sino es ni una singularidad evitable ni un polo.

Ejemplos:
» f(z) = z definida en C* tiene una singularidad evitable en z = 0.

» f(2) = L definida en C* tiene un polo de orden 1 en z = 0.

—z

» f(z) = e!/# definida en C* tiene una singularidad esencial en z = 0.
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Definicion 4.2. Sean U C C abiertoy f € O(U), decimos que f es meromorfa en U si existe un
conjunto A C C de puntos aislados (posiblemente vacio) tal que f es holomorfaen U \ Ay tiene
polos en cada punto de A. Diremos que es meromorfa en 2y € C si lo es en un entorno de zg. El
conjunto de funciones meromorfas en U lo denotaremos por M(U).

Observacion. Un resultado cldsico del andlisis complejo dice que toda funcién meromorfa en un
abierto conexo U puede escribirse como el cociente de dos funciones holomorfas en U. Asi, las
funciones meromorfas en U constituyen el cuerpo de fracciones de O(U): M(U) = Frac(O(U)).

En el Teorema 3.25 vimos que toda funcién multiforme de determinacion finita g € Ag podia
expresarse de la forma:

Tj— 1
aj k
9=Y_> ¢jxz"(Log2)",
Jj k=0
en la que las funciones ¢,, ;. eran simplemente holomorfas en D%, sin que se les exigiera ninguna

propiedad en z = 0. Una condicién mds restrictiva sobre estas funciones nos conduce a la siguien-
te definicién:

Definicion 4.3. Sea g € Ag una funcién multiforme de determinacion finita, decimos que g es
regular o de la clase de Nilsson en z = 0 si en la expresion:

rji—1
j k
9= ¢z (Log2)
j k=0
todas las funciones ¢, ; son meromorfas en z = 0. El conjunto de funciones g € Ap regulares en
0 se denotard por NV'p.

Observacion. Es claro que tanto la suma como el producto de funciones regulares en z = 0 es
regular en z = (, asi como también lo es el producto de cualquiera de ellas por una constante.
Tenemos, pues, que Nz es una sub-C-édlgebra de Ap.

Proposicion 4.4. Ny es un sub-D(Dpg)-médulo a la izquierda de Ap.

Demostracion. Ya vimos en la Proposicion 3.20 que Ag es un D(D%)-médulo a la izquierda.
Para ver Ag como D(Dg)-mddulo, basta definir el producto restringiendo el operador a D%. Es
decir, dados L € D(Dg) y g € Ag, definimos L - g = L|ps, - g.

Por otro lado, la observacion anterior indica, en particular, que N es un subgrupo de Ag. Por
tanto, resta ver que si L € D(DRr)y g € NRr, entonces L - g € Ng:

Para ello, observamos que las derivadas de z“ y de Log z son meromorfas en z = 0, asi como
que la derivada de una funcién meromorfa en un punto también es meromorfa en el mismo punto.
Ademéds, los coeficientes de L son funciones holomorfas en Dy, de manera que al aplicar el
operador L a una funcién regular en z = 0, todos los términos resultantes van a ser meromorfos
en z = 0, y por tanto vamos a seguir obteniendo una funcién de Nz. Concluimos que Ny es un
sub-D(Dpg)-médulo a la izquierda de Apg.

O
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Observacién. Nétese que N no es un sub-D(D7,)-médulo (a la izquierda) de Ag. Para ello,
basta considerar el operador L = e!/% € D(D3,) y aplicarlo sobre la funcion regular g = 1, obte-
niendo L - g = €'/, que no es una funcién regular en z = 0, ya que e'/7 tiene una singularidad
esencial en dicho punto.

En la teorfa clasica de ecuaciones diferenciales en el plano complejo, se dice que la ecuacién
diferencial:

dny dn—ly dy
7+P1(2)W+-~+Pn—1(2)% +pn(2)y =0 4.1)
tiene un punto singular en p € C si alguna de las funciones pg(z) tiene una singularidad en dicho
punto.

Obsérvese que, si las funciones p; son meromorfas en p, entonces en un entorno de p son de
la forma py(z) = (2 — p) "* P (2) con r, € NU {0} y P, holomorfa en dicho entorno. Podemos
construir, pues, un operador diferencial lineal de orden n asociado a esta ecuacién en dicho entorno
que también tiene un punto singular en p:

ar dnfl
r r—ry
— 4+ (z— Pi(z

L=(z-p) +.oot (2 =) Pal2),

siendor = max 1.
ke{l,...n}

Reciprocamente, si tenemos un operador diferencial lineal L = and% + ...+ a; d% +ag €
D(U) en un abierto U C C, la ecuacién L(g) = 0 se puede escribir en la forma de (4.1) sin mas
que dividir todos los coeficientes por a,,. Si p es un punto singular de L, entonces a,,(p) = 0y los
coeficientes de la ecuacion construida tendrdn una singularidad en p, de manera que este serd un
punto singular de la ecuacién. Vemos asi que ambas definiciones son equivalentes en este caso.

Finalmente, se dice que p es un punto singular regular de la ecuacion (4.1) si ademds todas
las soluciones de dicha ecuacioén relativas al punto p son regulares en el sentido de la definicién 4.3.

Observacion. Noétese que conocer el caracter regular o no regular de un punto singular nos per-
mite saber si las soluciones relativas a dicho punto son controlables por una funcién polinémica
(es decir, son meromorfas), o bien tienen una singularidad esencial en dicho punto.

Tenemos ya todos los ingredientes necesarios para enunciar el Teorema de Fuchs en su versién
clasica:

Teorema 4.5 (Teorema de Fuchs). Sea la ecuacion diferencial:

dny nfly dy

— Z)— + ... —1(2)=— z)y = 0.

o TPLE) o e P (2) 7 pa(2)y
Entonces, p € C es un punto singular regular de la ecuacion si'y solo si existen Pi(z), ..., Py(z)
holomorfas en un entorno de p tales que py(z) = (fi(pz))k paratodok =1,...,n.

Demostracion. La prueba de este teorema puede encontrarse en [7], en las secciones 15.3, 15.31
y 15.311.
O
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Nuestro objetivo es reescribir el Teorema 4.5 en términos de operadores diferenciales. Para
ello, hemos de empezar diciendo qué se entiende por punto singular regular de un operador dife-
rencial lineal:

Definicion 4.6. Sea L = anjz—nn + .+ ald% + ap € D(Dg) un operador diferencial lineal de
orden n en Dp, tal que X(L) = {0}, decimos que 0 es un punto singular regular de L si cada
g € Ap tal que L(g) = 0 es regular en 0 (o dicho de otra forma, si ker L 4,, C NR).

Observacion. Dado L € D(Dp), como la propiedad de ser meromorfa en z = 0 es de caracter
local, tendremos que 0 serd un punto singular regular si y sélo si lo es para L|p, siendo D cual-
quier disco abierto centrado en 0 y contenido en Dp.

Esta tltima observacién nos permite extender la definicién anterior a cualquier punto e inclu-
yendo el caso en que L tenga mds de un punto singular:

Definicion 4.7. Sea L € D(U) un operador diferencial lineal en un abierto U C C, diremos que:

a) 0 es un punto singular regular de L si lo es para L|p, siendo D C U un disco abierto
centrado en 0 que no contenga mds puntos singulares.

b) pes un punto singular regular de L si 0 es un punto singular regular del operador trasladado
L

mn

d d
L’:a;@+...+aﬁ@+a6 e DU, (4.2)

siendo U’ = {z € C| z+p € U} entorno de 0y a’;(2) = a;(2+p) paratodo j = 0,...,n.

Por otro lado, es bien conocido en analisis complejo que si una funcién f es holomorfa en un
abierto conexo U C C, no es nula en todo U y tiene un cero en p € U, entonces existen un abierto
V' C U, una funcién g holomorfa en V' y un tnico n € N tales que f|y(z) = (z — p)"g(z) y
g(p) # 0 (puede consultarse, por ejemplo, [17], Teorema 1.1, capitulo 3).

Definicion 4.8. En las condiciones anteriores, se dice que f tiene un cero de orden (o multiplici-
dad) n en p.

Andlogamente, si una funcién f tiene un polo en p € U, siendo U un abierto conexo, exis-
ten un abierto V' C U, una funcién g holomorfa en V' y un tnico n € N tales que f|y(z) =
(z—p) "g(z) y g(p) # 0 ([17], Teorema 1.2, capitulo 3).

Definicion 4.9. En las condiciones anteriores, se dice que f tiene un polo de orden (o multiplici-
dad) n en p.

Observacion. Dados un abierto U C C y un punto p € U, podemos definir una aplicacién
vp : M(U) — Z que a cada funcién f meromorfa en U le asigna el minimo de los indices de la
serie de Laurent de f centrada en p cuyo coeficiente es no nulo. Es decir, si:



entonces v, (f) = min{n € Z | b, # 0}. Consideraremos que 1,(0) = oo.
Nétese que, dado n > O:

» v,(f) = nsi f tiene un cero de orden 7 en p.
» 1,(f) = —nsi f tiene un polo de orden n en p.

= 1,(f) = 0 en otro caso.

Y claramente esta funcion verifica:

a) vp(fg) = vp(f) + vp(9).
b) vp(1/f) = —vp(f).
o) vp(f +g) = min{v,(f), vp(9)}-

Dado que v, ( f) sélo depende de cémo esté definida la funcién en un entorno de f, v, induce una
aplicacion en la fibra (que seguiremos denotando v,) que hace que Oy, sea un anillo de valora-
cidn discreta (ver [2], capitulo 9).

Y con todo esto, el Teorema de Fuchs en términos de operadores diferenciales se enuncia co-
mo sigue:

Teorema 4.10 (Teorema de Fuchs para operadores diferenciales). Sean U C C abierto, L =

an% + ...+ ald% + ap € D(U) un operador diferencial lineal de ordenn > 1enUyp € U

un punto singular de L, son equivalentes:

(1) p es un punto singular regular de L.

2) mix (k= vp(an)} = n = vy(a)

Lema 4.11. Las dos versiones del Teorema de Fuchs, 4.5 y 4.10, son equivalentes.

Demostracion. Ya vimos que los conceptos de punto singular regular para una ecuacién con coefi-
cientes meromorfos en el entorno del punto y para un operador diferencial eran equivalentes, por

lo que basta demostrar, con la notacion de los respectivos teoremas, que existen Py (z), ..., P,(2)
holomorfas en un entorno de p tales que p(z) = (f’i ;Z))k paratodo k = 1,...,n siy sblo si se

ifi ax {k — =n— :
verifica que Oléll?gxn{ vp(ag)} =n —vp(an)

(=) El operador diferencial asociado a la ecuacién (4.1) en este caso es:

dm . dn—l
n —_ )" Llp
dzn +(z-p) 1(2) dzn—1

+...+ (2 —p)Pn_l(z)i + P.(2),

L=(z=p) e

de manera que ax(z) = (2 — p)*P,_p(z) paratodo k =0...n — 1 y a,(z) = (z — p)". Como

no se exige que P(z) # 0, tendremos que v,(ay) > k paratodo k =0,...,n — 1y vy(a,) = n,
de manera que k — vp(ax) < 0=n — v,(ay,) paratodo k y 0211?2( {k —vplar)} =n—vp(an).
SRS
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(<) Al dividir todos los coeficientes de la ecuacién L(g) = 0 por a,, obtenemos una ecuacion
como (4.1) con pi(2) = a,—k(2)/an(z). Por hipétesis, k — v,(ar) < n — vp(ay) para todo
k , de manera que 7y := vp(pr) = Vp(an—) — vp(an) > n — k —n = —k. Por tanto, existe
gk (2) holomorfa en un entorno de p tal que px(z) = (z — p)"*gr(z). Definiendo Py(z) = (2 —
p)"** gi(2) (holomorfa en un entorno de p ya que k + 7 > 0 para todo k), tendremos que
pe(2) = (2 — p) ¥ Py(2), concluyendo el resultado.

O

Observacioén. Cabe destacar que el Teorema de Fuchs nos permite estudiar la regularidad de los
puntos singulares de una ecuacién diferencial sin necesidad de resolverla, lo que en muchos casos
no serd posible hacer analiticamente. Asi, aun sin conocer las soluciones, podemos saber como se
comportan en el entorno de estos puntos.

Para terminar esta seccion, presentamos un par de ejemplos sencillos en los que la ecuacién
diferencial se puede resolver analiticamente, permitiéndonos comprobar que se verifica el Teore-
ma de Fuchs:

Ejemplos:
s [ = zd% +1

En este caso, el tinico punto singular de L es z = 0, y tenemos que vp(a1) = 1y vp(ag) = 0,
de manera que maxo<y<i{k—1o(ar)} = 0 = 1 —1p(a1). El Teorema de Fuchs nos asegura
entonces que 0 es un punto singular regular. Comprobémoslo:

d
z—f—i-f:O = f(z):g,Ce(C,
dz z

que, vista como funcién multiforme, es claramente una funcién regular en z = 0.

. L:sz%—i—l

Nuevamente, el dnico punto singular de L es z = 0 con vy(a1) = 2y vp(ag) = 0, luego
méxo<p<i{k — vo(ag)} =0=0—1y(ap) # 1 — vp(a1). Por tanto, en este caso, 0 serd un
punto singular no regular:

df

z2%+f:0 = f(z)=Ce'? Cec,

que, salvo para C' = 0, no es una funcién regular en z = 0 (recuérdese que la funcién e!/?

no es meromorfa en z = 0).

4.2. Indice de operadores diferenciales en puntos singulares

En el Teorema 2.29 vimos que, dados U C C abierto, p € U y L operador diferencial lineal
en U, se tiene que:

= Si p es un punto regular, dimc(ker L,,) = n 'y L, es sobreyectiva (o lo que es lo mismo,
dimc(coker L,) = 0).
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» Si p es un punto singular, dimc (ker L,) < n.

Por tanto, cabe preguntarse ahora qué es lo que ocurre con coker L,, en el caso en que p sea
un punto singular. Una respuesta parcial a esta pregunta la da el Teorema del Indice de Komatsu-
Malgrange, para el cual es necesario en primer lugar dar la siguiente definicion:

Definicion 4.12. Sean E'y E’ dos espacios vectoriales y 7' : E — E’ una aplicacién lineal entre
ellos, se dice que 1" es un operador con indice si tanto ker 7' como coker 7" tienen dimension finita.
En tal caso, al nimero entero x(7") = dim(ker T") — dim(coker T") se le denomina indice de T'.

Teorema 4.13 (Teorema del Indice de Komatsu-Malgrange). Sea U C C un abierto conexo,
L= an(i—nn +...+ ald% +agp € D(U) un operador diferencial de ordenn en U y p € U un punto
singular de L, se verifica que:

(1) Ly : Oyyp — Ou,p es un operador con indice.

(2) x(Lp) =n —vp(an).

Para la demostracion de este teorema es necesario recurrir a varias definiciones y resultados
propios del anélisis funcional:

Definicion 4.14. Sea U C C un abierto, f : U — Cy k > 0 entero, diremos que f es de clase
C* en U y escribiremos f € C*(U) si f y todas sus derivadas parciales hasta orden k (viendo f
como una funcién en R?) existen y son continuas en U.

Dado R > 0, si denotamos por Dp ), al disco abierto de radio R centrado en p y por Ag,
a su clausura (disco cerrado de radio R centrado en p), es claro que C*(A R,p) es un C-espacio
vectorial. Ademds, con la identificaciéon de C con R? (z = (z,y) si 2 = z + iy), podemos
considerar f(z) = f(x,y) : R? — R? y definir la norma del méaximo:

. |9
17l = 0<iti<h ze0n, | 0x10yI 2
Es facil ver que (C’k(A Rp)s |l ||k) es un espacio de Banach (i.e. un espacio normado completo).

Proposicion 4.15. El espacio B¥(Agr,) = {f € C¥(ARr,) | f € O(Dgry)} es un subespacio
cerrado de CF(A R.p) (y por tanto también es un espacio de Banach).

Demostracion. Es claro que B¥(AR,) es un subespacio de C*(Ag,,). Para ver que es cerra-
do, consideremos una sucesién {f,} C B*(A R,p) convergente a una funcion f y veamos que
f € B¥(ARy). Por ser C¥(Ap,,) completo, tenemos que f € C¥(Ag,,).

Un resultado cldsico del andlisis complejo establece que si {f,} es una sucesion de funciones
holomorfas en un abierto U que convergen uniformemente a una funcién f en cada compacto
K C U, entonces f también es holomorfa en U (Teorema 5.2 del capitulo 2 de [17]). Dado un
compacto K C Dp,, tenemos que fy|x € C ¥(K) para todo n € N (de hecho son holomorfas
en K) y convergen a f|x € C*(K). Pero la convergencia en esta norma implica, en particular,
la convergencia uniforme, luego { f,, } converge a f uniformemente en cada compacto K C Dpg ),
y, en consecuencia, f es holomorfa en Dy . Por tanto, f € Bk(A R,p), concluyendo que este
espacio es cerrado.

O
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Introducimos ahora las siguientes definiciones, necesarias para enunciar posteriormente el
Teorema de Arzela-Ascoli:

Definicién 4.16. Sea K C C un compacto, y sea { f,, } una sucesion de funciones continuas en K,
se dird que:

a) {fn} es uniformemente acotada si existe una constante M > 0 tal que para todo z € K y
para todo n € N se tenga que | f,,(2)| < M.

b) {fn} es equicontinua si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que para cualesquiera z, 2’ € K
con |z — 2/| < 4, se tenga que | f,,(2) — fn(2')| < € paratodo n € N.

El Teorema de Arzela-Ascoli se puede enunciar de diversas maneras e incluso admite genera-
lizaciones, pero un enunciado concreto y vdlido para nuestros propdsitos es el siguiente:

Teorema 4.17 (Teorema de Arzela-Ascoli). Sea K C C un compacto, y sea {f,} C C°(K)
una sucesion de funciones continuas en K uniformemente acotada y equicontinua. Entonces { f,,}
tiene una subsucesion uniformemente convergente.

Demostracion. La prueba de este resultado puede encontrarse, por ejemplo, en [19] (capitulo 3,
seccion 3).
O

También necesitaremos el concepto de operador compacto y el Teorema de invariancia del
indice por perturbaciones compactas:

Definicion 4.18. Sean X, Y espacios normados y 7' : X — Y un operador lineal. Decimos que
T es compacto si verifica alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

a) Para cada conjunto acotado A C X se tiene que T'(A) es compacto en Y.
b) Laimagen de la bola unidad de X tiene clausura compactaen Y.

c¢) Para cada sucesion {x,,} C X acotada, la sucesion {T'(x,,)} posee una subsucesién conver-
gente.

Proposicion 4.19 (Aditividad del indice por composicién). Sean E, E' y E” espacios de Banach,
yseanT : E — E'yT' : E' — E" dos operadores lineales con indice. Entonces, la composicion
T' o T es un operador con indice y x(T' o T') = x(T) + x(T").

Demostracion. Se puede encontrar, por ejemplo, en [4] (capitulo 1, Teorema 3.16).
O

Teorema 4.20 (Invariancia del indice por perturbaciones compactas). Sean E y E’ espacios de
Banachy T : E — E' un operador lineal con indice. Si K : E — E' es un operador compacto,
entonces T + K es un operador con indice y x(T + K) = x(T).

Demostracion. La prueba de este teorema puede encontrarse, por ejemplo, en [4] (capitulo 1,
Teorema 3.17).
O
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Ya estamos en disposicién de probar el Teorema 4.13:

Demostracién. En primer lugar, dado R > 0, por la Proposicién 4.15, tenemos que B*(A Rp)
es un espacio de Banach para todo k£ > 0. Como los ceros de las funciones holomorfas estin
aislados, se puede elegir un R lo suficientemente pequefio para que a, no se anule en Ag, \ {p}
(recordemos que se anula en p por ser este un punto singular) y Agr , C U.

Observemos que el operador L lleva el espacio B"(Ag,) en BY(Agr,), ya que, por definicion,
la derivada m-ésima de una funcién de clase C* es una funcién de clase C*~™ (y serd holomorfa
donde lo sea la primera) y los coeficientes a,, son holomorfos en todo U. Por tanto, podemos
considerar L : B"(Agr,) — B°(AR,), que serd un operador lineal entre espacios de Banach.

m—1

Veamos que L' = a,_ 1;[” r+...+ ald% + aop es un operador compacto, de manera que, por
el Teorema 4.20, tendremos que X(L) =X (anjz—n). Para ello, tomaremos una sucesién acota-
da {fx} en B"(AR,) y veremos que {L'(fx)} tiene una subsucesién convergente en BY(Ag )

(donde la convergencia en norma es equivalente a la convergencia uniforme).

Como Ag, es compacto y BY(Ag,) C CY(Ag,), por el Teorema de Arzela-Ascoli bastard ver
que {L'(fx)} es uniformemente acotada y equicontinua:

» Uniformemente acotada: por ser { fj, } acotadaen B"(Ap ), existe un M; > 0 tal que todas
las fi y sus derivadas hasta orden n estdn acotadas en médulo por M7 (si estdn acotadas
las parciales, por la relacién que existe entre ellas, también lo estd la derivada). Ademas,
las funciones a,, y sus derivadas son continuas en Ag ,, que es un compacto, luego por el
Teorema de Weierstrass existird Ma > 0 que acotard superiormente los médulos de todas
ellas. Aplicando la desigualdad triangular:

n—1
d
L' (fi)(2) < lam(z ‘dsz < nM; Mo,
m=0

paratodo z € A, y paratodo k € N, luego {L'(fx)} es uniformemente acotada en Ap ).

= Equicontinua: como L’ deriva fj alo mas n—1 veces, tendremos que {L'(fx)} C B*(Ag,).
Observamos entonces que:

dm+1
ol o (9

'L/ Ir)(2

n—1 qm
< Z [‘ m ’ fk

=0

] < 2nMy Ma,

para todo z € Apg, y para todo k& € N. Como Ag, es convexo, dados 21,22 € Ap,,
podemos considerar el segmento y(t) = z2t + z1(1 — t) que une 21 y 22, de manera que
para todo k € N:

d

—L'(fi)(2)dz

| (fr)(z2) — L' (fr)(21)| = P

< 2nMiMs - |z — 21],

donde se ha usado que | fab fdt] < fab | f|dt. Entonces, dado € > 0, basta tomar § =
T 5 » de modo que si |22 — 21| < tendremos que |L'(fx)(22) — L' (fi)(21)] < e/2 <e
para todo k € N, probando asi la equicontinuidad.
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Entonces, por el Teorema de Arzela-Ascoli, {L'(fx)} tiene una subsucesién uniformemente con-
vergente y, consecuentemente, convergente en la norma de B%(Ap ). Por tanto, L’ es compacto

y x(L) = x(an7%).

Para hallar el indice de andzin, factorizamos este operador de la siguiente manera:

d d a
Bn(AR,p) SLEN Bnil(ARm) ey 2 BO(ARP) LN BO(ARJ)),

y por la Proposicién 4.19, su indice serd la suma de los indices de cada uno de los operadores de
esta descomposicion:

= El niicleo del operador d/dz : B¥(Agr,) — B*1(Ag,) estd formado por las funciones
constantes, que claramente es un C-espacio vectorial de dimensién 1. Ademads, este operador
es sobreyectivo, ya que toda funcién holomorfa h tiene primitiva en un dominio simplemente
conexo (como lo es Ag ), y si h es de clase C*=1 en la frontera, su primitiva serd de
clase C*, pues serd derivable una vez mds que h. Por tanto, dimc(cokerd/dz) = 0y
x(d/dz) = 1paratodok =1,...,n.

= Esclaro que si a,(2)f(z) = 0en Ag,, como ay, solo se anulaen p, f(z) = 0en Ag,\{0}.
Por extension, ha de anularse en z = 0 también, luego f = 0y dimc(kera,) = 0. Para
hallar la dimensidn del conticleo, observamos que si ¢ = a,f € Ima,, como f debe ser
holomorfa en Dp ,, v,(f) > 0y por tanto v,(g) > v,(ay). Reciprocamente, como a,,
no se anula fuera de p, dada g con v,(g9) > vp(an), se podrd tomar f = g/a,. Al ser
vp(f) = vp(g) — vp(an) > 0, f serd holomorfa. De esta forma, al tomar el cociente, las
unicas funciones que quedaran serdan aquellas cuyo orden de anulacién sea mayor o igual que
0y alo mas vp(ay,) — 1, y no tengan ningin término de grado mayor o igual que vy (ay,). Es
claro que estas funciones estardn generadas por el conjunto {1, z, . . ., 2/7(@»)=11 'de donde
dimc(coker ay,) = vp(ay). Concluimos que x(a,) = —vp(an).

Finalmente, obtenemos que x (L) = n-x(d/dz)+ x(an) = n—vp(ay). Como esto se ha probado
para cualquier R suficientemente pequefio y O, = Il%imo B™(AR,p) (ya que la condicion de ser
—

continua en la frontera “desaparece” al tomar R — 0 y queda simplemente la de ser holomorfa en
un entorno de p), la aplicacién L, inducida en la fibra tendrd indice x(L,) = n — v,(ay), como
queriamos demostrar.

O

Para el siguiente resultado, necesitamos introducir el concepto de completacion de un anillo A
respecto de un ideal a:

Definicion 4.21. Sean A un anillo y a un ideal de A, definimos la completacion Ade A respecto
del ideal a como el limite inverso:

«—

A=1limA/a" = {x = (r1,x2,...) € H Afa"
n=1

T — Ty, € a” para todo m > n}

donde a” es la potencia n-ésima del ideal a (ideal generado por todos los productos de n elemen-
tos de a).
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Se tiene que A es un anillo. Es mds, si A es un anillo local y lo completamos con respec-
to a su ideal maximal m, entonces A también es un anillo local con ideal maximal m = {z =
(561,1‘2,...) cA | xr1 = 0}

Observacién. Dado un espacio métrico no completo X, siempre se puede construir otro espacio
X que si lo sea y que contenga a X como subespacio denso. Este proceso se denomina comple-
tacion y consiste en definir una cierta relacion de equivalencia en el conjunto de sucesiones de
Cauchy y tomar el conjunto cociente. Por otro lado, dados un anillo A y un ideal a, se puede defi-
nir una topologia, denominada topologia a-ddica, para la cual las operaciones de A son continuas:
U C Aesabiertosiy solosiparacadax € A,existeunn € Nconz+a"” = {z+y |y € a"} C U.
Esto permite definir los conceptos de sucesion de Cauchy y convergencia en A, y el resultado de
completar este espacio es un anillo isomorfo a A. De ahi que esta construccion reciba el nombre
de completacion.

Recordemos de la Proposicion 2.16 que Oy, es un anillo local con ideal maximal my;, =
{fo, = (V,f) € Ou, | f(p) = 0}. Por simplicidad, a partir de ahora denotaremos @ = Oy,
y m = my,. Por otro lado, en la Proposicién 2.15, vimos que existe un isomorfismo entre O y
C{z}, el cual envia m en el ideal (z).

Podemos considerar entonces la completacion m-ddica Ode O, que serd isomorfa a la comple-
tacion ( )-adica de C{z}, que es el anillo de series formales C[[z]]. L,, inducird un endomorfismo

: O — O, el cual actuaré de forma andloga sobre las series formales y coincidird con L,
cuando feO.

Considerando ahora el cociente O /O, tenemos la aplicacién inducida L O /O — O /O
tal que L, o(f+0) = ( i+ 0o para cada f € O (nétese que L estd bien definida, pues si
f+(9—g+(’) entonces f — gEOyL(f 9) =Ly(f—9g) = Lp(f) — Lp(g) € O, de donde
L, p(f)+0 = L, »(9) +O).

Tenemos ya todo lo necesario para enunciar el siguiente teorema:

Teorema 4.22. Con la notacion anterior, se tiene que:

(1) Los C-espacios vectoriales ker f/; y coker f/\p son de dimension finita y:

¥ (L) = s {k — v(ar)).

(2) La aplicacion inducida ivp 0] /O — O /O es sobreyectiva y:

dim(c(kerL ) = 0r<n]i1<x {k —vp(ar)} — (n —vp(an)).

Demostracion.

(1) Sea m = méaxo<r<n{k — vp(ax)}, tendremos que vy (ay) > k — m para todo k desde 0 hasta
n, y la igualdad se alcanzard para algunos de ellos. Entonces, por definicién, para todo k existird
by, € O (definida en un entorno de p) tal que ay,(2) = (2 — p)*~™by.(2), y si definimos el conjunto
A={ke{0,...,n} | vp(ar) = k —m}, se tendrd que by(p) # 0 para todo k € A.

Por otro lado, si j es un entero mayor o igual que m:
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k k—1 k—1

Ak (2 — )Y = [IG=9 - G=p/ " G=p) "0z = ]G -5 (z—p) "b(2).

dz 5=0 s=0
00 br)(p)
En un entorno de p, by, es analitica, luego by (z) = Z k —(z=p)"y:
7!
r=0
dk ‘ k—1 '
o (=) =[G =) ) —p) ™"+,
s=0

donde los puntos suspensivos indican términos de grado mayor que j — m. Del mismo modo,
tendremos que:

k—1
Ly ((z=p)) =) <H(j - S)) be(p) - (z—p) "+ ...,

keA \s=0

dk
, dzF
J — m. Ahora bien, como el coeficiente de (2 — p)? =™, que denominaremos B}, es un polinomio
en j cuyo término de mayor grado es by, (p)Jj ko —£ () (siendo ko = sup A), existird un j tal que pa-

yaque paralos k ¢ A, by(p) = 0y el primer término de ay,-% (2 —p)’ ya serd de grado mayor que

ratodo j > jo, B; # 0. Veamos entonces que para j > jo, L, es un isomorfismo entre m/ym/ "

Sea g = Zf,im dr(z —p)" € m~™ con d,, # O (es decir, v,(g) = r9 > j — m), veamos
que existe un dnico f = > 7% cs(z — p)° € m/ (con cs, # 0y por tanto v,(f) = so > 7)
tal que i\p( f) = g. Para ello, basta determinar los coeficientes ¢ (que determinan a f). Si estos

coeficientes quedan univocamente determinados, entonces f también, y tendremos que L,, es un
isomorfismo. Para el cdlculo de los c¢s procedemos por recurrencia:

= Como sy > j > jo, tendremos que el término de menor grado de f/;( f) serd cs,Bs,(z —
p)*°~"™ con By, # 0,y este tendrd que coincidir con el de menor grado de g, que es
dy,(z — p)". Por tanto, 7o = so — m'y ¢s,Bs, = dy,, de donde c5, = dy,/Bs,.

= En el siguiente término de L,(f) aparecerd cs,+1Bsy+1(z — p)* =™ pero también el
término de grado sp+1—mde L,((z—p)*®°) (a cuyo coeficiente llamaremos C, que podria
ser nulo) multiplicado por cs,. La suma de estos dos términos tendrd que ser justamente el

término de grado sp + 1 —m = ro + 1 de g, de manera que c;,Co + Csy+1Bso+1 = drg4+1 Y
c _ dr0+1*Cso Co
so+1 — Bay+1

podemos calcular cg,41.

(recuérdese que B; # 0 para todo j > jp). Como ya conocemos ¢,

= Siguiendo con este procedimiento, en el paso (k+ 1)-ésimo podremos obtener ¢, 4 a partir
de una ecuacién de la forma:

CsoQ0 + ... + Cso4 kO = dro-l—ka

siendo a; (¢ = 0, ..., k) constantes conocidas a partir de la actuacién de Z;, sobre los k + 1
primeros términos de fy cs4i (¢ = 1,..., k) los coeficientes ya calculados en los pasos
previos. Este proceso infinito permite ir obteniendo, de manera recursiva y tnica, los coefi-
cientes del desarrollo de f, determinandola univocamente.

60



~

Concluimos, pues, que m’/ = m’~™, Consideramos entonces el siguiente diagrama conmutati-
vo, cuyas filas son exactas (pues la inclusion 7; es inyectiva, la proyeccion 7; es sobreyectiva y
ker m; = m/ = Im;, y andlogamente para la fila inferior):

F

0 w0 O/ — 0

:JLP ‘ wd Ly Ly

~ 5 lj—m N Ti—-m A i
0 —— @i 2 0 O /@i —— 0

Por el Lema 1.13, este diagrama da lugar a la sucesion exacta:

0—>keer‘A —>kerL —>kerL —>cokerL —>CokerL —>CokerL — 0.

Como Lp’fﬁj es un isomorfismo, su nuicleo y su contcleo son nulos, de donde tenemos las su-
cesiones exactas 0 — ker L, — ker L, — 0y 0 — coker L, — coker L, — 0. Entonces
ker L, = ker L, y coker L, = coker L,. Basta hallar, pues, la dimensién de estos espacios iso-
morfos:

Sabemos que O/m7 es un espacio vectorial generado por 1, z,..., 2/ ! y por tanto es de dimen-
sién j. Al ser de dimension finita, el nicleo y el conucleo de L, también lo serdn. Entonces,

de las relaciones j = dimg ((5 / m/ ) = dimg¢ (ker fp) + dim¢ (Im fp) y dimg (coker LTD) =
dim¢ ((5 /mJ _m) —dim¢ (Im LTD) = j—m—dim¢ (Irn f) obtenemos finalmente que x (L;) =
x (Lp) = dimg (ker L,,) — dimg (coker L,) = m = 0r<nkaé< {k —vp (ar)}.

( )Dada f + O € O/O, la aplicacién inducida L la envia en L, »(f) + O. Por tanto, probar que
L es sobreyectiva significa probar que, para cada g € O, existe fe O tal que L, »(f)—ge€O.
Para ello, observamos que si h € O es la suma de los términos de grado menor que jo — mde g,
entonces V(g — h) > jo —m, luego g — h € M/~ donde sabemos que L es un isomorfismo.
Existe, por tanto, f € m7° tal que Lp(f) =g — h,ydeaqui, g — Lp(f) € O. Concluimos que Lp
es sobreyectiva.

Para ver la dimension del nicleo, consideramos un diagrama andlogo al anterior:

0 O O 0/0 —0
JLP Ly I,
0 O O 0/0 —0

Nuevamente, se trata de un diagrama conmutativo de filas exactas que da lugar a la siguiente
sucesion exacta:

0— ker L, — kerL\p — kerL; — coker L, — cokerL; — cokerL;, — 0.

Aplicando sucesivas veces el primer teorema de isomorfia y relacionando por exactitud los niicleos
e imagenes de las aplicaciones, puede comprobarse que:

dimg (coker L;) = dimg(coker L\p) — dimg(coker L) + dimg (ker L;,) — dimg (ker L\p) + dimg (ker Ly).
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Y de aqui, X(f) = X(f) — X(Lyp). Por el Teorema 4.13, sabemos que X(L ) = n — vplay)
y por (1), tenemos que x(L,) = max0<k<n{k vp(ak)} Ademds, como L es sobreyectiva,
dlm(c(cokerL ) = 0, luego X( p) = dlm(c(kerL ). Con todo esto, obtenemos finalmente que

dim(c(kerL ) = Ig}gmx {k —vpar)} — (n — vp(ay)).

O]

Corolario 4.23. Con la notacion anterior, son equivalentes:

(1) p es un punto singular regular de L.

(2) x(Ly) = 0.

(3) ker L, = 0.

(4) IAL; es un isomorfismo.

(5) Las aplicaciones ker L, — ker f}; y coker L,, — coker E\p son isomorfismos.

(6) dimc(ker L,) = dimc(ker Z\p) y dimg(coker L)) = dimc (coker Z;)
Demostracion.

(1 < 2) Por el Teorema de Fuchs 4.10, p es un punto singular regular de L si y s6lo si Oglliié( {k—
SKRSNn
vp(ag)} = n — vp(ay). Esto, por el Teorema 4.22, se tendrd si y sélo si X(E;) = 0.

(2 = 3) Por el Teorema 4.22, Z;, es sobreyectiva y, por tanto, X(L;) = dimg(ker E;) Si
X(Lp) = 0, entonces ker L,, = 0.

(3 = 4) Si ker L,, = 0, entonces L, es inyectiva, y como siempre es sobreyectiva, es un isomor-
fismo.

(4 = 5) Al ser L un isomorfismo, tenemos que ker Lp = coker Lp = 0y por tanto las sucesiones
exactas 0 — ker L, — kerL — 0y 0 — coker L, — cokerL — 0. De aqui, las aplicaciones
ker L, — ker Lp y coker L, — coker Lp son isomorfismos.

(5 = 6) Siker L, = ker L, y coker L, = coker L,, en particular, tienen la misma dimensién.

(6 = 2) Si las dimensiones de los nicleos y contcleos de L, y E\p coinciden, entonces x (L,) =
X (Z;) Pero recordemos que X(i;) = X(f/;,) — X(Lp), luego X(f/vp) =0.
U

Observacion. Del corolario anterior deducimos que ker E; es una medida de la no regularidad
del punto singular p de L, de manera que el punto p serd regular s6lo cuando L, sea inyectiva y

X(Ly) = 0.

Este resultado conecta de forma directa con la teoria de D-médulos, una teoria algebraica
extremadamente Util para el estudio de las ecuaciones lineales en derivadas parciales, aunque tam-
bién tiene su interés en dimension 1. En particular, este es el punto de partida para el estudio de los
complejos de irregularidad de D-mddulos holonomos, que generalizan estas ideas a dimensiones
superiores y a otros contextos geométricos como las hipersuperficies. Un amplio desarrollo de esta
teoria puede encontrarse en [11].
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