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Abstract

Conformal representations provide a way of describing a surface by holomorphic

data. The origin of this representations was given by the Weierstrass-Enneper repre-

sentation for minimal surfaces inℝ3
which entailed a great development of the theory

of this surfaces in the XIX century. In this work we study the Weierstrass-Enneper

representation, the conformal representation of constant mean curvature one surfaces

(Bryant surfaces) and null Gaussian curvature surfaces (�at surfaces) in ℍ3
, and the

interrelation between these three.

Resumen

Las representaciones conformes permiten describir una super�cie por medio de

datos holomorfos. El origen de estas representaciones tuvo lugar con la Represen-

tación de Weierstrass-Enneper para super�cies mínimas en ℝ3
que supuso un gran

desarrollo en la teoría de estas super�cies en el siglo XIX. En este trabajo estudiaremos

la representación de Weierstrass-Enneper, la representación conforme de super�cies

de curvatura media constante 1 (super�cies de Bryant) y super�cies de curvatura

Gaussiana 0 (super�cies llanas) en ℍ3
, y las relaciones entre ellas.
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Introducción

Una representación conforme de una super�cie es una manera de expresar las

coordenadas de la misma en función de datos o aplicaciones holomorfas. La aparición

de aplicaciones de este tipo añade una gran variedad de herramientas para trabajar

con las super�cies, provenientes generalmente del análisis complejo, y que pueden

ser usadas tanto para construir nuevos ejemplos de super�cies como para estudiar

propiedades de ellas.

La posibilidad de de�nir aplicaciones holomorfas sobre super�cies viene dada al

considerar las super�cies Riemannianas como super�cies de Riemann. Estos concep-

tos de geometría compleja son detallados en el Capítulo 1. Aquí adquieren una gran

importancia los parámetros isotermos, aquellos que nos permiten expresar la métrica

de la super�cie en la forma

ds2 = �2 dx2 + �2 dy2,

con �2 una función positiva de�nida sobre la super�cie. A partir de los parámetros

isotermos es posible de�nir un parámetro complejo, el parámetro conforme, y de�nir

una estructura conforme sobre la super�cie que abre la puerta a trabajar con ella como

super�cie de Riemann. A su vez, se introducirán los conceptos de aplicaciones con-

formes entre super�cies y de aplicaciones holomorfas entre super�cies de Riemann,

y se mostrará su estrecha relación. Una aplicación conforme entre dos super�cies de

Riemann será holomorfa si conserva la orientación o antiholomorfa, en caso contra-

rio.

Por último en este capítulo se dedica una sección a introducir los conceptos básicos

del espacio hiperbólico. Dos de las representaciones conformes que estudiaremos son

para super�cies inmersas en este espacio modelo.

La estructura que se ha pretendido seguir en este trabajo, con sus repesctivas sec-

ciones, ha tenido la �nalidad de mostrar de manera clara las similitudes presentes en
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los distintos tipos de representaciones conformes con las que se trabaja. A continua-

ción se enunciarán los pincipales resultados, que se estudiarán en más detalle en sus

respectivos capítulos.

Representación deWeierstrass para superficies míni-
mas

La representación de Weierstrass es el primer ejemplo de representación confor-

me estudiado. Data del año 1863 y fue desarrollada gracias al trabajo de Karl Weiers-

trass y Alfred Enneper, por lo que también recibe el nombre de representación de

Weierstrass-Enneper. Estos matemáticos descubrieron que era posible expresar las

super�cies mínimas en ℝ3
por medio de funciones holomorfas. A ella le dedicamos el

Capítulo 2, seguiremos fundamentalmente las referencias [3] y [25].

Recordamos que las super�cies mínimas son aquellas cuya curvatura media es

nula. Es de sobra conocida la importancia de estas super�cies en multitud de áreas de

las Matemáticas. Aunque el origen de estas super�cies data del siglo XVIII, enlazado

al Cálculo de Variaciones y al problema de minimizar el área de una super�cie con

un borde dado, el gran desarrollo de la Teoría de Super�cies Mínimas fue llevada a

cabo en el siglo XIX por medio del uso del Análisis Complejo. En este periodo surge

la representación conforme que aquí estudiaremos.

El primer dato holomorfo para la representación conforme de super�cies mínimas

se obtiene al considerar la aplicación de Gauss. Se presentará la demostración del

siguiente teorema:

Sea ∶M2 ←→ ℝ3 una inmersión de una 2-variedad orientable simplemente conexa.
La aplicación de Gauss es conforme, con respecto a la estructura conforme inducida por
la primera forma fundamental, si y sólo si la inmersión  es totalmente umbilical o bien
mínima.

En la demostración de este teorema intervendrá la diferencial de Hopf, una herra-

mienta de gran utilidad en la teoría de super�cies de curvatura media constante en

espacios modelos, pues para estas super�cies esta diferencial será holomorfa. Teore-

mas de esta naturaleza serán recurrentes entre las super�cies para las cuales daremos

representaciones conformes en este trabajo.

La Sección 2.2 irá dedicada a la demostración del Teorema 2.2 de representación
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conforme de Weierstras. La aparición de funciones analíticas en este apartado se dará

gracias a la siguiente relación del Laplaciano de una inmersión  ∶ M2 ←→ ℍ3
, dada

en coordenadas isotermas, con su curvatura media H :

Δ = 2�2HN,

siendo N el vector normal a la inmersión.

Así en esta sección se demostrará que una super�cie mínima  ∶ M2 ←→ ℝ3

simplemente conexa puede ser totalmente expresada por medio de un par (g, !) for-

mado por una función meromorfa g y una 1-forma holomorfa !, ambas respecto a la

estructura conforme inducida por la primera forma fundamental, de manera que la

inmersión será devuelta por medio de la siguiente integración:

 (p) = Re∫

p

p0

(1
2
(1 − g2) !, i

2
(1 + g2) !, g!

)

∀ p ∈M2.

Al par (g, !) se le conoce como datos de Weierstrass. En particular, g cumple la intere-

sante propiedad de ser la proyección estereográ�ca de la aplicación de Gauss.

En la Sección 2.3 se presentarán una gran cantidad de ejemplos de super�cies

mínimas y sus datos de Weierstrass. Se pretende mostrar la relevancia de la aparición

del teorema de representación conforme para el descubrimiento de nuevas super�cies

mínimas. Por último, en la Sección 2.4 se da una pequeña muestra de las oportunidades

generadas por la inclusión de aplicaciones holomorfas para estudiar las super�cies

mínimas. Se demuestra así el Teorema de Bernstein y la inexistencia de super�cies

mínimas compactas empleando técnicas de análisis complejo.

Representación conforme de superficies de curvatura
media constante 1 en ℍ3.

El segundo caso de representación conforme que se dará corresponde a las lla-

madas super�cies de Bryant, aquellas super�cies inmersas en el espacio hiperbólico

tridimensional y con curvatura media constante igual a 1. A este valor de la curvatu-

ra media para super�cies en ℍ3
se le conoce como valor crítico. Existen signi�cativas

diferencias entre las super�cies de curvatura media H constante en ℍ3
para H > 1 y

H ≤ 1, algunas de ellas se comentan en [10]. Además, cuando H = 1 existe una rela-

ción entre las super�cies de Bryant y super�cies mínimas enℝ3
dada por la correspon-

dencia de Lawson, que comentaremos en más detalle en el Capítulo 2. El nombre de
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estas super�cies les es dado por el matemático americano Robert L. Bryant quien fue

el primero en estudiar las propiedades de estas super�cies, en particular, su represen-

tación conforme en 1987 [4]. Nosotros, en el capítulo que les dedicamos, seguiremos

el enfoque presentado por Pablo Mira en su tesis doctoral [23].

La principal diferencia que se presenta en cuanto a la representación conforme

para super�cies mínimas es que la aplicación de Gauss ya no constituirá un dato ho-

lomorfo de la inmersión. Ahora, el papel de aplicación conforme de la super�cie en la

esfera de Riemann vendrá dado por la aplicación de Gauss hiperbólica. En particular,

estudiaremos la aplicación de Gauss hiperbólica positivamente orientada, que deno-

taremos por G+
. Su demostración y su interpretación geométrica se presentan en la

Sección 3.1. Se presenta el siguiente teorema análogo al de super�cies mínimas y que

relaciona la conformidad de la aplicación de Gauss con las super�cies de Bryant.

SeaM2 una super�cie simplemente conexa y ∶M2 ←→ ℍ3. La aplicación de Gauss
hiperbólica G+ ∶M2 ←→ ℂ∞ es conforme con respecto a la primera forma fundamental
de la inmersión si y sólo si  es una inmersión totalmente umbilical o de curvatura
media constante 1. Además,G+ es holomorfa cuando la inmersión tiene curvatura media
H = 1.

Al igual que en el caso caso de super�cies mínimas, y por estar trabajando con

super�cies de curvatura media constante en un espacio modelo, la diferencial de Hopf

constituirá también un dato holomorfo. El tercer dato holomorfo que se empleará

vendrá dado como solución de la ecuación de Liouville elíptica

Δ log� = −2�.

Por medio de estos tres elementos podremos dar la demostración del Teorema 3.2 de

representación conforme de super�cies de Bryant en la Sección 3.2.

La Sección 3.3 va dedicada a la presentación de algunos ejemplos de representa-

ción conforme de super�cies de Bryant conocidas: la horosfera y la catenoid cousin.

Concluimos el capítulo con una sección en la que se exponen algunos resultados en

los que esta representación ha sido fundamental para el estudio de propiedades de las

super�cies de curvatura media constante 1 en ℍ3
.
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Representación conforme de superficies llanas en ℍ3

El siguiente teorema de representación conforme que presentaremos es también

para super�cies inmersas en el espacio hiperbólico. En [13] (2000), Gálvez, Martínez

y Milán dieron este nuevo tipo de representación conforme para las super�cies llanas

en ℍ3
, aquellas con curvatura intrínseca igual a 0. Por tanto, este es el primer caso en

el que no estaremos considerando super�cies de curvatura media constante. Esto nos

trae una signi�cativa diferencia y es que ahora la estructura conforme que usaremos

ya no será la inducida por la primera forma fundamental, si no que comprobaremos

que la segunda forma fundamental es de�nida positiva y trabajaremos con la estruc-

tura conforme por ella inducida.

La aplicación de Gauss hiperbólica vuelve a hacer el papel de aplicación conforme,

aunque ahora con respecto a la segunda forma fundamental, de la super�cie en la

esfera de Riemann. Para mayor comodidad se trabajará con la aplicación de Gauss

negativamente orientada G−
. Tendremos el siguiente teorema en la Sección 4.1:

Sea N2 una super�cie orientable y conexa y ' ∶ N2 ←→ ℍ3 una inmersión tal
que su segunda forma fundamental es de�nida positiva para una elección del vector
normal a la inmersión. Si sobreN2 consideramos la estructura conforme inducida por la
segunda forma fundamental, entonces la inmersiónG− ∶ N2 ←→ ℂ∞

(

G+ ∶ N2 ←→ ℂ∞
)

es conforme si y sólo si o bien la métrica inducida por' es llana o bien' es una inmersión
totalmente umbilical.

La Sección 4.2 se dedica a la demostración del Teorema 4.3 de representación con-

forme de super�cies llanas en ℍ3
. En la Sección 4.3 damos algunos ejemplos parti-

culares de super�cies llanas como las horosferas y los cilindros hiperbólicos. Nuevas

demostraciones de resultados conocidos fueron dadas por los autores de [13] emplean-

do la representación conforme. Estos, junto con nuevos resultados sobre super�cies

llanas en ℍ3
se presentan en la Sección 4.4. Por último, en la Sección 4.5 se introduce

brevemente la representación conforme de super�cies llanas en el espacio de De Sit-

ter. Notar que este es un espacio Lorentziano por lo que tendremos super�cies llanas

Riemannianas y Lorenztianas, el teorema de representación conforme es dado para

ambas.





1 Preliminares

Una variedad Riemanniana es un par (Mn, g) donde Mn
es una variedad diferen-

ciable de dimensión n y g es una métrica Riemanniana de�nida sobre Mn
.

De�nición 1.1. Sean Mn y M̄m variedades diferenciables, una inmersión de Mn

en M̄m es una aplicación diferencible f ∶ Mn ←→ M̄m de manera que la diferencial
dfp ∶ TpMn ←→ Tf (p)M̄m es inyectiva ∀ p ∈Mn.

Una inmersión no tiene por qué ser (globalmente) inyectiva, en el caso en el que lo
sea diremos que f es un embebimiento.

Sea f ∶ M ←→ M̄ una inmersión entre variedades diferenciables y sea ḡ una

métrica Riemanniana sobre M̄ , i.e. (M̄, ḡ) es una variedad Riemanniana. Entonces f
induce una métrica Riemanniana f ∗ḡ sobre M dada por

(f ∗ḡ)p(u, v) = ḡf (p)
(

dfp(u), dfp(v)
)

, u, v ∈ TpM.

La métrica f ∗ḡ recibe el nombre demétrica pullback. En consecuencia, el par (M,f ∗ḡ)
adquirirá estructura de variedad Riemanniana. Así podemos dar la de�nición de su-

per�cie con la que trabajaremos a lo largo de este texto.

De�nición 1.2. Sea M̄3 una variedad Riemanniana de dimensión 3. Una super�cie
en M̄3 vendrá dada por una inmersión  ∶ M2 ←→ M̄3 de una variedad diferenciable
de dimensión 2,M2, en M̄3. Llamaremos super�cie tanto a la inmersión en sí como a la
variedadM2 dotada con la métrica pullback.

Las 3-variedades en las que trabajaremos son ℝ3
, el espacio hiperbólico ℍ3

y la

esfera de De Sitter S31; que introduciremos más adelante.

Sea  ∶ M2 ←→ M̄3
una inmersión. Sea Ω un abierto simplemente conexo de ℝ2

y ' ∶ Ω ⊂ ℝ2 ←→M2
una carta local o parametrización, con parámetros ' = '(x, y).
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Denotamos por
)
)x

, o bien )x, a d'(1, 0) y por
)
)y

o )y a d'(0, 1), ambos en TM2
.

Entonces si ḡ es la métrica de M̄3
y denotamos por g a la métrica pullback de la

inmersión, tenemos

g
(

)
)x
, )
)y

)

= ḡ
(

d 
( )
)x

)

, d 
(

)
)y

))

.

Para mayor brevedad usaremos la siguiente notación. Denotaremos  x y  y a d ()x)
y d ()y), respectivamente. También escribiremos ḡ(⋅, ⋅) = ⟨⋅, ⋅⟩. Entoces queda

g
(

)
)x
, )
)y

)

= ⟨ x,  y⟩.

De la misma manera

g
(

)
)x
, )
)x

)

= ⟨ x,  x⟩ g
(

)
)y
, )
)y

)

= ⟨ y,  y⟩.

La primera forma fundamental de la inmersión la se expresará como

g = ⟨ x,  x⟩ dx
2 + 2 ⟨ x,  y⟩ dx dy + ⟨ y,  y⟩ dy

2.

1.1 Parámetros isotermos y estructura conforme

Dada una super�cie dotada de una métrica Riemanniana podemos dotarla de una

estructura compleja que nos permitirá de�nir funciones holomorfas sobre ella. Para

ello comenzamos introduciendo las parametrizaciones isotermas.

Así, sea M2
una 2-variedad dotada de una métrica cualquiera, que denotaremos

por ds2. Diremos que una parametrización' ∶ Ω ⊂ ℝ2 ←→M2
es conforme o isoterma

si veri�ca que

ds2
(

)
)x
, )
)x

)

= �2 = ds2
(

)
)y
, )
)y

)

y ds2
(

)
)x
, )
)y

)

= 0,

con �2 ∶ Ω ⊂ ℝ2 ←→ ℝ+
función diferenciable. A parámetros que veri�can estas

condiciones se les denomina parámetros isotermos. A partir de ellos la métrica de la

super�cie se expresa como

ds2 = �2dx2 + �2dy2.

La existencia de parámetros isotermos es una propiedad intrínseca de una super-

�cie que no depende del espacio ambiente en el que se incluye. Así, tenemos los si-

guientes resultados sobre existencia de parámetros isotermos.
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Teorema 1.1 (Existencia de parámetros isotermos). Sea (M2, g) una super�cie
Riemanniana, entonces para todo punto p ∈ M2 existe un entorno V ⊂ M2 y una
paramterización ' ∶ Ω ⊂ ℝ2 ←→ V dada en coordenadas isotermas.

Demostración. Una demostración, con hipótesis más generales que con las que se

enuncian aquí, se puede encontrar en [9].

Teorema1.2. Sea (M2, g) una super�cie Riemanniana conM2 una 2-variedad orien-
tada. Entonces existe un atlas, compatible con la orientación deM2, ∶=

{(

Ωi, 'i
)}

i∈I
de manera que cada carta 'i ∶ Ωi ⊂ ℝ2 ←→M2 es una parametrización isoterma.

Nota 1.1. La orientabilidad es por tanto una propiedades fundamental para poder

asegurar la existencia de un atlas de parametrizaciones isotermas. Debido a ello a lo

largo de este documento trabajaremos principalmente con 2-variedades orientables.

Dada una super�cie Riemanniana orientable (M2, ds2) , consideramos la parame-

trización '1 ∶ Ω1 ⊂ ℝ2 ←→M2
con parámetros (x, y) y sea '2 ∶ Ω2 ⊂ ℝ2 ←→M2

otra

parametrización con parámetros (u, v). Tenemos el siguiente teorema que caracteriza

parámetros isotermos en función de otros.

Proposición 1.1. Supongamos que '1(Ω1) ∩ '2(Ω2) ≠ ∅ y que (x, y) son parámetros

isotermos. Entonces los parámetros (u, v) son también isotermos compatibles con la

orientación �jada si y sólo si la aplicación cambio de parámetro '−11 ◦'2 veri�ca

)x
)u
= )y

)v
y )x

)v
= − )y

)v
. (1.1)

Demostración. Por ser (x, y) parámetros isotermos se tiene

ds2 = �2(dx2 + dy2).

Haciendo uso de la fórmula de cambio de parámetro podemos expresar la primera

forma fundamental como

ds2 = �2
((

x2u + y
2
u

)

du2 + 2
(

xuxv + yuyv
)

dudv +
(

x2v + y
2
v

)

dv2
)

.

Por tanto, (u, v) serán parámetros isotermos si y sólo si

xuxv + yuyv = 0 (1.2)

x2u + y
2
u = x

2
v + y

2
v (1.3)

De (1.2) obtenemos que (xv, yv) = �(−yu, xu). Por (1.3) se debe cumplir que � ∈
{1,−1}. Además, el Jacobiano del cambio de parámetros es

)(x, y)
)(u, v)

= det
(

xu xv
yu yv

)

= det
(

xu −�yu
yu �xu

)

= � (x2u + y
2
u).
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Puesto que hemos exigido que el cambio de parámetros sea compatible con la orien-

tación de M2
el Jacobiano debe ser positivo, con lo cual � = 1 y probamos el resulta-

do.

Volvamos a las cartas locales que considerábamos antes, (Ω1, '1) y (Ω2, '2). Es

posible de�nir estás cartas en el plano complejo. Para ello basta considerar los pará-

metros complejos z = x + iy y w = u + iv. Entonces tenemos las parametrizaciones

'1 ∶ Ω1 ⊂ ℂ ←→ M2

z = x + iy ←→ '1(z) = '1(x, y),

y

'2 ∶ Ω2 ⊂ ℂ ←→ M2

w = u + iv ←→ '2(w) = '2(u, v).

Haciendo uso de la misma notación que en la Proposición 1.1 obtenemos el siguiente

corolario.

Corolario 1.1. Sea M2
es una variedad orientable y (x, y) parámetros isotermos. En-

tonces (u, v) son parámetros isotermos si y sólo si '−11 ◦'2 es un holomor�smo.

Demostración. Basta observar que las igualdades (1.1) se corresponden a las ecua-

ciones de Cauchy-Riemann de la función compleja '−11 ◦'2.

Al parámetro complejo que se construye de esta forma a partir de parámetros iso-

termos se le dice parámetro conforme. En función del parámetro conforme la métrica

se expresa como

ds2 = �2|dz|2. (1.4)

Aquí resulta interesante introducir un nuevo tipo de aplicación entre super�cies.

De�nición 1.3. SeanM2 yN2 dos super�cies, cuyas métricas denotamos por ⟨⋅, ⋅⟩.
Diremos que una aplicación diferenciable  ∶ M2 ←→ N2 es conforme si existe una
aplicación diferenciable �2 ∶M2 ←→ ℝ+ tal que dados dos vectores u, v ∈ TM2

⟨d (u), d (v)⟩ = �2⟨u, v⟩. (1.5)

Las aplicaciones conformes son aquellas que conservan ángulos. La expresión de

la métrica de una super�cie dada en función del parámetro conforme en (1.4) nos dice

que una parametrización en función de este parámetro es una aplicación conforme de

una región del plano complejo en la super�cie. A parametrizaciones de este tipo las

denominamos parametrizaciones conformes.
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De�nición 1.4. SeaM2 una variedad diferenciable de dimensión 2, una estructura
conforme sobreM2 es un atlas de parametrizaciones complejas  ∶=

{(

Ωi, 'i
)}

i∈I de
manera que para un par de cartas

(

Ω1, '1
)

y
(

Ω2, '2
)

el cambio de cartas '−11 ◦'2 ∶
Ω2 ⊂ ℂ ←→ Ω1 ⊂ ℂ es biholomorfo. A las parametrizaciones del atlas las llamaremos
parametrizaciones conformes. Una super�cie de Riemann es una super�cie diferenciable
dotada de estructura conforme.

En resumen, sea  ∶ M2 ←→ M̄3
una inmersión donde la variedad M2

es orien-

table, el Teorema 1.2 de existencia global de parámetros isotermos y el Corolario 1.1

nos garantiza la existencia de una estructura conforme para nuestra super�cie M2
.

1.2 Superficies de Riemann

Este apartado va dirigido a las super�cies de Riemann que introducíamos en la

De�nición 1.4. Toda inmersión de una super�cie orientable tiene estructura de super-

�cie de Riemann. Esto nos permite emplear la teoría de super�cies de Riemann para

estudiar nuestra inmersión. Aquí presentaremos algunos resultados de las super�cies

de Riemann que nos serán de utilidad. En primer lugar damos un ejemplo.

Ejemplo 1.1 (Esfera de Riemann). Denotamos por S2 la esfera unitaria en ℝ3
y le

asociamos la estructura conforme dada por el par de cartas

'1 ∶ ℂ ←→ S2

z = x + iy ←→ '1(z) =
(

2x
|z|2+1

, 2y
|z|2+1

, |z|
2−1

|z|2+1

)

y

'2 ∶ ℂ ←→ S2

z̃ = x̃ + iỹ ←→ '2(z̃) =
(

2x̃
|z̃|2+1

, 2ỹ
|z̃|2+1

, 1−|z̃|
2

|z̃|2+1

)

Estas dos cartas son su�cientes para recubrir S2. La inversa de'1 viene dada de forma

explícita por

'−11 ∶ S2 − {(0, 0, 1)} ←→ ℂ
(x1, x2, x3) ←→ z = x1+ix2

1−x3

A la aplicación'−11 se le conoce como proyección esterográ�ca desde el punto {(0, 0, 1)}.
De esta manera la composición de cartas '−11 ◦'2 viene dada por '−11 ◦'2(z̃) = 1∕z̃ =
z, es decir, una aplicación conforme de 0 < |z̃| < ∞ sobre 0 < |z| < ∞. La super�-

cie de Riemann de�nida sobre la esfera a partir de esta estructura conforme recibe el

nombre de esfera de Riemann y se denota con el símbolo ℂ o ℂ∞.



16 representaciones conformes de superficies

De la misma manera que se extiende el concepto de funciones diferenciables a

variedades diferenciables, las super�cies de Riemann permiten extender las funciones

holomorfas. Así, diremos que una aplicación f ∶ Σ1 ←→ Σ2 entre dos super�cies de

Riemann es holomorfa si su composición con las cartas complejas correspondientes

'−12 ◦ f ◦'1 es holomorfa, de manera análoga al caso diferenciable.

Dada una super�cie de Riemann Σ con parámetro conforme z = x + iy, podemos

considerar localmente los operadores

)
)z
= 1

2

(

)
)x
− i )

)y

)

y )
)z̄
= 1

2

(

)
)x
+ i )

)y

)

,

donde, recordamos,
)
)x
= )x = d'(1, 0) y

)
)y
= )y = d'(0, 1), siendo' ∶ Ω ⊂ ℝ2 ←→ Σ

una carta local. También se usan las notaciones )z y )z̄, respectivamente. De esta

manera sea una función f ∶ Σ ←→ ℂ, su diferencial se expresa como

df =
)f
)x
dx +

)f
)y
dy =

)f
)z
dz +

)f
)z̄
dz̄,

donde dz = dx+ idy y dz̄ = dx− idy. La función f es holomorfa si y sólo si
)f
)z̄
= 0.

Si
)f
)z
= 0 diremos que f es antiholomorfa.

Una función holomorfa de una super�cie de Riemann sobre la esfera de Riemann

se dice meromorfa.

Observación 1.1. Estos nuevos operadores nos permiten dar una caracterización de la

conformidad de aplicaciones entre super�cies. Así, dada una aplicación diferenciable

 ∶ M2 ←→ N2
se comprueba fácilmente que, considerando un parámetro conforme

z para la inmersión  , la condición (1.5) se traduce en

⟨

) 
)z
,
) 
)z

⟩

= 0.

Las funciones holomorfas y meromorfas de�nidas sobre super�cies de Riemann

heredan muchas propiedades de las funciones complejas de una única variable. Re-

cogemos aquí algunas de ellas. Para más información acerca de propiedades de estas

funciones se recomienda [24].

Proposición 1.2. Sea Σ una super�cie de Riemann y f ∶ Σ ←→ ℂ una función holo-

morfa. Entonces f es o bien abierta o su imagen es un único punto, i.e. es constante.

Proposición 1.3. Sea f ∶ W ⊂ Σ ←→ ℂ una función meromorfa de�nida en un abierto

conexo Ω de la super�cie de Riemann Σ. Si f no es idénticamente nula, los ceros y

los polos de f forman un subconjunto discreto de W .
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Sea Σ una super�cie de Riemann y f ∶ Σ ←→ ℂ una función meromorfa. Sea

p ∈ M y ' ∶ Ω ⊂ ℂ ←→ Σ una carta compleja tal que 0 ∈ Ω y '(0) = p. Entonces

f ◦' ∶ ℂ ←→ ℂ es una función meromorfa que admite un desarrollo de Laurent. De

esta manera, se de�ne el orden de los ceros y los polos de una función meromorfa en

un punto p de la super�cie de Riemann empleando la serie de Laurent de f ◦', siendo

' una carta compleja que contiene a p (si '(0) = p se dice centrada). Se comprueba

que el orden es independientes de la carta escogida.

Proposición 1.4. Supongamos que f y g son dos funciones meromorfas de�nidas en

un abierto conexo W de una super�cie de Riemann Σ. Supongamos que f = g en un

subconjunto S ⊂ W que tiene un punto de acumulación. Entonces f = g en W .

Proposición 1.5 (Principio del máximo). Sea Σ super�cie de Riemann y f ∶ W ⊂
Σ ←→ ℂ holomorfa en el abierto W . Supongamos que existe un punto p ∈ W tal que

|f (x)| ≤ |f (p)| para todo x ∈ W . Entonces f es constante en W . Además, si Σ es

compacta y f es holomorfa en todo Σ, f es constante.

Observación 1.2 (Principio del máximo para funciones armónicas). Una hecho que

usaremos más adelante es que las funciones armónicas de�nidas sobre super�cies de

Riemann veri�can también la Proposición 1.5. En particular, si Σ es una super�cie de

Riemann compacta toda función armónica en Σ es constante.

En general, cualquier propiedad local de funciones holomorfas de una variable

compleja es cierta para funciones holomorfas de�nidas en una super�cie de Riemann.

De�nimos la siguiente relación de equivalencia para super�cies de Riemann.

De�nición 1.5. Diremos que dos super�cies de Riemann son biholomorfas o confor-
memente equivalentes si existe un biholomor�smo entre ambas. Se denota con el símbolo
≡.

Ejemplo 1.2. La esfera de Riemann es biholomorfa al plano complejo extendido ℂ ∪
{∞}, como se puede ver a partir de las cartas del Ejemplo 1.1.

Otro ejemplo de super�cie de Riemann biholomorfa a la esfera de Riemann es la

recta proyectiva compleja.

Ejemplo 1.3 (Recta proyectiva compleja). De�nimos la recta proyectiva compleja

ℂℙ1 como el subconjunto de pares de elementos de ℂ, no ambos nulos, dotados de la

relación de equivalencia

[z,w] = � [z,w] ,



18 representaciones conformes de superficies

con � ∈ ℝ∗
. Esto es

ℂℙ1 =
{

[z,w] ∶ (z,w) ∈ (ℂ × ℂ)∗ , [z,w] = � [z,w] ∀ � ∈ ℂ∗} =
(ℂ × ℂ)∗

ℂ∗ .

Sobre ℂℙ1 es posible de�nir una atlas conforme que le dé estructura de super�cie de

Riemann conformemente equivalente al plano complejo extendido [24].

El siguiente teorema es de gran importancia para la clasi�cación de super�cies de

Riemann simplemente conexas, y nos será de gran utilidad.

Teorema 1.3 (Teorema de Uniformización). Una super�cie de Riemann sim-
plemente conexa es biholomorfa a exactamente una de las tres siguientes super�cies de
Riemann: el disco abierto unitario D, el plano complejo ℂ o la esfera de Riemann ℂ∞.

Por último vamos a estatar una relación existente entre aplicaciones holomorfas

y conformes en super�cies de Riemann. En primer lugar, notar que dado un atlas de

cartas holomorfas sobre una super�cie de Riemann es posible considerar la estructura

conforme dada por los parámetros isotermos y hablar así de aplicaciones conformes.

Proposición 1.6. Sean Σ una super�cie de Riemann cualquiera y Σ̃, el plano complejo

o la esfera de Riemann, y f ∶ Σ ←→ Σ̄ una aplicación entre estas super�cies de Rie-

mann. La aplicación f es conforme si y sólo si f es holomorfa (en cuyo caso conserva

la orientación) o es antiholomorfa (si invierte la orientación).

1.3 El espacio hiperbólico

Dos de las representaciones conformes que estudiaremos en este trabajo son pa-

ra super�cies inmersas en el espacio hiperbólico. En esta sección introduciremos las

nociones básicas que necesitaremos de este espacio modelo. Aquí se mencionarán con-

ceptos de Geometría Riemanniana, como es el caso de la curvatura seccional, que se

pueden consultar en mayor detalle en [6].

Los espacios modelos

Sea (M̄n+1, g) una variedad Riemanniana de dimensión n+1, n ≥ 1, completa, sim-

plemente conexa y con curvatura seccional constante c. Entonces el Teorema de Car-

tan [8] nos asegura que, salvo isometrías, ésta viene dada por uno de los siguientes

espacios , conocidos como espacios modelos:
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El espacio euclídeo ℝn+1
con la métrica usual, si c = 0.

La esfera euclídea Sn+1(c) (n + 1)-dimensional de radio 1∕
√

c y con la métrica

inducida por la métrica usual de ℝn+2
, si c > 0.

Si c < 0, M̄n+1(c) es el espacio hiperbólico ℍn+1(c) que introduciremos en mayor

detalle a continuación.

A partir de ahora nos centraremos en los casos en los que n = 2. Además c, salvo

homotecias, se puede considerar tomando uno de los siguientes tres valores {1, 0,−1}.

SeaM2
una 2-variedad diferenciable inmersa en un espacio modelo 3-dimensional

M̄3
podemos obtener las siguientes relaciones entre las curvaturas intrínsecas y ex-

trínsecas de la super�cie inmersa . Recordamos que se de�ne la curvatura intrínseca

o Gaussiana de la supe�cie como la curvatura seccional de M2
, la denotamos como

Kint . La curvatura extrínseca, denotada comoKext , se de�ne como el determinante del

endomor�smo de Weingarten, que coincide con el determinante de la segunda forma

fundamental dividido por el determinante de la primera forma fundamental. Como

consecuencia de la fórmula de Gauss para inmersiones isométricas, se tiene que en

cada punto p de M2
:

Kint(p) = Kext(p), si M̄3 = ℝ3
(Teorema Egregium de Gauss).

Kint(p) = Kext(p) + 1, si M̄3 = S3(1).
Kint(p) = Kext(p) − 1, si M̄3 = ℍ3(−1).

Presentamos ahora en más detalle ℍ3(−1), que denotaremos por ℍ3
.

Sea L4 el espacio de Minkowski 4-dimensional, con coordenadas (x0, x1, x2, x3) y

el producto escalar dado por la forma cuadrática −x20+x
2
1+x

2
2+x

2
3. Este es un espacio

Lorentziano. Podemos ver el espacio hiperbólico 3-dimensional como

ℍ3 =
{

(x0, x1, x2, x3) ∈ L4 ∶ −x20 + x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 = −1, x0 > 0

}

,

con la métrica inducida de L4, ds2 = −dx20 +
∑3

i=1 dx
2
i . De esta manera

(

ℍ3, ds2
)

es

una variedad Riemanniana de dimensión 3. Observar que el conjunto de puntos de L4
que veri�can −x20 + x

2
1 + x

2
2 + x

2
3 = −1 está formado por dos componentes conexas,

al tomar x0 > 0 nos quedamos con una sola de ellas.

El espacio hiperbólico admite además otras representaciones que nos serán útiles

en este trabajo.
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Modelo de la bola o modelo de Poincaré

Consideremos la bola abierta unitaria B centrada en el origen de ℝ3
. En B de�ni-

mos la métrica

ds2 = 4
(

1 − |x|2
)2

(

dx21 + dx
2
2 + dx

2
3

)

,

con x = (x1, x2, x3) y |⋅| la norma euclídea. Entonces

(

B, ds2
)

es isométrico al espacio

hiperbólico ℍ3
. La aplicación de ℍ3

en B dada por

(x0, x1, x2, x3) ∈ ℍ3 →

(

x1
1 + x0

,
x2

1 + x0
,

x3
1 + x0

)

∈ B

es la que da la isometría entre estos dos modelos.

Modelos del semiespacio superior de ℝ3

Este modelo del espacio hiperbólico nos será de especial utilidad para representar

las super�cies inmersas en ℍ3
con las que trabajaremos en los capítulos 3 y 4. Este

modelo viene dado por ℝ3
+ =

{

(x1, x2, x3) ∈ ℝ3 ∶ x3 > 0
}

, el semiespacio superior de

ℝ3
, y con métrica dada por

ds2 = 1
x23

(

dx21 + dx
2
2 + dx

2
3

)

.

La isometría entre el modelo del hiperboloide en L4 y el de ℝ3
+ viene dada por

(x0, x1, x2, x3) →
1

x0 + x3
(x1, x2, 1) ∈ ℝ3

+.

L4 como el conjunto de las matrices hermíticas

Es posible realizar una identi�cación de L4 con el espacio de matrices hermíticas

2 × 2, esto es

Herm(2) =
{

g ∈2×2 (ℂ) ∶ g = g∗
}

donde g∗ = ḡt. Para ello un punto p = (x0, x1, x2, x3) ∈ L4 se identi�ca con la matriz

p =
(

x0 + x3 x1 + ix2
x1 − ix2 x0 − x3

)

,
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que hemos llamado de la misma forma. Bajo esta identi�cación, el producto loren-

tziano de L4 se traduce sobre Herm(2) en

⟨(

a1 b1
b̄1 c1

)

,
(

a2 b2
b̄2 c2

)⟩

= −1
2
{

a1c2 + a2c1 − b1b̄2 − b2b̄1
}

. (1.6)

En particular, si denotamos por ⟨⋅, ⋅⟩ a la métrica de L4, tenemos que ⟨p, p⟩ = −det(p).
De acuerdo a esto y a la de�nición de ℍ3

, este se puede identi�car con el subconjunto

de Herm(2) formado por las matrices unimodulares de módulo positivo y con traza

positiva:

ℍ3 = {p ∈ Herm(2) ∶ det(p) = 1, traza(p) > 0} .

A continuación introducimos algunos espacios estrechamente relacionados con

ℍ3
cuya conexión se hará patente a lo largo del trabajo.

El cono de luz

En L4 de�nimos el cono de luz orientado hasta el futuro como el espacio

ℕ3 =
{

p ∈ L4 ∶ ⟨p, p⟩ = 0, x0 > 0
}

= {p ∈ Herm(2) ∶ det(p) = 0, traza(p) > 0} .

Si consideramos el conjunto (ℂ × ℂ)∗ = {(z,w) ∈ ℂ × ℂ ∶ (z,w) ≠ 0}, podemos pro-

bar que la aplicación (ℂ × ℂ)∗ ←→ ℕ3 de�nida por

(a1, a2) →
(

a1
a2

)

(

ā1 ā2
)

=
(

|a1|2 a1ā2
ā1a2 |a2|2

)

es sobreyectiva. Además, para cada � ∈ [0, 2�) la imagen de (ei�a1, ei�a2) es la mis-

ma que la de (a1, a2). Trabajando en el cociente se obtiene la siguiente equivalencia

conforme

ℕ3 ≡ (ℂ × ℂ)∗

S1
. (1.7)

Borde ideal del espacio hiperbólico

El borde ideal de ℍ3
se de�ne como el siguiente cociente de ℕ3:

S2∞ =
{

[p] ∶ p ∈ ℕ3, [p] = �p, � ∈ ℝ+} .
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De esta manera se obtiene por (1.7),

S2∞ ≡ ℕ3∕ℝ+ ≡
(ℂ × ℂ)∗ ∕S1

ℝ+ ≡ (ℂ × ℂ)∗

ℂ∗ ≡ ℂℙ1,

donde ℂℙ1 denota la recta proyectiva compleja del Ejemplo 1.3 que es biholomorfa a

la esfera de Riemann. En de�nitiva, el borde ideal tiene la misma estructura conforme

y puede ser identi�cado con ℂ∞. En concreto, la aplicación que interviene aquí es

(x0, x1, x2, x3) ∈ ℕ3 ←→
x1 − ix2
x0 + x3

∈ ℂ∞ ≡ ℂℙ1. (1.8)

Notar que se ha hecho uso de la proyección estereográ�ca desde el polo sur. Como

veíamos en la Proposición 1.6, para poder hablar de aplicaciones holomorfas y anti-

holomorfas necesitamos considerar la orientación. Así sobre el borde ideal S2∞ de�ni-

remos la siguiente orientación.

Observación 1.3 (Orientación en S2∞). Dado p ∈ ℕ3 podemos tomar e0 ∈ ℍ3
y e3 ∈

S31 tales que p = e0+e3, con ⟨eo, e3⟩ = 0. SeaΠ el plano generado por e0, e3 y tomemos

una base {e1, e2} de Π⟂
. Así, e1, e2 son tangente a ℕ3 en p, y se inducen de modo

obvio a S∞2 como vectores tangentes en [p]. Diremos entonces que e1, e2 forman una

base positivamente orientada para S∞2 si y sólo si la base {e0 + e3, e1, e2, e0 − e3} está

positivamente orientada en L4. Este procedimiento es independiente de la elección de

e1, e2.

Observación 1.4. Con el anterior comentario sobre la orientación de S2∞ se puede

comprobar que al pasar al cociente en el cono de luz por medio de la aplicación (1.8)

se invierte la orientación.

El borde ideal tiene una fácil visualización en los modelos de la bola de Poincaré

y del semiespacio superior. En la bola de Poincaré se corresponde con la clausura del

disco, mientras que en el modelo de ℝ3
+ es el plano x3 = 0.

Espacio de De Si�er

Otro importante subespacio del espacio de Minkowski es el espacio de De Sitter.

Este viene dado por

S31 =
{

(x0, x1, x2, x3) ∈ L4 ∶ −x20 + x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 = 1

}

=
{

p ∈ L4 ∶ ⟨p, p⟩ = 1
}

.

Dotado de la métrica inducida por la métrica de L4, S13 es una 3-variedad Lorentziana.

Una de las propiedades más importante que tiene S13, y sobre la que profundizaremos
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Figura 1.1: Representación del espacio hiperbólico 2-dimensional (componente conexa

señalada por +
). La región más externa que recuerda a una catenoide es el espacio

de De Sitter. El cono que se aprecia es el cono de luz, el cono de luz orientado hacia

el futuro es la región que queda por arriba del origen O.

más adelante, es que el vector normal a una super�cie en ℍ3
se encuentra en S31. Este

hecho nos permitirá establecer una equivalencia entre las representaciones conformes

de super�cies en ℍ3
con las de super�cies Riemannianas de S31.





2 RepresentacióndeWeierstrass pa-
ra superficies mínimas

El caso más clásico de representación conforme corresponde al dado para super-

�cies mínimas en el espacio euclídeo 3-dimensional, i.e. las super�ces inmersas en

ℝ3
cuya curvatura media es nula. Introducimos en primer lugar algunos conceptos

básicos sobre super�cies en ℝ3
.

Sea  ∶ M2 ←→ ℝ3
una super�cie inmersa en ℝ3

. Entonces, sea g la métrica

pullback de la métrica ususal en ℝ3
⟨⋅, ⋅⟩ inducida a través de la inmersión,

(

M2, g
)

es una variedad Riemanniana. La métrica g la denotaremos por ds2, de acuerdo a la

notación de la primera forma fundamental, y en función de la base

{

)
)x
, )
)y

}

viene

dada por la matriz

(gi,j)i,j =
(

g11 g12
g21 g21

)

=
(

⟨ x,  x⟩ ⟨ x,  y⟩
⟨ y,  x⟩ ⟨ y,  y⟩

)

.

La segunda forma fundamental, denotada por d�2, viene determinada, cuando consi-

deramos la base

{

)
)x
, )
)y

}

, por la matriz

(ℎi,j)i,j =
(

ℎ11 ℎ12
ℎ21 ℎ22

)

=
(

⟨N, xx⟩ ⟨N, xy⟩
⟨N, yx⟩ ⟨N, yx⟩

)

,

dondeN es el vector normal unitario al plano tangente de la inmersión, generado por

{ x,  y}, en ℝ3
.

Si además (x, y) son parámetros isotermos para (M2, ds2), es decir, para cada pun-

to p ∈ M2
existe una carta local 'i ∶ Ωi ←→ M2

dada por parámetros isotermos de

manera que p ∈ 'i
(

Ωi
)

(esto se puede asegurar por el Teorema 1.1 de existencia lo-

cal de parámetros isotermos). Entonces, g11 = g22 = �2 y g12 = 0 = g21. Por tanto, la
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curvatura media de la inmersión en función de parámetros isotermos viene dada por

H =
ℎ22g11 + ℎ11g22 − 2ℎ12g12

2 det(gi,j)
=
ℎ11 + ℎ22
2�2

. (2.1)

Las super�cies mínimas son aquellas para las que H = 0 en todo punto de la misma.

2.1 Superficies mínimas y aplicación de Gauss

Como comprobaremos también en los siguientes capítulos, la existencia de una re-

presentación conforme para un tipo de super�cie está estrechamente relacionada con

la existencia de una aplicación holomorfa de la super�cie en la esfera de Riemann.

En el caso de las super�cies mínimas esta aplicación viene dada por la aplicación de

Gauss. Teoremas del tipo del siguiente serán recurrentes en las próximas representa-

ciones conformes que estudiaremos.

Teorema 2.1. Sea  ∶ M2 ←→ ℝ3 una inmersión de una 2-variedad orientable
simplemente conexa. La aplicación de Gauss es conforme con respecto a la estructura
conforme inducida por la primera forma fundamental si y sólo si la inmersión  es
totalmente umbilical o bien mínima.

Antes de demostrar el teorema introducimos una serie de conceptos que nos serán

de utilidad. Dados los parámetros isotermos (x, y) el parámetro complejo z = x + iy
constituirá un parámetro conforme para la inmersión  ∶M2 ←→ ℝ3

. Así, por lo visto

en la Sección 1.1, la métrica se expresará como

ds2 = ⟨ z,  z̄⟩ |dz|
2 = �2 |dz|2, (2.2)

con �2 ∶ M2 ←→ ℝ+
. De�nimos entonces la diferencial de Hopf como la 2-forma

compleja global de�nida sobre la super�cie M2
dada por

Q = ⟨ zz, N⟩ dz2.

Observación 2.1. La diferencial de Hopf se extiende a una 2-forma compleja global,

que además es holomorfa con respecto a la estructura de super�cie de Riemann indu-

cida por la métrica en el caso en el que la inmersión sea de curvatura media constante.

Este hecho se deduce de la ecuación de Codazzi que nos dice que

Qz̄ = 2�2Hz.
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Lema 2.1. La diferencial de Hopf se anula únicamente en aquellos puntos que son

umbilicales, i.e. aquellos puntos cuyas curvaturas principales coinciden.

Demostración. Supongamos que Q = 0. Entonces ⟨ zz, N⟩ = 0. Teniendo en cuenta

que
)
)z
= 1

2

(

)
)x
+ i )

)y

)

entonces podemos expresar

⟨ zz, N⟩ = 1
4
(

⟨ xx, N⟩ − ⟨ yy, N⟩ − 2 i ⟨ xy, N⟩

)

(2.3)

Así, Q se anula en un punto p ∈M2
si y sólo si la matriz de la segunda forma funda-

mental en la base

{

)
)x
, )
)y

}

en el punto p viene dada por

d�2 =
(

⟨ xx, N⟩ ⟨ xy, N⟩

⟨ yx, N⟩ ⟨ yy, N⟩

)

=
(

ℎ 0
0 ℎ

)

,

siendo ℎ = ⟨ xx, N⟩, y por lo tanto la inmersión  ∶ M2 ←→ ℝ3
es totalmente

umbilical en p.

Ahora ya podemos realizar la demostración del Teorema 2.1

Demostración. Sea z = x+ iy un parámetro conforme para la inmersión  ∶M2 ←→
ℝ3

. Denotamos q = ⟨ zz, N⟩. Por (2.3), podemos expresar

q = 1
4
ℎ11 −

1
4
ℎ22 −

i
2
ℎ12, (2.4)

siendo ℎ11, ℎ12 y ℎ22 los coe�cientes de la segunda forma fundamental de la inmersón

 en la base

{

)
)x
, )
)y

}

. Por otro lado, la expresión de las derivadas parciales del vector

normal N en la base { x,  y, N} de ℝ3
da como resultado

Nx = −ℎ11∕�2  x − ℎ12∕�2  y,
Ny = −ℎ12∕�2  x − ℎ22∕�2  y.

(2.5)

Teniendo en cuenta que la expresión (2.1) para la curvatura media de la inmersión

 dada en parámetros isotermos, por (2.4) y (2.5) expresamos la derivada parcial del

vector normal con respecto a z como

Nz = −H z −
2q
�2
 z̄. (2.6)

Empleando esta última expresión junto con (2.2) obtenemos

⟨Nz, Nz⟩ = 2qH. (2.7)
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Así, (2.7) y la Observación 1.1 nos dicen que la aplicación de Gauss N ∶ M2 ←→ ℝ3

será conforme con respecto al parámetro z si y sólo si se veri�ca la igualdad

2qH = 0 (2.8)

en todo punto de M2
.

Obviamente si la super�cie es totalmente umbilical la aplicación de Gauss será

conforme por el Lema 2.1. Lo mismo ocurre si la inmersión es de curvatura media

constante igual a 0. Así demostramos la implicación hacia la izquierda.

Por otro lado, supongamos que N es conforme y se cumple la igualdad (2.8). Si

H(p) = 0 para todo p ∈M2
ya tendríamos el recíproco. Supongamos que el conjunto

abiertoM ′ =
{

p ∈M2 ∶ H(p) ≠ 0
}

es no vacío. Si tomamos una componente conexa

V de M ′
, por la igualdad (2.8) todos los puntos de V son umbilicales. En particular,

H es constante en V (pues las super�cies totalmente umbilicales en ℝ3
son secciones

de esferas y del plano, y por tanto de curvatura media constante [29]) por lo que

también lo es en su adherencia V̄ . Al ser V componente conexa, esto indica que V =
V̄ , y resulta por conexión en M2

que V = M2
. Esto es, la super�cie es totalmente

umbilical. Probamos así la otra implicación.

En la sección que comenzamos a continuación veremos que la relación de la apli-

cación de Gauss con la representación conforme de super�cies mínimas es mucho

más estrecha de lo que el anterior teorema muestra. De hecho la aplicación de Gauss

participará activamente en el proceso de expresar la super�cie en función de datos

holomorfos.

2.2 Teorema de representación de Weierstrass

De�nición 2.1. Dada la inmersión  ∶ M2 ←→ ℝ3 con parámetros (x, y) y sea
 = ( 1,  2,  3). De�nimos el Laplaciano de  , Δ ∶M2 ←→ ℝ3, como

Δ =
(

 1xx +  1yy,  2xx +  2yy,  3xx +  3yy
)

.

Nota 2.1. De acuerdo a la de�nición anterior el operador Laplaciano se de�ne como

Δ = )2

)x2
+ )2

)y2
. En ocasiones será útil emplear su expresión en parámetros complejos,

se comprueba fácilmente que esta es Δ = 4 )
)z

)
)z̄

.
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Lema 2.2. Sea  ∶M2 ←→ ℝ3
una inmersión con parámetros isotermos (x, y), tene-

mos la siguiente expresión para el Laplaciano dependiente de la curvatura media de

la inmersión:

Δ = 2�2HN,

donde N denota nuevamente el vector normal unitario a la inmersión.

Demostración. Por ser (x, y) parámetros isotermos, tenemos las igualdades

⟨ x,  x⟩ = ⟨ y,  y⟩ y ⟨ x,  y⟩ = 0. (2.9)

Derivando respecto de x en la primera igualdad de (2.9) obtenemos

⟨ xx,  x⟩ − ⟨ xy,  y⟩ = 0. (2.10)

y con respecto de y en la igualdad derecha de (2.9),

⟨ xy,  y⟩ + ⟨ x,  yy⟩ = 0 (2.11)

Sumando (2.10) y (2.11) conseguimos

⟨Δ , x⟩ = ⟨ xx +  yy,  x⟩ = 0.

Es decir, el Laplaciano es ortogonal a  x. De manera similar se comprueba que Δ es

ortogonal a  y. Con ello, Δ pertenece al complemento ortogonal del plano tangente

a la inmersión y es proporcional al vector normal N . Veamos la razón de proporcio-

nalidad:

⟨Δ ,N⟩ = ⟨ xx +  yy, N⟩ = ℎ11 + ℎ22 = 2�2H,

de acuerdo a (2.1). En consecuencia, obtenemos la igualdad deseada.

De manera directa a partir del Lema 2.2 obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.3. Sea  ∶M2 ←→ ℝ3
una inmersión dada en función de parámetros isoter-

mos (x, y). Entonces, la inmersión es mínima si y sólo si las funciones  k son armó-

nicas para k = 1, 2, 3.

De esta forma en el estudio de super�cies mínimas aparece el concepto de funcio-

nes armónicas. Ahora vamos a relacionar las funciones armónicas con la estructura

conforme de la super�cie de Riemann asociada a nuestra super�cie (M2, ds2). Para

ello, sea  = ( 1,  2,  3) ∶ M2 ←→ ℝ3
una aplicación diferenciable (no necesaria-

mente una inmersión), para cada k ∈ {1, 2, 3} introducimos las funciones complejas

�k ∶M2 ←→ ℂ tal que

�k =
) k
)x

− i
) k
)y

= 2
) k
)z

, (2.12)

de�nida en el parámetro z = x + iy.
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Propiedad 2.1. La función �k es analítica en z = x + iy si y sólo si  k es armónica

en (x, y).

La aplicación � =
(

�1, �2, �3
)

veri�ca la igualdad siguiente.

3
∑

k=1
�2k =

3
∑

k=1

(

) k
)x

− i
) k
)y

)2

=
3
∑

k=1

[

(

) k
)x

)2

− 2i
) k
)x

) k
)y

−
(

) k
)y

)2
]

= ⟨

) k
)x

,
) k
)x

⟩ − 2i⟨
) k
)x

,
) k
)y

⟩ − ⟨

) k
)y

,
) k
)y

⟩

= g11 − 2ig12 − g22.

De aquí se deduce directamente la siguiente propiedad.

Propiedad 2.2. Los parámetros (x, y) son isotermos si y sólo si

3
∑

k=1
�2k = 0. (2.13)

Por otra parte,

3
∑

k=1
|�k|

2 =
3
∑

k=1

[

(

) k
)x

)2

+
(

) k
)y

)2
]

= g11 + g22.

Lo que en caso de ser (x, y) parámetros isotermos se transforma en

3
∑

k=1
|�k|

2 = 2�2.

Como consecuencia directa tenemos la siguiente propiedad.

Propiedad 2.3. Si (x, y) son parámetros isotermos, la aplicación  ∶ M2 ←→ ℝ3
es

inmersión si y sólo si

3
∑

k=1
|�k|

2 ≠ 0. (2.14)

Sea M2
una variedad de dimensión 2, conexa y orientable, hasta ahora hemos

trabajado con la aplicación � de�nida, en términos de parámetros isotermos, en algún
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entorno de cada punto de M2
. Sean z = x + iy y w = u + iv parámetros conformes

de�nidos en entornos de puntos de M2
, entonces por la Proposición 1.1 el cambio de

coordenadas w = w(z) es holomorfo con
)w
)z

≠ 0. Se sigue que si � = ) 
)z

y �̃ = ) 
)w

entonces � y �̃ están relacionados por

� =
) 
)z

=
) 
)w

)w
)z

= )w
)z
�̃. (2.15)

Entonces, si consideramos las formas diferenciales � = �dz y �̃ = �̃ dz, tenemos por

(2.15):

� = �dz = �̃)w
)z

dz = �̃ dw = �̃.

De esta forma se obtiene una forma diferencial � globalmente de�nida en M2
, cuya

expresión local es

� =
(

�1 dz, �2 dz, �3 dz
)

. (2.16)

Las tres propiedades anteriores nos permiten demostrar la primera implicación

del siguiente lema. El recíproco lo probamos a continuación del enunciado.

Lema 2.4. Sea  ∶ M2 ←→ ℝ3
una inmersión de una super�cie mínima con (x, y)

parámetros isotermos. Entonces las funciones �k de�nidas por (2.12) son analíticas y

satisfacen las igualdades (2.13) y (2.14).

Recíprocamente, sean �1, �2, �3 funciones analíticas del parámetro z que satisfa-

cen (2.13) y (2.14) en una variedad Riemanniana de dimensión 2 simplemente conexa

M2
. Entonces existe una inmersión mínima  ∶ M2 ←→ ℝ3

, única salvo traslaciones

en ℝ3
, tal que las ecuaciones (2.12) son válidas y que viene dada por

 (p) = Re∫

p

p0

�(z)dz,

donde p0 es un punto base en M2
y la integral se realiza por medio de cualquier

camino que une p0 con p.

Demostración. Para probar el recíproco, de�nimos

 k(p) = Re∫

p

p0

�k(z) dz.

Esta integral está bien de�nida por ser �k una forma holomorfa globalmente de�nida

y encontrarnos en un dominio símplemente conexo. Queremos ver que se veri�ca

(2.12). Para ello tenemos:

) k
)x

− i
) k
)y

= )
)x

(

Re∫ �k(z) dz
)

− i )
)y

(

Re∫ �k(z) dz
)

. (2.17)
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Como ∫ �k(z)dz es holomorfa se veri�ca la ecuación de Cauchy-Riemann

)
)y

(

Re∫ �k(z) dz
)

= − )
)x

(

Im∫ �k(z) dz
)

. (2.18)

Sustituyendo en (2.17),

) k
)x

− i
) k
)y

= )
)x

(

∫ �k(z) dz
)

= 1
2
2
[

)
)x

(

∫ �k(z) dz
)]

= 1
2

[

)
)x

(

∫ �k(z) dz
)

+ )
)x

(

Re∫ �k(z) dz + i Im∫ �k(z) dz
)]

Usando de nuevo las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

) k
)x

− i
) k
)y

= 1
2

[

)
)x

(

∫ �k(z) dz
)

+ )
)y

(

Im∫ �k(z) dz − iRe∫ �k(z) dz
)]

= 1
2

[

)
)x

(

∫ �k(z) dz
)

− i )
)y

(

i Im∫ �k(z) dz + Re∫ �k(z) dz
)]

= 1
2

[

)
)x

(

∫ �k(z) dz
)

− i )
)y

(

∫ �k(z) dz
)]

= )
)z ∫

�k(z) dz = �k(z)

Así, probamos (2.12). Que la aplicación  ∶= ( 1,  2,  3) ∶ M2 ←→ ℝ3
es una

inmersión mínima se deduce de las Propiedades 2.1, 2.2 y 2.3.

El Lema 2.4 da inicio a la representación conforme de super�cies mínimas en ℝ3

pues nos permite expresar una inmersión mínima a partir de funciones holomorfas.

Aunque nosotros hemos trabajado en el caso en que la super�cie está inmersa en ℝ3
,

hasta aquí todos los resultados son válidos para super�cies mínimas en ℝn
con n ≥ 3

(ver [25]). No obstante, el caso en que n = 3 presenta una gran ventaja, y es que nos

permite describir explícitamente todas las soluciones de la ecuación

�21 + �
2
2 + �

2
3 = 0. (2.19)

Lema 2.5. SeaD un dominio simplemente conexo del plano complejo, g una función

meromorfa en D y f una función holomorfa en D con la propiedad de que en cada
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punto donde g tiene un polo de orden m, f tiene un cero de orden al menos 2m.

Entonces las funciones

�1 =
1
2
f (1 − g2), �2 =

i
2
f (1 + g2), �3 = fg, (2.20)

son holomorfas en D y satisfacen (2.19).

Recíprocamente, toda tripleta de funciones holomorfas en D satisfaciendo (2.19)

se pueden representar en la forma (2.20), excepto por �1 ≡ i�2, �3 ≡ 0.

Demostración. La comprobación de que las funciones de�nidas en (2.20) satisfacen

(2.19) es un cálculo simple. Recíprocamente, dadas soluciones �1, �2, �3 de la ecua-

ción (2.19), de�nimos las funciones complejas

f = �1 − i�2, g = �3
�1−i�2

. (2.21)

Reescribiendo (2.19) como

(�1 − i�2)(�1 + i�2) = −�23,

llegamos a la expresión

�1 + i�2 = −
�23

�1 − i�2
= −fg2.

Por medio de esta igualdad con (2.21) despejamos las correspondientes �k, para k =
1, 2, 3, y obtenemos (2.20). La condición de los ceros y los polos debe cumplirse para

poder asegurar que la función �1 + i�2 sea holomorfa en la última igualdad, lo cual

se debe a ser suma de funciones holomorfas.

Por último, la representación falla únicamente si el denominador de g es siem-

pre nulo. En este caso �1 ≡ i�2 y �3 ≡ 0, que se corresponde al caso excepcional

mencionado.

Observación 2.2. De acuerdo al Lema 2.5 podemos expresar la 1-forma � que de�-

níamos en (2.2) en función de g y la 1-forma holomorfa ! = f dz quedando

�1 =
1
2
(1 − g2)!, �2 =

i
2
(1 + g2)! �3 = g!.

En el Lema 2.4 a parte de la condición (2.19) exigíamos también que

|�1|
2 + |�2|

2 + |�3|
2 ≠ 0.
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Es natural entonces preguntarse qué condiciones deben cumplir f y g para que esta

igualdad se cumpla. Para ello observamos que se cumple la expresión

3
∑

k=1
|�k|

2 = 1
2
(1 + |g|2)2 |f |2. (2.22)

La cual será mayor que cero si g tiene un polo de orden m donde f tiene un cero de

orden 2m.

Los lemas 2.4 y 2.5 nos permiten enunciar el Teorema de representación de Weiers-

trass para super�cies mínimas.

Teorema 2.2 (Teorema de representación de Weierstrass). Sea M2 una 2-
variedad simplemente conexa y sea  ∶ M2 ←→ ℝ3 una inmersión mínima. Existe un
par (g, !), dado por una función meromorfa g y una 1-forma holomorfa ! con respecto
a la estructura conforme inducida por la métrica pullback de la inmersión, tal que todo
cero de orden 2m de f coincide con un polo de orden m de g, de manera que en cada
punto p ∈M2 se puede devolver la inmersión como

 (p) = Re∫

p

p0

(1
2
(1 − g2) !, i

2
(1 + g2) !, g!

)

. (2.23)

Recíprocamente, supongamos que sobre una super�cie de RiemannM2 tenemos de�nidas
una función meromorfa g y una 1-forma holomorfa! = f dz, tal que todo cero de orden
2m de f coincide con un polo de orden m de g, entonces la aplicación  ∶ M2 ←→ ℝ3

dada por (2.23) es una inmersión mínima.

De�nición 2.2. Al par (g, !) que aparece en el Teorema sobre la Representación de
Weierstrass se le denomina datos de Weierstrass.

Observación 2.3 (Problema de los periodos). Aunque hemos trabajado con 2-variedades

simplemente conexas es posible generalizar el teorema de representación de Weiers-

trass sin requerir la hipótesis de ser M2
simplemente conexa. No obstante, en este

trabajo hemos preferido seguir el modelo de la referencia clásica [25], que simpli�ca

los cálculos y nos permite homogeneizar las hipótesis con los demás tipos de repre-

sentaciones conformes que veremos ([4], [13]). La diferencia cuando no exigimos que

M2
sea simplemente conexa es que se requiere que

Re∫
�k = 0, para k ∈ {1, 2, 3},

siendo  cualquier curva cerrada ([1], [3]). Esta condición es necesaria para que la

inmersión dada por (2.23) no sea multivaluada. La veri�cación de estas condiciones

se conoce como el problema de los periodos.



2. representación de weierstrass para superficies mínimas 35

Las cantidades geométricas básicas asociadas a la super�cie pueden ser expresadas

en función de los datos de Weierstrass. Este hecho nos será crucial para poder emplear

nuevas herramientas para el estudio de la super�cies mínimas, como haremos en la

Sección 2.4.

En particular, de las igualdades (2.14) y (2.22) tenemos que

�2 = 1∕2
3
∑

k=1
|�k|

2 =
[

|f |(1 + |g|2)
2

]2

.

Por lo que la primera forma fundamental se puede expresar a partir de los datos de

Weierstrass como

ds2 = 1
4
|f |2(1 + |g|2)2 |dz|2 = 1

4
(1 + |g|2)2 |w|2.

La función meromorfa g que aparece en la De�nición 2.2 de los datos de Weiers-

trass tiene una interpretación geométrica muy relevante, y es que puede ser identi�-

cada con la aplicación de Gauss como consecuencia de la siguiente proposición.

Proposición 2.1. Sean (g, !) los datos de Weierstrass asociados a una inmersión mí-

nima  ∶ M2 ←→ ℝ3
. Entonces la aplicación g es la proyección estereográ�ca de la

aplicación de Gauss de  .

Demostración. La base del plano tangente a la inmersión

{

) 
)x
, ) 
)y

}

está relacionada

con � por (2.12) de manera que

) 
)x

= Re (�1, �2, �3) y
) 
)y

= − Im (�1, �2, �3).

Así al realizar el producto vectorial de los vectores de esta base

) 
)x

×
) 
)y

= −
(

Re�1,Re�2,Re�3
)

∧
(

Im�1, Im�2, Im�3
)

=
(

Im�2 �̄3, Im�3 �̄1, Im�1 �̄2
)

,

y sustituyendo de acuerdo a (2.5) se llega fácilmente a la expresión

) 
)x

×
) 
)y

=
|f |2 (1 + |g|2)

4
(

2 Re g, 2 Im g, |g|2 − 1
)

,
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siendo el módulo de este vector �2. De esta manera el campo normal unitario a la

super�cie vendrá dado por

N =
(

2 Re g
|g|2 + 1

,
2 Im g
|g|2 + 1

,
|g|2 − 1
|g|2 + 1

)

. (2.24)

Ahora, consideramos la proyección estereográ�ca desde el punto {(0, 0, 1)} que denó-

tabamos por '−11 en el Ejemplo 1.1, la renombramos como � y la extendemos de forma

que �( (0, 0, 1) ) = ∞. De esta manera � ∶ S2 ←→ ℂ ∪ {∞} ≡ ℂ∞ es una aplicación

biholomorfa que cumple

�◦N = g,

de acuerdo a lo que veíamos en el Ejemplo 1.1. Esto quiere decir que la aplicación me-

romorfa g de la representación de Weierstrass de una inmersión mínima  ∶M2 ←→
ℝ3

es la proyección estereográ�ca de la aplicación de Gauss de la inmersión  .

2.3 Construcción de superficies mínimas a través de
datos de Weierstrass

Vamos a ver algunos ejemplos de representación conforme de Weierstrass.

Ejemplo 2.1 (Representación de Weierstrass del helicoide). Sea M2 = ℂ. Tomamos

las función holomorfa gℎ(z) = ez y la forma holomorfa !ℎ = fℎdz con fℎ(z) = ie−z.
Al ser holomorfa, g no tiene ningún polo. Por (2.20) tenemos

�1 = −i sinh(z),
�2 = −cosh(z),
�3 = i.

Con lo que

 1 = Re∫ −i sinh(z)) dz = Re (−i cosh(z) + i) = sin(y) sinh(x),

 2 = Re∫ − cosh(z) dz = Re (− sinh(z)) = − cos(y) sinh(x),

 3 = Re∫ i dz = Re (i z) = −y,

que es la parametrización como super�cie de revolución del helicoide. De esta forma

se comprueba que el par (gℎ, wℎ) son datos de Weierstrass para el helicoide.
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(a) Helicoide

(b) Catenoide

Figura 2.1: Imágenes extraídas de [33].

Ejemplo 2.2 (Representación de Weierstrass de la catenoide). Ahora, tomemos como

M2 = ℂ y datos de Weierstrass gc(z) = iez ywc = fcdz con fc(z) = e−z. Al igual que

en el ejemplo anterior, g no presenta ningún polo. De (2.20) obtenemos

�1 = − sinh(z),
�2 = i cosh(z),
�3 = 1.

De manera que

 1 = Re (− cosh(z) + 1) = − cos(y) cosh(x) + 1,
 2 = Re (i sinh(z)) = − cosh(x) sin(y),
 3 = Re(z) = x.

Esta es la parametrización usual de la catenoide a la que se le ha realizado una trasla-

ción por el vector (1, 0, 0).

Observación 2.4 (Super�cies conjugadas). Observar que los datos de Weierstrass del

helicoide (gℎ, !ℎ) y la catenoide (gc, !c) veri�can

gℎ = gc, !ℎ = i !c.

Cuando para dos super�cies mínimas podemos encontrar datos de Weierstrass que

veri�can estas relaciones diremos que son super�cies conjugadas. Así el catenoide y el

helicoide son super�cies conjugadas.
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Figura 2.2: Representaciones de la super�cie de Enneper. Imagen extraída de [33].

Una de las principales ventajas que tuvo la representación de Weierstrass es que

supuso una nueva forma de construcción de super�cies mínimas que hizo posible el

descubrimiento de super�cies hasta entonces desconocidas. Un ejemplo de ello es la

super�cie de Enneper.

Ejemplo 2.3 (Super�cie de Enneper). La super�cie de Enneper es la super�cie mínima

resultante de realizar la elección más trivial de los datos de Weierstrass. Tomamos

M2 = ℂ, g(z) = z y ! = dz. Entonces

�1 = 1∕2 (1 − z2),
�2 = i∕2 (1 + z2),
�3 = z dz.

y con ello

 1 = Re∫ 1∕2 (1 − z2) dz = 1∕2 ( x − 1∕3 x3 + x y2),

 2 = Re∫ i∕2 (1 + z2) dz = 1∕2 (−y + 1∕3 y3 − x2 y),

 3 = Re∫ z dz = 1∕2 (x2 − y2).

La super�cie de Enneper es conjugada de sí misma, esto es, tomando datos de Weiers-

trass (z, i dz) la super�cie inmersa obtenida es la misma.

Ejemplo 2.4 (Super�cies de Scherk). En 1834 Heinrich Scherk descubrió dos nuevas

super�cies mínimas [28], las primeras desde 1776. Una de ellas es conocida como la

super�cie de Schreck doblemente periódica. Se trata de una super�cie que es invariante

por traslaciones en dos direcciones independientes ([33], [26]). Las piezas fundamen-

tales que conforman esta super�cie periódica pueden ser construidas empleando el
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Teorema de representación de Weierstrass tomando M2 = ℂ̄ − {±1,±i} y datos de

Weierstrass dados por

g(z) = z, !(z) = 1
z4−1

dz.

La segunda super�cie de Scherk es conocida como super�cie de Scherk simplemente
periódica, se puede observar en la Figura 2.3. Se trata de una super�cie invariante por

traslaciones en una dirección. Su construcción por medio de datos de Weierstrass se

consigue tomando M2 = ℂ̄ − {±1,±i} y datos de Weierstrass

g(z) = z, !(z) = i
z4−1

dz.

Se observa que las super�cies de Scherk son conjugadas. En ambos casos, el dominio

no es simplemente conexo y además los datos de Weierstrass no satisfacen las con-

diciones de los periodos expuestas en la Observación 2.3. Este hecho se traduce en la

invarianza de las super�cies por traslaciones.

(a) Super�cie de Scherk doblemente periódica. (b) Super�cie de Scherk simplemente

periódica.

Figura 2.3: Imágenes extraídas de [33].

Las super�cies mínimas conjugadas son en realidad un caso particular de lo que se

conoce como familias asociadas. Dada una super�cie mínima cuyos datos de Weiers-

trass de�nen la tripleta de funciones holomorfas (�1, �2, �3), la familia asociada a

esta super�cie mínima es la familia uniparamétrica, con parámetro � ∈ [0, 2�] de

super�cies mínimas descrita por

 k = Re
{

ei� ∫ �k(z) dz
}

, para k ∈ {1, 2, 3}.

Es obvio que se cumplen las condiciones del Lema 2.4 para que la inmersión resultante

sea mínima. En particular, tomando � = �∕2 se obtiene la super�cie conjugada de la

inmersión mínima inicial.
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Ejemplo 2.5 (Los ejemplos de Riemann). Una de las familias asociadas más relevan-

tes es la conocida como ejemplos de Riemann, estas super�cies aparecen por primera

vez en un documento póstumo de Riemann hacia el año 1867. En este documento Rie-

mann estudia el problema de determinar las super�cies mínimas bordeadas por dos

circunferencias en planos paralelos y que además cada plano paralelo comprendido

entre estos dos corte a la super�cie en una circunferencia, i.e. la super�cie esté folia-

da por circunferencias. Así, Riemann probó que las únicas soluciones a este problema

(salvo homotecias y movimientos rígidos) son la catenoide y la familia asociada de los

ejemplos de Riemann ([1], [20]).

Otra importante propiedad de los ejemplos de Riemann es que junto con el plano,

el helicoide y el catenoide son las únicas super�cies con la topología del plano menos

un número �nito de puntos que pueden ser propiamente embebidas enℝ3
, esto último

es, son embebidas y en todo punto de ℝ3
que no pertenezca a la super�cie se puede

dar una bola que no interseque con esta. Este resultado fue demostrado por Meeks-

Pérez-Ros en [22].

(a) Ejemplo mínimo de Riemann.

Imagen extraída de [1].

(b) Imagen de la super�cie mínima de Costa

extraída de [33].

Todos los ejemplos vistos hasta ahora se corresponden a super�cies con género 0,

esto es la super�cie de Riemann sobre la que se de�nen los datos de Weierstrass son la

esfera menos un número �nito de puntos (lo que incluye al plano). El primer ejemplo

de super�cie mínima conocida de género no nulo fue dado por el matemático brasileño

Celso José Costa en 1982. La super�cie mínima de Costa, como se conoce, se obtiene

a partir de un toro menos tres puntos y es embebida en ℝ3
[11]. El descubrimiento

de Costa abrió las puertas a la aparición de multitud de nuevas super�cies mínimas,

ahora mismo se conocen super�cies mínimas en ℝ3
de todos los géneros.
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2.4 Teoría compleja de superficies mínimas

Otro hecho de gran importancia sobre la representación de Weierstrass es que abre

la puerta al empleo de resultados de análisis complejo y funciones armónicas para

estudiar las propiedades de las super�cies mínimas. Un sencillo ejemplo de ello es el

siguiente teorema que presentamos. Observar que este teorema puede ser demostrado

de manera alternativa a través de la clasi�cación de sus puntos según la curvatura,

como es propuesto como ejercicio en [5].

Teorema 2.3. Una super�cie mínima en ℝ3 no puede ser compacta.

Demostración. Consideramos la inmersión mínima  ∶ M2 ←→ ℝ3
dada en fun-

ción de coordenadas isotermas. Entonces por el Lema 2.3 para cada k ∈ {1, 2, 3} las

aplicaciones k son armónicas enM2
. SiM2

fuese compacta estas aplicaciones alcan-

zarían un máximo en M2
y por el principio del máximo para funciones armónicas,

que tratábamos en la Observación 1.2, serían constantes.

Puesto que la esfera de Riemann es topológicamente equivalente a una esfera, del

anterior teorema y el Teorema 1.3 de Uniformización obtenemos como corolario el

siguiente teorema.

Teorema 2.4. Una super�cie mínima simplemente conexa en ℝ3 es biholomorfa al
disco D o bien al plano complejo ℂ.

Otro teorema que probaremos haciendo uso de la representación de Weierstrass

es el Teorema de Bernstein.

Teorema 2.5 (Teorema de Bernstein). Sea  ⊂ ℝ3 un grafo entero (i.e. de�nido
en todo ℝ2) mínimo, entonces  es un plano.

Para probar el Teorema de Berstein utilizaremos el siguiente Lema cuya demos-

tración se puede encontrar en el libro de Osserman [25].

Lema 2.6. Sea f una función holomorfa en el disco unidad D con como mucho un

número �nito de ceros. Entonces existe un camino divergente C en D tal que

∫C
|f (z)| |dz| <∞.

Demostración (Teorema de Bernstein). En primer lugar observamos que un grafo en-

tero es topológicamente equivalente aℝ2
. Por ello, será simplemente conexo. Además,

el grafo es a su vez completo.
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Por ser  simplemente conexa el Teorema de Uniformización nos dice que o bien

es biholomorfa a ℂ o bien al disco D. No obstane, si  fuese biholomorfa por el Lema

2.6 llegaríamos a una contradicción con la completitud de  . Es decir,  ≡ ℂ.

Sean (g, !) los datos de Weierstrass de  . Entonces g ∶  ≡ ℂ ←→ ℂ es un

homomor�smo identi�cable con la aplicación de Gauss de la inmersión, de acuerdo

a la Proposición 2.1. Por ser  un grafo, el vector normal N nunca es horizontal. Es

decir, la aplicación de Gauss tomará valores únicamente en un hemisferio de ℂ∞.

Supongamos sin pérdida de generalidad que g toma valores en el hemisferio sur de

ℂ∞ ≡ ℂ. Esto, componiendo con la proyección estereográ�ca � desde el hemisferio

correspondiente, nos indica que g es una aplicación entera en el disco unidad abierto,

g = � ◦N ∶  ≡ ℂ ←→ D. Al estar g entera y con |g| < 1 por el Teorema de Liouville

concluimos que g debe ser constante. Por su identi�cación con la aplicación de Gauss

el vector normal es constante y esto implica que  es un plano.



3 Representación conformede su-
perficies con curvaturamedia cons-
tante 1 en ℍ3

El segundo caso de representación conforme que vamos a presentar es el dado por

R. Bryant [4], en 1987, para super�cies de curvatura constante igual a 1 (H = 1) en

el espacio hiperbólico. Estas super�cies se conocen desde entonces como super�cies
de Bryant. La idea de Bryant de estudiar una representación de tipo Weierstrass para

estas super�cies vino motivada por la correspondencia de Lawson. Este es un resultado

de la teoría de super�cies de curvatura media constante que establece identi�caciones

entre estas super�cies en los espacios modelos 3-dimensionales.

En particular, en el caso que nos concierne, la correspondencia de Lawson nos dice

que toda super�cie de Bryant es localmente isométrica a una super�cie mínima en ℝ3
.

Este hecho indica que propiedades locales de las super�cies mínimas son trasladadas

a las super�cies de curvatura constante 1 en ℍ3
, lo que supuso el punto de partida

para el trabajo de Bryant.

Nosotros, sin embargo, no seguiremos el artículo de Bryant para este apartado

sino que emplearemos la tesis doctoral de Pablo Mira [23] basada en una demostración

alternativa de la representación conforme de Bryant dada por Gálvez-Mira [17].
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3.1 Superficies de Bryant y aplicación de Gauss hi-
perbólica

Comenzamos este apartado introduciendo algunas nociones generales de super�-

cies en ℍ3
. Sea M2

una 2-variedad orientable, y sea  ∶M2 ←→ ℍ3
una inmersión en

ℍ3
. Como veíamos en la Sección 1.3 el vector normal a la inmersión en cada punto,

que denotaremos por �, se encuentra en el espacio de De Sitter, así � ∈ S31.

Supongamos además que la inmersión viene dada en función de parámetros iso-

termos (x, y) de manera que la métrica se expresa como

ds2 = �2
(

dx2 + dy2
)

.

Entonces el conjunto de vectores { x,  y, �,  }, donde  es el vector de posición,

forman una base ortogonal de L4.

En el capítulo anterior veíamos como la aplicación de Gauss intervenía de manera

fundamental en el teorema de representación conformes de super�cies mínimas. De

hecho, dados unos datos de Weierstrass (g, !), la Proposición 2.1 nos decía que g es

la proyección estereográ�ca de la aplicación de Gauss. Así teníamos que la aplicación

de Gauss de la inmersión era meromorfa con la estructura conforme inducida por la

primera forma fundamental. En el caso de representaciones conformes enℍ3
existirán

también teoremas análogos al Teorema 2.1 sobre existencia de aplicaciones holomor-

fas en la esfera. Estas aplicaciones serán las aplicaciones de Gauss hiperbólicas, a las

que les dedicamos las siguientes líneas.

Observación 3.1. En cada punto de M2
la resta de vectores  + � veri�ca

⟨ + �,  + �⟩ = ⟨ , ⟩ + 2 ⟨ , �⟩ + ⟨�, �⟩ = 1 + 0 − 1 = 0.

Con lo cual, en cada punto deM2
,  +� ∈ ℕ3. Aplicando la relación cociente de�nida

sobre ℕ3 en la Sección 1.3, obtenemos la aplicación [ + �] ∶ M2 ←→ S2∞ sobre el

borde ideal del espacio hiperbólico.

De�nición 3.1 (Aplicaciones de Gauss hiperbólicas). Sea  ∶M2 ←→ ℍ3 una
inmersión con campo normal unitario � ∶ M2 ←→ S31. Denotamos por G+ = [ + �] ∶
M2 ←→ S2∞ a la inmersión que de�níamos en la Observación 3.1. De forma similar
llamamosG− = [ − �] ∶M2 ←→ S2∞. A estas aplicaciones las llamaremos aplicaciones
de Gauss hiperbólicas.
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Figura 3.1: Representación de la geodésica que parte de un punto de una super�cie

inmersa en la bola de Poincaré en la dirección del vector normal y corta con el borde

ideal (en este modelo el borde de B) en [ + �]. Imagen por I. Fernández.

Observación 3.2 (Interpretación geométrica de las aplicaciones de Gauss hiperbólicas).
Las aplicaciones de Gauss hiperbólicas tienen la siguiente interpretación geométrica.

Para cada p ∈M2
, la única geodésica que pasa por el punto  (p) ∈ ℍ3

en la dirección

del vector tangente �(p) a ℍ3
corta con el borde ideal S2∞ en [ − �] y [ + �], ver [4]

y [6]. Considerando la orientación de la geodésica dada por � podemos tomar [ − �]
como el punto inicial y [ + �] como el punto �nal. En la Figura 3.1 podemos ver una

representación de la aplicación de Gauss hiperbólica G+
en el modelo de la bola de

Poincaré.

Al igual que sucedía en la Sección 2.1 la diferencial de Hopf desarrollará un papel

importante en este apartado. Introducimos brevemente esta diferencial para el caso

de inmersiones en ℍ3
y con la notación aquí usada. Dados los parámetros isotermos

(x, y) el parámetro complejo z = x + iy constituirá un parámetro conforme para la

inmersión  ∶M2 ←→ ℍ3
. La métrica se expresará como

ds2 = ⟨ z,  z̄⟩ |dz|
2 = �2 |dz|2, (3.1)

con �2 ∶ M2 ←→ ℝ+
. De�nimos entonces la diferencial de Hopf como la 2-forma

compleja global de�nida sobre la super�cie M2
dada por

Q = ⟨ zz, �⟩ dz
2.

Recordamos los resultados que ya se exponían anteriormente en la Observación

2.1 y el Lema 2.1 y que también se cumplen para inmersiones en el espacio hiperbólico.
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Observación 3.3. La diferencial de Hopf se extiende a una 2-forma compleja global,

que además es holomorfa con respecto a la estructura de super�cie de Riemann indu-

cida por la métrica, en el caso en el que la inmersión sea de curvatura media constante

[17].

Lema 3.1. La diferencial de Hopf se anula únicamente en aquellos puntos que son

umbilicales, i.e. aquellos puntos cuyas curvaturas principales coinciden.

Recordemos también la siguiente expresión que nos será de utilidad más adelante:

⟨ zz, �⟩ =
1
4
(

⟨ xx, �⟩ − ⟨ yy, �⟩ − 2 i ⟨ xy, �⟩
)

(3.2)

Ahora presentamos un teorema análogo al Teorema 2.1 para super�cies de Bryant

y la aplicación de Gauss hiperbólica G+
.

Teorema 3.1. SeaM2 una super�cie simplemete conexay  ∶ M2 ←→ ℍ3. La apli-
cación de Gauss G+ = [ + �] ∶ M2 ←→ S2∞ es conforme con respecto a la métrica ds2

si y sólo si  es una inmersión totalmente umbilical o de curvatura media constante 1.
Además, G+ es holomorfa cuando la inmersión tiene curvatura mediaH = 1.

Demostración. Sea z = x+ iy un parámetro conforme para la inmersión  ∶M2 ←→
ℍ3

. Denotamos q = ⟨ zz, �⟩. Por (3.2), podemos expresar

q = 1
4
E − 1

4
G − i

2
F , (3.3)

siendo E, F y G los coe�cientes de la segunda forma fundamental de la inmersón  
en la base

{

)
)x
, )
)y

}

. Por otro lado, la expresión de las derivadas parciales del vector

normal � en la base { x,  y, �,  } de L4 da como resultado

�x = −E∕�2  x − F∕�2  y,
�y = −F∕�2  x − G∕�2  y.

(3.4)

Teniendo en cuenta que la curvatura media de se calcula comoH = (E + G) ∕(2�2),
por (3.3) y (3.4) expresamos la derivada parcial del vector normal con respecto a z
como

�z = −H z −
2q
�2
 z̄. (3.5)

Empleando esta última expresión junto con (3.1) obtenemos

⟨( + �)z, ( + �)z⟩ = 2q (1 −H) . (3.6)
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Así, (3.6) nos dice que la aplicación  + � ∶M2 ←→ ℍ3
será conforme con respecto al

parámetro z, y con ello la aplicación de Gauss hiperbólica G+
si y sólo si se veri�ca la

igualdad

2q (1 −H) = 0 (3.7)

en todo punto de M2
.

Obviamente si la super�cie es totalmente umbilical la aplicaciónG+
será conforme

por el Lema 3.1. Lo mismo ocurre si la inmersión es de curvatura media constante igual

a 1. Así demostramos la implicación hacia la izquierda.

Por otro lado, supongamos que G+
es conforme y se cumple la igualdad (3.7). Si

H(p) = 1 para todo p ∈ M2
ya tendríamos el recíproco. Supongamos que el con-

junto abierto M ′ =
{

p ∈M2 ∶ H(p) ≠ 1
}

es no vacío. Si tomamos una componente

conexa V de M ′
, por la igualdad (3.7) todos los puntos de V son umbilicales. En par-

ticular, H es constante en V (pues las super�cies totalmente umbilicales en ℍ3
son

de curvatura media constante [29]) por lo que también lo es en su adherencia V̄ . Al

ser V componente conexa, esto indica que V = V̄ , y resulta por conexión en M2
que

V =M2
. Esto es, la super�cie es totalmente umbilical. Probamos así la otra implica-

ción.

Si además, H = 1, se obtiene que

( + �)z = −
2q
�2
 z̄,

( + �)z̄ = −
2q̄
�2
 z.

Por lo que la matriz de cambio de bases entre estas dos bases será

(

0 −2q
�2

−2q̄
�2

0

)

.

El determinante de esta matriz es negativo, y puesto que la identi�cación del borde

ideal con la esfera de Riemann invierte la orientación, como comentábamos en la

Observación 1.4, tenemos que la aplicaciónG+ = [ +�] conserva la orientación. Por

la Proposición 1.6 concluímos que en este caso G+
es holomorfa.

Observación 3.4. Notar que el teorema es cierto para la aplicación de Gauss hiper-

bólica G− ∶ [ − �] ∶ M2 ←→ S2∞ si la inmersión  ∶ M2 ←→ ℍ3
tiene curvatura

media constante igual a -1, lo que se consigue tomando la otra orientación del vector

normal.
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3.2 Teorema de representación conforme

Presentamos en esta sección el teorema sobre la representación conforme de las

super�cies de Bryant. Así, consideraremos M2
una variedad simplemente conexa y

 ∶M2 ←→ ℍ3
una inmersión con curvatura constante igual a 1.

En el apartado anterior hemos dado dos datos holomorfos de las super�cies de

Bryant: la diferencial de Hopf Q y la aplicación de Gauss hiperbólica G+
. Antes de

formular el teorema de representación vamos a hacer notar que existe un tercer dato

holomorfo para estas super�cies que surge a partir de la ecuación de Liouville elíptica

Δ log� = −2�. (3.8)

Esta ecuación que fue introducida por Liouville en [19] cumple la principal propiedad

de que admite un resolución holomorfa [17] ,esto es, cualquier solución � de (3.8) en

un dominio simplemente conexo Ω ⊂ ℂ toma la forma

�(z) =
4|gz|2

(1 + |g|2)2
, (3.9)

con g ∶ Ω ←→ ℂ una función meromorfa.

Empleando la expresión del Laplaciano en parámetros complejos que presentába-

mos en la Nota 2.1 de la ecuación (3.8) queda la ecuación diferencial compleja

(log�)zz̄ = −
1
2
�. (3.10)

Así, enunciamos el siguiente conocido lema de la teoría de super�cies de curvatura

Gaussiana constante [17] que dará pie a la relación entre las super�cies de Bryant y

la ecuación de Liouville, y que usaremos para el teorema de representación conforme.

Lema 3.2. Sea U ⊂ ℂ un dominio plano y sea z un parámetro complejo en U . Si

ds2 = �2|dz|2 es una métrica pseudo-Riemanniana en U , entonces �2 satisface la

ecuación de Liouville si y sólo si ds2 tiene curvatura Gaussiana constante 1.

Podemos ahora enunciar el teorema obtenido por Bryant en 1987.

Teorema 3.2 (Representación conforme de super�cies de Bryant). Sea M2

una 2-variedad simplemente conexa y sea  ∶ M2 ←→ ℍ3 una inmersión de curva-
tura media constante igual a 1. Entonces, podemos encontrar una inmersión holomorfa
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ℎ ∶ M2 ←→ SL(2,ℂ) ∶=
{

A ∈M2×2(ℂ) ∶ det(A) = 1
}

respecto a la estructura con-
forme inducida por la primera forma fundamental de la inmersión en M2 veri�cando
det(dℎ) = 0 y de manera que la inmersión se puede devolver como  = ℎℎ∗. La inmer-
sión ℎ es única salvo multiplicación a la derecha por una constante ℎ0 ∈ SU(2), donde
SU(2) =

{

m ∈ SL (2,ℂ) ∕mm∗ = I2
}

.

Recíprocamente, seaℎ ∶M2 ←→ SL(2,ℂ) una inmersión holomorfa de una super�cie
de Riemann M2 en SL(2,ℂ) con det(dℎ) = 0. Entonces la aplicación  ∶ M2 ←→ ℍ3

dada por  = ℎℎ∗ tiene curvatura media 1.

Además, esta inmersión holomorfa ℎ ∶ M2 ←→ SL(2,ℂ) veri�cando det(dℎ) = 0
que nos permite de�nir una super�cie de Bryant puede ser expresada a partir de una
función meromorfa g y una 1-forma holomorfa ! tales que

ℎ−1dℎ =
(

g −g2
1 −g

)

!, (3.11)

y de manera que la métrica de la inmersión viene dada por

ds2 = (1 + |g|2)2 |!|2. (3.12)

Demostración. Sea  ∶ M2 ←→ ℍ3
una super�cie de Bryant simplemente conexa

y tomemos el parámetro global conforme z en M2
de manera que la métrica de la

inmersión venga dada por

ds2 = ⟨d , d ⟩ = �2|dz|2,

siendo � ∶M2 ←→ ℝ+
. Denotemos por � ∈ S31 al vector normal unitario en cada punto

de M2
. La diferencial de Hopf, que viene dada por Q = q(z) dz2 siendo q = ⟨ zz, �⟩,

será una 2-forma holomorfa por la Observación 3.3. Esto es q ∶ M2 ←→ ℂ es una

función holomorfa. Esto indica que q es o bien idénticamente nula, en cuyo caso  
es una horoesfera, o que sus ceros son aislados. A partir de ahora supondremos que

q ≢ 0. La representación de Bryant en el caso en que q ≡ 0 se estudiará en el Ejemplo

3.2.

Consideremos la aplicación en el cono de luz:  + � ∶ M2 ←→ ℕ3. Recordando

la expresión que obteníamos anteriormente para la derivada de � en función de z y

operando de la misma manera tenemos

�z = − z −
2q
�2
 z̄,

�z̄ = −
2q̄
�2
 z −  z̄,
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teniendo en cuenta ahora que la curvatura media de la inmersión  es H = 1. Así

tendremos

⟨d( + �), d( + �)⟩ = ⟨( + �)z, ( + �)z̄⟩|dz|2 =
4|q|2

�2
|dz|2. (3.13)

El hecho de que  sea una super�cie de Bryant nos indica que ⟨d( +�), d( +�)⟩
de�ne una pseudo-métrica de curvatura constante 1. Este hecho es consecuencia de

la ecuación de Gauss y de que q sea holomorfa [23]. Así, por Lema 3.2 [17] obtenemos

que � = 4|q|2∕�2 es solución de la ecuación de Liouville (3.10). Y por (3.9) existe una

función meromorfa g ∶M2 ←→ ℂ∞ de manera que

� =
4|q|2

�2
=

4|gz|2

(1 + |g|2)2
. (3.14)

Por el Teorema 3.1, la aplicación de Gauss hiperbólica G+ = [ + �] ∶ M2 ←→
S2∞ ≡ ℂℙ1 es una aplicación holomorfa. Por ello, por la identi�ación del borde ideal

con la recta proyectiva compleja, existirán A,B ∶ M2 ←→ ℂ funciones holomorfas

tales que G+ = [A,B], y una función diferenciable positiva � ∶M2 ←→ ℝ+
tal que

 + � = �
(

A
B

)

(

Ā B̄
)

= �
(

AĀ AB̄
ĀB BB̄

)

(3.15)

Por medio del producto escalar de Herm(2) (1.6), a partir de esta expresión llega-

mos a que

�2

2
|ABz − BAz|

2 = ⟨( + �)z, ( + �)z̄⟩ =
2|q|2

�2
, (3.16)

donde la última igualdad es (3.13). Así por (3.14) tendremos la igualdad

�2|ABz − BAz|
2 =

4|gz|2

(1 + |g|2)2
. (3.17)

De esta última expresión, teniendo en cuenta queM2
es simplemente conexa, de-

ducimos la existencia de una funcón meromorfa sobre M2
, S ∶M2 ←→ ℂ veri�cando

S2 = gz∕(ABz − BAz). Para hacer posible este paso hemos requerido que q no sea

idénticamente nula en (3.16), de ahí el que realizáramos el descarte de este caso an-

teriormente. Si de�nimos ahora las funciones meromorfas C = AS y D = BS , por

(3.17) la expresión de  + � en (3.15) queda

 + � = �
(

CC̄ CD̄
C̄D DD̄

)

, (3.18)
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siendo

� = 2
1 + |g|2

. (3.19)

En particular, la aplicación de Gauss hiperbólica se puede expresar como la clase de

equivalencia G+ = [C,D] y C,D veri�can

CDz −DCz = gz. (3.20)

Consideramos ahora la aplicación F ∶M2 ←→ SL(2, C) dada por

F =
(

C 1∕gzCz
D 1∕gzDz

)

.

Notar que es posible dividir por gz al ser q ≢ 0 y por la igualdad (3.14). Fácilmente se

comprueba que la expresión

 + � = F
(

� 0
0 0

)

ℎ∗ (3.21)

devuelve (3.18). Diferenciando (3.20) obtenemos que CDzz − DCzz = gzz, lo que nos

ayuda por cálculo directo a conseguir la igualdad

F −1 Fz =
(

0 �
gz 0

)

, (3.22)

siendo � la función meromorfa � = 1∕g2z
(

CzzDz − CzDzz
)

. De (3.19), (3.21) y (3.22),

y teniendo en cuenta que F ∗
z = 0, obtenemos

( + �)z = F
[

F −1 Fz

(

� 0
0 0

)

+
(

�z 0
0 0

)]

F ∗ = F

( −2ḡgz
(1+|g|2)2

0
2gz
1+|g|2

0

)

F ∗.

Es posible expresar la derivada de con respecto a z en función de las aplicaciones

holomorfas q y g como

 z = F
(

g q∕gz −q∕gz(1 + |g|2)
0 0

)

F ∗. (3.23)

Por otro lado, SL(2,ℂ) actúa isométricamente sobre ℍ3
(ver por ejemplo [13]). De

manera que existirá una aplicación Ω ∶ M2 ←→ SL(2,ℂ) tal que  = FΩF ∗
. Si

escribimos

Ω =
(

a b
b̄ c

)

,
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siendo a, c ∶ M2 ←→ ℝ ∪ {∞} y b ∶ M2 ←→ ℂ ∪ {∞}. Diferenciando la igualdad

 = FΩF ∗
, y para que se cumpla la igualdad (3.23), tendrá que cumplirse el sistema

diferencial

(

az + b̄� bz + c�
b̄z + agz cz + bgz

)

=
(

g q∕gz −q∕gz(1 + |g|2)
0 0

)

,

junto con la condición det(Ω) = 1. Este sistema es resoluble [23] obteniéndose la

solución

Ω =
(

1 −ḡ
−g 1 + |g|2

)

=
(

0 i
i −ig

)(

0 −i
−i iḡ

)

.

Finalmente,  ∶ M2 ←→ ℍ3
se puede recuperar como  = ℎℎ∗, siendo ℎ ∶ M2 ←→

SL(2,ℂ) la inmersión holomorfa

ℎ = F
(

0 i
i −ig

)

. (3.24)

Inmediatamente se comprueba que det(dℎ) = 0, gracias a (3.20).

Para probar la unicidad de ℎ salvo multiplicación por una constante supongamos

que existe otra inmersión holomorfa ℎ̃ ∶M2 ←→ SL (2,ℂ) tal que  = ℎ̃ℎ̃∗. Igualando

las dos expresiones para  tenemos

ℎℎ∗ = ℎ̃ℎ̃∗. (3.25)

Por tanto, se puede expresar ℎ = ℎ̃ℎ0 con ℎ0 = ℎ̃∗ (ℎ∗)−1 ∶ M2 ←→ SL (2,ℂ). Em-

pleando las propiedades de la transposición y conjugación de matrices se llega a que

ℎ0ℎ
∗
0 = ℎ̃

∗ (ℎ∗)−1 ℎ−1ℎ̃. (3.26)

Por otra parte de (3.25) se obtiene la igualdad ℎ̃−1ℎ = ℎ̃∗ (ℎ∗)−1, que sustituida en

(3.26) da �nalmente lugar a

ℎ0ℎ
∗
0 = ℎ̃

−1ℎℎ−1ℎ̃ = I2×2.

Así ℎ0 ∈ SU(2). De manera que al diferenciar la expresión ℎ0ℎ∗0 = I2×2

(ℎ0)zℎ∗0 + ℎ0
(

ℎ∗0
)

z = 0.

Como ℎ0 es holomorfa

(

ℎ∗0
)

z = 0 y por tanto (ℎ0)z = 0, lo que implica que ℎ0 es una

constante.
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Recíprocamente, seaℎ ∶M2 ←→ SL(2,ℂ) una inmersión holomorfa con det(dℎ) =
0. Consideramos ℎ−1dℎ, veri�ca:

det(ℎ−1dℎ) = det(ℎ−1) det(dℎ) = 0,
traza(ℎ−1dℎ) = (det(ℎ))z = 0.

Esto implica la existencia de una función meromorfa g ∶ M2 ←→ ℂ y una 1-forma

holomorfa ! tal que

ℎ−1dℎ =
(

g −g2
1 −g

)

!.

De�nimos la aplicación  = ℎℎ∗ ∶M2 ←→ ℍ3
. Esta aplicación es inmersión por serlo

ℎ. Ahora, sea N ∶M2 ←→ ℕ3 dada por

N = 2
1 + |g|2

F
(

1 0
0 0

)

F ∗,

con F dada por (3.24). Directamente se comprueba que ⟨N,N⟩ = 0, ⟨N, ⟩ = −1,

por medio de (3.23) resulta que ⟨ z, N⟩ = 0. Además, sea � el vector normal a la

inmersión  ahora de�nida, por la igualdad (3.21) obtenemos que N =  + �. Por

ser N conforme y F holomorfa,  tiene curvatura media constante 1 y de�ne una

super�cie de Bryant.

La obtención de (3.12) es consecuencia directa de (3.14).

Observación 3.5. Hay que observar que a pesar de emplear la misma notación que

en los datos de Weierstrass, la función meromorfa g ∶ M2 ←→ ℂ que aparece en

(3.11) no tiene ninguna relación con la aplicación de Gauss, de hecho no tiene ningún

signi�cado geométrico.

Observación 3.6 (Problema de los periodos). Al igual que en la representación de

Weierstrass en ℝ3
, la representación de super�cies de Bryant requiere de un proce-

so de integración para recuperar la inmersión a partir de los datos holomorfos. En

dominios simplemente conexos no supone ningún problema pero al considerar datos

de�nidos sobre super�cies de Riemann con topología no trivial la inmersión puede ser

multivaluada sobre dicho dominio. Aparece de nuevo el llamado problema de los pe-
riodos. Comentábamos el caso de la representación de Weierstrass en la Observación

2.3. Para el caso de las super�cies de Bryant el problema surge debido a que cuando

la variedadad M2
no es simplemente conexa la función g a la que le dedicábamos la

observación anterior es multivaluada en M2
. Aunque la resolución de este problema

en este caso es más compleja que en el caso minimal, también es posible extender la

representación conforme de Bryant al caso no simplemente conexo [23].
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3.3 Ejemplos de representación conforme de super-
ficies de Bryant

En esta sección vamos a ver como construir algunas super�cies de Bryant conoci-

das de manera que la inmersión venga dada en la forma  = ℎℎ∗ ∶M2 ←→ ℍ3
, siendo

M2
una super�cie de Riemann y ℎ ∶M2 ←→ SL(2,ℂ) una inmersión con det(dℎ) = 0.

Para ello, emplearemos la siguiente observación expuesta en [17]. Si expresamos la

imagen de la aplicación de Gauss hiperbólica en la recta proyectiva compleja como

G+ = [1, G+] (es decir, tomando en (3.15) A = 1 y B = G+
), y siguiendo el desarrollo

realizado a continuación, la matriz ℎ en (3.24) quedará de la forma

ℎ =
(

dC∕dg C − g dC∕dg
dD∕dg D − g dD∕dg

)

, C = i
√

dg∕dG+, D = iG+
√

dg∕dG+, (3.27)

donde g es la función meromorfa que aparece en (3.14). Así la matriz de Bryant se

recupera explícitamente en términos de G+
y g. De esta manera para construir los

siguientes ejemplos basta dar G+
y g para recuperar la inmersión buscada a partir de

(3.27).

Ejemplo 3.1 (Dualidad sobre super�cies de Bryant). El primer ejemplo que vamos

a ver es una noción de dualidad para super�cies de Bryant introducida por Umeha-

ra y Yamada en [31]. Dada una super�cie de Bryant, de�nida sobre una 2-variedad

simplemente conexa, a partir de una inmersión  ∶ M2 ←→ ℍ3
representada como

 = ℎℎ∗ para la aplicación holomorfa ℎ ∶ M2 ←→ SL(2,ℂ) . Entonces, la aplicación

ℎ♯ = ℎ−1 ∶M2 ←→ SL(2,ℂ) vuelve a ser holomorfa y con det(dℎ♯) = 0.

Por tanto, por el Teorema (3.2) de la representación conforme de Bryant, la inmer-

sión  ♯ = ℎ♯
(

ℎ♯
)∗

de�ne una nuerva super�cie de Bryant a la que denominaremos

super�cie de Bryant dual de la super�cie  . Tenemos las siguientes relaciones entre

los datos de holomorfos de ambas super�cies de Bryant.

(

G+)♯ = g−1, g♯ =
(

G+)−1 , Q♯ = −Q.

A la métrica de�nida en M2
por  ♯

la denominamos métrica dual de  y viene dada

por

ds2♯ =
(

1 + |G+
|

2)2 |
|

|

|

Q
dG+

|

|

|

|

2

.

El siguiente ejemplo corresponde a la horosfera, una super�cie de Bryant especial

por ser la única que veri�ca que es totalmente umbilical. Por tanto, su diferencial de

Hopf es nula.



3. representación conforme de superficies con curvatura media constante 1 en h3
55

Ejemplo 3.2 (Horoesfera). Una horosfera en ℍ3 ⊂ L4 es la super�cie de revolución

que se obtiene al intersecar ℍ3
con un plano cuyo vector normal se encuentra en ℕ3.

El origen de la noción se encuentra en una carta de F. L. Watcher a su profesor Gauss

en 1816, aunque el término es atribuido a Lobachevsky quien estudió las similitudes

de su geometría con las rectas del espacio euclídeo.

Así, consideraremos la horosfera dada por la intersección de ℍ3
con el plano

P = (1, 0, 0, 1) + span {(1, 0, 0,−1), (0, 1, 0, 0), (0, 0,−1, 0)} .

Así la horosfera queda como

P ∩ ℍ3 =
{

(1 + a, b,−c,−a) ∶ 2a = b2 + c2
}

,

o pasando a forma hermítica

P ∩ ℍ3 =
{(

1 b − ic
b + ic 1 + 2a

)

∶ 2a = b2 + c2
}

.

Tomando w = b + ic obtenemos la horosfera expresada por medio de una inmersión

 ∶ ℂ ←→ ℍ3
dada por

 (w) =
(

1 w̄
w 1 + |w|2

)

.

Bastará tomar

ℎ =
(

1 0
w 1

)

para poder expresar la inmersión como  = ℎℎ∗. Puesto que det(dℎ) = 0 estamos

obteniendo la representación conforme para la horosfera. En particular

ℎ−1dℎ =
(

0 0
1 0

)

dw,

lo que se corresponde a la expresión (3.11) tomando g = 0 y ! = dw.

Ejemplo 3.3 (Catenoide cousin). Las catenoides cousins conforman una familia uni-

paramétrica de super�cies de revolución de curvatura media igual a 1 en ℍ3
. Fueron

estudiadas por Bryant en [4], quien les otorgó este nombre en respuesta a que su mé-

trica dual, que de�níamos en el Ejemplo 3.1, coincide con la métrica de una catenoide

en ℝ3
.
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Figura 3.2: Representación de un par de catenoides cousin en el modelo de la bola de

Poincaré extraída de [17]. Como se puede ver en la imagen dependiendo del parámetro

que de�ne la super�cie esta puede ser embebida o no embebida.

En particular, las catenoides cousin se caracterizan por ser las super�cies de Bryant

que contienen una circunferencia como geodésica. A partir de este hecho [17] es po-

sible obtener los siguientes datos holomorfos. Sea " = ±1 la aplicación de Gauss

hiperbólica y la diferencial de Hopf de una catenoide cousin serán

G+(z) = " e−iz, Q = −b
2

(

b + "
√

1 + b2
)

dz2.

Por medio de estos dos datos holomorfos es posible obtener el tercer dato de la inmer-

sión por medio de la ecuación de Umehara-Yamada que es presentada en [17]. Así se

obtiene

g(z) = exp
(

i
√

2kz
)

,

siendo k = 1∕2+b
(

b + "
√

1 + b2
)

. Se consiguen así todos los datos para recuperar la

inmersión por medio de (3.27). La parametrización se realiza como ∶ ℂ∕2�ℤ ←→ ℍ3
.

3.4 Aplicaciones de la representación conforme de
Bryant

Al igual que la representación de Weierstrass abría las puertas al empleo de nuevas

técnicas para el estudio de super�cies mínimas, lo mismo sucede con la representación

conforme de super�cies de Bryant. En particular, muchas de las técnicas de análisis
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complejo que se emplean para super�cies mínimas pueden ser utilizadas en este ca-

so. Por ejemplo, tenemos el siguiente resultado obtenido análogamente al que daba

Osserman para mínimas en ℍ3
en [25].

Teorema 3.3. Toda super�cie de Bryant completa de curvatura total �nita está pa-
rametrizada sobre una super�cie de Riemann compacta menos una cantidad �nita de
puntos.

Recordar que curvatura total �nita designa a que la integral de la curvatura in-

trínseca a lo largo de la super�cie converge. Las super�cies que, como las del teorema

anterior, son homeomorfas a una 2-variedad compacta a falta de una cantidad �nita

de puntos, se dice que son de topología �nita. El recíproco del anterior teorema, exi-

giendo que la super�cie sea propiamente embebida (ver Ejemplo 2.5) fue probado por

primera vez por Collin-Hauswirth-Rosenberg en [10].

Teorema 3.4. Las super�cies propiamente embebidas de curvatura constante 1 en
ℍ3 de topología �nita tienen curvatura total �nita.

Así mismo, en [10] los autores emplean la representación conforme de las super-

�cies de Bryant para estudiar los �nales, i.e. de que forma la super�cie se acerca al

borde ideal de ℍ3
en aquellos puntos en los que lo hace. La de�nición rigurosa es la

siguiente.

De�nición 3.2. Entendemos por �nal la imagen mediante una inmersión de un ani-
llo difeomorfo a {z ∈ ℂ ∶ 0 < |z| ≤ 1}. Diremos que el �nal es completo si lo es la in-
mersión.

Los �nales de una super�cie de Bryant se pueden clasi�car en dos tipos según

como se extiende la aplicación de Gauss hiperbólica en ellos. Así, un �nal es regular
si G+

se extiende de modo meromorfo sobre él, e irregular en caso contrario. En [10]

se prueba el siguiente teorema al respecto.

Teorema 3.5. Las super�cies propiamente embebidas de curvatura constante 1 en
ℍ3 de topología �nita son de �nales regulares.

Además, se clasi�ca el comportamiento asintótico de los �nales de estas super�-

cies.

De�nición 3.3. Sean  , � ∶ D∗ ←→ ℍ3 �nales de super�cies de Bryant regulares.
Diremos que  y � son asintóticos si y sólo si la distancia (del espacio hiperbólico) entre
 (� ) y �(� ) tiende a cero cuando � tiende al origen.
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Teorema 3.6. Los �nales regulares de una super�cie de Bryant propiamente embe-
bida son asintóticos a los �nales de una catenoide cousin, a excepción del caso en que la
super�cie sea una horoesfera.

Finalmente, por medio de este teorema los autores clasi�can las super�cies de

Bryant propiamente embebidas, simplemente conexas, y con dos �nales.

Teorema 3.7. La única super�cie de Bryant simplemente conexa y propiamente em-
bebida es la horoesfera, y la única con dos �nales, la catenoide cousin.



4 Representación conformede su-
perficies llanas en ℍ3

En este capítulo presentaremos una representación conforme para super�cies lla-

nas inmersas en ℍ3
. Las super�cies llanas son aquellas cuya curvatura intrínseca es

igual a 0. Esta representación fue dada por Gálvez, Martínez y Milán en [13].

La representación conforme de inmersiones llanas en el espacio hiperbólico se

basan en un factor fundamental de este tipo de inmersiones. Este hecho es que la

segunda forma fundamental de la inmersión de�nirá una métrica sobre la super�cie.

Así podremos trabajar con la estructura conforme de�nida a partir de esta métrica.

En esta parte introductoria al capítulo desarrollaremos este resultado.

Sea M2
una 2-variedad simplemente conexa y  ∶ M2 ←→ ℍ3

una inmersión

cuya métrica ds2 = ⟨d , d ⟩ es isométrica a la métrica del plano. Una inmersión de

este tipo diremos que es llana. Dada una inmersión llana podemos tomar parámetros

isotermos (x, y) de manera que la métrica viene dada como

ds2 = dx2 + dy2. (4.1)

Observación 4.1. Notar que por la relación que establecíamos en la Sección 1.3 pa-

ra las curvaturas intrínsecas y extrínsecas en el espacio hiperbólico, obtenemos que

Kext = 1 para inmersiones llanas en ℍ3
.

Denotemos por � al vector normal unitario a la inmersión en cada punto. Como

comentábamos en la Sección 1.3 sobre el espacio hiperbólico, � ∈ S31. De esta manera

se comprueba que

{

 x,  y, �,  
}

es una base ortonormal en cada punto de L4, siendo

 el vector posición. Realizando cálculos sencillos llegamos a las siguientes ecuacio-

nes de estructura de nuestra inmersión, que no son más que expresar los siguientes
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vectores en función de la base

{

 x,  y, �,  
}

:

 xx = E� +  ,
 xy = F�,
 yy = G� +  ,
�x = −E x − F y,
�y = −F x − G y,

(4.2)

dondeE, F yG son funciones diferenciables sobreM . Realmente estas funciones son

los coe�cientes de la segunda forma fundamental de la inmersión, i.e.

E = ⟨ xx, �⟩, F = ⟨ xy, �⟩, y G = ⟨ yy, �⟩.

Recordamos ahora las ecuaciones fundamentales de la Teoría de Super�cies. La ecua-

ción de Gauss viene dada por

⟨

(

 xx
)

y ,  y⟩ = ⟨

(

 xy
)

x ,  y⟩.

Sustituyendo las ecuaciones de estructura (4.2) por medio de la ecuación de Gauss y

usando el hecho de que

{

 x,  y, �,  
}

es un base ortonormal, obtenemos

⟨(E� +  )y ,  y⟩ = ⟨(F�)x ,  y⟩,
⟨Ey� + E�y +  y,  y⟩ = ⟨Fx� + F�x,  y⟩,

E⟨−F x − G y,  y⟩ + ⟨ y,  y⟩ = F ⟨−E x − F y,  y⟩,
−EG + 1 = −F 2.

Veridicándose entonces

EG − F 2 = 1 (4.3)

Las ecuaciones de Codazzi-Mainardi son

⟨

(

 xx
)

y , �⟩ = ⟨

(

 xy
)

x , �⟩, y ⟨

(

 xy
)

y , �⟩ = ⟨

(

 yy
)

x , �⟩.

A partir de la primera de estas ecuaciones, procedemos de la misma manera que como

lo hacíamos para la ecuación de Gauss, teniendo en cuenta que � ∈ S31,

⟨Ey� + E�y +  y, �⟩ = ⟨Fx� + F�x, �⟩,
Ey⟨�, �⟩ + E⟨−E x − F y, �⟩ = Fy⟨�, �⟩ + F ⟨−F x − G y, �⟩,

−Ey = −Fx.

Haciendo lo mismo para la segunda de las ecuaciones de Codazzi-Mainardi obtenemos

las siguientes relaciones entre las derivadas parciales de las funciones E, F y G:

Ey = Fx, y Fy = Gx, (4.4)
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respectivamente de cada ecuación.

Ahora usaremos el Teorema de Frobenius, que enunciaremos a continuación.

Teorema 4.1 (Teorema de Frobenius). Dada una variedad simplemente conexa
M orientable y dadas funciones diferenciables E, F y G de�nidas sobre M . Entonces
existirá una función diferenciable � ∶ M ←→ ℝ con �xx = E, �yy = G y �xy = F si y
sólo si Fx = Ey y Gx = Fy.

En nuestro caso, al haber consideradoM2
variedad simplemente conexa, las igual-

dades (4.4) nos aseguran la existencia de una función � ∶ M2 ←→ ℝ veri�cando las

hipótesis del Teorema de Frobenius. De esta forma la segunda forma de la inmersión

se puede expresar a partir de � como

d�2 = �xx dx2 + �yy dy2 + 2�xy dx dy, (4.5)

traduciéndose la ecuación de Gauss (4.3) en

�xx �yy − �2xy = 1. (4.6)

De (4.3) deducimos que por medio de la elección de una orientación adecuada

de M2
podemos tomar �xx > 0. De esta forma la segunda forma fundamental será

de�nida positiva y de�nirá una métrica sobreM2
. Así, de acuerdo a lo estudiado en la

sección 1.1, consideraremos M2
como super�cie de Riemann dotada de la estructura

conforme inducida por la segunda forma fundamental d�2.

4.1 Superficies llanas y aplicación deGauss hiperbó-
licas en ℍ3

Como hemos visto en el resto de capítulos la existencia de representaciones con-

formes para un determinado tipo de super�cie está estrechamente relacionada con la

existencia de una aplicación holomorfa de la super�cie en la esfera de Riemann. En

el caso de inmersiones llanas en ℍ3
esta aplicación viene dada por las aplicaciones

de Gauss hiperbólicas y tenemos el siguiente teorema análogo al Teorema 2.1, para

super�cies mínimas y al Teorema 3.1. Observar que la diferencia fundamental con

respecto al teorema para super�cies de Bryant es que aquí las aplicaciones de Gauss

hiperbólicas son holomorfas con respecto a la estructura conforme inducida por d�2,
y no de ds2.
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Teorema 4.2. Sea N2 una super�cie orientable y conexa y ' ∶ N2 ←→ ℍ3 una
inmersión tal que su segunda forma fundamental es de�nida positiva para una elec-
ción del vector normal �. Si sobreN2 consideramos la estructura conforme inducida por
la segunda forma fundamental, entonces la inmersión G− = [' − �] ∶ N2 ←→ S2∞
(

G+ = [' + �] ∶ N2 ←→ S2∞
)

es conforme si y sólo si o bien la métrica inducida por '
es llana o bien ' es una inmersión totalmente umbilical.

Demostración. Sea p ∈ N2
y

{

E1, E2
}

una base ortonormal en un entorno de p que

diagonaliza la métrica asociada a la segunda forma fundamental, esto es

d�2
(

Ei, Ej
)

= ⟨−d�
(

Ei
)

, d'
(

Ej
)

⟩ = ℎij�ij , i, j ∈ {1, 2}, (4.7)

donde �ij denota la función Delta de Kronecker. Para comprobar que [' − �] sea con-

forme con respecto a la métrica inducida por la segunda forma fundamental basta que

se cumpla

⟨d (' − �)
(

Ei
)

, d (' − �)
(

Ej
)

⟩ = �ℎij�ij , i, j ∈ {1, 2}, (4.8)

para � ∶ N2 ←→ ℝ+
diferenciable. Por medio de las igualdades en (4.7) las expresiones

de (4.8) se veri�carán si y sólo si se cumple

(1 − ℎ11)2

ℎ11
=
(1 − ℎ22)2

ℎ22
,

para todo p ∈ N2
. O equivalentemente

(ℎ22 − ℎ11)(1 − ℎ11ℎ22) = 0. (4.9)

Si la inmersión' es totalmente umbilical las curvaturas principales coinciden en todos

los puntos. Por otra parte, recordamos que la curvatura exterior de una super�cie llana

es 1, Observación 4.1. Dada la base

{

E1, E2
}

de d�2 se tiene que Kext = ℎ11ℎ22. En

consecuencia tenemos la implicación hacia la izquierda del teorema.

Para la implicación hacia la derecha partimos de la igualdad (4.9). Consideremos

el conjunto N ′ =
{

p ∈ N2 ∶ Kext(p) ≠ 1
}

. Este conjunto es abierto y en él  
|N ′ es

totalmente umbilical. Así, Kext es constante sobre cada componente conexa de N ′

(pues las super�cies totalmente umbilicales en ℍ3
son o bien horosferas o trozos de

esferas [29]) y, por tanto, de su clausura. Con lo que, es llana o totalmente umbilical.
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4.2 Teorema de representación conforme

Esta sección está dedicada a la demostración del teorema de representación con-

forme para super�cies llanas en ℍ3
. Continuamos empleando la misma notación que

introducíamos al comienzo de este capítulo.

Observación 4.2. Para adaptarnos a la notación empleada por los autores de [13] en

esta sección realizaremos la identi�cación de S2∞ en ℂ∞ por medio de la proyección

estereográ�ca contraria a la que usábamos en el capítulo anterior, ahora desde el po-

lo norte. Como consecuencia ahora al pasar al cociente en el cono de luz estamos

conservando la orientación. La identi�ación será

(x0, x1, x2, x3) ∈ ℕ3 →
x1 − ix2
x0 − x3

∈ ℂ∞ ≡ ℂℙ1.

Lema 4.1. El parámetro complejo

z = u + iv = (x + �x) + i(y + �y) (4.10)

es un parámetro conforme para la estructura conforme inducida por d�2.

Demostración. La matriz Jacobiana del cambio de coordenadas (x, y)→ (u, v) es

J
(

(x, y)
(u, v)

)

= 1
2 + �xx + �yy

(

+1 + �yy −�xy
−�xy 1 + �xx

)

.

De esta forma tenemos

dx = 1
2+�xx+�yy

(

(1 + �yy) du − �xy dv
)

dy = 1
2+�xx+�yy

(

−�xy du + (1 + �xx) dv
)

.

Sustituyendo estas expresiones en (4.5) y usando (4.6) llegamos a la siguiente expre-

sión para la segunda forma fundamental en función de z

d�2 = 1
2 + �xx + �yy

|dz|2, (4.11)

que nos indica, por (1.4), que efectivamente z es un parámetro conforme para la es-

tructura conforme inducida por la segunda forma fundamental.

Lema 4.2. La aplicación de Gauss hiperbólica G− = [ − �] ∶ M2 ←→ S2∞ ≡ ℂ∞
(Observación 3.1) es holomorfa con respecto a la estructura conforme inducida por la

segunda forma fundamental en M2
.
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Demostración. Empleando la matriz Jacobiana para obtener las expresiones de las

derivadas parciales de  y � con respecto a u y v llegamos a que

( − �)u =  x, y ( − �)v =  y. (4.12)

Entonces, puesto que (x, y) son parámetros isotermos para la imersión  ∶ M2 ←→
ℍ3 ⊂ L4, los parámetros (u, v) serán a su vez isotermos para la aplicación  − � ∶
M2 ←→ ℕ3 ⊂ L4. De manera que z = u + iv es un parámetro conforme para  − �,

y con ello para [ − �] ∶M2 ←→ S2∞. Además de (4.12) vemos que  − � conserva la

orientación, por lo que [ − �] ∶M2 ←→ S2∞ ≡ ℂ∞ también la conserva (Observación

4.2) y será holomorfa.

Observación 4.3. Recordamos que el borde ideal presenta una estructura de super�-

cie de Riemann conformemente equivalente a la esfera de Riemann (Sección 1.3). De

esta forma, con el lema anterior hemos probado que la aplicación [ − �] ∶ M2 ←→
S2∞ ≡ ℂ∞ se puede ver como una aplicación holomorfa deM2

en la esfera de Riemann.

Lema 4.3. La inmersión ∶M2 ←→ ℍ3
puede ser recuperada a partir de la aplicación

 − � ∶M2 ←→ ℕ3 como

 = 1
2
( − �) + 2 ( − �)zz̄ . (4.13)

Demostración. Obtenemos las siguientes expresiones para las derivadas parciales de

segundo orden de  − �

( − �)uu =
1 + �yy

2 + �xx + �yy
 +

1 + �xx
2 + �xx + �yy

�,

( − �)vv =
1 + �xx

2 + �xx + �yy
 +

1 + �yy
2 + �xx + �yy

�.

A partir de estas expresiones el laplaciano de  − � queda:

4 ( − �)zz̄ = ( − �)uu + ( − �)vv =  + �.

Aplicando dos veces esta igualdad deducimos �nalmente

 = 2 ( − �)zz̄ + 2 ( − �)zz̄ − � = 2 ( − �)zz̄ +
1
2
( − �) .

Proposición 4.1. La aplicación  ∶M2 ←→ ℍ3
se puede recuperar como  = gg∗, de

acuerdo a la identi�cación de ℍ3
con Herm(2), donde g ∶ M2 ←→ SL (2,ℂ) es una
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inmersión holomorfa de M2
en el grupo especial lineal complejo de orden 2, i.e. las

matrices complejas de determinante igual a 1, que veri�ca

g−1dg = 1
2

(

0 f
1 0

)

dz, (4.14)

siendo f ∶M2 ←→ ℂ con |f | < 1.

Demostración. En la Observación 4.3 veíamos como [ − �] ∶ M2 ←→ S2∞ ≡ ℂ∞ ≡
ℂℙ1 es una aplicación holomorfa. Por ello, existirán A,B ∶ M2 ←→ ℂ funciones

holomorfas tal que la imagen de [ − �] queda representada por [A,B], por medio

de la identi�cación de la esfera de Riemann con la recta proyectiva compleja. De esta

manera, de acuerdo a la identi�cación de S2∞ como el cociente ℕ3∕ℝ+
que hacíamos

en la Sección 1.3,  − � ∶M2 ←→ ℕ3 viene dada por

 − � = �
(

A
B

)

(

Ā, B̄
)

= �
(

AĀ AB̄
ĀB BB̄

)

∈ Herm(2), (4.15)

para alguna función real positiva � ∈ C∞
(

M2
)

. Por medio de esta expresión, em-

pleando el producto escalar de Herm(2), que detallábamos en (1.6), llegamos a

⟨( − �)z , ( − �)z̄⟩ =
1
2
�2|ABz − BAz|

2. (4.16)

Por otro lado, a partir de (4.1) y (4.12) tenemos

⟨( − �)z , ( − �)z̄⟩ =
1
2
.

Sustituyendo en (4.16), �nalmente llegamos a que

1
2
�2|ABz − BAz|

2 = 1
2
.

De aquí obtenemos que ABz − BAz no se anula sobre M2
, así existirá una función

holomorfa R ∶ M2 ←→ ℂ con R2 = ABz − BAz. Llamamos C = A∕
(
√

2R
)

y

D = B∕
(
√

2R
)

entonces la expresión (4.15) queda

 − � = 2
(

CC̄ CD̄
C̄D DD̄

)

. (4.17)

Por su construcción C,D ∶ M2 ←→ ℂ son funciones holomorfas. En particular cum-

plen

CDz −DCz =
1
2
. (4.18)
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Por medio de (4.13) y (4.17) podemos expresar  en forma hermítica como

 =
(

CC̄ + 4CzC̄z CD̄ + 4CzD̄z
C̄D + 4C̄zDz DD̄ + 4DzD̄z

)

(4.19)

y para su normal unitario

� =
(

−CC̄ + 4CzC̄z −CD̄ + 4CzD̄z
−C̄D + 4C̄zDz −DD̄ + 4DzD̄z

)

. (4.20)

De�nimos ahora la función f ∶M2 ←→ ℂ como

f =
�yy − �xx + 2i�xy
2 + �xx + �yy

. (4.21)

Esta función f veri�ca la igualdad ( + �)z = f ( − �)z̄, lo que en forma matricial

queda

4
(

CzzC̄z C̄zzD̄z
C̄zDzz DzzD̄z

)

= f
(

CC̄z CD̄z
C̄zD DD̄z

)

.

De (4.18) tenemos que Cz y Dz no se pueden anular simultáneamentes. Por tanto, de

la anterior igualdad deducimos que

Czz =
1
4
fC, Dzz =

1
4
fD. (4.22)

Así, f ∶ M2 ←→ ℂ es una función holomorfa. Se comprueba fácilmente a partir la

de�nición y de la igualdad (4.6) que el módulo de f es siempre estrictamente menor

a 1:

|f | < 1.

Finalmente, de�nimos la inmersión holomorfa g ∶M2 ←→ SL(2,ℂ) dada por

g =
(

C 2Cz
D 2Dz

)

. (4.23)

Se comprueba a partir de (4.19) que la inmersión  es devuelta por

 = gg∗.

Además, aplicando (4.22) de forma directa se comprueba

g−1dg = 1
2

(

0 f
1 0

)

dz. (4.24)
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Observación 4.4. Es posible obtener expresiones para la primera y la segunda forma

fundamental de la inmersión ∶M2 ←→ ℍ3
a partir de la función f . Así, sea! = 1

2
dz,

estas se expresan como

ds2 = f!2 + f̄ !̄2 +
(

1 + |f |2
)

|!|2,
d�2 =

(

1 − |f |2
)

|!|2.
(4.25)

Tenemos ahora las herramientas necesarias para poder presentar el Teorema de

representación conforme para super�cies llanas en ℍ3
.

Teorema 4.3 (Representación conforme de super�cies llanas enℍ3
). SeaM2

una super�cie simplemente conexa y  ∶ M2 ←→ ℍ3 una inmersión llana. Si sobreM2

consideramos la estructura conforme determinada por la segunda forma fundamental
de  , entonces existe una inmersión holomorfa g ∶ M2 ←→ SL (2,ℂ) y un par (f, !)
formado por una función holomorfa f y una 1-forma holomorfa ! de�nidas sobreM2

tal que:

a) |f | < 1 y ! ≠ 0 en todo punto,
b) Se veri�ca

g−1dg =
(

0 f
1 0

)

!. (4.26)

c)  = gg∗.
d) la métrica inducida por la inmersión y la segunda forma fundamental vienen da-

das por (4.25).

Además, g es única salvo multiplicación a la derecha por una matriz constante g0 ∈
SU(2), donde SU(2) =

{

m ∈ SL (2,ℂ) ∕mm∗ = I2
}

.

Recíprocamente, sean M2 una super�cie de Riemann y g ∶ M2 ←→ SL (2,ℂ) una
inmersión holomorfa tal que g−1dg se expresa como en (4.26) donde (f, !) es un par
formado por una función holomorfa con |f | < 1 y ! una 1-forma holomorfa la cual
nunca se anula de�nidas sobreM2. Entonces  = gg∗ ∶ M2 ←→ ℍ3 es una inmersión
llana con métrica y segunda forma fundamental dadas por (4.25).

De�nición 4.1. El par (f, !) en el teorema anterior serán llamados datos de Weiers-
trass asociados a la representación conforme de la inmersión llana.

Demostración. Para la primera implicación del teorema, la existencia de g y f así

como la veri�cación de a), b), c) y d) ha sido desarrollada en la Proposición 4.1 y la
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Observación 4.4. La demostración de la unicidad es idéntica a la que realizábamos el

caso del Teorema 3.2 de representación conforme para super�cies de Bryant.

Para probar el recíproco, sean g ∶M2 ←→ ℍ3
una inmersión holomorfa cumplien-

do (4.26) y sea  ∶M2 ←→ ℍ3
la aplicación dada por  = gg∗. Tenemos que

dg = g
(

0 f!
! 0

)

.

Por otra parte (g−1dg)∗ = dg∗
(

g−1
)∗

y por tanto

dg∗ =
(

0 !̄
f̄ !̄ 0

)

g∗.

Así tenemos

d = g
(

0 f! + !̄
! + f̄ !̄ 0

)

g∗. (4.27)

Como f y ! son holomorfas, entonces (1 + f )! y (1 + f̄ ) !̄ serán holomorfas y

antiholomorfas, respectivamente. Por tanto, sus diferenciales se anulan y tendremos

d
(

1
2
(1 + f )! + 1

2
(1 + f̄ ) !̄

)

= 0, d
(

i
2
(1 − f )! − i

2
(1 − f̄ ) !̄

)

= 0.

Observar que estas son las diferenciales de la parte real e imaginaria de (1 + f )!. Es

decir, tenemos formas diferenciales reales cerradas. Así empleando el Lema de Poin-

caré [30] existen funciones locales bien de�nidas localmente x e y que cumplen

dx = 1
2
(1 + f )! + 1

2
(1 + f̄ ) !̄, dy = i

2
(1 − f )! − i

2
(1 − f̄ ) !̄,

veri�cándose

dx ∧ dy = −i
2
(

1 − |f |2
)

! ∧ !̄.

Como |f | < 1, tenemos que (x, y) son nuevas coordenadas. Y, de (4.27), la métrica

inducida viene dada por

ds2 = ⟨d , d ⟩ = −det(d ) = f!2 +
(

1 + |f |2
)

|!|2 + f̄ !̄2 = dx2 + dy2,

al ser g ∈ SL (2,ℂ). Lo que se corresponde a una inmersión llana.

Además, de (4.27) se comprueba que un normal a la inmersión es

� = −g
(

0 0
0 −1

)

g∗,
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con

d� = −g
(

0 w̄ − f!
! − f̄ !̄ 0

)

g∗.

Así, concluimos que la segunda forma fundamental de la inmersión  queda

d�2 = ⟨d ,−d�⟩ =
(

1 − |f |2
)

|!|2.

Concluimos así la demostración.

Observación 4.5. Pese a que hemos enunciado el Teorema de representación confor-

me de super�cies llanas para 2-variedades simplemente conexas, es posible generali-

zarlo al caso en el que M2
no cumple necesariamente esta hipótesis con un espíritu

similar a lo que comentábamos en la Observación 2.3 para super�cies mínimas y en

la Observación 3.6 para super�cies de Bryant.

4.3 Ejemplos de representación conforme de super-
ficies llanas

En este apartado vamos a dar algunos ejemplos de super�cies llanas en ℍ3
cons-

truidas a partir de datos de Weierstrass. En primer lugar, dados unos datos de Weiers-

trass damos una expresión de la inmersión g ∶ M2 ←→ SL (2,ℂ) en función de estos

datos de manera similar a la dada en (4.23).

Si consideramos los datos de Weierstrass (f, !) de�nidos sobre una super�cie

de Riemann M2
escritos en un parámetro arbitrario � como (f (� ), ℎ(� )d �) y sea la

inmersión holomorfa g ∶M2 ←→ SL (2,ℂ) dada por

g =
(

C E
D F

)

.

De (4.26) obtenemos la siguiente igualdad matricial

(

C� E�
D� F�

)

=
(

ℎE fℎC
ℎF fℎD

)

.

Igualando las entradas de las matrices obtenemos el sistema de ecuaciones diferen-

ciales

E = 1
ℎ
C� ,

F = 1
ℎ
D� ,

C = 1
f ℎ
E� ,

D = 1
f ℎ
F� .

(4.28)
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Sustituyendo las dos primeras igualdades en las dos últimas obtenemos que C y D
serán soluciones linealmente indepentiendes de la ecuación diferencial ordinaria

X�� −
ℎ�
ℎ
X� − fℎ2X = 0. (4.29)

Recíprocamente podemos tomar soluciones C y D linealmente independientes de

(4.29) con

1
ℎ
(

CD� −DC�
)

= 1

de manera que la inmersión g ∶M2 ←→ SL (2,ℂ) dada por

g =

(

C 1
ℎ
C�

D 1
ℎ
D�

)

(4.30)

determina una inmersión llana con datos de Weierstrass (f (� ), ℎ(� )d �) .

Observación 4.6. Si tomamos otras soluciones independientes de la ecuación (4.29)

obtendremos otra inmersión llana  ̃ que coincide con  salvo una isometría de ℍ3

(ver [12]).

Ejemplo 4.1 (Super�cies paralelas). Consideremos una super�cie simplemente cone-

xa M2
y una inmersión llana  ∶M2 ←→ ℍ3

. Por el Teorema 4.3 existe un parámetro

conforme con respecto a la segunda forma fundamental � sobreM2
y datos de Weiers-

trass (f, ℎ d � ) tal que  = gg∗ con g ∶M2 ←→ ℍ3
determinada por (4.29) y (4.30).

Si ahora tomamos ft = e2tf y!t = e−tℎ d� para t tal que |ft| siga teniendo módulo

menor a 1, para cada t podemos de�nir la inmersión gt ∶M2 ←→ SL(2,ℂ) dada por

gt =

(

e−t∕2C 1
ℎ
et∕2C�

e−t∕2D 1
ℎ
et∕2D�

)

y veri�cando que

g−1t dgt =
(

0 e2t f
1 0

)

e−t ℎd�.

Es decir, (ft, ℎtd� ) son datos de Weierstrass para la inmersión  t = gtg∗t . Además

 t = cosh(t) + sinh(t)�, que es una inmersión llana paralela a  a distancia |t|.

Los siguientes ejemplos de representación conforme se corresponderán con super-

�cies de revolución en ℍ3
, así que vamos a introducir brevemente estas super�cies.

Para ello emplearemos el modelo del semiespacio superior de ℝ3
que presentábamos
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en la Sección 1.3. En este espacio una super�cie de revolución alrededor de la geodé-

sica

{

(0, 0, x3) ∶ x3 > 0
}

puede ser parametrizada de la forma

 (r, �) =
(

y1(r) cos(�), y1(r) sin(�), y3(r)
)

con y1(r) > 0 y tomando r el parámetro longitud de arco de la curva generatriz

(y1(r), 0, y3(r)), ver [13]. La curvatura intrínseca o de Gauss de esta inmersión, ver

[7], viene dada por

Kint = −
d2

dr2

(

y1(r)
y3(r)

)

y3(r)
y1(r)

.

Se comprueba que Kint se anula, si y sólo si, y1(r) = (ar+ b)y3(r), con a y b no ambos

nulos. Tendríamos en ese caso una super�cie de revolución llana.

Vamos a centrarnos en estudiar las representaciones conforme de dos tipos de

super�cie de revolución llanas. Estas son las horosferas, cuando a ∈ {−1,+1} y los

cilindros hiperbólicos, si a = 0.

Ejemplo 4.2 (Horosferas). Recordamos que una horosfera en ℍ3 ⊂ L4 es la super�cie

de revolución que se obtiene al intersecar ℍ3
con un plano cuyo vector normal se

encuentra en ℕ3. La Figura 4.1 muestra dos horosferas en el modelo del semiespacio

superior de ℝ3

Los datos de Weierstrass para una horosfera se consiguen tomando M2 = ℂ con

f = 0 y ! = d� . De acuerdo a las expresiones (4.29) y (4.30) la inmersión g en este

caso vendrá dada de la forma

g =
(

C C�
D D�

)

siendo C y D soluciones independientes de la ecuación

X�� = 0.

Podemos así tomar las soluciones C = 1 y D = � , en este caso la inmersión  = gg∗
de una horosfera queda

 =
(

1 �̄
� |� |2 + 1

)

.

Ejemplo 4.3. Un cilindro hiperbólico en ℍ3
es el conjunto de puntos a una distancia

�ja de una geodésica, Figura 4.2. Los datos de Weierstrass de un cilindro hiperbólico

son

f = 1
k2
, ! = k

2�
d�,
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Figura 4.1: En el modelo del espacio hiperbólico del semiespacio: a la izquierda horos-

fera para a = −1, a la derecha horosfera obtenida con a = 1. Imágenes extraídas de

[13].

Figura 4.2: Cilindro hiperbólico representado en el modelo del semiespacio. Imagen

extraída de [13].

con k2 = 2b2 + 1, y tomando M2 = ℂ∗
. Así la ecuación diferencial (4.29) queda

X�� +
1
�
X� −

1
4
1
�2
X = 0.

Tomamos las soluciones independientes C = �1∕2 y D = �−1∕2. Así la inmersión g, de

acuerdo a (4.30), será

g =

(

�1∕2 1
k
�1∕2

�−1∕2 − 1
k
�−1∕2

)

.

La correspondiente inmersión llana será

 = k2

|� |

(

(k2 + 4)|� |2 (k2 − 4)�
(k2 − 4)�̄ (k2 + 4)

)

.

Finalmente mencionamos que cuando a ∉ {−1, 0, 1} las super�cies obtenidas

son super�cies de revolución llanas no completas [13]. Se trata de super�cies que
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presentan una singularidad provocada debido a que la curva generatriz corta al eje de

rotación de forma no perpendicular. Al eliminar dicha singularidad no diferenciable

el resultado es la perdida de la completitud.

4.4 Aplicaciones de la representación conforme de
superficies llanas en ℍ3

En esta sección haremos uso de la representación conforme que hemos desarro-

llado en este capítulo para estudiar las super�cies llanas inmersas en ℍ3
. En primer

lugar debemos tener en cuenta que existe una clasi�cación total de las super�cies lla-

nas completas en ℍ3
que fue propuesta de manera independiente por Sasaki y Volkov-

Vladimirova en [27] y [32] , respectivamente. El teorema es el siguiente.

Teorema 4.4. SeaM2 una 2-variedad simplemente conexa y  ∶ M2 ←→ ℍ3. En-
tonces  (M2) es o bien una horosfera o el conjunto de puntos a una distancia �ja de una
geodésica (cilindro hiperbólico).

Aunque las demostraciones originales no hacen uso de la representación conforme

nosotros daremos una prueba alternativa empleando esta herramienta propuesta en

[13].

Demostración. La variedad M2
con la estructura conforme inducida por la segunda

forma fundamental d�2 adquiere estructura de super�cie de Riemann simplemente

conexa. Por el Teorema 1.3 de uniformización M2
será conformemente equivalente a

uno de los siguientes espacios: ℂ∞, ℂ o D. En primer lugar, podemos excluir la esfera

de Riemann pues la métrica d�2 es conforme a la métrica llana del plano complejo,

ver (4.11).

Sean (f, !) los datos de Weierstrass asociados a la inmersión  , recordamos las

expresiones para ds2 y d�2 en función de estos datos:

ds2 = f!2 + f̄ !̄2 +
(

1 + |f |2
)

|!|2,
d�2 =

(

1 − |f |2
)

|!|2.

Por ser |f | < 1 tenemos la desigualdad

ds2 ≤ 4|!|2. (4.31)

Por la expresión (4.31), si M2
fuera conformemente equivalente al disco, por el Le-

ma 2.6, (al ser ! ≠ 0), llegaríamos a una contradicción con la completitud de ds2.
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Concluimos que M2
debe ser biholomorfa a ℂ. Ahora, como en este caso f será una

función entera de módulo menor que 1, será constante. Así, podemos tomar datos de

Weierstrass para la inmersión de la forma (c, d�) con c constante y � ∈ ℂ. De acuer-

do al Ejemplo 4.2 si c = 0 la inmersión  se corresponderá con una horosfera, por el

contrario si c ≠ 0, por medio del cambio de variable z = e2 �∕c , obtenemos los datos

de Weierstrass del Ejemplo 4.3 y  será un cilindro hiperbólico.

Otra característica de las super�cies llanas que es posible estudiar por medio de la

representación conforme son los �nales, que de�níamos en 3.2. En particular, un �nal

completo de una super�cie puede ser de dos tipos: biholomorfo a una corona circular

o a un disco menos un punto, que pese a ser difeomorfos no son conformemente

equivalente. Así Gálvez, Martínez y Milán probaron la siguiente caracterización de

los �nales de una super�cie llana completa en [13].

Proposición 4.2. Todo �nal completo de una super�cie llana en ℍ3
es biholomorfo,

con la estructura conforme dada por la segunda forma fundamental, a un disco menos

un punto.

Por tanto, el estudio de �nales completos es equivalente al estudio de inmersiones

 ∶ D∗ ←→ ℍ3
, dondeD∗ = {z ∈ ℂ ∶ 0 < |z| < 1}, para las cuales la métrica inducida

es completa en el origen.

De�nición 4.2. Sea  ∶ D∗ ←→ ℍ3 una inmersión llana con �nal completo en
el origen. Diremos que el �nal es regular si la aplicación de Gauss hiperbólica G− se
extienede de manera holomorfa sobre el origen.

Así en [13] se prueba el siguiente teorema relativo a �nales regulares.

Teorema 4.5. Sea  ∶ D∗ ←→ ℍ3 una inmersión llana con �nal completo en el ori-
gen, y sean (f, !) datos deWeierstrass asociados a . Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:
a) El �nal es regular.
b) f!2 tiene como mucho un polo de orden 2 en el origen.
c) La ecuación diferencial (4.29) tiene una singularidad regular en el origen.

Otro aspecto estudiado en [13] es el comportamiento de los �nales regulares en

el in�nito. Así se comprueba que guardan similitudes con el comportamiento de las

super�cies llanas de revolución. Presentamos la siguiente de�nición análoga a la de�-

nición de �nales asintóticos que dábamos para super�cies de Bryant (De�nición 3.3).
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De�nición 4.3. Sean  , � ∶ D∗ ←→ ℍ3 inmersiones llanas con �nales regulares en
el in�nito. Diremos que  y � tienen el mismo comportamiento en el in�nito si y sólo si
la distancia (del espacio hiperbólico) entre  (� ) y �(� ) tiende a cero cuando � tiende al
origen.

Teorema 4.6. Sea  ∶ D∗ ←→ ℍ3 una inmersión llana con �nal regular en el origen.
Entonces existe una inmersión de una super�cie de revolución llana  R ∶ D∗ ←→ ℍ3 con
un �nal en el origen tal que  y  R tienen el mismo comportamiento en el in�nito.

Por último, la representación conforme de estas super�cies también ha resulta-

do fundamental para el estudio de los conocidos como �at fronts, super�cies llanas

inmersas en ℍ3
que presentan unas ciertas singularidades admisibles [16], [18]. Más

tarde se descubrió una conexión entre los �at fronts y las super�cies mínimas en el

espacio euclídeo [21].

4.5 Representación conforme en el espacio deDeSit-
ter

En el espacio de Sitter también es posible dar un teorema de representación con-

forme para inmersiones llanas [12]. Hay que tener en cuenta que, como comentába-

mos en la Sección 1.3, el espacio de De Sitter es una 3-variedad Lorentziana. Por ello,

podemos encontrar inmersiones llanas Riemannianas y Lorentzianas.

La representación conforme en el caso Riemanniano se deduce directamente por

los siguientes resultados.

Proposición 4.3. Sea M2
una 2-variedad y sea  ∶ M2 ←→ ℍ3

una inmersión llana

con parámetros isotermos unitarios (x, y) para la métrica inducida. Si consideramos

el campo vectorial normal unitario a la inmersión � ∶ M2 ←→ S31, este de�ne una

inmersión llana Riemanniana en el espacio de de Sitter.

Proposición 4.4. Toda inmersión llana con métrica inducida Riemanniana �̃ ∶M2 ←→
S31 puede ser vista como el campo vectorial normal unitario a una inmersión llana en

el espacio hiperbólico  ̃ ∶ M2 ←→ ℍ3
. Además la segunda forma fundamental de

ambas inmersiones coincide, y viene dada por ⟨d ̃,−d�̃⟩.

De las anteriores proposiciones y siguiendo el teorema de representación confor-

me que estudiábamos en este capítulo se comprueba que toda inmersión llana Rieman-

niana en S31 puede ser expresada en términos de datos holomorfos para la estructura
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conforme inducida por su segunda forma fundamental. Además, el caso de inmer-

siones Lorentzianas también acepta una representación de este tipo. Así, en [12] se

enuncia el siguiente teorema.

Teorema 4.7 (Representación conforme de super�cies llanas de S31). SeaM2

una super�cie simplemente conexa y  ∶ M2 ←→ S3
1 una inmersión llana con métrica

no degenerada. Si sobre M2 consideramos la estructura conforme dada por la segunda
forma fundamental de  , entonces existe una inmersión holomorfa g ∶M2 ←→ SL(2,ℂ)
y un par (f, !) formado por una función holomorfa f y una 1-forma holomorfa ! para
la mencionada estructura tal que g veri�ca (4.26) y tal que
a) si la inmersión es Riemanniana, |f | < 1, ! ≠ 0 en todo punto y la inmersión es
recuperada como  = ±ge3g∗, donde

e3 =
(

1 0
0 −1

)

.

En este caso, la métrica inducida y segunda forma fundamental vienen dadas por

ds2 = −f!2 + (1 + |f |2) |!|2 − f̄ !̄2,
d�2 = (1 − |f |2) |!|2. (4.32)

Además, g es única salvo multiplicación a la derecha por una matriz constante g0 tal que
g0e3g∗0 = e3.
b) si la inmersión es Lorentziana, Im(f ) < 0, ! ≠ 0 en todo punto y la inmersión puede
ser recuperada como  = −ge1g∗, donde

e1 =
(

0 1
1 0

)

.

En cuyo caso, la métrica inducida y segunda forma fundamental vienen dadas por

ds2 = −
(

f!2 +
(

f + f̄
)

|!|2 + f̄ !̄2
)

,
d�2 = i

(

f̄ − f
)

|!|2.
(4.33)

Y g es única salvo multiplicación a la derecha por una matriz constante g0 tal que
g0e1g∗0 = e1.

Recíprocamente, sea M2 una super�cie de Riemann y g ∶ M2 ←→ SL(2,ℂ) una
inmersión holomorfa cumpliendo (4.26) para una función holomorfa f y una 1-forma
holomorfa !, ambas respecto a la estructura conforme deM2

a) si |f|<1, la aplicación  ∶ M2 ←→ S31 dada por  = ge3g∗ es una inmersión llana
Riemanniana con métrica inducida y segunda forma fundamental dadas por (4.32).
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b) si! ≠ 0 en todo punto y Im(f ) < 0, la aplicación ∶M2 ←→ S31 dada por = ge1g
∗

es una inmersión llana Lorentziana con métrica inducida y segunda forma fundamental
dadas por (4.33).

Las grandes similitudes entre las representaciones conformes de las super�cies

llanas en ℍ3
y en S31 nos permiten obtener resultados para inmersiones llanas Rie-

mannianas en S31 del tipo de los vistos en la Sección 4.4. Sin embargo, para inmer-

siones Lorentzianas las diferencias en la métrica no permite el empleo de las mismas

técnicas de forma tan directa. Algunos resultados de este caso han sido obtenidos, por

ejemplo, en [2] y [15]. No obstante, a día de hoy el estudio de las inmersiones llanas

Lorentzianas en S31 sigue siendo un campo abierto de estudio con resultados que aún

no han sido generalizados, entre ellos destaca la extensión de la teoría de los �at fronts
[18] a este ambiente.
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