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Abstract

Conformal representations provide a way of describing a surface by holomorphic
data. The origin of this representations was given by the Weierstrass-Enneper repre-
sentation for minimal surfaces in R® which entailed a great development of the theory
of this surfaces in the XIX century. In this work we study the Weierstrass-Enneper
representation, the conformal representation of constant mean curvature one surfaces
(Bryant surfaces) and null Gaussian curvature surfaces (flat surfaces) in H?, and the
interrelation between these three.

Resumen

Las representaciones conformes permiten describir una superficie por medio de
datos holomorfos. El origen de estas representaciones tuvo lugar con la Represen-
tacién de Weierstrass-Enneper para superficies minimas en R*® que supuso un gran
desarrollo en la teoria de estas superficies en el siglo XIX. En este trabajo estudiaremos
la representacion de Weierstrass-Enneper, la representaciéon conforme de superficies
de curvatura media constante 1 (superficies de Bryant) y superficies de curvatura
Gaussiana 0 (superficies llanas) en H?, y las relaciones entre ellas.
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Introduccion

Una representacion conforme de una superficie es una manera de expresar las
coordenadas de la misma en funcién de datos o aplicaciones holomorfas. La aparicion
de aplicaciones de este tipo afiade una gran variedad de herramientas para trabajar
con las superficies, provenientes generalmente del analisis complejo, y que pueden
ser usadas tanto para construir nuevos ejemplos de superficies como para estudiar
propiedades de ellas.

La posibilidad de definir aplicaciones holomorfas sobre superficies viene dada al
considerar las superficies Riemannianas como superficies de Riemann. Estos concep-
tos de geometria compleja son detallados en el Capitulo 1. Aqui adquieren una gran
importancia los parametros isotermos, aquellos que nos permiten expresar la métrica
de la superficie en la forma

ds* = A2 dx* + A2 dy?,

con A% una funcién positiva definida sobre la superficie. A partir de los parametros
isotermos es posible definir un parametro complejo, el parametro conforme, y definir
una estructura conforme sobre la superficie que abre la puerta a trabajar con ella como
superficie de Riemann. A su vez, se introduciran los conceptos de aplicaciones con-
formes entre superficies y de aplicaciones holomorfas entre superficies de Riemann,
y se mostrara su estrecha relacion. Una aplicacion conforme entre dos superficies de
Riemann sera holomorfa si conserva la orientacién o antiholomorfa, en caso contra-
rio.

Por ultimo en este capitulo se dedica una seccion a introducir los conceptos basicos
del espacio hiperbolico. Dos de las representaciones conformes que estudiaremos son
para superficies inmersas en este espacio modelo.

La estructura que se ha pretendido seguir en este trabajo, con sus repesctivas sec-
ciones, ha tenido la finalidad de mostrar de manera clara las similitudes presentes en
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los distintos tipos de representaciones conformes con las que se trabaja. A continua-
cion se enunciaran los pincipales resultados, que se estudiaran en mas detalle en sus
respectivos capitulos.

Representacion de Weierstrass para superficies mini-
mas

La representacion de Weierstrass es el primer ejemplo de representaciéon confor-
me estudiado. Data del afio 1863 y fue desarrollada gracias al trabajo de Karl Weiers-
trass y Alfred Enneper, por lo que también recibe el nombre de representacion de
Weierstrass-Enneper. Estos matematicos descubrieron que era posible expresar las
superficies minimas en R® por medio de funciones holomorfas. A ella le dedicamos el
Capitulo 2, seguiremos fundamentalmente las referencias [3] y [25].

Recordamos que las superficies minimas son aquellas cuya curvatura media es
nula. Es de sobra conocida la importancia de estas superficies en multitud de areas de
las Matematicas. Aunque el origen de estas superficies data del siglo XVIII, enlazado
al Calculo de Variaciones y al problema de minimizar el 4rea de una superficie con
un borde dado, el gran desarrollo de la Teoria de Superficies Minimas fue llevada a
cabo en el siglo XIX por medio del uso del Analisis Complejo. En este periodo surge
la representacion conforme que aqui estudiaremos.

El primer dato holomorfo para la representacion conforme de superficies minimas
se obtiene al considerar la aplicacion de Gauss. Se presentara la demostracion del
siguiente teorema:

Seay : M? — R3 unainmersién de una 2-variedad orientable simplemente conexa.
La aplicacion de Gauss es conforme, con respecto a la estructura conforme inducida por
la primera forma fundamental, si y s6lo si la inmersion y es totalmente umbilical o bien
minima.

En la demostracion de este teorema intervendra la diferencial de Hopf, una herra-
mienta de gran utilidad en la teoria de superficies de curvatura media constante en
espacios modelos, pues para estas superficies esta diferencial sera holomorfa. Teore-
mas de esta naturaleza seran recurrentes entre las superficies para las cuales daremos
representaciones conformes en este trabajo.

La Seccidn 2.2 ira dedicada a la demostracion del Teorema 2.2 de representacion
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conforme de Weierstras. La aparicion de funciones analiticas en este apartado se dara
gracias a la siguiente relacion del Laplaciano de una inmersién y : M? — H?, dada
en coordenadas isotermas, con su curvatura media H:

Ay =2A*HN,
siendo N el vector normal a la inmersion.

Asi en esta secciéon se demostrard que una superficie minima y : M? — R?
simplemente conexa puede ser totalmente expresada por medio de un par (g, @) for-
mado por una funcién meromorfa g y una 1-forma holomorfa @, ambas respecto a la
estructura conforme inducida por la primera forma fundamental, de manera que la
inmersion sera devuelta por medio de la siguiente integracion:

p .

w(p) = Re/ <%(1 - ) o, é(l +8%) o, gw) Vpe M.
Po

Al par (g, ®) se le conoce como datos de Weierstrass. En particular, g cumple la intere-

sante propiedad de ser la proyeccion estereografica de la aplicacion de Gauss.

En la Seccién 2.3 se presentaran una gran cantidad de ejemplos de superficies
minimas y sus datos de Weierstrass. Se pretende mostrar la relevancia de la aparicion
del teorema de representacion conforme para el descubrimiento de nuevas superficies
minimas. Por tltimo, en la Seccion 2.4 se da una pequefia muestra de las oportunidades
generadas por la inclusion de aplicaciones holomorfas para estudiar las superficies
minimas. Se demuestra asi el Teorema de Bernstein y la inexistencia de superficies
minimas compactas empleando técnicas de analisis complejo.

Representacion conforme de superficies de curvatura
media constante 1 en H°.

El segundo caso de representacion conforme que se dara corresponde a las lla-
madas superficies de Bryant, aquellas superficies inmersas en el espacio hiperboélico
tridimensional y con curvatura media constante igual a 1. A este valor de la curvatu-
ra media para superficies en H? se le conoce como valor critico. Existen significativas
diferencias entre las superficies de curvatura media H constante en H* para H > 1y
H < 1, algunas de ellas se comentan en [10]. Ademés, cuando H = 1 existe una rela-
cién entre las superficies de Bryant y superficies minimas en R* dada por la correspon-
dencia de Lawson, que comentaremos en mas detalle en el Capitulo 2. El nombre de
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estas superficies les es dado por el matematico americano Robert L. Bryant quien fue
el primero en estudiar las propiedades de estas superficies, en particular, su represen-
tacion conforme en 1987 [4]. Nosotros, en el capitulo que les dedicamos, seguiremos
el enfoque presentado por Pablo Mira en su tesis doctoral [23].

La principal diferencia que se presenta en cuanto a la representacion conforme
para superficies minimas es que la aplicacion de Gauss ya no constituira un dato ho-
lomorfo de la inmersion. Ahora, el papel de aplicaciéon conforme de la superficie en la
esfera de Riemann vendra dado por la aplicacion de Gauss hiperboélica. En particular,
estudiaremos la aplicacion de Gauss hiperbolica positivamente orientada, que deno-
taremos por G*. Su demostracién y su interpretacion geométrica se presentan en la
Seccidn 3.1. Se presenta el siguiente teorema analogo al de superficies minimas y que
relaciona la conformidad de la aplicacion de Gauss con las superficies de Bryant.

Sea M? una superficie simplemente conexa yw : M? — H?3. La aplicacion de Gauss
hiperbélica G* : M? — C__ es conforme con respecto a la primera forma fundamental
de la inmersion si y solo si y es una inmersion totalmente umbilical o de curvatura
media constante 1. Ademas, G* es holomorfa cuando la inmersion tiene curvatura media
H=1.

Al igual que en el caso caso de superficies minimas, y por estar trabajando con
superficies de curvatura media constante en un espacio modelo, la diferencial de Hopf
constituira también un dato holomorfo. El tercer dato holomorfo que se empleara
vendra dado como solucién de la ecuacion de Liouville eliptica

Alog ¢ = —2¢.

Por medio de estos tres elementos podremos dar la demostracion del Teorema 3.2 de
representacion conforme de superficies de Bryant en la Seccion 3.2.

La Seccidn 3.3 va dedicada a la presentaciéon de algunos ejemplos de representa-
cion conforme de superficies de Bryant conocidas: la horosfera y la catenoid cousin.
Concluimos el capitulo con una seccion en la que se exponen algunos resultados en
los que esta representacion ha sido fundamental para el estudio de propiedades de las
superficies de curvatura media constante 1 en H>.
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Representacion conforme de superficies llanas en H*

El siguiente teorema de representacion conforme que presentaremos es también
para superficies inmersas en el espacio hiperbodlico. En [13] (2000), Galvez, Martinez
y Milan dieron este nuevo tipo de representacion conforme para las superficies llanas
en H?, aquellas con curvatura intrinseca igual a 0. Por tanto, este es el primer caso en
el que no estaremos considerando superficies de curvatura media constante. Esto nos
trae una significativa diferencia y es que ahora la estructura conforme que usaremos
ya no sera la inducida por la primera forma fundamental, si no que comprobaremos
que la segunda forma fundamental es definida positiva y trabajaremos con la estruc-
tura conforme por ella inducida.

La aplicacion de Gauss hiperbdlica vuelve a hacer el papel de aplicacion conforme,
aunque ahora con respecto a la segunda forma fundamental, de la superficie en la
esfera de Riemann. Para mayor comodidad se trabajara con la aplicaciéon de Gauss
negativamente orientada G~. Tendremos el siguiente teorema en la Seccion 4.1:

Sea N? una superficie orientable y conexa y @ : N? — H? una inmersién tal
que su segunda forma fundamental es definida positiva para una eleccion del vector
normal a la inmersion. Si sobre N consideramos la estructura conforme inducida por la
segunda forma fundamental, entonces la inmersion G~ : N> — C_, (G+ : N2 — Coo)
es conforme si y solo si o bien la métrica inducida por @ es llana o bien ¢ es una inmersion
totalmente umbilical.

La Seccion 4.2 se dedica a la demostracion del Teorema 4.3 de representacién con-
forme de superficies llanas en H?. En la Seccién 4.3 damos algunos ejemplos parti-
culares de superficies llanas como las horosferas y los cilindros hiperbdlicos. Nuevas
demostraciones de resultados conocidos fueron dadas por los autores de [13] emplean-
do la representacion conforme. Estos, junto con nuevos resultados sobre superficies
llanas en H° se presentan en la Seccion 4.4. Por ultimo, en la Seccion 4.5 se introduce
brevemente la representacion conforme de superficies llanas en el espacio de De Sit-
ter. Notar que este es un espacio Lorentziano por lo que tendremos superficies llanas
Riemannianas y Lorenztianas, el teorema de representacion conforme es dado para
ambas.






1 Preliminares

Una variedad Riemanniana es un par (M", g) donde M" es una variedad diferen-
ciable de dimensién n y g es una métrica Riemanniana definida sobre M".

| Definicién 1.1. Sean M" y M"™ variedades diferenciables, una inmersion de M"
en M™ es una aplicacion diferencible f : M" — M™ de manera que la diferencial
df, : T,M" — Tf(p)M"’ es inyectivaV p € M".

Una inmersion no tiene por qué ser (globalmente) inyectiva, en el caso en el que lo
sea diremos que f es un embebimiento.

Sea f : M — M una inmersién entre variedades diferenciables y sea § una
métrica Riemanniana sobre M, i.e. (M, g) es una variedad Riemanniana. Entonces f
induce una métrica Riemanniana f*g sobre M dada por

(f*8),w,v) = 3, (df,(w),df,(V), wveT,M.

La métrica f*g recibe el nombre de métrica pullback. En consecuencia, el par (M, f*g)
adquirira estructura de variedad Riemanniana. Asi podemos dar la definicion de su-
perficie con la que trabajaremos a lo largo de este texto.

| Definicion 1.2.  Sea M3 una variedad Riemanniana de dimension 3. Una superficie
en M? vendra dada por una inmersion y : M?> — M? de una variedad diferenciable
de dimensién 2, M2, en M?. Llamaremos superficie tanto a la inmersion en si como a la
variedad M? dotada con la métrica pullback.

Las 3-variedades en las que trabajaremos son R3, el espacio hiperbélico H* y la
esfera de De Sitter S°; que introduciremos mas adelante.

Seay : M? — M3 una inmersioén. Sea Q un abierto simplemente conexo de R>
y @ : Q C R? — M? una carta local o parametrizacion, con parametros @ = @(x, y).
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Denotamos por %, o bien d,, a de(1,0) y por diy 00, a dp(0, 1), ambos en TM?>.

Entonces si g es la métrica de M3 y denotamos por g a la métrica pullback de la

(2:3)-s(o) 5 (3))

Para mayor brevedad usaremos la siguiente notacion. Denotaremos v, y v, a dy(d,)

inmersion, tenemos

y dy(9,), respectivamente. También escribiremos g(-, -) = (-, -). Entoces queda

22 = ww,)
g ax7 ay Wx’ ll/y M
De la misma manera
J 9 a9
g (g g) = (V¥ & (a—y, d—y) = (¥, w,)-
La primera forma fundamental de la inmersion la se expresara como

g=(W,w)dx* +2(w,y,ydxdy+ (y,,w,) dy.

1.1 Parametros isotermos y estructura conforme

Dada una superficie dotada de una métrica Riemanniana podemos dotarla de una
estructura compleja que nos permitira definir funciones holomorfas sobre ella. Para
ello comenzamos introduciendo las parametrizaciones isotermas.

Asi, sea M? una 2-variedad dotada de una métrica cualquiera, que denotaremos
por ds*. Diremos que una parametrizaciéon ¢ : Q C R? — M? es conforme o isoterma
si verifica que

ds (£, 2) =2 =ds*(£,2) y ds(2.2)=0
ox’ ox ay’ dy y dx’ dy ’
con 4> : Q Cc R* — R funcién diferenciable. A pardmetros que verifican estas

condiciones se les denomina parametros isotermos. A partir de ellos la métrica de la
superficie se expresa como

ds® = Xdx* + Ady.
La existencia de parametros isotermos es una propiedad intrinseca de una super-

ficie que no depende del espacio ambiente en el que se incluye. Asi, tenemos los si-
guientes resultados sobre existencia de parametros isotermos.
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| Teorema 1.1 (Existencia de parametros isotermos). Sea (M?, g) una superficie
Riemanniana, entonces para todo punto p € M? existe un entorno V.C M? y una
paramterizacién ¢ : Q C R* — V dada en coordenadas isotermas.

Demostracion.  Una demostracion, con hipoétesis mas generales que con las que se
enuncian aqui, se puede encontrar en [9]. |

| Teorema 1.2. Sea(M?, g) una superficie Riemanniana con M? una 2-variedad orien-
tada. Entonces existe un atlas, compatible con la orientacion de M* A = { (Qi, (pi) }ie]
de manera que cada carta @, : Q; C R> — M? es una parametrizacion isoterma.

Nota 1.1. La orientabilidad es por tanto una propiedades fundamental para poder
asegurar la existencia de un atlas de parametrizaciones isotermas. Debido a ello a lo

largo de este documento trabajaremos principalmente con 2-variedades orientables.

Dada una superficie Riemanniana orientable (M2, ds?) , consideramos la parame-
trizacion ¢, : Q; C R* — M? con parametros (x, y) y sea @, : Q, C R* — M? otra
parametrizacion con parametros (u, v). Tenemos el siguiente teorema que caracteriza
parametros isotermos en funcion de otros.

Proposicion 1.1.  Supongamos que @,(€2,) N @,(2,) # @y que (x, y) son parametros
isotermos. Entonces los parametros (u, v) son también isotermos compatibles con la
orientacion fijada si y solo si la aplicacion cambio de parametro @' o @, verifica

x _ oy N _
ou v y v v’ (1‘1)

Demostracion. Por ser (x, y) parametros isotermos se tiene
ds® = AX(dx* + dy?).

Haciendo uso de la formula de cambio de parametro podemos expresar la primera
forma fundamental como

ds* = 1* ((xi + yi) du* +2 (xuxv + yuyu) dudv + (xi + yi) dvz) .
Por tanto, (u, v) seran parametros isotermos si y solo si
x, X, +y,¥, =0 (1.2)
2 2_ .2 2
x +y =x+y, (1.3)

De (1.2) obtenemos que (x,,y,) = €(-y,,x,). Por (1.3) se debe cumplir que ¢ €
{1,—1}. Ademas, el Jacobiano del cambio de parametros es

d(x, —
(X 0) _ et <x“ x”) = det <x” ey"> =e (x> + 7).
o(u, v) Yu Yo €x v

u u
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Puesto que hemos exigido que el cambio de parametros sea compatible con la orien-
tacién de M? el Jacobiano debe ser positivo, con lo cual € = 1 y probamos el resulta-

do. |

Volvamos a las cartas locales que considerabamos antes, (2, @,) y (£2,, @,). Es
posible definir estas cartas en el plano complejo. Para ello basta considerar los para-
metros complejos z = x + iy y w = u + iv. Entonces tenemos las parametrizaciones

¢ QcC — M
z=x+iy — @2 =9(x,y),

@, Q,cC — M?
w=u+iv — @,(w)=@,(u,0).

Haciendo uso de la misma notacioén que en la Proposicion 1.1 obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 1.1. Sea M? es una variedad orientable y (x, y) parametros isotermos. En-
tonces (1, v) son parametros isotermos si y sélo si @' o @, es un holomorfismo.

Demostracion. Basta observar que las igualdades (1.1) se corresponden a las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann de la funcion compleja (pl‘1 o @,. |

Al parametro complejo que se construye de esta forma a partir de parametros iso-
termos se le dice parametro conforme. En funcioén del parametro conforme la métrica

S€ expresa como
ds* = A*|dz|°. (1.4)

Aqui resulta interesante introducir un nuevo tipo de aplicaciéon entre superficies.

| Definicion 1.3.  Sean M? y N? dos superficies, cuyas métricas denotamos por (-, -.
Diremos que una aplicacion diferenciable w : M? — N? es conforme si existe una
aplicacion diferenciable A* © M? — R™ tal que dados dos vectoresu,v € T M*

(dy(w), dy(v)) = *(u,v). (1.5)

Las aplicaciones conformes son aquellas que conservan angulos. La expresion de
la métrica de una superficie dada en funcion del parametro conforme en (1.4) nos dice
que una parametrizacion en funcion de este parametro es una aplicaciéon conforme de
una region del plano complejo en la superficie. A parametrizaciones de este tipo las
denominamos parametrizaciones conformes.
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| Definiciéon 1.4. Sea M? una variedad diferenciable de dimension 2, una estructura
2 . . . .

conforme sobre M* es un atlas de parametrizaciones complejas A := {(Qi, (pi) }ie] de

manera que para un par de cartas (Q,, qol) ¥ (24, @,) el cambio de cartas 7' o @, :

Q, C C— Q, c C es biholomorfo. A las parametrizaciones del atlas A las llamaremos

parametrizaciones conformes. Una superficie de Riemann es una superficie diferenciable

dotada de estructura conforme.

En resumen, sea y : M? — M? una inmersién donde la variedad M? es orien-
table, el Teorema 1.2 de existencia global de parametros isotermos y el Corolario 1.1
nos garantiza la existencia de una estructura conforme para nuestra superficie M 2,

1.2 Superficies de Riemann

Este apartado va dirigido a las superficies de Riemann que introduciamos en la
Definicion 1.4. Toda inmersion de una superficie orientable tiene estructura de super-
ficie de Riemann. Esto nos permite emplear la teoria de superficies de Riemann para
estudiar nuestra inmersion. Aqui presentaremos algunos resultados de las superficies
de Riemann que nos seran de utilidad. En primer lugar damos un ejemplo.

Ejemplo 1.1 (Esfera de Riemann). Denotamos por S? la esfera unitaria en R? y le
asociamos la estructura conforme dada por el par de cartas

p,: C — 8§
c=xsiy o=

2x 2y |z]*-1
122417 |z|24+17 |z|2+1

— §2

)

@, -

s~ in - 2% 25 1-|z)?
E=X4iy = (2= <|2|2+1’ 1Z22+1° |z|2+1>
Estas dos cartas son suficientes para recubrir S%. La inversa de ¢, viene dada de forma
explicita por

o7l P -{0,0,1)} — C

X1, Xy X — = At
15 X2, X3

1—x5

Alaaplicacién @7 sele conoce como proyeccion esterografica desde el punto {(0,0, 1)}.
De esta manera la composicion de cartas (p]‘1 o @, viene dada por (p]‘1 op,(2)=1/2=
z, es decir, una aplicacion conforme de 0 < |Z| < oo sobre 0 < |z| < 0. La superfi-
cie de Riemann definida sobre la esfera a partir de esta estructura conforme recibe el
nombre de esfera de Riemann y se denota con el simbolo C o C_,.
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De la misma manera que se extiende el concepto de funciones diferenciables a
variedades diferenciables, las superficies de Riemann permiten extender las funciones
holomorfas. Asi, diremos que una aplicacion f : X, — X, entre dos superficies de
Riemann es holomorfa si su composicion con las cartas complejas correspondientes
(pglo f o @, es holomorfa, de manera analoga al caso diferenciable.

Dada una superficie de Riemann X con parametro conforme z = x + iy, podemos
considerar localmente los operadores

91 (1 _ ,-z) 21
9z 2 \lox dy Y %73
donde, recordamos, % =0, = dqo(l,O)yaiy =0,=d@p(0,1),siendog : QC R? — X
una carta local. También se usan las notaciones d, y 9d;, respectivamente. De esta
manera sea una funcion f : X — C, su diferencial se expresa como
of of 9f of ..
df = —dx+ —dy=—dz+ —dz,
S =Rt 5,4 =52 0z
donde dz = dx+idyy dz = dx —idy. La funcion f es holomorfa si y sélo si % =0.

Si % = (0 diremos que f es antiholomorfa.

Una funcién holomorfa de una superficie de Riemann sobre la esfera de Riemann
se dice meromorfa.

Observacion1.1.  Estos nuevos operadores nos permiten dar una caracterizacion de la
conformidad de aplicaciones entre superficies. Asi, dada una aplicacion diferenciable
w . M? — N? se comprueba facilmente que, considerando un parametro conforme
z para la inmersion y, la condicién (1.5) se traduce en

oy oy _0
oz oz |

Las funciones holomorfas y meromorfas definidas sobre superficies de Riemann
heredan muchas propiedades de las funciones complejas de una unica variable. Re-
cogemos aqui algunas de ellas. Para mas informacion acerca de propiedades de estas
funciones se recomienda [24].

Proposicion 1.2.  Sea X una superficie de Riemanny f : £ — C una funcién holo-
morfa. Entonces f es o bien abierta o su imagen es un unico punto, i.e. es constante.

Proposicion1.3.  Sea f : W C £ — C una funcién meromorfa definida en un abierto
conexo Q de la superficie de Riemann X. Si f no es idénticamente nula, los ceros y
los polos de f forman un subconjunto discreto de W'.
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Sea X una superficie de Riemann y f : £ — C una funcién meromorfa. Sea
pEMyp:QcCC— Xunacarta compleja tal que 0 € Q y ¢(0) = p. Entonces
fo@ : C— C es una funcion meromorfa que admite un desarrollo de Laurent. De
esta manera, se define el orden de los ceros y los polos de una funcién meromorfa en
un punto p de la superficie de Riemann empleando la serie de Laurent de f o ¢, siendo
@ una carta compleja que contiene a p (si ¢(0) = p se dice centrada). Se comprueba
que el orden es independientes de la carta escogida.

Proposicion 1.4.  Supongamos que f y g son dos funciones meromorfas definidas en
un abierto conexo W de una superficie de Riemann X. Supongamos que f = g en un
subconjunto .S C W que tiene un punto de acumulacién. Entonces f = g en W.

Proposicion 1.5 (Principio del maximo). Sea X superficie de Riemanny f : W C
Y — C holomorfa en el abierto W. Supongamos que existe un punto p € W tal que
|f(x)| £ |f(p)| para todo x € W. Entonces f es constante en W. Ademas, si X es
compacta y f es holomorfa en todo Z, f es constante.

Observacion 1.2 (Principio del maximo para funciones armonicas). Una hecho que
usaremos mas adelante es que las funciones armonicas definidas sobre superficies de
Riemann verifican también la Proposicion 1.5. En particular, si X es una superficie de
Riemann compacta toda funcién armoénica en X es constante.

En general, cualquier propiedad local de funciones holomorfas de una variable
compleja es cierta para funciones holomorfas definidas en una superficie de Riemann.

Definimos la siguiente relacion de equivalencia para superficies de Riemann.

| Definicion 1.5. Diremos que dos superficies de Riemann son biholomorfas o confor-
memente equivalentes si existe un biholomorfismo entre ambas. Se denota con el simbolo

Ejemplo 1.2. La esfera de Riemann es biholomorfa al plano complejo extendido C U
{0}, como se puede ver a partir de las cartas del Ejemplo 1.1.

Otro ejemplo de superficie de Riemann biholomorfa a la esfera de Riemann es la
recta proyectiva compleja.

Ejemplo 1.3 (Recta proyectiva compleja). Definimos la recta proyectiva compleja
CP! como el subconjunto de pares de elementos de C, no ambos nulos, dotados de la
relacion de equivalencia

[z,w] = A [z, w],
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con A € R*. Esto es

_(CxoOy
=—
Sobre CP! es posible definir una atlas conforme que le dé estructura de superficie de
Riemann conformemente equivalente al plano complejo extendido [24].

CP' = {[z,w] : (z,w) € (CXC)", [z,w] = A[z,w] V1€ C*}

El siguiente teorema es de gran importancia para la clasificacion de superficies de
Riemann simplemente conexas, y nos sera de gran utilidad.

| Teorema 1.3 (Teorema de Uniformizacién). Una superficie de Riemann sim-
plemente conexa es biholomorfa a exactamente una de las tres siguientes superficies de
Riemann: el disco abierto unitario D, el plano complejo C o la esfera de Riemann C_.

Por ultimo vamos a estatar una relacion existente entre aplicaciones holomorfas
y conformes en superficies de Riemann. En primer lugar, notar que dado un atlas de
cartas holomorfas sobre una superficie de Riemann es posible considerar la estructura
conforme dada por los parametros isotermos y hablar asi de aplicaciones conformes.

Proposicién 1.6.  Sean X una superficie de Riemann cualquiera y £, el plano complejo
o la esfera de Riemann, y f : £ — I una aplicacién entre estas superficies de Rie-
mann. La aplicacion f es conforme si y solo si f es holomorfa (en cuyo caso conserva
la orientacion) o es antiholomorfa (si invierte la orientacion).

1.3 El espacio hiperbdlico

Dos de las representaciones conformes que estudiaremos en este trabajo son pa-
ra superficies inmersas en el espacio hiperbdlico. En esta seccion introduciremos las
nociones basicas que necesitaremos de este espacio modelo. Aqui se mencionaran con-
ceptos de Geometria Riemanniana, como es el caso de la curvatura seccional, que se
pueden consultar en mayor detalle en [6].

Los espacios modelos

Sea (M"*!, g) una variedad Riemanniana de dimensién n+1, n > 1, completa, sim-
plemente conexa y con curvatura seccional constante c¢. Entonces el Teorema de Car-
tan [8] nos asegura que, salvo isometrias, ésta viene dada por uno de los siguientes
espacios , conocidos como espacios modelos:
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= El espacio euclideo R™! con la métrica usual, si c = 0.

» La esfera euclidea S"'(c) (n + 1)-dimensional de radio 1/ \/E y con la métrica
inducida por la métrica usual de R"*2, si ¢ > 0.

» Sic <0, M™!(c) es el espacio hiperbélico H"*!(c) que introduciremos en mayor
detalle a continuacion.

A partir de ahora nos centraremos en los casos en los que n = 2. Ademas c, salvo
homotecias, se puede considerar tomando uno de los siguientes tres valores { 1,0, —1}.

Sea M? una 2-variedad diferenciable inmersa en un espacio modelo 3-dimensional
M? podemos obtener las siguientes relaciones entre las curvaturas intrinsecas y ex-
trinsecas de la superficie inmersa . Recordamos que se define la curvatura intrinseca
o Gaussiana de la supeficie como la curvatura seccional de M 2 la denotamos como
K.

ot se define como el determinante del

La curvatura extrinseca, denotada como Kext,
endomorfismo de Weingarten, que coincide con el determinante de la segunda forma
fundamental dividido por el determinante de la primera forma fundamental. Como
consecuencia de la formula de Gauss para inmersiones isométricas, se tiene que en

cada punto p de M%:

= Kiy(p) = Koy (p), si M3 = R? (Teorema Egregium de Gauss).
» K,.(p)=K,, (p)+1,si M*>=S31).
- int(p) = Kext(p) - 1; si M3 = IH]3(_1)

Presentamos ahora en més detalle H3(—1), que denotaremos por H?.

Sea [L* el espacio de Minkowski 4-dimensional, con coordenadas (x,, x;, X5, X3) ¥
el producto escalar dado por la forma cuadratica —x; +x? +x + x3. Este es un espacio
Lorentziano. Podemos ver el espacio hiperbolico 3-dimensional como

3 _ 4. _ 2 2 2 2
H’ = {(xo,xl,xz,x3) el —xy+x7+x;+x5=—1, x4 > 0} ,
e . 3
con la métrica inducida de L%, ds? = —dxé + Y,_, dx7. De esta manera (I]-|]3, dsz) es
una variedad Riemanniana de dimensién 3. Observar que el conjunto de puntos de [*
que verifican —x% +x7 4+ x4 x% = —1 esta formado por dos componentes conexas,

al tomar x, > 0 nos quedamos con una sola de ellas.

El espacio hiperbodlico admite ademas otras representaciones que nos seran utiles
en este trabajo.
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Modelo de la bola 0 modelo de Poincaré

Consideremos la bola abierta unitaria B centrada en el origen de R*. En B defini-
mos la métrica 4
ds’ = ————— (dx] + dx; + dx3),
2 1 2 3
(1= 1xP)
con x = (X, X,,X3)y || lanorma euclidea. Entonces ([B, d sz) es isométrico al espacio
hiperbélico H?*. La aplicacién de H* en B dada por

3 X1 X X3
(xg, X1, X5, X3) EH , , eB
I+xy 14+x5 1+4+x,

es la que da la isometria entre estos dos modelos.

Modelos del semiespacio superior de R>

Este modelo del espacio hiperbolico nos sera de especial utilidad para representar
las superficies inmersas en H* con las que trabajaremos en los capitulos 3 y 4. Este
modelo viene dado por Ri = {(xl, Xy, X3) € R 1 x3 > 0}, el semiespacio superior de
R?, y con métrica dada por

(dx? + dx§ + dx%) .

ds® = L
X3

La isometria entre el modelo del hiperboloide en L* y el de [Ri viene dada por

1 3
(Xgs X15 X5 X3) > ——— (X1, X5, 1) € RY.
Xo T X3

L* como el conjunto de las matrices hermiticas

Es posible realizar una identificacién de L* con el espacio de matrices hermiticas
2 X 2, esto es
Herm(2) = {g € M,,,(C) : g = g*}

donde g* = g'. Para ello un punto p = (x,, X, X,, X3) € L* se identifica con la matriz

p_<x0+x3 x1+1x2>
- . ’
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que hemos llamado de la misma forma. Bajo esta identificacion, el producto loren-
tziano de L* se traduce sobre Herm(2) en

a, b a, b 1 ) )

En particular, si denotamos por (-, -) a la métrica de L%, tenemos que (p, p) = — det(p).
De acuerdo a esto y a la definicion de H?, este se puede identificar con el subconjunto
de Herm(2) formado por las matrices unimodulares de mddulo positivo y con traza
positiva:

H? = {p € Herm(2) : det(p) = 1, traza(p) > 0} .

A continuacién introducimos algunos espacios estrechamente relacionados con
H? cuya conexion se hara patente a lo largo del trabajo.

El cono de luz

En L* definimos el cono de luz orientado hasta el futuro como el espacio
N*={pel®: (p,p)=0, x,> 0} = {p € Herm(2) : det(p) = 0, traza(p) > 0} .

Si consideramos el conjunto (C X C)* = {(z,w) € C X C : (z,w) # 0}, podemos pro-
bar que la aplicaciéon (C x C)* — N? definida por

a - |‘11|2 a,a,
(a1aaz)'—’<a>(al az)=<&a la, |2
2 19 2

es sobreyectiva. Ademas, para cada 6 € [0,2x) la imagen de (¢?a,,e"a,) es la mis-
ma que la de (a,, a,). Trabajando en el cociente se obtiene la siguiente equivalencia
conforme

_(€x O)*

3
N S

(1.7)

Borde ideal del espacio hiperbdlico

El borde ideal de H* se define como el siguiente cociente de N°:

SZ ={lpl : peN’, [p]=4p, AER'}.
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De esta manera se obtiene por (1.7),

(Cx0O)'/S' _ (€xO)

= CP',
R+ C

donde CP' denota la recta proyectiva compleja del Ejemplo 1.3 que es biholomorfa a
la esfera de Riemann. En definitiva, el borde ideal tiene la misma estructura conforme
y puede ser identificado con C_,. En concreto, la aplicacion que interviene aqui es

(g X1y X0 %3) ENP 1> L2 0 = opt, (1.8)
Xy + X5
Notar que se ha hecho uso de la proyeccion estereografica desde el polo sur. Como
veiamos en la Proposicion 1.6, para poder hablar de aplicaciones holomorfas y anti-
holomorfas necesitamos considerar la orientacion. Asi sobre el borde ideal S2_ defini-
remos la siguiente orientacion.

Observacion 1.3 (Orientacién en S2)).  Dado p € N* podemos tomar ¢, € H? y e; €
S? tales que p = ¢, +e;, con (e, e3) = 0. Sea Il el plano generado por e, e; y tomemos
una base {e,e,} de [T+, Asi, e,, e, son tangente a N* en p, y se inducen de modo
obvio a S;" como vectores tangentes en [p]. Diremos entonces que e, e, forman una
base positivamente orientada para S3° siy solo sila base {e, + e;, ¢}, e,, ¢, — €3} esta
positivamente orientada en L. Este procedimiento es independiente de la elecciéon de
el £} e2.

Observacion 1.4.  Con el anterior comentario sobre la orientacion de S? se puede
comprobar que al pasar al cociente en el cono de luz por medio de la aplicacion (1.8)
se invierte la orientacion.

El borde ideal tiene una facil visualizaciéon en los modelos de la bola de Poincaré
y del semiespacio superior. En la bola de Poincaré se corresponde con la clausura del
disco, mientras que en el modelo de [R{i es el plano x; = 0.

Espacio de De Sitter
Otro importante subespacio del espacio de Minkowski es el espacio de De Sitter.
Este viene dado por
S} ={(pxpxux) €LYt —xg+xi+x3+x3 =1} ={pel’: (pp)=1}.

Dotado de la métrica inducida por la métrica de L4, Sé es una 3-variedad Lorentziana.
Una de las propiedades mas importante que tiene S!, y sobre la que profundizaremos
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Figura 1.1: Representacion del espacio hiperboélico 2-dimensional (componente conexa
senalada por H*). La region mas externa que recuerda a una catenoide es el espacio
de De Sitter. El cono que se aprecia es el cono de luz, el cono de luz orientado hacia
el futuro es la region que queda por arriba del origen O.

mas adelante, es que el vector normal a una superficie en H* se encuentra en S?. Este
hecho nos permitira establecer una equivalencia entre las representaciones conformes
de superficies en H? con las de superficies Riemannianas de S?.






2 | Representacion de Weierstrass pa-
ra superficies minimas

El caso mas clasico de representaciéon conforme corresponde al dado para super-
ficies minimas en el espacio euclideo 3-dimensional, i.e. las superfices inmersas en
R? cuya curvatura media es nula. Introducimos en primer lugar algunos conceptos
basicos sobre superficies en R3.

Sea w : M? — R3 una superficie inmersa en R>. Entonces, sea g la métrica
pullback de la métrica ususal en R? (-, -) inducida a través de la inmersion, (M 2 g)
es una variedad Riemanniana. La métrica g la denotaremos por ds?, de acuerdo a la

. . . ) .
notacion de la primera forma fundamental, y en funcion de la base {a_’ a_} viene
x’ dy

dada por la matriz

(g ) = <g11 g12> _ <<Wxallfx) (ll/x,l//y>>
o 81 82 (v,ow) (v,w,))’

La segunda forma fundamental, denotada por do?, viene determinada, cuando consi-
PR )

deramos la base { o }, por la matriz
x’ dy

(h, ), = <h11 h12> _ <<N,Wxx> (N,t//xy)>
R hy, hy (N,w,.) (N,w,)))’

donde N es el vector normal unitario al plano tangente de la inmersion, generado por
{v.w,}, en R’

Si ademas (x, y) son parametros isotermos para (M2, ds?), es decir, para cada pun-
to p € M? existe una carta local @, : Q, — M? dada por parametros isotermos de
manera que p € @; (Q,) (esto se puede asegurar por el Teorema 1.1 de existencia lo-
cal de pardmetros isotermos). Entonces, g, = g, = 4° y g1, = 0 = g,,. Por tanto, la
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curvatura media de la inmersion en funcién de parametros isotermos viene dada por

o= hyg + hy 1 8n — 208, _ hyy + hy,
2det(g,) YOI

(2.1)

Las superficies minimas son aquellas para las que H = 0 en todo punto de la misma.

2.1 Superficies minimas y aplicacion de Gauss

Como comprobaremos también en los siguientes capitulos, la existencia de una re-
presentacion conforme para un tipo de superficie esta estrechamente relacionada con
la existencia de una aplicaciéon holomorfa de la superficie en la esfera de Riemann.
En el caso de las superficies minimas esta aplicacion viene dada por la aplicacion de
Gauss. Teoremas del tipo del siguiente seran recurrentes en las proximas representa-
ciones conformes que estudiaremos.

| Teorema 2.1. Sea w : M? — R> una inmersiéon de una 2-variedad orientable
simplemente conexa. La aplicacion de Gauss es conforme con respecto a la estructura
conforme inducida por la primera forma fundamental si y sélo si la inmersion y es
totalmente umbilical o bien minima.

Antes de demostrar el teorema introducimos una serie de conceptos que nos seran
de utilidad. Dados los parametros isotermos (x, y) el pardmetro complejo z = x + iy
constituira un parametro conforme para la inmersiéon y : M? — R3. Asi, por lo visto
en la Seccidon 1.1, la métrica se expresara como

ds* = (y,.y.)ldz|* = A |dz|*, (2.2)

con 2> : M? — R*. Definimos entonces la diferencial de Hopf como la 2-forma
compleja global definida sobre la superficie M2 dada por

Q= (y,,N)dz’

Observacion 2.1. La diferencial de Hopf se extiende a una 2-forma compleja global,
que ademas es holomorfa con respecto a la estructura de superficie de Riemann indu-
cida por la métrica en el caso en el que la inmersion sea de curvatura media constante.
Este hecho se deduce de la ecuacion de Codazzi que nos dice que

Q.=21H,.
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Lema 2.1. La diferencial de Hopf se anula unicamente en aquellos puntos que son
umbilicales, i.e. aquellos puntos cuyas curvaturas principales coinciden.

Demostracion.  Supongamos que Q = 0. Entonces (y,,, N) = 0. Teniendo en cuenta

0 1 0 . d
que — = - | — + i— ) entonces podemos expresar
0z 2 \ ox dy

W Ny = 7 (W N) = (1, N = 200, N)) 23)

Asi, O se anula en un punto p € M? siy sélo si la matriz de la segunda forma funda-

mental en la base { %, 0iy } en el punto p viene dada por

d62 — <<ll/xx’ N> <ny’N>> — <h 0)
<Wyx’ N> <Wyy’ N> 0 h ’
siendo h = (y,_,N), y por lo tanto la inmersiéon v : M? — R? es totalmente
umbilical en p. I

Ahora ya podemos realizar la demostracion del Teorema 2.1

Demostracién. Sea z = x + iy un parametro conforme para la inmersiéon y : M? —
R?. Denotamos g = (y,., N ). Por (2.3), podemos expresar

1 1 i
~hy = Zhy = Shy, (2.4)

1= 7 1 2

siendo h,, hy, y h,, los coeficientes de la segunda forma fundamental de la inmerson

y en la base %, z% } Por otro lado, la expresion de las derivadas parciales del vector

normal N en la base {y,,w,, N} de R3 da como resultado

N, = —hy/# Wx_hIZ/)‘ZlI/y’

X

N

2.5
y _hlz//12 Yy — hzz//12 Y. 25)

Teniendo en cuenta que la expresién (2.1) para la curvatura media de la inmersiéon
y dada en parametros isotermos, por (2.4) y (2.5) expresamos la derivada parcial del
vector normal con respecto a z como

Empleando esta ultima expresién junto con (2.2) obtenemos

(N.,N.)=2qH. (2.7)
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Asi, (2.7) y la Observacion 1.1 nos dicen que la aplicacién de Gauss N : M? — R3
sera conforme con respecto al parametro z si y solo si se verifica la igualdad

2qH =0 (2.8)
en todo punto de M2,

Obviamente si la superficie es totalmente umbilical la aplicacion de Gauss sera
conforme por el Lema 2.1. Lo mismo ocurre si la inmersion es de curvatura media
constante igual a 0. Asi demostramos la implicacion hacia la izquierda.

Por otro lado, supongamos que N es conforme y se cumple la igualdad (2.8). Si
H(p) = 0 para todo p € M? ya tendriamos el reciproco. Supongamos que el conjunto
abierto M’ = { pE€ M?: H(p) # 0} es no vacio. Si tomamos una componente conexa
V de M’, por la igualdad (2.8) todos los puntos de V' son umbilicales. En particular,
H es constante en V' (pues las superficies totalmente umbilicales en R* son secciones
de esferas y del plano, y por tanto de curvatura media constante [29]) por lo que
también lo es en su adherencia V. Al ser V' componente conexa, esto indica que V' =
V', y resulta por conexion en M2 que V = M?2. Esto es, la superficie es totalmente
umbilical. Probamos asi la otra implicacion. |

En la seccion que comenzamos a continuacion veremos que la relacion de la apli-
cacion de Gauss con la representaciéon conforme de superficies minimas es mucho
mas estrecha de lo que el anterior teorema muestra. De hecho la aplicacion de Gauss
participara activamente en el proceso de expresar la superficie en funciéon de datos
holomorfos.

2.2 Teorema de representacion de Weierstrass

| Definicion 2.1. Dada la inmersion w : M? — R3 con parametros (x,y) y sea
w = (W, W, ¥3). Definimos el Laplaciano de y, Ay : M? — R3, como

AW = (Wlxx + ley’ Yoxx + lI/2yy’ Yiix + lI/3yy) .

Nota 2.1. De acuerdo a la definicion anterior el operador Laplaciano se define como

92 92 . PR ., , .
A= p] + pwE En ocasiones sera util emplear su expresion en parametros complejos,
X y

- d 0
se comprueba facilmente que esta es A = 4=
Z 0Z
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Lema2.2. Seawy : M?— R?unainmersiéon con pardmetros isotermos (x, y), tene-
mos la siguiente expresion para el Laplaciano dependiente de la curvatura media de
la inmersion:

Ay =21*HN,

donde N denota nuevamente el vector normal unitario a la inmersion.

Demostracion.  Por ser (x, y) parametros isotermos, tenemos las igualdades

(Veow) =W,w,) vy (y.w,) =0. (2.9)

Derivando respecto de x en la primera igualdad de (2.9) obtenemos

(Wi W) — (Wypo 9, = 0. (2.10)
y con respecto de y en la igualdad derecha de (2.9),

(Vo w,) +ww,,) =0 (2.11)

Sumando (2.10) y (2.11) conseguimos

<Al[/, Wx> = <Wxx + Wyy’ Wx) = O

Es decir, el Laplaciano es ortogonal a y,. De manera similar se comprueba que Ay es
ortogonal a . Con ello, Ay pertenece al complemento ortogonal del plano tangente
a la inmersion y es proporcional al vector normal N. Veamos la razén de proporcio-
nalidad:

(Ay,N) =y, +y,,,N)=hy +hy, =21"H,

de acuerdo a (2.1). En consecuencia, obtenemos la igualdad deseada. |

De manera directa a partir del Lema 2.2 obtenemos el siguiente resultado.

Lema23. Seawy : M?— R®unainmersiéon dada en funcién de parametros isoter-
mos (x, y). Entonces, la inmersion es minima si y sélo si las funciones y;, son armo-
nicas para k = 1,2, 3.

De esta forma en el estudio de superficies minimas aparece el concepto de funcio-
nes armonicas. Ahora vamos a relacionar las funciones armoénicas con la estructura
conforme de la superficie de Riemann asociada a nuestra superficie (M2, ds?). Para
ello, sea v = (y;, ¥y, ;) : M? — R? una aplicacion diferenciable (no necesaria-
mente una inmersion), para cada k € {1,2,3} introducimos las funciones complejas
¢, : M? — C tal que

= , 2.12
ox dy 0z (212)

definida en el parametro z = x + iy.
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Propiedad 2.1. La funcién ¢, es analitica en z = x + iy si y s6lo si y, es armonica
en (x, y).

La aplicacion ¢ = (¢1 s by, ¢3) verifica la igualdad siguiente.

S - i(aw"—' ">2

k=1 =

_ i all/k _2iallfk()’l’k_ oy ’
“= ox dy dy
a 0 oy, 0 oy, 0
= (& "’">—2i< P Ty (D

ox ’ ox ox ’ dy dy ~ dy
= & —2ign— &n-

)

De aqui se deduce directamente la siguiente propiedad.

Propiedad 2.2. Los parametros (x, y) son isotermos si y sélo si
3
Y ¢t =0. (2.13)
k=1

Por otra parte,

B[+ ()] s

Lo que en caso de ser (x, y) parametros isotermos se transforma en

3
D lgl? =242
k=1

Como consecuencia directa tenemos la siguiente propiedad.
Propiedad 2.3. Si (x, y) son parametros isotermos, la aplicacién y : M? — R3 es

inmersion si y solo si

3
2 lbl* #0. (2.14)
k=1

Sea M? una variedad de dimensién 2, conexa y orientable, hasta ahora hemos
trabajado con la aplicacion ¢ definida, en términos de parametros isotermos, en algun
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entorno de cada punto de M?. Sean z = x + iy y w = u + iv parametros conformes
definidos en entornos de puntos de M2, entonces por la Proposicién 1.1 el cambio de
coordenadas w = w(z) es holomorfo con ‘;—l: # 0. Se sigue que si ¢p = ‘;—"; vy = Z—Z

entonces ¢ y ¢ estan relacionados por

oy Oy ow oOw -
=L ="T"=""4¢. 2.15
¢ 0z ow 0z 6z¢ ( )

Entonces, si consideramos las formas diferenciales « = ¢ dz y & = ¢ d z, tenemos por

(2.15):
~ 0w

a=¢dz=¢a—dz=¢3dw=a.
z
De esta forma se obtiene una forma diferencial @ globalmente definida en M2, cuya

expresion local es

a= (¢ dz,¢p,dz, ¢5dz). (2.16)

Las tres propiedades anteriores nos permiten demostrar la primera implicacion
del siguiente lema. El reciproco lo probamos a continuacion del enunciado.

Lema 2.4. Seaw : M? — R? una inmersién de una superficie minima con (x, y)
parametros isotermos. Entonces las funciones ¢, definidas por (2.12) son analiticas y
satisfacen las igualdades (2.13) y (2.14).

Reciprocamente, sean ¢,, ¢,, ¢; funciones analiticas del parametro z que satisfa-
cen (2.13) y (2.14) en una variedad Riemanniana de dimension 2 simplemente conexa
M?. Entonces existe una inmersién minima y : M? — R3, Gnica salvo traslaciones
en R?, tal que las ecuaciones (2.12) son validas y que viene dada por

P
w(p) = Re / d(z)dz,
Po

donde p, es un punto base en M? y la integral se realiza por medio de cualquier
camino que une p, con p.

Demostracion.  Para probar el reciproco, definimos

p
v, (p) = Re / ¢ (2) dz.

Esta integral esta bien definida por ser ¢, una forma holomorfa globalmente definida
y encontrarnos en un dominio simplemente conexo. Queremos ver que se verifica
(2.12). Para ello tenemos:

dy, 0 P 9
%—1% = = <Re/¢k(z) dz) -is <Re/¢>k(z) dz)- (2.17)
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Como / ¢, (z)dz es holomorfa se verifica la ecuaciéon de Cauchy-Riemann

(% (Re/d)k(z) dz) = _(;ix (Im/d)k(z) dz> . (2.18)
Sustituyendo en (2.17),
dy, dy, 9
W—la—y = a(/d)k(Z)dZ)
1 0
= 25 (o))
= U2 ([ p@az)+ 2L (Re [ g2 dz+im [ g 214
= 7|5 (2)dz o e (2)dz+ilm (2) dz
Usando de nuevo las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
i /gb(z)dz +i Im/d)(z)dz—'Re/qb(z)dz
| ox k dy k I k
% (/ ¢.(2) dz) —i(% <iIm/¢k(z) dz+Re/¢k(z) a’z)]
[ 0 )
a (/ o (2) dz) — ld_y </ ¢, (2) dz)l

0
= &/d)"(z) dz = ¢(2)

%_ 0y,

] —

o0x dy

= NI= N

Asi, probamos (2.12). Que la aplicacion v 1= (y,¥,,w;) : M? — R? es una
inmersion minima se deduce de las Propiedades 2.1, 2.2 y 2.3. |

El Lema 2.4 da inicio a la representacién conforme de superficies minimas en R*
pues nos permite expresar una inmersion minima a partir de funciones holomorfas.
Aunque nosotros hemos trabajado en el caso en que la superficie est4 inmersa en R?,
hasta aqui todos los resultados son validos para superficies minimas en R” con n > 3
(ver [25]). No obstante, el caso en que n = 3 presenta una gran ventaja, y es que nos
permite describir explicitamente todas las soluciones de la ecuacion

¢+ P2+ ¢3 =0. (2.19)

Lema2.5. Sea D un dominio simplemente conexo del plano complejo, g una funcion
meromorfa en Dy f una funcién holomorfa en D con la propiedad de que en cada
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punto donde g tiene un polo de orden m, f tiene un cero de orden al menos 2m.
Entonces las funciones

1 i
¢, = Ef (1-g», ¢=5fU+gD), ;= fs, (2.20)
son holomorfas en D y satisfacen (2.19).

Reciprocamente, toda tripleta de funciones holomorfas en D satisfaciendo (2.19)
se pueden representar en la forma (2.20), excepto por ¢, = i¢,, p; = 0.

Demostracion. La comprobaciéon de que las funciones definidas en (2.20) satisfacen
(2.19) es un calculo simple. Reciprocamente, dadas soluciones ¢,, ¢,, ¢; de la ecua-
cidén (2.19), definimos las funciones complejas

— _ _ ¢
f=¢i—idy 8= (2.21)

Reescribiendo (2.19) como

() — i) (b, + i) = — g,
llegamos a la expresion
by +idy = ———— = [
: ? ¢, — i,

Por medio de esta igualdad con (2.21) despejamos las correspondientes ¢,, para k =
1,2, 3, y obtenemos (2.20). La condicién de los ceros y los polos debe cumplirse para
poder asegurar que la funcién ¢, + i¢, sea holomorfa en la ultima igualdad, lo cual
se debe a ser suma de funciones holomorfas.

Por ultimo, la representacion falla Gnicamente si el denominador de g es siem-
pre nulo. En este caso ¢, = i¢p, y ¢p; = 0, que se corresponde al caso excepcional
mencionado. |

Observacion 2.2. De acuerdo al Lema 2.5 podemos expresar la 1-forma a que defi-
niamos en (2.2) en funcién de g y la 1-forma holomorfa w = f dz quedando

1 i
a, = 5(1 -Ho, a,= 5(1 +g)w a;=go.

En el Lema 2.4 a parte de la condicion (2.19) exigiamos también que

|1 1> + |, |° + |51 # 0.
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Es natural entonces preguntarse qué condiciones deben cumplir f y g para que esta
igualdad se cumpla. Para ello observamos que se cumple la expresion

3
3 Il = 201+ 1g? £ (2.22)
k=1 2

La cual sera mayor que cero si g tiene un polo de orden m donde f tiene un cero de
orden 2m.

Loslemas 2.4 y 2.5 nos permiten enunciar el Teorema de representaciéon de Weiers-
trass para superficies minimas.

| Teorema 2.2 (Teorema de representacion de Weierstrass). Sea M? una 2-
variedad simplemente conexa y seay : M? — R® una inmersién minima. Existe un
par (g, ), dado por una funcion meromorfa g y una 1-forma holomorfa @ con respecto
a la estructura conforme inducida por la métrica pullback de la inmersion, tal que todo
cero de orden 2m de f coincide con un polo de orden m de g, de manera que en cada
punto p € M? se puede devolver la inmersién como

v =Re [ (a-ge fare) o o) (223)
Po 2 ’ 2 ’ . ‘

Reciprocamente, supongamos que sobre una superficie de Riemann M? tenemos definidas
una funcion meromorfa g y una 1-forma holomorfa w = f dz, tal que todo cero de orden
2m de f coincide con un polo de orden m de g, entonces la aplicacion v : M?* — R?
dada por (2.23) es una inmersion minima.

| Definicion 2.2. Al par (g, ®) que aparece en el Teorema sobre la Representacion de
Weierstrass se le denomina datos de Weierstrass.

Observacion 2.3 (Problema de los periodos).  Aunque hemos trabajado con 2-variedades
simplemente conexas es posible generalizar el teorema de representaciéon de Weiers-
trass sin requerir la hipotesis de ser M2 simplemente conexa. No obstante, en este
trabajo hemos preferido seguir el modelo de la referencia clasica [25], que simplifica
los célculos y nos permite homogeneizar las hipotesis con los demas tipos de repre-
sentaciones conformes que veremos ([4], [13]). La diferencia cuando no exigimos que
M? sea simplemente conexa es que se requiere que

Re/q’;k:O, para ke {1,2,3},
4

siendo y cualquier curva cerrada ([1], [3]). Esta condicién es necesaria para que la
inmersion dada por (2.23) no sea multivaluada. La verificacion de estas condiciones
se conoce como el problema de los periodos.
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Las cantidades geométricas basicas asociadas a la superficie pueden ser expresadas
en funcion de los datos de Weierstrass. Este hecho nos ser4 crucial para poder emplear
nuevas herramientas para el estudio de la superficies minimas, como haremos en la
Seccion 2.4.

En particular, de las igualdades (2.14) y (2.22) tenemos que

3 1 NT
ﬁ=h@2wm={iﬁgﬁﬁl.
k=1

Por lo que la primera forma fundamental se puede expresar a partir de los datos de
Weierstrass como

1 1
ds” = 2 If P+ 1P 1dzP = 3 (1+ (g2 |l

La funcién meromorfa g que aparece en la Definicion 2.2 de los datos de Weiers-
trass tiene una interpretaciéon geométrica muy relevante, y es que puede ser identifi-
cada con la aplicacion de Gauss como consecuencia de la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.  Sean (g, w) los datos de Weierstrass asociados a una inmersiéon mi-
nima y : M? — R3. Entonces la aplicacién g es la proyeccion estereografica de la
aplicacion de Gauss de .

Demostracion. La base del plano tangente a la inmersion { (())—l’;, Z—‘Z } esta relacionada
con ¢ por (2.12) de manera que

oy oy

—— =Re(d.¢,.¢03) vy —— =—-1m(¢;,$,, d3).

o0x oy

Asi al realizar el producto vectorial de los vectores de esta base

0
ow oW
ox 0y

— (Re ¢, Re d,,Re ;) A (Im ¢, Im ¢, Im ¢p5)

= (Im¢, ¢s,Im ;s ¢, Im ¢, §,)

y sustituyendo de acuerdo a (2.5) se llega facilmente a la expresion

oy ow _IfP(+IgP)

2Reg, 21 21
3% <3y 1 (2Reg, 2Img, [g|* - 1),
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siendo el médulo de este vector A%. De esta manera el campo normal unitario a la
superficie vendra dado por

_(2Reg 2Img |[gI*—1
gl +1 |gl2+1 |gl2+1)°

(2.24)

Ahora, consideramos la proyeccion estereografica desde el punto {(0,0, 1)} que deno-
tabamos por (,ol‘l en el Ejemplo 1.1, la renombramos como 7 y la extendemos de forma
que 7((0,0,1)) = co. De esta manera z : S* — C U {oo} = C_, es una aplicacién
biholomorfa que cumple

noN =g,

de acuerdo a lo que veiamos en el Ejemplo 1.1. Esto quiere decir que la aplicaciéon me-
romorfa g de la representacion de Weierstrass de una inmersién minima y : M? —
R3 es la proyeccién estereografica de la aplicaciéon de Gauss de la inmersién y. |

2.3 Construccion de superficies minimas a través de
datos de Weierstrass

Vamos a ver algunos ejemplos de representacion conforme de Weierstrass.

Ejemplo 2.1 (Representacion de Weierstrass del helicoide). Sea M? = C. Tomamos
las funcion holomorfa g,(z) = e* y la forma holomorfa w, = f,dz con f,(z) = ie .

Al ser holomorfa, g no tiene ningin polo. Por (2.20) tenemos

¢, = —isinh(z),
¢, = —cosh(z),
¢, = i
Con lo que
Y, = Re/ —isinh(z)) dz = Re (=i cosh(z) + i) = sin(y) sinh(x),

v, = Re/ — cosh(z) dz = Re (- sinh(z)) = — cos(y) sinh(x),

Wi Re/ia’z=Re(iz)=—y,

que es la parametrizacion como superficie de revolucion del helicoide. De esta forma
se comprueba que el par (g,, w,,) son datos de Weierstrass para el helicoide.
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(b) Catenoide

(a) Helicoide

Figura 2.1: Imagenes extraidas de [33].

Ejemplo 2.2 (Representacion de Weierstrass de la catenoide). Ahora, tomemos como
M? = Cy datos de Weierstrass g,(z) = ie* y w, = f,dz con f,(z) = e~*. Al igual que
en el ejemplo anterior, g no presenta ningun polo. De (2.20) obtenemos

¢, = -—sinh(z),
¢, = icosh(z),
¢ = L

De manera que

v, = Re(—cosh(z)+ 1) = —cos(y) cosh(x) + 1,

v, = Re(i sinh(z)) = — cosh(x) sin(y),

y; = Re(z) =x.
Esta es la parametrizacion usual de la catenoide a la que se le ha realizado una trasla-
cion por el vector (1,0, 0).
Observacion 2.4 (Superficies conjugadas). Observar que los datos de Weierstrass del
helicoide (g, w,) y la catenoide (g., ®,) verifican

&h=8.,» wW,=liw,.

Cuando para dos superficies minimas podemos encontrar datos de Weierstrass que
verifican estas relaciones diremos que son superficies conjugadas. Asi el catenoide y el
helicoide son superficies conjugadas.
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Figura 2.2: Representaciones de la superficie de Enneper. Imagen extraida de [33].

Una de las principales ventajas que tuvo la representacion de Weierstrass es que
supuso una nueva forma de construccion de superficies minimas que hizo posible el
descubrimiento de superficies hasta entonces desconocidas. Un ejemplo de ello es la
superficie de Enneper.

Ejemplo 2.3 (Superficie de Enneper). La superficie de Enneper es la superficie minima
resultante de realizar la eleccion mas trivial de los datos de Weierstrass. Tomamos
M? =C, g(z) = zy @ = dz. Entonces

¢ = 1/20 -2,
b, = i/2(1+2°),
¢, = zdz.

y con ello
v, = Re/1/2(1—z2)dz=1/2(x—1/3x3+xy2),
v, = Re/i/2(1+z2)dz=1/2(—y+1/3y3—x2y),
W, = Re/zdz=1/2(x2—y2).

La superficie de Enneper es conjugada de si misma, esto es, tomando datos de Weiers-
trass (z,i dz) la superficie inmersa obtenida es la misma.

Ejemplo 2.4 (Superficies de Scherk). En 1834 Heinrich Scherk descubri6 dos nuevas
superficies minimas [28], las primeras desde 1776. Una de ellas es conocida como la
superficie de Schreck doblemente periodica. Se trata de una superficie que es invariante
por traslaciones en dos direcciones independientes ([33], [26]). Las piezas fundamen-
tales que conforman esta superficie periddica pueden ser construidas empleando el
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Teorema de representacion de Weierstrass tomando M? = C — {+1, +i} y datos de
Weierstrass dados por

g2) =z, w(z)=—-"—dz.

z4-1
La segunda superficie de Scherk es conocida como superficie de Scherk simplemente
periddica, se puede observar en la Figura 2.3. Se trata de una superficie invariante por
traslaciones en una direccion. Su construccion por medio de datos de Weierstrass se
consigue tomando M? = C — {+1, +i} y datos de Weierstrass

gz2)=2z, w(z)=—-—dz.

z4-1

Se observa que las superficies de Scherk son conjugadas. En ambos casos, el dominio
no es simplemente conexo y ademas los datos de Weierstrass no satisfacen las con-
diciones de los periodos expuestas en la Observacion 2.3. Este hecho se traduce en la
invarianza de las superficies por traslaciones.

(a) Superficie de Scherk doblemente periddica. (b) Superficie de Scherk simplemente
periddica.

Figura 2.3: Imagenes extraidas de [33].

Las superficies minimas conjugadas son en realidad un caso particular de lo que se
conoce como familias asociadas. Dada una superficie minima cuyos datos de Weiers-
trass definen la tripleta de funciones holomorfas (¢, ¢,, ¢), la familia asociada a
esta superficie minima es la familia uniparamétrica, con parametro 8 € [0,2x] de
superficies minimas descrita por

wk=Re{e“’/¢k(z)dz}, para k€ {1,2,3}.

Es obvio que se cumplen las condiciones del Lema 2.4 para que la inmersion resultante
sea minima. En particular, tomando 6 = 7 /2 se obtiene la superficie conjugada de la
inmersion minima inicial.
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Ejemplo 2.5 (Los ejemplos de Riemann). Una de las familias asociadas mas relevan-
tes es la conocida como ejemplos de Riemann, estas superficies aparecen por primera
vez en un documento p6éstumo de Riemann hacia el afio 1867. En este documento Rie-
mann estudia el problema de determinar las superficies minimas bordeadas por dos
circunferencias en planos paralelos y que ademas cada plano paralelo comprendido
entre estos dos corte a la superficie en una circunferencia, i.e. la superficie esté folia-
da por circunferencias. Asi, Riemann probo que las unicas soluciones a este problema
(salvo homotecias y movimientos rigidos) son la catenoide y la familia asociada de los
ejemplos de Riemann ([1], [20]).

Otra importante propiedad de los ejemplos de Riemann es que junto con el plano,
el helicoide y el catenoide son las tnicas superficies con la topologia del plano menos
un nimero finito de puntos que pueden ser propiamente embebidas en R?, esto tltimo
es, son embebidas y en todo punto de R® que no pertenezca a la superficie se puede
dar una bola que no interseque con esta. Este resultado fue demostrado por Meeks-
Pérez-Ros en [22].

(a) Ejemplo minimo de Riemann. (b) Imagen de la superficie minima de Costa
Imagen extraida de [1]. extraida de [33].

Todos los ejemplos vistos hasta ahora se corresponden a superficies con género 0,
esto es la superficie de Riemann sobre la que se definen los datos de Weierstrass son la
esfera menos un nimero finito de puntos (lo que incluye al plano). El primer ejemplo
de superficie minima conocida de género no nulo fue dado por el matematico brasilefio
Celso José Costa en 1982. La superficie minima de Costa, como se conoce, se obtiene
a partir de un toro menos tres puntos y es embebida en R* [11]. El descubrimiento
de Costa abrio las puertas a la aparicion de multitud de nuevas superficies minimas,
ahora mismo se conocen superficies minimas en R? de todos los géneros.
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2.4 Teoria compleja de superficies minimas

Otro hecho de gran importancia sobre la representacion de Weierstrass es que abre
la puerta al empleo de resultados de analisis complejo y funciones armoénicas para
estudiar las propiedades de las superficies minimas. Un sencillo ejemplo de ello es el
siguiente teorema que presentamos. Observar que este teorema puede ser demostrado
de manera alternativa a través de la clasificacién de sus puntos segin la curvatura,
como es propuesto como ejercicio en [5].

| Teorema 2.3. Una superficie minima en R® no puede ser compacta.

Demostracion. Consideramos la inmersiéon minima y : M? — R? dada en fun-
cion de coordenadas isotermas. Entonces por el Lema 2.3 para cada k € {1,2,3} las
aplicaciones y, son arménicas en M2, Si M? fuese compacta estas aplicaciones alcan-
zarian un maximo en M? y por el principio del maximo para funciones armoénicas,
que tratdbamos en la Observacion 1.2, serian constantes. |

Puesto que la esfera de Riemann es topologicamente equivalente a una esfera, del
anterior teorema y el Teorema 1.3 de Uniformizacion obtenemos como corolario el
siguiente teorema.

| Teorema 2.4. Una superficie minima simplemente conexa en R3 es biholomorfa al
disco D o bien al plano complejo C.

Otro teorema que probaremos haciendo uso de la representacion de Weierstrass
es el Teorema de Bernstein.

| Teorema 2.5 (Teorema de Bernstein). Sea S C R3 un grafo entero (i.e. definido
en todo R?) minimo, entonces S es un plano.

Para probar el Teorema de Berstein utilizaremos el siguiente Lema cuya demos-
tracion se puede encontrar en el libro de Osserman [25].

Lema 2.6. Sea f una funcién holomorfa en el disco unidad D con como mucho un
numero finito de ceros. Entonces existe un camino divergente C en D tal que

/If(Z)I 1dz] < oo.
C

Demostracion (Teorema de Bernstein).  En primer lugar observamos que un grafo en-
tero es topoldgicamente equivalente a R?. Por ello, sera simplemente conexo. Ademas,
el grafo es a su vez completo.
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Por ser S simplemente conexa el Teorema de Uniformizacion nos dice que o bien
es biholomorfa a C o bien al disco D. No obstane, si S fuese biholomorfa por el Lema
2.6 llegariamos a una contradiccién con la completitud de S. Es decir, S = C.

Sean (g, w) los datos de Weierstrass de S. Entonces g : S = C — C es un
homomorfismo identificable con la aplicacion de Gauss de la inmersion, de acuerdo
a la Proposicion 2.1. Por ser S un grafo, el vector normal N nunca es horizontal. Es
decir, la aplicaciéon de Gauss tomara valores unicamente en un hemisferio de C_,.

Supongamos sin pérdida de generalidad que g toma valores en el hemisferio sur de
C, = C. Esto, componiendo con la proyeccién estereografica 7 desde el hemisferio
correspondiente, nos indica que g es una aplicacion entera en el disco unidad abierto,
g=noN :S=C— D.Alestar g enteray con |g| < 1 por el Teorema de Liouville
concluimos que g debe ser constante. Por su identificacion con la aplicacién de Gauss
el vector normal es constante y esto implica que S es un plano. |



3 | Representacion conforme de su-
perficies con curvatura media cons-
tante 1 en H°

El segundo caso de representacion conforme que vamos a presentar es el dado por
R. Bryant [4], en 1987, para superficies de curvatura constante igual a 1 (H = 1) en
el espacio hiperbdlico. Estas superficies se conocen desde entonces como superficies
de Bryant. La idea de Bryant de estudiar una representacion de tipo Weierstrass para
estas superficies vino motivada por la correspondencia de Lawson. Este es un resultado
de la teoria de superficies de curvatura media constante que establece identificaciones
entre estas superficies en los espacios modelos 3-dimensionales.

En particular, en el caso que nos concierne, la correspondencia de Lawson nos dice
que toda superficie de Bryant es localmente isométrica a una superficie minima en R*.
Este hecho indica que propiedades locales de las superficies minimas son trasladadas
a las superficies de curvatura constante 1 en H?, lo que supuso el punto de partida
para el trabajo de Bryant.

Nosotros, sin embargo, no seguiremos el articulo de Bryant para este apartado
sino que emplearemos la tesis doctoral de Pablo Mira [23] basada en una demostraciéon
alternativa de la representaciéon conforme de Bryant dada por Galvez-Mira [17].
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3.1 Superficies de Bryant y aplicacion de Gauss hi-
perbodlica

Comenzamos este apartado introduciendo algunas nociones generales de superfi-
cies en H3. Sea M? una 2-variedad orientable, y sea y : M? — H?® una inmersiéon en
H?3. Como veiamos en la Seccién 1.3 el vector normal a la inmersién en cada punto,
que denotaremos por 7, se encuentra en el espacio de De Sitter, asin € S?.

Supongamos ademas que la inmersiéon viene dada en funcioén de parametros iso-
termos (x, y) de manera que la métrica se expresa como

ds* = A% (dx2 + dyz) .

Entonces el conjunto de vectores {y,,y .7, ¥}, donde y es el vector de posicion,
forman una base ortogonal de [.*.

En el capitulo anterior velamos como la aplicacion de Gauss intervenia de manera
fundamental en el teorema de representacion conformes de superficies minimas. De
hecho, dados unos datos de Weierstrass (g, w), la Proposicion 2.1 nos decia que g es
la proyeccion estereografica de la aplicacion de Gauss. Asi teniamos que la aplicacion
de Gauss de la inmersiéon era meromorfa con la estructura conforme inducida por la
primera forma fundamental. En el caso de representaciones conformes en H? existiran
también teoremas analogos al Teorema 2.1 sobre existencia de aplicaciones holomor-
fas en la esfera. Estas aplicaciones seran las aplicaciones de Gauss hiperbdlicas, a las
que les dedicamos las siguientes lineas.

Observacion 3.1.  En cada punto de M? la resta de vectores y + 1 verifica

(wH+ny+n =W, w)+2w,n+#nn=1+0-1=0.

Con lo cual, en cada punto de M2, y+#n € N°. Aplicando la relacién cociente definida
sobre N? en la Seccion 1.3, obtenemos la aplicacion [y + 7] : M? — Sio sobre el
borde ideal del espacio hiperbolico.

| Definicién 3.1 (Aplicaciones de Gauss hiperboélicas). Seay : M? — H? una
inmersion con campo normal unitarion : M?* — S?. Denotamos por Gt = [y + 1] :
M? — Sio a la inmersion que definiamos en la Observacion 3.1. De forma similar
llamamos G~ = [y —n] : M*> — S2_. A estas aplicaciones las llamaremos aplicaciones
de Gauss hiperbolicas.
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S? = 9, H®

Figura 3.1: Representacion de la geodésica que parte de un punto de una superficie
inmersa en la bola de Poincaré en la direccion del vector normal y corta con el borde
ideal (en este modelo el borde de B) en [y + #]. Imagen por L. Fernandez.

Observacion 3.2 (Interpretacion geométrica de las aplicaciones de Gauss hiperbolicas).
Las aplicaciones de Gauss hiperbolicas tienen la siguiente interpretacion geométrica.
Para cada p € M?, la tinica geodésica que pasa por el punto y(p) € H? en la direccién
del vector tangente 5(p) a H* corta con el borde ideal Si en [y —nly [y + 7], ver [4]
y [6]. Considerando la orientacion de la geodésica dada por # podemos tomar [y — 7]
como el punto inicial y [y + #] como el punto final. En la Figura 3.1 podemos ver una
representacion de la aplicaciéon de Gauss hiperbolica G* en el modelo de la bola de
Poincaré.

Al igual que sucedia en la Seccidn 2.1 la diferencial de Hopf desarrollara un papel
importante en este apartado. Introducimos brevemente esta diferencial para el caso
de inmersiones en H* y con la notacién aqui usada. Dados los parametros isotermos
(x,y) el parametro complejo z = x + iy constituird un parametro conforme para la
inmersion y : M? — H?. La métrica se expresara como

ds* = (y. ) ldz)* = 22 |dz ], (3.1)

con A> : M? — R*. Definimos entonces la diferencial de Hopf como la 2-forma
compleja global definida sobre la superficie M? dada por

0= (y,,.n)dz"

Recordamos los resultados que ya se exponian anteriormente en la Observaciéon
2.1yelLema 2.1y que también se cumplen para inmersiones en el espacio hiperbdlico.
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Observacion 3.3. La diferencial de Hopf se extiende a una 2-forma compleja global,
que ademas es holomorfa con respecto a la estructura de superficie de Riemann indu-
cida por la métrica, en el caso en el que la inmersion sea de curvatura media constante
[17].

Lema 3.1. La diferencial de Hopf se anula unicamente en aquellos puntos que son
umbilicales, i.e. aquellos puntos cuyas curvaturas principales coinciden.

Recordemos también la siguiente expresion que nos sera de utilidad mas adelante:

W) = = (W 1) = (W) = 2i (w0 1)) (3.2)

I

Ahora presentamos un teorema analogo al Teorema 2.1 para superficies de Bryant
y la aplicacion de Gauss hiperboélica G*.

| Teorema 3.1. Sea M? una superficie simplemete conexay w : M?> — H3. La apli-
cacion de Gauss G* = [y +n] : M? — S2_ es conforme con respecto a la métrica d s>
si y sélo si y es una inmersion totalmente umbilical o de curvatura media constante 1.
Ademas, G es holomorfa cuando la inmersion tiene curvatura media H = 1.

Demostracién. Sea z = x + iy un parametro conforme para la inmersién y : M? —
H?. Denotamos g = (., ). Por (3.2), podemos expresar
1 1

i

siendo E, F y G los coeficientes de la segunda forma fundamental de la inmersén y

en la base { %, diy } Por otro lado, la expresion de las derivadas parciales del vector

normal 77 en la base {y,,y . n,w} de L* da como resultado

— 2 2
nx - _E/A lI/)(_F'//1 lljy7

3.4
n, = —F/ v, -G/ y, 34

Teniendo en cuenta que la curvatura media de y se calcula como H = (E + G) /(24%),
por (3.3) y (3.4) expresamos la derivada parcial del vector normal con respecto a z

como )
q
nz = _Hll/z - ﬁ WZ' (35)

Empleando esta tltima expresion junto con (3.1) obtenemos

((w+mn,(w+n),) =2q(1-H). (3.6)
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Asi, (3.6) nos dice que la aplicacién w +# : M? — H? sera conforme con respecto al
parametro z, y con ello la aplicacién de Gauss hiperbdlica G* si y sélo si se verifica la

igualdad
2¢q(1-H)=0 (3.7)

en todo punto de M2,

Obviamente si la superficie es totalmente umbilical la aplicacion G* sera conforme
por el Lema 3.1. Lo mismo ocurre si la inmersion es de curvatura media constante igual
a 1. Asi demostramos la implicacién hacia la izquierda.

Por otro lado, supongamos que G* es conforme y se cumple la igualdad (3.7). Si
H(p) = 1 para todo p € M? ya tendriamos el reciproco. Supongamos que el con-
junto abierto M’ = { peEM?: H(p) + 1} es no vacio. Si tomamos una componente
conexa V' de M’, por la igualdad (3.7) todos los puntos de V' son umbilicales. En par-
ticular, H es constante en V (pues las superficies totalmente umbilicales en H* son
de curvatura media constante [29]) por lo que también lo es en su adherencia V. Al
ser V' componente conexa, esto indica que V' = V/, y resulta por conexién en M? que
V = M?. Esto es, la superficie es totalmente umbilical. Probamos asi la otra implica-
cion.

Si ademas, H = 1, se obtiene que

2
W +n).=-Zy:,
2
W +n):=-Jw..

Por lo que la matriz de cambio de bases entre estas dos bases sera

2
0 -
A2

2q
-z 0

El determinante de esta matriz es negativo, y puesto que la identificacion del borde
ideal con la esfera de Riemann invierte la orientacién, como comentabamos en la
Observacion 1.4, tenemos que la aplicacion G* = [y +#] conserva la orientacién. Por
la Proposicion 1.6 concluimos que en este caso G+ es holomorfa. |

Observacion 3.4. Notar que el teorema es cierto para la aplicaciéon de Gauss hiper-
bolica G~ : [y —n] : M?* — SZ silainmersion y : M* — H? tiene curvatura
media constante igual a -1, lo que se consigue tomando la otra orientacion del vector
normal.
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3.2 Teorema de representacion conforme

Presentamos en esta seccion el teorema sobre la representacion conforme de las
superficies de Bryant. Asi, consideraremos M? una variedad simplemente conexa y
w : M? — H? una inmersién con curvatura constante igual a 1.

En el apartado anterior hemos dado dos datos holomorfos de las superficies de
Bryant: la diferencial de Hopf Q y la aplicacién de Gauss hiperbdlica G*. Antes de
formular el teorema de representacion vamos a hacer notar que existe un tercer dato
holomorfo para estas superficies que surge a partir de la ecuacion de Liouville eliptica

Alog¢p = —2¢. (3.8)

Esta ecuacion que fue introducida por Liouville en [19] cumple la principal propiedad
de que admite un resolucion holomorfa [17] ,esto es, cualquier solucion ¢ de (3.8) en
un dominio simplemente conexo Q C C toma la forma

4lg.I?

Y= T e

(3.9)

con g : Q — C una funcién meromorfa.

Empleando la expresion del Laplaciano en parametros complejos que presentaba-
mos en la Nota 2.1 de la ecuacién (3.8) queda la ecuacion diferencial compleja

(o). = ~39. (3,10

Asi, enunciamos el siguiente conocido lema de la teoria de superficies de curvatura
Gaussiana constante [17] que dara pie a la relacion entre las superficies de Bryant y
la ecuacion de Liouville, y que usaremos para el teorema de representacion conforme.

Lema 3.2. Sea U C C un dominio plano y sea z un parametro complejo en U. Si
ds* = A*|dz|* es una métrica pseudo-Riemanniana en U, entonces A* satisface la
ecuacion de Liouville si y sélo si ds? tiene curvatura Gaussiana constante 1.

Podemos ahora enunciar el teorema obtenido por Bryant en 1987.

| Teorema 3.2 (Representaciéon conforme de superficies de Bryant). Sea M?
una 2-variedad simplemente conexa y sea w : M? — M una inmersién de curva-
tura media constante igual a 1. Entonces, podemos encontrar una inmersion holomorfa
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h: M?— SL(2,C) := {A € M, ,(C) : det(A) = 1} respecto a la estructura con-
forme inducida por la primera forma fundamental de la inmersion en M? verificando
det(dh) = 0 y de manera que la inmersion se puede devolver como w = hh*. La inmer-

sion h es unica salvo multiplicacion a la derecha por una constante hy € SU(2), donde
SUR) = {m € SL(2,C) /mm* = I,}.

Reciprocamente, seah : M?* — SL(2, C) una inmersién holomorfa de una superficie
de Riemann M? en SIL(2,C) con det(dh) = 0. Entonces la aplicacion y : M? — H?
dada porw = hh* tiene curvatura media 1.

Ademas, esta inmersion holomorfa h : M? — SL(2,C) verificando det(dh) = 0
que nos permite definir una superficie de Bryant puede ser expresada a partir de una
funcion meromorfa g y una 1-forma holomorfa w tales que

2
h'dh = <g —& ) ®, 3.11
e (3.11)

y de manera que la métrica de la inmersion viene dada por
ds* =1+ 81> |o|*. (3.12)

mostracion. : una su i i X
Demostracion.  Sea M? — H? una superficie de Bryant simplemente conexa
y tomemos el parametro global conforme z en M? de manera que la métrica de la
inmersion venga dada por

ds* = {dy,dy) = 1|dz|*,

siendo A : M? — R*.Denotemos por#n € Si al vector normal unitario en cada punto
de M?. La diferencial de Hopf, que viene dada por Q = ¢(z) dz* siendo q = (w__, 1),
serd una 2-forma holomorfa por la Observacién 3.3. Esto es ¢ : M? — C es una
funcion holomorfa. Esto indica que g es o bien idénticamente nula, en cuyo caso y
es una horoesfera, o que sus ceros son aislados. A partir de ahora supondremos que
q Z 0. La representacion de Bryant en el caso en que g = O se estudiara en el Ejemplo
3.2.

Consideremos la aplicacién en el cono de luz: w +#1 : M? — N?. Recordando
la expresion que obteniamos anteriormente para la derivada de # en funcién de z y
operando de la misma manera tenemos

— 2q
n,=-vy,— 2 Vs,
&
N =—3W.— Vs,
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teniendo en cuenta ahora que la curvatura media de la inmersién y es H = 1. Asi
tendremos

4]q|?
22

dy +n),dy +m) = {(w +n).,(w+n)ldz|* = ldz|>. (3.13)

El hecho de que y sea una superficie de Bryant nos indica que (d(y +#), d(w +1))
define una pseudo-métrica de curvatura constante 1. Este hecho es consecuencia de
la ecuacion de Gauss y de que g sea holomorfa [23]. Asi, por Lema 3.2 [17] obtenemos
que ¢ = 4|q|*/ A? es solucion de la ecuacion de Liouville (3.10). Y por (3.9) existe una
funcion meromorfa g : M? — C_, de manera que

_ Mgl 4lel’
2+ g

@ (3.14)

Por el Teorema 3.1, la aplicacion de Gauss hiperbdlica Gt = [y +1#] : M? —
S CP! es una aplicacién holomorfa. Por ello, por la identifiacion del borde ideal
con la recta proyectiva compleja, existiran A, B : M? — C funciones holomorfas
tales que G* = [A, B], y una funcion diferenciable positiva u : M? — R™ tal que

A\ - = AA AB
t//+i1—,u<B>(A B)—,u(AB BB) (3.15)
Por medio del producto escalar de Herm(2) (1.6), a partir de esta expresion llega-
mos a que
2 2 q 2

LVAB. = BAP = (v + ). (w40 = 20 (3.16)

donde la dltima igualdad es (3.13). Asi por (3.14) tendremos la igualdad

4 2
(I+1g*

De esta tltima expresion, teniendo en cuenta que M? es simplemente conexa, de-
ducimos la existencia de una funcén meromorfa sobre M2, .S : M? — C verificando
S? = g./(AB, — BA)). Para hacer posible este paso hemos requerido que ¢ no sea
idénticamente nula en (3.16), de ahi el que realizaramos el descarte de este caso an-
teriormente. Si definimos ahora las funciones meromorfas C = AS y D = B.S, por
(3.17) la expresion de y + 77 en (3.15) queda

cC CD> ’ (3.18)

l”Jr":”(c'*D DD



3. REPRESENTACION CONFORME DE SUPERFICIES CON CURVATURA MEDIA CONSTANTE 1 EN [h]3
51

siendo

)
1+ gl>

En particular, la aplicacion de Gauss hiperbodlica se puede expresar como la clase de

) (3.19)

equivalencia G* = [C, D] y C, D verifican
CD,-DC,=g.. (3.20)

Consideramos ahora la aplicacion F : M? — SL(2, C) dada por

Fe C 1/g,C,
~\D 1/g,D,)’

Notar que es posible dividir por g, al ser ¢ Z 0y por la igualdad (3.14). Facilmente se
comprueba que la expresion

p O\ .
=F h 21
v+ <0 0) (3.21)

devuelve (3.18). Diferenciando (3.20) obtenemos que CD,, — DC,, = g,,, lo que nos
ayuda por calculo directo a conseguir la igualdad

0 6
-1 _
F FZ_<gz 0), (3.22)

siendo 6 la funcion meromorfa 6 = 1/g? (szDz - CZDZZ). De (3.19), (3.21) y (3.22),
y teniendo en cuenta que F" = 0, obtenemos

—23¢.
w+n.=F |FF (2 O)a (P OV p = p( 0gerr 0 o
z *\O0 O 0 0 2g, 0

1+|g?

Es posible expresar la derivada de y con respecto a z en funcion de las aplicaciones
holomorfas g y g como

.= F <gq0/gz —Q/gz((1)+ |g|2)> P (3.23)

Por otro lado, SL(2,C) acta isométricamente sobre H* (ver por ejemplo [13]). De
manera que existird una aplicacion Q : M? — SL(2,C) tal que w = FQF*. Si

a b
Q=1-
(5 )

escribimos
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siendo a,¢c : M? - RU {0}y b : M?> — C U {co}. Diferenciando la igualdad
v = FQF*, y para que se cumpla la igualdad (3.23), tendra que cumplirse el sistema
diferencial

a,+b0 b+c0\ _ (ga/s. —a/g.(1+]g”)
b,+ag, c,+bg, 0 0 ’

junto con la condicion det(€2) = 1. Este sistema es resoluble [23] obteniéndose la

solucion
a=(' #FA=(Y “)(° 7).
—g 1+ |g| i —ig —i ig

Finalmente, w : M? — H? se puede recuperar como w = hh*, siendo h : M? —
SL(2, C) la inmersiéon holomorfa

h=F (0 ' ) . (3.24)
i —ig

Inmediatamente se comprueba que det(dh) = 0, gracias a (3.20).

Para probar la unicidad de A salvo multiplicacion por una constante supongamos
que existe otra inmersiéon holomorfa & : M? — SI (2, C) tal que y = hh*. Igualando
las dos expresiones para y tenemos

hh* = hh*. (3.25)

Por tanto, se puede expresar h = izho con hy = h* (h*)_1 : M? — SL(2,C). Em-
pleando las propiedades de la transposicion y conjugacion de matrices se llega a que

hoh = h* (W)™ h™'h. (3.26)

Por otra parte de (3.25) se obtiene la igualdad 2~'h = A* (h*)™', que sustituida en
(3.26) da finalmente lugar a

hohi = h™'hh™'h = I,,,.
Asi hy € SU(2). De manera que al diferenciar la expresion hyhg = I,
(ho).hy + hy (hy), = 0.

Como h,, es holomorfa (h;)z = 0y por tanto (h,), = 0, lo que implica que A, es una

constante.
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Reciprocamente, sea h : M? — SL(2, C) una inmersién holomorfa con det(d h) =
0. Consideramos h~'d h, verifica:

det(h~'dh) det(h™') det(dh) = 0O,
traza(h-'dh) = (det(h)), = 0.

Esto implica la existencia de una funcién meromorfa g : M?> — C y una 1-forma

2
h'dh = (g & ) ®.
I -z

Definimos la aplicaciéon w = hh* : M? — H?. Esta aplicacién es inmersion por serlo
h. Ahora, sea N : M? — N?* dada por

N=—2 F L0 F*,
1+ |g|? 00

con F dada por (3.24). Directamente se comprueba que (N, N) = 0, (N,y) = —1,

holomorfa w tal que

por medio de (3.23) resulta que (y,, N) = 0. Ademas, sea 7 el vector normal a la
inmersion y ahora definida, por la igualdad (3.21) obtenemos que N = y + 7. Por
ser N conforme y F holomorfa, y tiene curvatura media constante 1 y define una
superficie de Bryant.

La obtencién de (3.12) es consecuencia directa de (3.14). |

Observacion 3.5. Hay que observar que a pesar de emplear la misma notaciéon que
en los datos de Weierstrass, la funcién meromorfa g : M? — C que aparece en
(3.11) no tiene ninguna relacion con la aplicacion de Gauss, de hecho no tiene ningin
significado geométrico.

Observacion 3.6 (Problema de los periodos). Al igual que en la representacion de
Weierstrass en R?, la representacion de superficies de Bryant requiere de un proce-
so de integracion para recuperar la inmersion a partir de los datos holomorfos. En
dominios simplemente conexos no supone ningtin problema pero al considerar datos
definidos sobre superficies de Riemann con topologia no trivial la inmersion puede ser
multivaluada sobre dicho dominio. Aparece de nuevo el llamado problema de los pe-
riodos. Comentabamos el caso de la representacion de Weierstrass en la Observacion
2.3. Para el caso de las superficies de Bryant el problema surge debido a que cuando
la variedadad M? no es simplemente conexa la funcién g a la que le dedicAbamos la
observacion anterior es multivaluada en M2. Aunque la resolucién de este problema
en este caso es mas compleja que en el caso minimal, también es posible extender la
representaciéon conforme de Bryant al caso no simplemente conexo [23].
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3.3 Ejemplos de representacion conforme de super-
ficies de Bryant

En esta seccion vamos a ver como construir algunas superficies de Bryant conoci-
das de manera que la inmersion venga dada en la forma w = hh* : M? — H?, siendo
M? una superficie de Riemanny 4 : M? — SL(2, C) una inmersién con det(dh) = 0.
Para ello, emplearemos la siguiente observacion expuesta en [17]. Si expresamos la
imagen de la aplicacion de Gauss hiperboélica en la recta proyectiva compleja como
G* =[1,G"] (es decir, tomando en (3.15) A = 1 y B = G*), y siguiendo el desarrollo
realizado a continuacion, la matriz 4 en (3.24) quedara de la forma

_ <dC/dg C—-gdC/dg

= =i +, D=iG"y/ + (3.2
dD/dg D—ng/dg)’ C =iy\/dg/dG™, iGTy\/dg/dG*, (3.27)

donde g es la funcion meromorfa que aparece en (3.14). Asi la matriz de Bryant se
recupera explicitamente en términos de G* y g. De esta manera para construir los
siguientes ejemplos basta dar G* y g para recuperar la inmersion buscada a partir de
(3.27).

Ejemplo 3.1 (Dualidad sobre superficies de Bryant). El primer ejemplo que vamos
a ver es una nocion de dualidad para superficies de Bryant introducida por Umeha-
ra y Yamada en [31]. Dada una superficie de Bryant, definida sobre una 2-variedad
simplemente conexa, a partir de una inmersiéon y : M? — H? representada como
w = hh* para la aplicacién holomorfa A : M? — SIL(2,C) . Entonces, la aplicaciéon
h* = h"!': M? — SL(2,C) vuelve a ser holomorfa y con det(dh*) = 0.

Por tanto, por el Teorema (3.2) de la representacion conforme de Bryant, la inmer-
sion y¥ = K (hﬁ)* define una nuerva superficie de Bryant a la que denominaremos
superficie de Bryant dual de la superficie y. Tenemos las siguientes relaciones entre
los datos de holomorfos de ambas superficies de Bryant.

o -1
(G*)' =g g =(G")". O@'=-0.
A la métrica definida en M? por y* la denominamos métrica dual de y y viene dada
por

2

o

dS21j£ = (1 + |G+|2)2 W

El siguiente ejemplo corresponde a la horosfera, una superficie de Bryant especial
por ser la Unica que verifica que es totalmente umbilical. Por tanto, su diferencial de
Hopf es nula.
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Ejemplo 3.2 (Horoesfera). Una horosfera en H* C L* es la superficie de revolucién
que se obtiene al intersecar H® con un plano cuyo vector normal se encuentra en N°.
El origen de la nocion se encuentra en una carta de F. L. Watcher a su profesor Gauss
en 1816, aunque el término es atribuido a Lobachevsky quien estudi6 las similitudes
de su geometria con las rectas del espacio euclideo.

Asi, consideraremos la horosfera dada por la intersecciéon de H* con el plano
P=(,0,0,1) +span {(1,0,0,-1),(0,1,0,0),(0,0,-1,0)} .
Asi la horosfera queda como
PnH? = {(1 +a,b,—c,—a) . 2a = b2+c2},

o pasando a forma hermitica

1 b—ic
3 _ . _ 12 2
Pn[H]_{<b+ic 1+2a>.2a—b +c}.

Tomando w = b + ic obtenemos la horosfera expresada por medio de una inmersiéon

y : C — H? dada por
1 w
w(w) = <w 1+ |w|2> ’

= (a 1)

para poder expresar la inmersiéon como y = hh*. Puesto que det(dh) = 0 estamos
obteniendo la representacion conforme para la horosfera. En particular

h~'dh = (0 O> dw,

Bastara tomar

1 0

lo que se corresponde a la expresion (3.11) tomando g =0y w = dw.

Ejemplo 3.3 (Catenoide cousin). Las catenoides cousins conforman una familia uni-
paramétrica de superficies de revolucion de curvatura media igual a 1 en H?. Fueron
estudiadas por Bryant en [4], quien les otorgd este nombre en respuesta a que su mé-

trica dual, que definiamos en el Ejemplo 3.1, coincide con la métrica de una catenoide
en R3.
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Figura 3.2: Representacion de un par de catenoides cousin en el modelo de la bola de
Poincaré extraida de [17]. Como se puede ver en la imagen dependiendo del parametro
que define la superficie esta puede ser embebida o no embebida.

En particular, las catenoides cousin se caracterizan por ser las superficies de Bryant
que contienen una circunferencia como geodésica. A partir de este hecho [17] es po-
sible obtener los siguientes datos holomorfos. Sea ¢ = +1 la aplicaciéon de Gauss
hiperbdlica y la diferencial de Hopf de una catenoide cousin seran

G'(z)=¢€e™, Q= —g (b +eV1+ b2> dz>.

Por medio de estos dos datos holomorfos es posible obtener el tercer dato de la inmer-
sion por medio de la ecuaciéon de Umehara-Yamada que es presentada en [17]. Asi se

obtiene
g(z) = exp <i\/ 2kz>,

siendok = 1/2+b <b +eyVl1+ b2>. Se consiguen asi todos los datos para recuperar la

inmersion por medio de (3.27). La parametrizacion se realiza como y : C/2xZ — H>.

3.4 Aplicaciones de la representacion conforme de
Bryant

Aligual que la representacion de Weierstrass abria las puertas al empleo de nuevas
técnicas para el estudio de superficies minimas, lo mismo sucede con la representacion
conforme de superficies de Bryant. En particular, muchas de las técnicas de analisis
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complejo que se emplean para superficies minimas pueden ser utilizadas en este ca-
so. Por ejemplo, tenemos el siguiente resultado obtenido analogamente al que daba
Osserman para minimas en H? en [25].

| Teorema 3.3. Toda superficie de Bryant completa de curvatura total finita estd pa-
rametrizada sobre una superficie de Riemann compacta menos una cantidad finita de
puntos.

Recordar que curvatura total finita designa a que la integral de la curvatura in-
trinseca a lo largo de la superficie converge. Las superficies que, como las del teorema
anterior, son homeomorfas a una 2-variedad compacta a falta de una cantidad finita
de puntos, se dice que son de topologia finita. El reciproco del anterior teorema, exi-
giendo que la superficie sea propiamente embebida (ver Ejemplo 2.5) fue probado por
primera vez por Collin-Hauswirth-Rosenberg en [10].

| Teorema 3.4. Las superficies propiamente embebidas de curvatura constante 1 en
H?® de topologia finita tienen curvatura total finita.

Asi mismo, en [10] los autores emplean la representacion conforme de las super-
ficies de Bryant para estudiar los finales, i.e. de que forma la superficie se acerca al
borde ideal de H* en aquellos puntos en los que lo hace. La definicién rigurosa es la
siguiente.

| Definicién 3.2. Entendemos por final la imagen mediante una inmersién de un ani-
llo difeomorfoa {z € C : 0 < |z| £ 1}. Diremos que el final es completo si lo es la in-
mersion.

Los finales de una superficie de Bryant se pueden clasificar en dos tipos segin
como se extiende la aplicacion de Gauss hiperboélica en ellos. Asi, un final es regular
si G* se extiende de modo meromorfo sobre él, e irregular en caso contrario. En [10]
se prueba el siguiente teorema al respecto.

| Teorema 3.5. Las superficies propiamente embebidas de curvatura constante 1 en
H? de topologia finita son de finales regulares.

Ademas, se clasifica el comportamiento asintotico de los finales de estas superfi-
cies.

| Definiciéon 3.3. Sean y,¢ : D* — H? finales de superficies de Bryant regulares.
Diremos que y y ¢ son asintoticos si y solo si la distancia (del espacio hiperbélico) entre
v (&) y ¢(&) tiende a cero cuando { tiende al origen.
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| Teorema 3.6. Los finales regulares de una superficie de Bryant propiamente embe-
bida son asintéticos a los finales de una catenoide cousin, a excepcion del caso en que la
superficie sea una horoesfera.

Finalmente, por medio de este teorema los autores clasifican las superficies de
Bryant propiamente embebidas, simplemente conexas, y con dos finales.

| Teorema3.7. Lanica superficie de Bryant simplemente conexa y propiamente em-
bebida es la horoesfera, y la tinica con dos finales, la catenoide cousin.



4 | Representacion conforme de su-
perficies llanas en H’

En este capitulo presentaremos una representacion conforme para superficies lla-
nas inmersas en H>. Las superficies llanas son aquellas cuya curvatura intrinseca es
igual a 0. Esta representacion fue dada por Galvez, Martinez y Milan en [13].

La representacion conforme de inmersiones llanas en el espacio hiperbolico se
basan en un factor fundamental de este tipo de inmersiones. Este hecho es que la
segunda forma fundamental de la inmersion definira una métrica sobre la superficie.
Asi podremos trabajar con la estructura conforme definida a partir de esta métrica.
En esta parte introductoria al capitulo desarrollaremos este resultado.

Sea M? una 2-variedad simplemente conexa y v : M? — H?® una inmersiéon
cuya métrica ds* = {dy, dy) es isométrica a la métrica del plano. Una inmersion de
este tipo diremos que es llana. Dada una inmersion llana podemos tomar parametros
isotermos (x, y) de manera que la métrica viene dada como

ds* = dx* + dy*. (4.1)

Observacion 4.1. Notar que por la relaciéon que estableciamos en la Seccién 1.3 pa-
ra las curvaturas intrinsecas y extrinsecas en el espacio hiperbolico, obtenemos que

K, , = 1 para inmersiones llanas en H°.

Denotemos por # al vector normal unitario a la inmersiéon en cada punto. Como
comentabamos en la Seccién 1.3 sobre el espacio hiperbélico, n € Sf. De esta manera
se comprueba que {l[/x, W, 1, u/} es una base ortonormal en cada punto de L*, siendo
y el vector posicion. Realizando calculos sencillos llegamos a las siguientes ecuacio-
nes de estructura de nuestra inmersion, que no son mas que expresar los siguientes
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vectores en funcion de la base {l[/x, Wy s y/}:

v = Enty,

v, = Fn,

v,, = Gn+y, (4.2)
n. = —Ey,—-Fy,

n, = —Fy,—-Gy,

donde E, F y G son funciones diferenciables sobre M. Realmente estas funciones son
los coeficientes de la segunda forma fundamental de la inmersion, i.e.

E = <Wxx’ ’1)’ F = <ll/xy’ ’1)5 y G = <ll/yy’ rl)'

Recordamos ahora las ecuaciones fundamentales de la Teoria de Superficies. La ecua-
cién de Gauss viene dada por

(Wx), s wy) = (W), W)

Sustituyendo las ecuaciones de estructura (4.2) por medio de la ecuacion de Gauss y
usando el hecho de que {q/x, 787 l//} es un base ortonormal, obtenemos

(En+w),.w,) = ((Fn.,y,),
(Eqn+En,+w,w,) = (Fn+ Fn.y),
E(-Fy,-Gy,y,)+{y,v,) = F(—Ey,-Fy,y,),
—-EG+1 = —F>
Veridicandose entonces
EG-F*=1 (4.3)

Las ecuaciones de Codazzi-Mainardi son

(Wax) o) = (W) om0y (), m) = ((wy,) o)

A partir de la primera de estas ecuaciones, procedemos de la misma manera que como
lo haciamos para la ecuaciéon de Gauss, teniendo en cuenta que 7 € S3,

(Eqn+ En,+w,n) = (Fn+Fn,n),
En.n)+ EC—Ey, — Fy,,n) = F/n,n) + F(—Fy,—Gy,,n),
—E, = —F

y x*

Haciendo lo mismo para la segunda de las ecuaciones de Codazzi-Mainardi obtenemos
las siguientes relaciones entre las derivadas parciales de las funciones E, F y G:

E,=F, y F,=G, (4.4)



4. REPRESENTACION CONFORME DE SUPERFICIES LLANAS EN [h]3 61

respectivamente de cada ecuacion.

Ahora usaremos el Teorema de Frobenius, que enunciaremos a continuacion.

| Teorema 4.1 (Teorema de Frobenius). Dada una variedad simplemente conexa
M orientable y dadas funciones diferenciables E, F y G definidas sobre M. Entonces
existira una funcion diferenciablep : M — Rcon¢, = E, ¢, =Gy, = Fsiy
solosiF, =E, yG, =F,

En nuestro caso, al haber considerado M? variedad simplemente conexa, las igual-
dades (4.4) nos aseguran la existencia de una funcién ¢ : M? — R verificando las
hipotesis del Teorema de Frobenius. De esta forma la segunda forma de la inmersion
se puede expresar a partir de ¢ como

do* = ¢ dx* + o, dy? +2¢,,dxdy, (4.5)
traduciéndose la ecuacion de Gauss (4.3) en

by, — @7, = 1. (4.6)

De (4.3) deducimos que por medio de la eleccion de una orientacion adecuada
de M? podemos tomar ¢ > 0. De esta forma la segunda forma fundamental sera
definida positiva y definira una métrica sobre M?2. Asi, de acuerdo a lo estudiado en la
seccion 1.1, consideraremos M2 como superficie de Riemann dotada de la estructura
conforme inducida por la segunda forma fundamental dc?.

4.1 Superficiesllanasy aplicacion de Gauss hiperbo-
licas en H’

Como hemos visto en el resto de capitulos la existencia de representaciones con-
formes para un determinado tipo de superficie esta estrechamente relacionada con la
existencia de una aplicaciéon holomorfa de la superficie en la esfera de Riemann. En
el caso de inmersiones llanas en H? esta aplicaciéon viene dada por las aplicaciones
de Gauss hiperbdlicas y tenemos el siguiente teorema analogo al Teorema 2.1, para
superficies minimas y al Teorema 3.1. Observar que la diferencia fundamental con
respecto al teorema para superficies de Bryant es que aqui las aplicaciones de Gauss
hiperbélicas son holomorfas con respecto a la estructura conforme inducida por do?,
y no de ds>.
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| Teorema 4.2. Sea N? una superficie orientable y conexa y ¢ : N> — H3 una
inmersion tal que su segunda forma fundamental es definida positiva para una elec-
cion del vector normal . Si sobre N* consideramos la estructura conforme inducida por
la segunda forma fundamental, entonces la inmersion G~ = [p—n] : N? — Sio
(G+ =[p+n]: N>*— Sio) es conforme si y solo si o bien la métrica inducida por ¢
es llana o bien @ es una inmersion totalmente umbilical.

Demostracién. Seap € N%y {E 15 Ez} una base ortonormal en un entorno de p que
diagonaliza la métrica asociada a la segunda forma fundamental, esto es

do® (E, E;) =(—dn (E;).de (E;)) = h;;6;, i.j€{1,2}, (4.7)

ij>

donde §;; denota la funcién Delta de Kronecker. Para comprobar que [¢ — 7] sea con-
forme con respecto a la métrica inducida por la segunda forma fundamental basta que
se cumpla

(d(@=-n)(E).d(@-n) (E;))=Ah;s;, ij€{l1,2}, (4.8)

para A : N2> — R* diferenciable. Por medio de las igualdades en (4.7) las expresiones
de (4.8) se verificaran si y solo si se cumple

(1—hy)? _ (1= hy)?
hy hy,

para todo p € N2. O equivalentemente

Sila inmersioén @ es totalmente umbilical las curvaturas principales coinciden en todos
los puntos. Por otra parte, recordamos que la curvatura exterior de una superficie llana
es 1, Observacion 4.1. Dada la base {El, Ez} de do? se tiene que K, , = h, hy,. En
consecuencia tenemos la implicacion hacia la izquierda del teorema.

Para la implicacion hacia la derecha partimos de la igualdad (4.9). Consideremos
el conjunto N’ = {p e N?: K, (p)# 1} . Este conjunto es abierto y en €l yy, es

totalmente umbilical. Asi, K

.x: €S constante sobre cada componente conexa de N’

(pues las superficies totalmente umbilicales en H* son o bien horosferas o trozos de
esferas [29]) y, por tanto, de su clausura. Con lo que, y es llana o totalmente umbilical.
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4.2 Teorema de representacion conforme

Esta seccion esta dedicada a la demostracion del teorema de representacion con-
forme para superficies llanas en H*. Continuamos empleando la misma notacién que
introduciamos al comienzo de este capitulo.

Observacion 4.2. Para adaptarnos a la notaciéon empleada por los autores de [13] en
esta seccion realizaremos la identificacion de S2 en C_, por medio de la proyeccion
estereografica contraria a la que usabamos en el capitulo anterior, ahora desde el po-
lo norte. Como consecuencia ahora al pasar al cociente en el cono de luz estamos
conservando la orientaciéon. La identifiacion sera

(xxxx)€N3r—>ueC = CP!
05 X1> X2, X3 o = .
Xo = X3

Lema 4.1. El parametro complejo
z=u+tiv=(x+¢)+i(y+¢) (4.10)

es un parametro conforme para la estructura conforme inducida por do?>.

Demostracion. La matriz Jacobiana del cambio de coordenadas (x, y) — (u, v) es

J<(x,y)> _ 1 <+1+¢yy ~., >
(Ll, U) 2+ d)xx + d)yy _(pxy 1+ ¢xx

De esta forma tenemos

1
dx = o (A +@,,)du—¢,,dv)
_
dy = 2+%%( b, du+(1+¢,)dv).

Sustituyendo estas expresiones en (4.5) y usando (4.6) llegamos a la siguiente expre-
sion para la segunda forma fundamental en funcion de z

1

do’= ———M
2+ ¢ty

|dz|?, (4.11)

que nos indica, por (1.4), que efectivamente z es un parametro conforme para la es-
tructura conforme inducida por la segunda forma fundamental. |

Lema 4.2. La aplicacion de Gauss hiperbolica G~ = [w —n] : M*> — §2 =C
(Observacion 3.1) es holomorfa con respecto a la estructura conforme inducida por la

(e ]

segunda forma fundamental en M>.
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Demostracion. Empleando la matriz Jacobiana para obtener las expresiones de las
derivadas parciales de y y n con respecto a u y v llegamos a que

w=-n,=v, y (y—n,=y, (4.12)

Entonces, puesto que (x, y) son pardmetros isotermos para la imersion v : M? —
H® C L* los parametros (u, v) seran a su vez isotermos para la aplicacién w — 7 :
M? — N° C L* De manera que z = u + iv es un parametro conforme para y — 7,
y con ello para [y — 5] : M? — Szo. Ademas de (4.12) vemos que y — 7 conserva la
orientacion, por lo que [y — 5] : M? — Sio = C_, también la conserva (Observacion
4.2) y sera holomorfa. |

Observacion 4.3. Recordamos que el borde ideal presenta una estructura de superfi-
cie de Riemann conformemente equivalente a la esfera de Riemann (Seccién 1.3). De
esta forma, con el lema anterior hemos probado que la aplicaciéon [y — ] : M? —
Sio = C_, se puede ver como una aplicacion holomorfa de M? en la esfera de Riemann.

Lema4.3. Lainmersiény : M? — H? puede ser recuperada a partir de la aplicacion
v —n . M?>— N’ como

w=%(w—n)+2(t//—f1)zz- (4.13)

Demostracion. Obtenemos las siguientes expresiones para las derivadas parciales de
segundo orden de y — 7

( ) 1+¢yy + 1+¢xx
V=M = v n,
2+¢,,+ 9, 2+¢,,+ 9,
1+¢xx 1+¢yy
(W —n)y, =

v+ n.
2+¢XX+¢yy 2+¢xx+¢yy
A partir de estas expresiones el laplaciano de y — 5 queda:

AW =Mz =W =My + (W =My, =W + 1.

Aplicando dos veces esta igualdad deducimos finalmente
1
W=2W Mt 2W M —n =2 — )zt S ().

Proposicion 4.1. La aplicacién w : M? — H? se puede recuperar como y = gg*, de
acuerdo a la identificaciéon de H* con Herm(2), donde g : M? — SL(2,C) es una
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inmersion holomorfa de M? en el grupo especial lineal complejo de orden 2, i.e. las
matrices complejas de determinante igual a 1, que verifica

1y, _1(0 f
g a’g—2<1 0 dz, (4.14)

siendo f : M> — Ccon |f]| < 1.

Demostracion. En la Observacion 4.3 veiamos como [y — 7] : M? — S2 =C_ =
CP! es una aplicacién holomorfa. Por ello, existiran A, B : M? — C funciones
holomorfas tal que la imagen de [y — 7] queda representada por [A, B], por medio
de la identificacion de la esfera de Riemann con la recta proyectiva compleja. De esta
manera, de acuerdo a la identificacion de S como el cociente N’ /R* que haciamos
en la Seccion 1.3, w —n : M? — N? viene dada por

A S AA AB
v—n=242 (B) (A,B) =2 <AB BB) € Herm(2), (4.15)

para alguna funcién real positiva A € C* (M 2). Por medio de esta expresion, em-
pleando el producto escalar de Herm(2), que detallabamos en (1.6), llegamos a

(=), = m):) = 3 IAB, - BAJ (4.16)

Por otro lado, a partir de (4.1) y (4.12) tenemos

1
(=m..(w =mz) = 7.
Sustituyendo en (4.16), finalmente llegamos a que
1ﬁm&—3@ﬁ=l
2 ' 2

De aqui obtenemos que AB, — BA, no se anula sobre M?, asi existird una funcién
holomorfa R : M?> — C con R*> = AB, — BA,. Llamamos C = A/ <\/§R> y

D =B/ (\/§R> entonces la expresion (4.15) queda

a2 cC CD (4.17)
v=n1=<\¢ép pp) :
Por su construcciéon C, D : M? — C son funciones holomorfas. En particular cum-

plen

CD. - DC, = % (4.18)
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Por medio de (4.13) y (4.17) podemos expresar y en forma hermitica como

_[(CC+4C,C, CD+4C.D, (4.19)
- \CD+4C,D, DD+4D,D, '
y para su normal unitario
-CC+4C,C, —-CD+4C.,D
n= - _EE _ e (4.20)
-CD+4C,D, —DD +4D,D,
Definimos ahora la funcién f : M? — C como
¢, — . +2idp,
f=-= z. (4.21)

2+ + oy,
Esta funcién f verifica la igualdad (y +#), = f (¢ —n),, lo que en forma matricial
queda
4 (CC. C.D.\ _ (cC. cb.
CZDZZ DZZDZ B CZD DDZ .

De (4.18) tenemos que C, y D, no se pueden anular simultaneamentes. Por tanto, de
la anterior igualdad deducimos que

C,.=:/C, D, =1fD. (4.22)

Asi, f : M? — C es una funcién holomorfa. Se comprueba ficilmente a partir la
definicion y de la igualdad (4.6) que el moédulo de f es siempre estrictamente menor
al:

|f] < 1.

Finalmente, definimos la inmersiéon holomorfa g : M? — SIL(2, C) dada por

C 2C,
g= <D 2Dz> . (4.23)

Se comprueba a partir de (4.19) que la inmersién y es devuelta por
y =gg".

Ademas, aplicando (4.22) de forma directa se comprueba

g ldg = % ((1) g) dz. (4.24)
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Observacion 4.4. Es posible obtener expresiones para la primera y la segunda forma
fundamental de la inmersién y : M? — H? a partir de la funcién f. Asi, seaw = Ed z,
estas se expresan como

ds? = fa’+ f@? + (1+1f1?) |lwl?,

do® = (1-1|f*) |wl* (425)

Tenemos ahora las herramientas necesarias para poder presentar el Teorema de
representacion conforme para superficies llanas en H?.

| Teorema 4.3 (Representacién conforme de superficies llanas en H*).  Sea M?
una superficie simplemente conexa yw : M?* — H? una inmersién llana. Si sobre M?
consideramos la estructura conforme determinada por la segunda forma fundamental
de y, entonces existe una inmersién holomorfa g : M? — SL(2,C) y un par (f,®)
formado por una funcién holomorfa f y una 1-forma holomorfa w definidas sobre M?
tal que:

a) |f| <1 yw+# 0 en todo punto,
b) Se verifica

- 0 f

1 —

g dg= <1 O) . (4.26)

c) w=gg"

d) la métrica inducida por la inmersion y la segunda forma fundamental vienen da-
das por (4.25).

Ademas, g es unica salvo multiplicacion a la derecha por una matriz constante g, €
SU(2), donde SU(2) = {m € SL(2,C) /mm* = 1,}.

Reciprocamente, sean M?* una superficie de Riemann y g : M?> — SL(2,C) una
inmersion holomorfa tal que g~'dg se expresa como en (4.26) donde (f,w) es un par
formado por una funcion holomorfa con |f| < 1 y @ una 1-forma holomorfa la cual
nunca se anula definidas sobre M?*. Entonces w = gg* : M? — H? es una inmersién
llana con métrica y segunda forma fundamental dadas por (4.25).

| Definicién 4.1.  El par (f, ) en el teorema anterior seran llamados datos de Weiers-
trass asociados a la representacion conforme de la inmersion llana.

Demostracion. Para la primera implicacion del teorema, la existencia de g y f asi
como la verificacion de a), b), ¢) y d) ha sido desarrollada en la Proposicion 4.1 y la
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Observacion 4.4. La demostracion de la unicidad es idéntica a la que realizabamos el
caso del Teorema 3.2 de representacion conforme para superficies de Bryant.

Para probar el reciproco, sean g : M? — H? una inmersién holomorfa cumplien-
do (4.26) y sea y : M? — M la aplicaciéon dada por w = gg*. Tenemos que

0
dg=g<a) ff)

Por otra parte (g7'dg)* = dg* (g_1 )* y por tanto

dg _<f6?) O)g.

_ 0 fo+od\ .,
dw_g<w+f_d) 0 >g.

Asi tenemos

(4.27)

Como f y w son holomorfas, entonces (1 + f)@ y (1 + f) @ seran holomorfas y
antiholomorfas, respectivamente. Por tanto, sus diferenciales se anulan y tendremos

d(%(l +He+ia +f)a')> 0, d (é(l - fHe -1t —f‘)@) — 0.

Observar que estas son las diferenciales de la parte real e imaginaria de (1 + f)w. Es
decir, tenemos formas diferenciales reales cerradas. Asi empleando el Lema de Poin-
caré [30] existen funciones locales bien definidas localmente x e y que cumplen

dx=3(1+fo+i1+Ha, dy=i1-Ho-i1-a,

verificAndose )
dx Ady = ‘7’ (1=1f1) wA .

Como |f| < 1, tenemos que (x, y) son nuevas coordenadas. Y, de (4.27), la métrica
inducida viene dada por

ds* = (dy,dy) = —det(dy) = fo’ + (1 + |f*) lo]* + f@* = dx* + dy?,
al ser g € SL (2, C). Lo que se corresponde a una inmersion llana.

Ademas, de (4.27) se comprueba que un normal a la inmersion es

__ (0 0 .
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con

0 w-fo) .,
dn=-—g 0 g

®—f®d
Asi, concluimos que la segunda forma fundamental de la inmersién y queda
2 _ _ 2 2

do® = (dy,—dn) = (1—|f]*) |o|*.
Concluimos asi la demostracion. |
Observacion 4.5. Pese a que hemos enunciado el Teorema de representaciéon confor-
me de superficies llanas para 2-variedades simplemente conexas, es posible generali-
zarlo al caso en el que M? no cumple necesariamente esta hipotesis con un espiritu

similar a lo que comentabamos en la Observacién 2.3 para superficies minimas y en
la Observacion 3.6 para superficies de Bryant.

4.3 Ejemplos de representacion conforme de super-
ficies llanas

En este apartado vamos a dar algunos ejemplos de superficies llanas en H* cons-
truidas a partir de datos de Weierstrass. En primer lugar, dados unos datos de Weiers-
trass damos una expresion de la inmersiéon g : M? — SL (2, C) en funcion de estos
datos de manera similar a la dada en (4.23).

Si consideramos los datos de Weierstrass (f, w) definidos sobre una superficie
de Riemann M? escritos en un parametro arbitrario ¢ como (f(£), A({)d §) y sea la
inmersion holomorfa g : M? — SIL (2, C) dada por

g=<§; ﬁ)

De (4.26) obtenemos la siguiente igualdad matricial
<C§ E§> _ <hE fhc>
D, F, hF  fhD

Igualando las entradas de las matrices obtenemos el sistema de ecuaciones diferen-

ciales
E = -C,
h
Fo= 3D (4.28)
1 .
C = —E.
D = —F,.
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Sustituyendo las dos primeras igualdades en las dos ultimas obtenemos que C y D
seran soluciones linealmente indepentiendes de la ecuacion diferencial ordinaria

X th X =0 4.29
gg‘? g_f - V. ( )

Reciprocamente podemos tomar soluciones C y D linealmente independientes de

(4.29) con

%(CDg - DC;) =1

de manera que la inmersiéon g : M? — SL (2, C) dada por

¢ %Cg (4.30)
8= 1 .

determina una inmersion llana con datos de Weierstrass (f({), h({)d {) .

Observacion 4.6.  Si tomamos otras soluciones independientes de la ecuacion (4.29)
obtendremos otra inmersion llana § que coincide con y salvo una isometria de H?
(ver [12]).

Ejemplo 4.1 (Superficies paralelas). Consideremos una superficie simplemente cone-
xa M? y una inmersion llana y : M? — H?>. Por el Teorema 4.3 existe un parametro
conforme con respecto a la segunda forma fundamental ¢ sobre M? y datos de Weiers-
trass (f,hd ¢) tal que w = gg* con g : M? — H? determinada por (4.29) y (4.30).

Si ahora tomamos f, = e* f y w, = e'h d{ parat tal que | f,| siga teniendo modulo
menor a 1, para cada f podemos definir la inmersién g, : M? — SL(2, C) dada por

e—t/ZC let/ZC
= h ¢
& e /2D %ez/zDg

2t
g 'dg, = <° . ) e hdt.

y verificando que

1 0

Es decir, (f;, h,d{) son datos de Weierstrass para la inmersion y, = g,g’. Ademas
y, = cosh(f)y + sinh(?)n, que es una inmersion llana paralela a y a distancia |¢|.

Los siguientes ejemplos de representacién conforme se corresponderan con super-
ficies de revolucion en H?, asi que vamos a introducir brevemente estas superficies.
Para ello emplearemos el modelo del semiespacio superior de R* que presentabamos
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en la Seccidén 1.3. En este espacio una superficie de revolucion alrededor de la geodé-
sica {(0, 0,x5) @ x5 > 0} puede ser parametrizada de la forma

w(r,0) = (y,(r) cos(8), y,(r) sin(8), y;(r))

con y,(r) > 0 y tomando r el parametro longitud de arco de la curva generatriz
(¥,(r), 0, y5(r)), ver [13]. La curvatura intrinseca o de Gauss de esta inmersion, ver

[7], viene dada por
K. =_d_2 <y1(r)> y3(r)
" dr2 \ y;(r) ) »(r)’

Se comprueba que K;,, se anula, si y so6lo si, y,(r) = (ar + b)y,(r), con a y b no ambos
nulos. Tendriamos en ese caso una superficie de revolucion llana.

Vamos a centrarnos en estudiar las representaciones conforme de dos tipos de
superficie de revolucion llanas. Estas son las horosferas, cuando a € {—1,+1} y los
cilindros hiperbodlicos, si a = 0.

Ejemplo 4.2 (Horosferas). Recordamos que una horosfera en H® C L* es la superficie
de revolucion que se obtiene al intersecar H* con un plano cuyo vector normal se
encuentra en N°. La Figura 4.1 muestra dos horosferas en el modelo del semiespacio
superior de R?

Los datos de Weierstrass para una horosfera se consiguen tomando M? = C con
f =0y w = d{. De acuerdo a las expresiones (4.29) y (4.30) la inmersion g en este

_ (€ &
£=\p b,

siendo C y D soluciones independientes de la ecuaciéon

caso vendra dada de la forma

Podemos asi tomar las soluciones C = 1 y D = {, en este caso la inmersion y = gg*

_(1 ¢
""(c |c|2+1>'

Ejemplo 4.3. Un cilindro hiperbélico en H? es el conjunto de puntos a una distancia

de una horosfera queda

fija de una geodésica, Figura 4.2. Los datos de Weierstrass de un cilindro hiperbélico
son
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—_

-

Figura 4.1: En el modelo del espacio hiperbolico del semiespacio: a la izquierda horos-
fera para a = —1, a la derecha horosfera obtenida con a = 1. Imagenes extraidas de
[13].

Figura 4.2: Cilindro hiperbolico representado en el modelo del semiespacio. Imagen
extraida de [13].

con k? = 2b* + 1, y tomando M? = C*. Asi la ecuacion diferencial (4.29) queda

1 11

Tomamos las soluciones independientes C = £!'/? y D = ¢~/2. Asila inmersion g, de

_ C1/2 icl/z
8 e _iC—1/2 .

La correspondiente inmersion llana sera

N <(k2+4)|€I2 <k2—4>c>
I\l w-ar wra )

acuerdo a (4.30), sera

Finalmente mencionamos que cuando a & {—1,0,1} las superficies obtenidas
son superficies de revolucion llanas no completas [13]. Se trata de superficies que
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presentan una singularidad provocada debido a que la curva generatriz corta al eje de
rotacion de forma no perpendicular. Al eliminar dicha singularidad no diferenciable
el resultado es la perdida de la completitud.

4.4 Aplicaciones de la representacion conforme de
superficies llanas en H’

En esta seccidon haremos uso de la representacion conforme que hemos desarro-
llado en este capitulo para estudiar las superficies llanas inmersas en H*. En primer
lugar debemos tener en cuenta que existe una clasificacion total de las superficies lla-
nas completas en H? que fue propuesta de manera independiente por Sasaki y Volkov-
Vladimirova en [27] y [32] , respectivamente. El teorema es el siguiente.

| Teorema 4.4. Sea M? una 2-variedad simplemente conexa yy : M?> — H?. En-
tonces w(M?) es o bien una horosfera o el conjunto de puntos a una distancia fija de una
geodésica (cilindro hiperbdlico).

Aunque las demostraciones originales no hacen uso de la representacion conforme
nosotros daremos una prueba alternativa empleando esta herramienta propuesta en
[13].

Demostraciéon. La variedad M? con la estructura conforme inducida por la segunda
forma fundamental do? adquiere estructura de superficie de Riemann simplemente
conexa. Por el Teorema 1.3 de uniformizacion M? sera conformemente equivalente a
uno de los siguientes espacios: C_, C o D. En primer lugar, podemos excluir la esfera
de Riemann pues la métrica do? es conforme a la métrica llana del plano complejo,
ver (4.11).

Sean (f, ) los datos de Weierstrass asociados a la inmersion y, recordamos las
expresiones para ds” y do? en funcién de estos datos:

ds* = fa?+ f@? + (1+ /) lwl?,
do* = (1-1|fP) ol

Por ser | f| < 1 tenemos la desigualdad
ds* < 4|wl|?. (4.31)

Por la expresion (4.31), si M? fuera conformemente equivalente al disco, por el Le-
ma 2.6, (al ser @ # 0), llegariamos a una contradiccion con la completitud de d 2.
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Concluimos que M 2 debe ser biholomorfa a C. Ahora, como en este caso f sera una
funcion entera de modulo menor que 1, sera constante. Asi, podemos tomar datos de
Weierstrass para la inmersion de la forma (¢, d{) con ¢ constante y { € C. De acuer-
do al Ejemplo 4.2 si ¢ = 0 la inmersion y se correspondera con una horosfera, por el
contrario si ¢ # 0, por medio del cambio de variable z = e? ¢/¢ obtenemos los datos
de Weierstrass del Ejemplo 4.3 y y sera un cilindro hiperbolico. |

Otra caracteristica de las superficies llanas que es posible estudiar por medio de la
representacion conforme son los finales, que definiamos en 3.2. En particular, un final
completo de una superficie puede ser de dos tipos: biholomorfo a una corona circular
0 a un disco menos un punto, que pese a ser difeomorfos no son conformemente
equivalente. Asi Galvez, Martinez y Milan probaron la siguiente caracterizacion de
los finales de una superficie llana completa en [13].

Proposicién 4.2.  Todo final completo de una superficie llana en H* es biholomorfo,
con la estructura conforme dada por la segunda forma fundamental, a un disco menos
un punto.

Por tanto, el estudio de finales completos es equivalente al estudio de inmersiones
y : D* — H3 donde D* = {z € C : 0 < |z| < 1}, para las cuales la métrica inducida
es completa en el origen.

| Definiciéon 4.2. Sea w : D* — H? una inmersion llana con final completo en
el origen. Diremos que el final es regular si la aplicacion de Gauss hiperbélica G~ se
extienede de manera holomorfa sobre el origen.

Asi en [13] se prueba el siguiente teorema relativo a finales regulares.

| Teorema 4.5. Seay : D* — H? una inmersion llana con final completo en el ori-
gen, y sean (f, w) datos de Weierstrass asociados ay . Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

a) El final es regular.

b) fw?* tiene como mucho un polo de orden 2 en el origen.

¢) La ecuacion diferencial (4.29) tiene una singularidad regular en el origen.

Otro aspecto estudiado en [13] es el comportamiento de los finales regulares en
el infinito. Asi se comprueba que guardan similitudes con el comportamiento de las
superficies llanas de revolucion. Presentamos la siguiente definiciéon analoga a la defi-
niciéon de finales asintoticos que dabamos para superficies de Bryant (Definicion 3.3).



4. REPRESENTACION CONFORME DE SUPERFICIES LLANAS EN [h]3 75

| Definiciéon 4.3. Sean y,¢ : D* — H3 inmersiones llanas con finales regulares en
el infinito. Diremos que y y ¢ tienen el mismo comportamiento en el infinito si y solo si
la distancia (del espacio hiperbolico) entre w({) y ¢({) tiende a cero cuando § tiende al
origen.

| Teorema 4.6. Seay : D* — H? una inmersion llana con final regular en el origen.
Entonces existe una inmersién de una superficie de revolucién llana wy : D* — H? con
un final en el origen tal que y y yy tienen el mismo comportamiento en el infinito.

Por ultimo, la representacion conforme de estas superficies también ha resulta-
do fundamental para el estudio de los conocidos como flat fronts, superficies llanas
inmersas en H® que presentan unas ciertas singularidades admisibles [16], [18]. Mas
tarde se descubri6 una conexion entre los flat fronts y las superficies minimas en el
espacio euclideo [21].

4.5 Representacion conforme en el espacio de De Sit-
ter

En el espacio de Sitter también es posible dar un teorema de representacion con-
forme para inmersiones llanas [12]. Hay que tener en cuenta que, como comentaba-
mos en la Seccidén 1.3, el espacio de De Sitter es una 3-variedad Lorentziana. Por ello,
podemos encontrar inmersiones llanas Riemannianas y Lorentzianas.

La representacion conforme en el caso Riemanniano se deduce directamente por
los siguientes resultados.

Proposicion 4.3. Sea M? una 2-variedad y sea w : M? — H? una inmersién llana
con parametros isotermos unitarios (x, y) para la métrica inducida. Si consideramos
el campo vectorial normal unitario a la inmersién n : M? — ST, este define una
inmersion llana Riemanniana en el espacio de de Sitter.

Proposicién 4.4. Toda inmersion llana con métrica inducida Riemanniana j : M2 —
S? puede ser vista como el campo vectorial normal unitario a una inmersion llana en
el espacio hiperbélico ¢y : M? — H?. Ademas la segunda forma fundamental de
ambas inmersiones coincide, y viene dada por (dy, —d7}).

De las anteriores proposiciones y siguiendo el teorema de representacion confor-
me que estudidbamos en este capitulo se comprueba que toda inmersion llana Rieman-
niana en Sf puede ser expresada en términos de datos holomorfos para la estructura
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conforme inducida por su segunda forma fundamental. Ademas, el caso de inmer-
siones Lorentzianas también acepta una representacion de este tipo. Asi, en [12] se
enuncia el siguiente teorema.

| Teorema 4.7 (Representacién conforme de superficies llanas de S?) Sea M?
una superficie simplemente conexa yy : M? — Sﬁ una inmersion llana con métrica
no degenerada. Si sobre M? consideramos la estructura conforme dada por la segunda
forma fundamental de y, entonces existe una inmersién holomorfag : M* — SL(2,C)
y un par (f , ) formado por una funcion holomorfa f y una 1-forma holomorfa w para
la mencionada estructura tal que g verifica (4.26) y tal que

a) si la inmersion es Riemanniana, |f| < 1, ® # 0 en todo punto y la inmersion es
recuperada como y = +ge,g*, donde

e_1o
37\0 -1/

En este caso, la métrica inducida y segunda forma fundamental vienen dadas por

ds* = —fo? + (1 + | fP) |lo|* = fa?,

do? = (1 = |f]P) lo]". (4.52)

Ademas, g es tinica salvo multiplicacion a la derecha por una matriz constante g, tal que

goe3g3‘ = é;3.
b) si la inmersion es Lorentziana, Im(f) < 0, @ # 0 en todo punto y la inmersion puede
ser recuperada como y = —ge,g*, donde

01
ei=\ o)

En cuyo caso, la métrica inducida y segunda forma fundamental vienen dadas por

ds?’ == (fo? + (f + f) lo]* + fa?),
d02=i(f—f) lw]|?.

Y g es tnica salvo multiplicacion a la derecha por una matriz constante g, tal que

f—
gOelgO =é.

(4.33)

Reciprocamente, sea M* una superficie de Riemann y g : M?* — SL(2,C) una
inmersion holomorfa cumpliendo (4.26) para una funcion holomorfa f y una 1-forma
holomorfa w, ambas respecto a la estructura conforme de M>
a) si [fl<1, la aplicacion v : M? — S? dada por y = ge;g* es una inmersion llana
Riemanniana con métrica inducida y segunda forma fundamental dadas por (4.32).
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b)siw # 0 en todo punto yIm(f) < 0, la aplicaciony : M? — S? dada pory = ge,g*
es una inmersion llana Lorentziana con métrica inducida y segunda forma fundamental

dadas por (4.33).

Las grandes similitudes entre las representaciones conformes de las superficies
llanas en H? y en S} nos permiten obtener resultados para inmersiones llanas Rie-
mannianas en Sf del tipo de los vistos en la Seccioén 4.4. Sin embargo, para inmer-
siones Lorentzianas las diferencias en la métrica no permite el empleo de las mismas
técnicas de forma tan directa. Algunos resultados de este caso han sido obtenidos, por
ejemplo, en [2] y [15]. No obstante, a dia de hoy el estudio de las inmersiones llanas
Lorentzianas en S? sigue siendo un campo abierto de estudio con resultados que ain
no han sido generalizados, entre ellos destaca la extension de la teoria de los flat fronts
[18] a este ambiente.
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