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English Abstract

Copulas are valuable tools employed in modeling the dependence between differ-
ent random variables. Their best utility comes from the well-know Sklar’s Theorem,
which establish, for every random vector, the existence of a copula reflexing its de-
pendence structure. In this work, most copula properties are introduced among some
parametric families. Finally, as applications, two copula-based models for clustering
are developed.

Las copulas constituyen una gran herramienta a la hora de modelar la dependencia
entre una serie de variables aleatorias. Su gran utilidad viene dada por el célebre
Teorema de Sklar, que indica que, para cualquier vector aleatorio, existe una copula
que refleja su dependencia. A lo largo de este trabajo se exploran las propiedades
de estas estructuras matematicas, y se presentaran diferentes familias parametricas.
Finalmente se propondran dos modelos de clustering como aplicacion practica.






1 | Conceptosydefiniciones basicas

1.1 Repaso sobre el calculo probabilistico multidi-

mensional

Se comienza este capitulo recordando algunas definiciones y propiedades basicas
de las de los vectores aleatorios, asi como de sus funciones de distribucién multiva-
riante:

| Definicion 1.1.  Se define el o-dlgebra de Borel en R"™ como el menor o-dlgebra que
contiene al conjuntoC = {B;y X .... X B, , B; € B(R)}, es decir:

B(R") = o(C).

| Definicion 1.2.  Sea (£2, A, P) un espacio de probabilidad. Se dice que una aplica-
cion X : {2 — R" es un vector aleatorio real si es medible para los o-algebras A y
B(R™), esto es:

X' B)={weN : X(w)eBYc A,  paratodo B € B(R").
En este caso X define una probabilidad Px en (R", B(R")) dada por
Px(B) =P(X Y(B)), paratodoB € B(R").

A Py se la llama distribucion de X, y esta caracteriza al vector aleatorio. En el caso
particular en que n = 1, la aplicacion X se denomina variable aleatoria.

Para las siguientes definiciones y proposiciones siempre se tendra como marco de

trabajo un espacio de probabilidad ({2, A, P).
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Proposicion 1.1.  Una aplicaciéon X : {2 — R" es un vector aleatorio real si y solo si
cada una de sus funciones componentes es una variable aleatoria real.

| Definicion 1.3.  Gracias a la proposicion anterior, dado un vector aleatorio real X =
(X1, ..., Xy), cada una de las componentes X; son variables aleatorias reales. Las dis-
tribuciones de estas variables aleatorias se denominan distribuciones marginales univa-
riantes de X .

| Definicion 1.4.  Dado un vector aleatorio real X = (X1, ..., X,,) se define su funcion
de distribucion asociada F'x : R™ — R como

Fx(z)=P(X1 <x1,....,X, <z,), paratodoz € R".

Las definiciones y resultados que se exponen a continuacion pueden consultarse en

[1].

| Definicién 1.5. Para una funcion F : R® — R, se define el F'-volumen del hiper-
cubo

[Q,Q] = [(Il,bl] X ... X [an,bn]

como

Vin([a, b]) == sign(v) F(v),

v

donde la suma se realiza en los 2% vértices v del hipercubo. Aqui:

. 1, siv; = a; para un nimero par de indices
sign(v) =

—1, siv; = a; para un ndmero impar de indices.

Se introduce a continuacién una caracterizacion de las funciones de distribuciéon mul-
tivariantes, que se recoge en el siguiente teorema:

| Teorema 1.1. F : R" — R es la funcién de distribucion de un vector aleatorio X
si, y solo si, I satisface las siguientes propiedades:

1. F es continua por la derecha en cada una de sus variables.
2. El F-volumen de cualquier hipercubo es positivo, es decir, Vr([a, b]) > 0 para todo
la, b] hipercubo.
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3. Se verifican los siguientes limites:

lfim F(xy, ... x,) =1

T1—>+00,...,Tn—++00
lim F(xy,...,2,) =0, paratodoj€ {1,..n}.
Zj—>—00
Observacion 1.1.
Algunos comentarios sobre el teorema anterior son los siguientes:

» El anterior teorema nos da una correspondencia univoca entre las probabilida-
des definidas sobre (R", B(R")) y las funciones F' que verifican 1,2 y 3.

» La distribucion de un vector aleatorio determina, y es determinada, por su fun-
cién de distribucion.

= Si ' tiene derivadas parciales de orden n-ésimo, condiciéon 2 es equivalente a
que 0"F/0x;...0x, > 0.De esta misma condicion se deduce que F’ es creciente
en cada una de sus coordenadas.

Ademas, se enuncia la siguiente proposicion, que sera de gran utilidad en las siguien-
tes secciones.

Proposicion 1.2.  Sea F' una funcién de distribucion multivariante con marginales
Fi, ..., F,,. Entonces se verifica que, dados z = (x1, ..., 2,),y = (Y1, ..., Yn) € R™

|F (21,00 0) = F(y1, oo yn)| <Y |Fi(a) = Filys)|

=1

Demostracion.  Ver [1], Lemas 6.1.8 y 6.1.9. |

1.2 Definicion y primeros resultados sobre copulas.

Para poner al lector en situacion, se hara un breve recordatorio sobre las margi-
nales de una funcién de distribucion:
Sea un vector aleatorio X = (X7, ..., X,,) con funcién de distribucién F'. Por la Propo-
sicion 1.1, cada una de las componentes del vector constituye una variable aleatoria, y
por tanto cada componente tendra asociada una funcion de distribucion univariante.
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Fijada la componente i-ésima, esta funcion de distribucion vendra dada por:

Fz(l"z) = P(Xi < ZEz)
— P(Xl S +00, 7Xz S Xy, ,Xn S +OO)

=P <X1 € U(—oo,n]), oy X € (=00, z]miy oy Xy € U(—oo,n]))

n>0 n>0

=P ((Xl, s Xn) € [ J(=00,n)) x o x (=00, 3] X ... x (—00,7])

n>0

= lim P((X1,...,X,) € (—o0,n]) X ... X (=00, 2;] X ... X (—o0,n]))

n—oo

= lim F(n,..,z;...,n) = F(4+00,..., T ..., +00)

n—oo

A F; se la denomina como i-ésima funcion de distribuciéon marginal.

El punto de partida es el siguiente: Como se acaba de probar, dada una funcion de dis-
tribuciéon multivariante, podemos conseguir cada una de las funciones de distribucion
marginales univariantes sin mas que tomar limites. La idea tras las copulas es exacta-
mente la contraria, es decir, se busca, dado un conjunto de distribuciones marginales
univariantes, poder "reconstruir” la distribucién multivariante original. Se introduce
asi el concepto de copula:

| Definicion 1.6. Una copula C' es una funcion de distribucion multivariante de un
vector aleatorio X cuyas marginales univariantes siguen distribuciones U (0, 1).

Para el caso de las copulas bivariantes existe la siguiente caracterizacion:

Proposicion 1.3.  Una funcién C : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] continua a la derecha es una
copula siy sélo si, verifica:

1. Cluy, 1) =uy y C(1,uy) = us.
2. C(Ul,O) = C(O,'LLQ) =0.

3. Dados uy, ug, v1,v9 € [0,1] conu; < vy 'y us < vg, se verifica:
C(Ul, UQ) — O(Ul, ’UQ) Z O(Ul, Ug) — C’(ul, UQ).

Demostracion. Las condiciones 2 y 3 surgen Teorema 1.1, teniendo en cuenta que,
para [u, v] = [uy, v1] X [ug, vs], se verifica

Ve(lu,v]) = C(vg,v2) — Clug, ve) — C(v1,us) + Cuy, us).
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La condicion 1, esta es impuesta para que las distribuciones marginales sean distribu-
ciones U(0, 1). |

1.3 El teorema de Sklar

En esta seccion se desarrolla el llamado Teorema de Sklar, que es el resultado basico
que da sentido al estudio de las copulas.

| Definiciéon 1.7. Sea X un vector aleatorio con funcion de distribucién F, y sean
X1, ..., X,, las marginales univariantes asociadas con funciones de distribucion Fi, ..., F,
respectivamente. Se dice que una copula C esta asociada con X si, para todo x =
(21, ..., x,) € R", se verifica que

F(z) = O(F\(21), ..., Fa(w)).

Ejemplo 1.1. Sean Xj, ..., X, variables aleatorias reales independientes con funcio-
nes de distribucion F7, ..., F}, respectivamente, entonces la funcion de distribucion del
vector aleatorio X = (X1, ..., X,,) viene dada por

F(z) = HE(QJZ), para todo z € R".
i=1
Por ello una cépula asociada a X en este caso seria la llamada "copula de independen-
cia", que viene dada por:

Cr(u) = Hui, para todo u € [0, 1]".
i=1
De hecho, un conjunto de variables aleatorias X7, ..., X,, son independientes si, y s6lo

si, la copula C; esta asociada al vector aleatorio X = (X1, ..., X,,). (Ver [2] Corollary
7.1.2).

Para vectores aleatorios continuos es sencillo probar la existencia y unicidad de co-
pulas asociadas, dicho resultado se recoge en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.4.  Sea X un vector aleatorio con funcién de distribucion F' continua,
entonces existe una tnica copula asociada con X, que viene dada por

C(u) = F(F (w), ooy FyH (un)
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Demostracion. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de distribucion F,
entonces F'(X) ~ U(0, 1). En efecto, para ello se consideran los dos casos posibles:

= Caso 1: F' es estrictamente creciente y por tanto su inversa esta bien definida.
Bastanotar que, para u € (0, 1), F(x) < u si, y sélo si, v < F~!(u), y por tanto

P(F(X)<u)=PX < F'u)=FF*u)=u

= Caso 2: F'no es estrictamente creciente, es decir, existe algin un puntou € (0, 1)
de forma que F'~'(u) es un intervalo. Sea entonces [ = {z € R : F(z) = u}.
Por ser I’ continua, I debe ser un intervalo cerrado, ademas el hecho de con-
siderar u < 1 hace que el intervalo I esté acotado superiormente, y por tanto
tendria sentido considerar el punto u' = méx I. De este modo

PF(X) < u) =P(X < F'\(u)) = F(F~'\()) = u.

En ambos casos se llega a que

0, siu<O0
PF(X)<u)=1<qu, siue(0,1)
1, siu>1,

que es la funcion de distribucion de una variable U (0, 1).

Dado ahora el vector aleatorio X = (Xj,..., X,,), se considera el vector aleatorio
Y = (Fi(X1), ..., F,(X5,)). Por lo visto hasta ahora, las marginales univariantes de
este vector siguen distribuciones U(0, 1), pues cada una de las distribuciones margi-
nales son continuas por serlo X, y por tanto su funcién de distribucion es una copula.
Ademas, con razonamiento analogo al anterior:

Fy(u) = P(Fi(Xy) < uy, oo, Fo(X,) < uy) = P(XG < FH(w), o0 X < FH(uy))
= F(F " (u1), ..., F " (uy)),

con lo que la copula dada por dicha funciéon de distribucion es asociada con X.

Veamos la unicidad:

Sea ('la copula construida, y sea C otra copula asociada a X. Entonces, por definicion,
ambas copulas coinciden en el conjunto

A={z=(z1,..,2n) : z € F;(R),i=1,..,n}.

Ahora bien, como cada Fj es continua, alcanza sobre R todos los valores del intervalo
(0,1). Es decir, los conjuntos A y [0, 1]" coinciden salvo, a lo sumo, un nimero finito de
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puntos, luego, denotando como m la medida de Lebesgue n-dimensional, se cumple
que m(A) = m([0,1]™). En definitiva, C' y C' coinciden en casi todo [0, 1]", y como
C es continua por ser composicion de funciones continuas, debe ser C' = C' en todo
[0, 1]™. |

Una cuestion logica seria ver si el resultado anterior puede extenderse a vectores alea-
torios con funciones de distribucidon arbitrarias, no necesariamente continuas. La res-
puesta a ello es dada por el célebre Teorema de Sklar:

| Teorema 1.2 (Sklar). Sea X un vector aleatorio con funcién de distribucion H y
funciones de distribucion marginales univariantes F1, ..., F,,. Entonces existe una copula
C' asociada con X, es decir, tal que se verifica que

H(z) = C(Fi(x1), ..., F(zy)),

para todo z € R".

Observacion 1.2.  En los casos en que el vector X no sea absolutamente continuo no
existe garantia de que haya una unica copula asociada. De hecho existen contraejem-
plos de esto, para ello ver [3].

Una prueba de este teorema, junto con algunas propiedades mas de la clase de las
copulas como subconjunto del espacio de las funciones continuas en [0, 1]”, puede
encontrarse en el Anexo A. Este teorema tiene un reciproco, que es de utilidad a la
hora de generar muestras de vectores aleatorios arbitrarios:

| Teorema 1.3 (Reciproco del Teorema de Sklar). SeaC una copulayseanF, ..., F,
funciones de distribucion univariantes cualesquiera. Si se define H : R™ — [0, 1] como

H(z) = C(Fy(21), ..., Fa(w0)).

para todo x € R", se verifica que H es una funcion de distribucion multivariante.

Demostracion. Basta ver que se satisfacen las propiedades del Teorema 1.1. Para mas
detalles, ver [3]. |

Como ya se adelantd, este teorema permite crear vectores aleatorio con distribuciones
marginales arbitrarias que verifiquen una determinada relacion de dependencia, pues
este hecho es controlado por la copula escogida.
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Ejemplo 1.2. Tomando en el Teorema 1.3 distribuciones marginales N(0, 1) y la co-
pula de independencia C/, se obtiene la funcion de distribucion de un vector aleatorio

Nn<0a [nxn)

1.4 Propiedades de las copulas

En esta seccién se exponen una serie de propiedades que verifican las copulas.
Una consecuencia inmediata de la Proposicion 1.2 es el hecho de que las copulas son
uniformemente continuas:

Proposicion 1.5.  Cualquier copula C' es uniformemente continua, es decir, dados dos
vectores u = (uy, ..., uy),v = (vy, ..., v,) € R" se verifica:

=

C(ur, .y un) = Co1, -y 00)| < Z i — vi.
i=1

Demostracion.  Basta aplicar la Proposicion 1.2 'y tener en cuenta que las funciones de
distribucién marginales de C perteneces a variables aleatorias U (0, 1). |

Ademas, para cualquier copula dada, se pueden obtener cotas fijas de la manera que
sigue. Para méas informacién consultar [3], Capitulo 3.

| Definicion 1.8.  Se define la copula inferior de Fréchet como aquella dada por

Cr(uq, ..., u,) = max (Zul —n+1; 0) .
=1

Se define también la copula superior de Fréchet como aquella dada por
Cuy(ug, ..., uy) = min(ug, ..., uy).

Observacion 1.3.  Aunque se denomine a C7, como "copula inferior", lo cierto es que
solo es una copula para el caso n = 2, sin embargo, es posible probar que, fijado u, €
0, 1]™, siempre existe una copula C' dependiente de u,, de forma que C(u,) = C(uy).
Para una prueba ver [4], Theorem 2.10.13.

Por otro lado, Cy; siempre es una copula. Para ello se considera una variable aleatoria
uniforme U, y el vector aleatorio dado por X = (U, ..., U). Claramente las marginales
de este vector son variables aleatorias uniformes y ademas se cumple:

FX(uh ,Un) = P(U S ULy ey U S U’n) = P(U S min(ulv "'7U7L))

= min(uy, ..., u,) = Cy
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La copula Cy representa una dependencia positiva perfecta, mientras que C', repre-
senta una dependencia negativa perfecta.

| Teorema 1.4 (Cotas Fréchet-Hoeffding). Para cualquier funcion de distribucion
multivariante I con funciones de distribucion marginales F, ..., I, se verifican las de-
sigualdades

mAx <Z Fi(xz)) —n+1; 0) < F(zy,...,2y) <min(Fy(z1), ..., F(z,))  (1.1)
i=1
para todo (x4, ..., z,,) € R". En consecuencia, dada una copula C' culaquiera, se verifica

Cr(uy,...,upn) < C(ur, ...y up) < Cy(ug, ..., up)

para todo (uy, ..., u,) € R™.

Demostracion. La segunda parte del teorema se deduce de la primera, pues en el caso
de las copulas las marginales siguen distribuciones uniformes. Se procede a probar

(1.1):

1. Para la segunda desigualdad basta ver que, por la monotonia de la probabilidad:
F(zy,mn) = P(Xy <y, Xy S 2) S P(X; < 1y) = Fi(a)

parai = 1,...,n, de donde se deduce lo deseado.

2. Se considera ahora la segunda desigualdad. Por definicion, es claro que F'(xy, ..., z,,)

0. Por otro lado, por la Desigualdad de Bonferroni (consultar, por ejemplo, [5]) :

F(zy,..,x,) =P(X1 <xp,.... X, <x) > 1= ZP(X,- > ;)
i=1

i=1 =1

Proposiciéon 1.6.  Sea (X4, ..., X,,) un vector aleatorio con distribuciones marginales
continuas y copula asociada C, y sean 17, ..., T}, funciones estrictamente crecientes.
Entonces el vector aleatorio (7% (X1),T5(Xs), ..., T,,(X,,)) también tiene a C' como
copula asociada.

>
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Demostracion.  Debido a que 711, ..., T}, son funciones estrictamente crecientes:
P(T1(X1) € 21,y To(X) < 3) = PG ST (), oy X,y < T (2)

C(P(Xy <T Ymxy),...,P(X, <T Y(z,))
= C(P(TV (X)) < 21, ., P(T( X)) < )

Proposicion 1.7.  Sea C una copula, entonces existen las derivadas parciales de primer
orden OC'/Ou; en casi todo punto u;. Ademas, se verifica que

0 S S—C(ul,...,un) S 1

Uj
para todo (uq, ..., u,) € R™.

Demostracion. Como se exponia en la Observacion 1.1, al ser C' una funcion de distri-
bucién verifica que es creciente en cada una de sus componentes. Del hecho de que las
funciones mondtonas son derivables en casi todo punto (ver [6], pdg 96) se desprende
la existencia de las derivadas C'/Ju;. Por otro lado, tomando en la Proposicién 1.3
xj; = uj,y; = u; + hyx; =y; = u; parai # j, se obtiene:

0< %OLD w1 Clur,...,uj + hyooyuy) — Clug, .o ug, o, up)
ou; h—0 h
< |uj + h — u;| _q

7]

Para ver algunas propiedades mas de las copulas, se usan dos teoremas clasicos de
teoria de la medida: El teorema de Radon-Nikodym 'y el Teorema de descomposicion de
Lebesgue, los cuales se procede a exponer. Una prueba de los mismos puede encon-
trarse en [2].

| Definicion 1.9.  Sean dos medidas v y i definidas sobre un espacio medible (12, A).

» Se dice que son singulares la una respecto de la otra si estan concentradas sobre
conjuntos disjuntos, es decir, si existen A, B € A con AN B = & y tales que

v(E)=v(ENA), w(F)=wuENB), paratodoF € A.

Se denota porv L p.
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= Porotro lado, se dice que v es absolutamente continua con respecto de 1 si se cumple
wWE)=0=v(F)=0, paratodoF € A,
Se denota por v < ju.

| Teorema 1.5 (Radon-Nikodym). Sea ({2, A, ;1) un espacio de medida o-finito, es
decir, tal que existe una sucesion { A, } C A verificando

U A, =1, p(A,) < +oo paratodon € N.

neN

Sea también v una medida finita sobre ({2, A) de forma que v < (1, entonces existe una
funcion integrable f : 2 — [0, 4+00) verificando:

v(A) = / fdu, paratodo A medible.
A

A f selellama funcion de densidad de v respecto a i, y es unica salvo conjunto de medida
1 nula.

| Teorema 1.6 (Teorema de descomposicion de Lebesgue). Sea (12, A, 11) un es-
pacio de medida o-finito, y sea v una medida finita sobre ({2, A). Entonces existe un
tnico par de medidas finitas v, v, sobre ({2, A) tales que

V=Vs+ 1V, Vs Ly, v vs<Lp.

Proposicion 1.8.  Sea X un vector aleatorio de forma que su distribuciéon Px es abso-
lutamente continua respecto de la medida de Lebesgue, y sea f la densidad asociada
a Px por el teorema de Radon-Nikodym. Entonces, la funciéon de distribucion F' del
vector aleatorio cumple que

O"F

&Cl—ax(%, ) (1.2)

existe en casi todo punto de R". Es mas, se verifica que

oF
0x,...0x,

(X1, ey ) = f(T1, 000y ).
en casi todo punto de R™.

Aplicando estos resultados a las copulas, se obtiene el siguiente corolario:
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Corolario 1.1. Toda cépula C' admite una descomposiciéon en una componente abso-
lutamente continua y otra componente singular. Es decir, podemos escribir

C(uyy ooy tn) = Ac(Ur, ooy ) + Se(ug, ..., uy),

siendo

Ac(uy, ..., up) / / . 3xn — (21, ..., ) dxy...dz)

So(ury oy ty) = C(Ury ooy tty) — Ac (U, .oy Up).

Observacion 1.4.  Del corolario anterior se deducen las siguientes observaciones:

= Si C' = Ag, entonces C' es absolutamente continua, y su densidad viene dada
por
orC (
ouy...0u,

Consideremos ahora el caso en el que la copula C' est4 asociada con un vector

ul,...,un).

aleatorio X = (X1, ..., X,,) absolutamente continuo, con funcién de densidad
conjunta f y funciones de densidad marginales f, ..., f,,. En este caso C sera
absolutamente continua, y derivando en la expresion

F(z) = C(Fi(x1), ..., Fu(z)).
se obtiene

fz, . xy) = c(Fi(x1), oy () f1(z1)s ooy fr(T0),

donde c denota la funcién de densidad de la copula.

s SiC = 5S¢, es decir, si

oC

——(uyg,...,up) = 0 en casi todo punto de R",
duy..0 P
U1...0Up

entonces C' es singular.

» En otro caso, C tiene una componente absolutamente continua y una compo-
nente singular, y ninguna de estas componentes son copulas, pues no tienen
marginales uniformes en (0, 1).

Ejemplo 1.3. Algunos ejemplos son los siguientes:
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» La copula de independencia es absolutamente continua, y su densidad es
c(uy,...,u,) =1, paratodo (uq,...,u,) € R".

» La copula superior de Fréchet es singular.

Se concluye esta seccion con una condicion sufiente para comprobar que una copula
es absolutamente continua en el caso bidimensional, cuya prueba puede encontrarse
en [7].

Proposicion 1.9. Sea C una cépula. Si C(u,v)/dv y 0*C(u,v)/Oudv son conti-
nuas en [0,1]* y 9C(u, v)/du existe para todo u € (0,1) cuando v = 0, entonces

IC (u,v)/Ouy 0*C(u,v)/Ovduexistenen (0,1)? y 9*C(u,v)/Ovou = §*C(u,v)/Oudv.






2 Medidas de asociacion.

En este capitulo se exploran las formas mediante las cuales se pueden usar las
copulas para estudiar los diferentes tipos de dependencia entre variables aleatorias,
un primer ejemplo de esto seria el Ejemplo 1.1. Un método clasico para estudiar la
dependencia entre variables aleatorias en el caso bidimensional viene dado por el
estudio del coeficiente de correlacion lineal p :

| Definicion 2.1. Dado un vector aleatorio (X,Y’), se define el coeficiente de correla-
cion lineal p de Pearson como
~ Cov(X,Y)

/Var(X) Var(Y)

PXY

Se verifica que —1 < pxy < 1, el caso pxy = 1 representa relacién lineal positiva
perfecta, mientras que caso pxy = —1 representa relacion lineal negativa perfecta.

La gran popularidad del coeficiente de correlacion lineal se debe a sus buenas propie-
dades, sin embargo, su uso no es adecuado en situaciones en las que la dependencia
multivariante es de tipo mas general. Algunos de los problemas que presenta son los
siguientes :

» Es posible que alguna de las varianzas del denominador no sea finita, en cuyo
caso no estaria bien definido.

= Sidos variables aleatorias X, Y son independientes, entonces Cov(X,Y) = 0,y
por tanto pxy = 0.Sin embargo, que px y = 0 no implica que las variables sean
independientes, salvo en el caso gaussiano. Es mas, el hecho de que el mddulo
de px,y sea pequefio no implica necesariamente baja dependencia.

» El coeficiente de correlacion lineal no es invariante bajo transformaciones mo-
notonas.
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Es por ello que en la siguiente seccion se buscan otras medidas alternativas capaces de
adaptarse a problemas mas generales. Las siguientes definiciones pueden encontrarse

[8].

| Definicion 2.2.  Se define X,, como el conjunto de los vectores aleatorios dimension
n con distribuciones marginales univariantes continuas.

| Definicion 2.3. Dadas dos copulas C' y C" se dice que C' es mas concordante que C',
y se denota como C' < C' si, C'(u) < C(u) para todo C'(u) € [0,1]™. Esta relacion
establece un orden parcial en el conjunto de las copulas (ver [3]).

| Definicion 2.4. Una medida de asociacion es una aplicacion M : X, — [—1,1]
que verifica las siguientes propiedades:

1. Invariante respecto permutaciones: Para cualquier permutacion m, se verifica
M(Xy, .., Xy) = M( Xy, o Xam))-

2. Cf es la copula asociada a X si, y sélo si, M(X) = 0.

3. Sin =2, M(X) = —1 si, y sélo si, la cépula asociada a X es Cr, y M(X) =1
si, y s6lo si, la cépula asociada a X es Cy. Paran > 2, M(X) = 1 si, y sélo si, la
copula asociada a X es Cy.

4. Si X, X' son dos vectores aleatorios con copulas asociadas C' y C', y se verifica que
C" < C, entonces M(X') < M(X).

5. Continuidad: Sea {X,} es una sucesion de vectores aleatorios de forma que la
sucesion de copulas asociadas {C,,} converge puntualmente a C. Entonces, si X
es un vector aleatorio asociado a C' :

lim M(X,.) = M(X).

2.1 Medidas de concordancia

En esta seccidon se describe como se pueden generalizar al caso multivariantes al-
gunas de las mas conocidas medidas para vectores aleatorios bivariantes, tales como la

Ts de Kendall o la p de Spearman. Estas medidas se conocen como medidas de concordancia,

pues verifican la propiedad 4 de la Definicion 2.4, asi como las propiedades 1,2 ,5. Ade-
mas son invariantes respecto a transformaciones estrictamente mondtonas. Para mas
detalles, ver [8].
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2.1.1 Coeficiente pg de Spearman.

Se introduce el coeficiente pg de Spearman, que fue estudiado por primera vez
por Spearman, ver [8], y que es una especie de "normalizaciéon" del coeficiente de
correlacion lineal:

| Definicién 2.5.  Se define el coefiente ps de Spearman asociado a un vector aleatorio
bivariante (X,Y") con funciones de distribuciéon marginales Fy y Fy como
_ COV[F1<X),F2(Y)]

/Var(Fy (X)) Var(E,(Y))

Ps

Observacion 2.1. Debido a la hipétesis de que X e Y son continuos, tanto F;(X)
como F»(X) siguen distribuciones U (0, 1), que tienen esperanza 1/2y varianza 1/12.
De esta forma

E[F(X)F3(Y)] — (1/2)?
1/12 ‘

Ahora bien, por lo mostrado en la prueba de la Proposicion 1.4, por ser (X, Y") un vector

pPs =

aleatorio continuo y ser C' su ccopula asociada, se debe cumplir que C' es también la
funcién de distribucion del vector aleatorio (F(X), F»(Y)). Por tanto

EIR(X)By(Y)] = /

[0,1]2

w dC(u,v) = / C(u,v) dudv,

[0,1]2

con lo cual

ps =12 C(u,v) dudv — 3.
[0,1]?

Por otro lado, un sencillo calculo muestra que

/ Cr(u,v) dudv =1/4, / Cy(u,v) dudv =1/6,
[0,1]2 [0,1]2

por lo que es posible reescribir la anterior expresién como

_ f[0,1]2 C(u,v) dudv — f[o,m Cr(u,v) dudv
B f[m]z Cy(u,v) dudv — f[OJ}Q Cr(u,v) dudv’

en consecuencia, es posible interpretar el coeficiente pg como la diferencia media
entre las copulas C' y C} normalizada a través de la diferencia media entre Cyy y C7.

La siguiente proposiciéon proporciona una nueva caracterizacion para el coeficiente
ps, y su prueba puede verse en [3].
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Proposicion 2.1.  Sean (X1, Y]), (X2, Ys) y (X3, Y3) tres vectores aleatorios indepen-
dientes e idénticamente distribuidos como el vector aleatorio (X, Y"). Entonces el co-
eficiente pg de (X, Y) se puede escribir como

ps = 3(P((X1 — X2) (Vi — Ya) > 0) = P((X; — Xz)(Vi — 3) < 0)).

La Observacion 2.1 permite generalizar el coeficiente pg al caso multivariante de
la siguiente manera:

| Definicién 2.6. Dado un vector aleatorio X con marginales univariantes continuas,
y con copula asociada C, se define su coeficiente ps de Spearman como

, f[Ol} C(u )du—f . Cr(u )du
S =
f[o 1]n C’U ‘f[o 1]n CI )

Ejemplo2.1. Para® € [—1, 1], usando la Proposicién 1.3 es sencillo ver que la funcién

dada por
Co(u,v) = wv + Quv(l — u)(1 — v)

es una copula.
Aplicando el Teorema de Fubini:

// Co(u,v) dudv—/ / uv + Guv(l — u)(1 — v) dudv
[0,1]2

:/0 2+60(1—v)dv

_1+9
436

Por tanto, se verifica en este caso que

_0
05—3-

2.1.2 Coeficiente 7 de Kendall.

Se procede a exponer el coeficiente 7 de Kendall, que fue introducido por Maurice
Kendall en 1938. Para ello es necesaria la siguiente definicion:

| Definicién 2.7. Sea (X,Y) un vector aleatorio y {(x;,v;)};_, una muestra alea-
toria simple del mismo. Dado un par de observaciones (z;,y;), (z;,y;) se dice que es
concordante si x; > x; Yy y; > yj, o bien siz; < x; yy; < y;. Se dice que un par de
observaciones es discordante six; > x; yy; < y;, obiensiz; < x; yy;i > yj.
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| Definiciéon 2.8. En el caso bivariante, se define el coeficiente T de Kendall como la
probabilidad de obtener un par de observaciones concordantes menos la probabilidad de
obtener un par discordante. Mas concretamente, si (X1,Y1) y (X2, Y2) son dos vectores
aleatorios independientes e idénticamente como el vector (X,Y'), se define el coeficiente
7 de Kendall asociado a (X,Y') como

= P((X; —Y1)(Xy —Y3) > 0) = P((X; — V1)(Xy — Y2) < 0).

El siguiente teorema, cuya demostracion puede verse en [4], relaciona el coeficiente
7 de Kendall con las copulas:

| Teorema 2.1. Sean (X1,Y}) y(Xs, Ys) vectores aleatorios continuos independientes
con funciones de distribucion conjuntas Hy y Hs respectivamente. Se supone ademas que
sus distribuciones coinciden, es decir, X1 y X5 tienen una misma funcion de distribucion
F, mientras que Y y Ys tienen una misma funcion de distribucion G. Sean Cy y Cs las
copulas asociadas a (X1,Y71) y (Xa, Y2) respectivamente, entonces, denotando

Q=P((X1 —Y1)(X2 = Y3) >0) = P((X1 — Y1)(Xz — ¥2) <0),

Q= 4//[0’1}2 Co(u, v) dC) (1, v) — 1.

Demostracion.  Por ser variables aleatorias continuas, tenemos que

se verifica que

P(X;—Y)(Xe—Ys) <0)=1—-P((X; —Y1)(Xy —Y3) >0),

y por tanto
Q=2P((X; —Y1)(Xy—Y3) >0)—1. (2.1)

Ademas se verifica que
P((X1—Y)(Xo—=Y2) > 0) =P(X; > X5, Y1 > Vo) +P(X; < X, Y] <Y3). (2.2)
Por otro lado, usando que H; = C}(F, G), se tiene que
P(X1>X0,Y1>Y) =P(Xy < X1,Ys < Y))

/R (Xy < 2,Yy < y) dCy(F(x), G(y))

_ //R Co(F(2), Gly)) dCy(F(2), G(y)),
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y aplicando el Teorema del cambio de variable con la transformaciéon

se obtiene

P(X: > X5, Y1 >Ys) = // Co(u,v) dCy (u,v).
[0,1]2

De forma similar, como Hy = Cy(F, ), y usando el mismo cambio de variable:
P(X1 < X, V1 <Y2) =P(X2 < X1,Y2 < Y1)

_ / [ P2 > 2.¥; > ) dC(F(2), Gy)

- //R2 1—P{Xy <z} U{Ys <y})dCL(F(z),G(y))

_ //R?(l —P(Xy < z) - P(Ya <y) +P(Xz < 2,Ys <y)) dC1(F(z),G(y))
_ / /R (1= F(z) = G(y) — Ca(F(2), G(y))) dC1(F(2), G(y))

_ //Rzu —u— v — Cy(u,v)) dCi(u,v).

Ahora bien, C; es una funcion de distribucion de un cierto vector aleatorio (U, V),
siendo U y V variables aleatorias uniformes en (0, 1), luego

{ff[o,lP udC(u,v) = EU) = 3
S Joap v dCi(u,v) = E(V) = 3,
y por tanto,
1 1
PX; <Xy, Y1<Yy)=1-— 3735 +// Co(u,v) dCy(u,v)
R2
1 1
:—_—+/ Cy(u,v) dCy(u,v).

2 2 R2

Sustituyendo esto en las ecuaciones (2.1) y (2.2) se llega a la conclusion. |

Corolario 2.1.  Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con copula asociada C, en-

724// C(u,v) dC(u,v) — 1.
[0,1]2

El siguiente lema permite facilitar los calculos del coeficiente 7 de Kendall:

tonces



2. MEDIDAS DE ASOCIACION. 23

Lema2.1. Sean C} y Cs dos c()pulas entonces

0
C dCy( =_— —C( C du dv.
/ o 1(u,v) dCs(u, v) //[01]2 50 1uv)av 5(u,v) du dv

Demostracion.  Supongamos que C y C son absolutamente continuas. En este caso
se cumple que

1 Lol o2
//[071]2 Ci(u,v) dCy(u,v) = 5 _/0 /0 01(U,U)MCQ(U7U) du dv.

Ahora bien, resolviendo la integral interior por partes, y teniendo las propiedades de
la Proposicion 1.3 :

1 82 8 u=1 1 82 a
/0 Cl(u,v)m(}’g(u, v) du = Cl(u,v)%(b(u,v) . — ; mCl(u,v)%Cg(u, v) du
L 52 0
=v— ; mC’l(u, v)%Cg(u, v) du.

Finalmente integrando entre 0 y 1 respecto de v se obtiene el resultado. Para probar
el caso general se aproximan las copulas C'y y ¢, por sucesiones de copulas absoluta-
mente continuas, mediante técnicas similares a las usadas en el Anexo A. |

Ejemplo 2.2. Considérese la copula de independencia Cj(u,v) = wuwv. Aplicando el
lema anterior

// Cr(u,v) dCr(u,v) = ——// uvdudv—
[0,1]2 [0,1]2

1
— 4.2 _1=0.
T A

Se comprueba asi que el coeficiente 7 de Kendall verifica la propiedad 2 de la Definicion
2.4.

1
47

[\D|
] =

luego

Los coeficientes 7 de Kendall y pg de Spearman son los mas usados en la practica, sin
embargo, para una copula dada, los valores de ambos coeficientes sobre ella pueden
ser relativamente distantes. El siguiente teorema da una idea de como de distantes
pueden ser:

| Teorema 2.2. Sea (X,Y’) un vector aleatorio, y sean T y ps los coeficientes de Ken-
dall y Spearman asociados a dicho vector. Entonces, se verifica que

—1<31—2ps < 1.

Demostracion.  Ver [4], Theorem 5.1.10. |
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2.1.3 Coeficiente 3 de Blomqyvist.

El coeficiente de Blomqvist, también llamado coeficiente de correlaciéon medial,
fue introducido en 1950, y se define como sigue:

| Definicion 2.9. Dado un vector aleatorio (X,Y’), su coeficiente 3 de Blomqvist aso-
ciado viene dado por

f=P(X-2)(Y —9)>0) =P(X -2)(Y =) <0),

donde ¥ ey representan las medianas de las variables aleatorias X eY respectivamente.

Este coeficiente también puede reescribirse usando cépulas en el caso continuo, como
se recoge en la siguiente proposicion:

Proposicion 2.2.  Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funciones de distri-
bucion conjunta H y funciones de distribucion marginales F' y G respectivamente.
Sea ademas (' la copula asociada a dicho vector, entonces, bajo estas condiciones, el
coeficiente /3 de Blomqvist asociado viene dado por

B =4C(1/2,1/2) — 1.

Demostracion. Con un razonamiento analogo al de la prueba del Teorema 2.1, se ob-
tiene:

f=P(X=2)Y =g) >0) =P((X -2)(Y —=7) <0)
=2PX<Z,Y<yg+PX>z2,Y>7) -1
=2(H(z,9) +[1 - F(z) - G(y) + H(Z,9)]) -

Teniendo ahora en cuenta que, por definicién F'(Z) = G(7) = 1/2, se llega a que

Observacion 2.2.  Como muestra la Proposicion 2.2, el coeficiente 3 de Blomgvist s6lo
depende del valor de la copula asociada en el punto (1/2,1/2), sin embargo, a menudo
ofrece una aproximacion precisa a los coeficientes 7 de Kendall y ps de Spearman,
para mas informacion consultar [4].
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Ejemplo 2.3. Dado 0 € [—1, 1], considérese de nuevo la copula dada por
Co(u,v) = uv + Ouv(l — u)(1 — v).

En este caso, el coeficiente [ de Blomqvist viene dado por:

ﬁ_MMU2U®—1_4(1+g>—1:g

Por lo visto en el Ejemplo 2.1, en este caso el coeficiente pg de Spearman tenia un valor
de %. Asi, la diferencia en valor absoluto entre ambos coeficientes es a lo sumo de %
(para 0 = £1).

2.1.4 Coeficiente v de Gini.

A partir de los estudios de Corrado Gini en 1910 sobre el llamado indice di cogra-
duazione semplice, surge el llamado coeficiente v de Gini, definido como:

| Definicién 2.10.  Sea (X, Y") un vector aleatorio, con copula asociada C' y funciones
de distribucion marginales F' y G respectivamente. Consideremos las variables aleatorias
U=FX)yV = G(Y), entonces el coeficiente y de Gini asociado al vector (X,Y’)
viene dado por

vy=2E(U+V —1]—-|U-V]),

7:2//W(|u+v—1|—|u—v|)d0(u,v).

De hecho, este coeficiente se relaciona con las cotas Fréchet-Hoehhding de acuerdo con

es decir,

el siguiente teorema:

| Teorema 2.3. Sea (X,Y') un vector aleatorio continuo, con cépula asociada C, en-
tonces se verifica que

’V—( //{01 Cr(u,v) dC(u,v) —1) (//[01]20qu dC(uv)—l)

Demostracion.  Del hecho de que se puede reescribir

1
5wt —fu—uvl),

Cy(u,v) = min {u,v} = 5
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se deduce que

4// C’U(u,v)dC(u,v)—1:2// u+v—|u—vldC(u,v) — 1.
[0,1]2 [0,1]2

Por otro lado, como cualquier cépula es la funcion de distribucion conjunta de un
vector aleatorio con marginales uniformes, se verifica

// udC(u,v) = // v dC(u,v) = 1,
0.2 0.2 2
y por tanto
4// Cy(u,v) dC(u,v)—lzl—Q// lu — v| dC'(u, v).
(0,1]? [0,1]?

De forma similar, se puede reescribir
1
Cr(u,v) = max{u+v—1,0} = §(u—|—v— L+ |u+v—1]),

por lo que, de forma analoga

4// CL(u,v)dC(u,v)—1:2// lu+v—1|dC(u,v) — 1.
[0,1]2 [0,1]2

2.2 Medidas basadas en criterios de informacion.

En [10] se introduce la entropia relativa como una medida de asociacion multiva-
riante basada en la teoria de informacioén. Su definicion es la siguiente:

| Definicién 2.11.  Dado un vector aleatorio multivariante continuo X = (X1, ..., X,,),
con funcion de densidad f y densidades marginales f1, ..., f,, respectivamente, se define
su entropia relativa como

f(z)
0(X) = / log [n— f(z) dz.
Rm [Ty fi(w:)
Observacion 2.3.  Obsérvese que silas componentes del vector aleatorio son indepen-
dientes, entonces se verifica

y por tanto, en este caso, §(X) = 0.
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En esta seccion se buscara usar este concepto para crear una medida basada en copu-
las, y de forma que no dependa de las distribuciones marginales. La siguiente propo-
sicion permite reescribir la entropia relativa en funcién de la copula del vector.

Proposicion 2.3. Sea X = (Xj,..., X,,) un vector aleatorio multivariante continuo
con funcién de densidad f y densidades marginales fi, ..., f,, respectivamente. En-
tonces

500 = [ logle(wle(u) du.
[0,1]"
donde c es la funcion de densidad de la copula asociada a X.

Demostracion.  Por lo visto en la Observacion 1.4, por ser X continuo se cumple

[,y n) = c(Fi(21), oy Fn(n)) fr(21) - fo(n),

donde c es la funcion de densidad de la copula asociada a X y Fi, ..., F;, las funciones
de distribucion marginales. Sustituyendo lo anterior en la expresion de la entropia
relativa:

(X)) = /n log [c(Fi(x1), ..., Fy(zp))] c(Fi (1), ooy F(xn)) fi(21) .. fr(xy) dz.

Aplicando ahora el Teorema del cambio de variable con la transformaciéon u; = F;(z;)
para¢ = 1,...,n; se obtiene que

(X)) = / log[e(uy, ..., uy)]c(ug, ..., uy,) du,
[0,1]»

pues la matriz diferencial asociada al cambio de variable viene dada por

A= diag{fl(ﬂﬁ), ceey fn<xn)} )

y por tanto su jacobiano es precisamente [[)" | fi(x;), mientras que, por otro lado,
como F;(R) = [0,1] parai = 1,...,n, se deduce que la integral se evalua sobre el
cubo unidad. |

Observacion 2.4. Algunas observaciones sobre la proposiciéon anterior son las si-
guientes:

» §(X) = 0si, ysdlosi, c(u) = 1, lo cual sélo ocurre si la copula asociada a X es
C. En resumen, §(X) = 0 si, y so6lo si, sus componentes son independientes, y
por tanto se verifica la Propiedad 1 de la Definicion 2.4.
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» La invarianza de las copulas bajo transformaciones monétonas da también la
invarianza de 0. Usando el Teorema de la convergencia monétona, se comprueba
que también se verifica la Propiedad 5 de la Definicion 2.4.

» Para algunas distribuciones, la entropia relativa puede calcularse de forma ana-
litica. Por ejemplo, para distribuciones gaussianas, la entropia relativa tiene la
siguiente expresion:

5(X) = - logl| ],

siendo | Y| el determinante de la matriz de correlaciones de X.

2.3 Medidas basadas en distancias de [”.

Hoeffding fue el primero en considerar medidas de asociacion basadas en las dis-
tancias en L” entre una copula C' y la copula de independencia, C; (ver [11]). Su
trabajo estaba centrado principalmente en el caso p = 2, y fue extendido por Schwei-
zer y Wolff en [12], que introdujeron medidas basadas en los casos p = 1y p = oo.
Se introducen a continuacion estas medidas, asi como algunas de sus propiedades.

| Definicion 2.12.  Se define el coeficiente $* asociado a una coépula C' n-dimensional
como

PC)=hato) [ [0) i) da

donde hy(n) es el factor de normalizaciéon dado por

-1 -
— u) — u 2 U = & _i - i
ha(n) = </[0,1]"[CU() 1w d) <<n+1><n+z> 2" T i+ 3) +3”> |

Observacion 2.5. En caso de que #?(C) = 0, se tendria que C' = C7 en casi todo
[0,1]", y por ser ambas funciones continuas se desprenderia que C' = C7 en todo
punto, por lo que ®?* verifica la Propiedad 2 de la Definicién 2.4. De hecho, puede
probarse que esta medida verifica tambien la Propiedad 4 y la Propiedad 5 de esta
misma definicion, para ello consultar [8]. Ademas la normalizacién usada implica que

P (Cy) = 1.

Proposicion 2.4. Sea X = (Xj, ..., X,,) un vector aleatorio, y sea X,,; una varia-
ble aleatoria independiente de X. Entonces, definiendo Y = (X7, ..., X,,, X,,11), se



2. MEDIDAS DE ASOCIACION. 29

verifica que
1Y) < P*(X).
Demostracion. Denotanto como C'x y Cy a las copulas de X e Y respectivamente,

es sencillo comprobar que

CY(Uly ---,Un+1) = CX(Ul, ~-'7un)un+1'
Por tanto, en casi todo [0, 1], se verifica que

1Oy (U1, ooy Upg1) — Ut Uit |2 = (U1 |2 Cx (U, ooy ) — . |

< |Cx (U, ooy tn) — wy...up |,

Finalmente, si se integra en [0, 1]” en la expresion anterior y se aplica el Teorema de
Fubini, se obtiene que

/ 1Oy (U1, vy Upg1) — Ul |2 Ay < / |Cx (U1, oy U ) — Ut |2 iy
[0,1]n+1 [0,1)n+1

z/ |C’X(ul,...,un)ful...un|2 dm,
[0,1)"

de donde se deduce el resultado. |

| Definicion 2.13.  Se define el coeficiente o asociado a una cépula C n-dimensional
como

(C) =l [ 1CG) ~Cifa)] da

donde hy(n) es el factor de normalizacion dado por

i = ([ ieot - citla)

Observacion 2.6. De nuevo la medida o verifica las propiedades 2, 4 y 5 de la Defi-
nicion 2.4, es mas, puede probarse que tambien se verifica la propiedad 3, ver [12].

Proposicion 2.5. Sea X = (Xj, ..., X,,) un vector aleatorio, y sea X,,; una varia-
ble aleatoria independiente de X. Entonces, definiendo Y = (X7, ..., X,,, X;,11), se
verifica que

oY) <o(X).

Demostracion. La prueba es analoga a la de la Proposicion 2.4. |
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| Definicion 2.14.  Se define el coeficiente K asociado a una cépula C' n-dimensional
como

K =hy(n) sup |C(u) — Cr(u)],

u€elo,1]n

donde h.,(n) es el factor de normalizacién dado por

u€(0,1]™

hoo(n) = ( sup |Cy(u) —CI(Q)|> :

Observacion 2.7. La medida K verifica las propiedades 2, 4 y 5 de la Definicion 2.4.

Proposicion 2.6.  Sea X = (Xj, ..., X,,) un vector aleatorio, entonces se verifica que
K(X1, Xs) < K(X1, Xo, X3) < oo < K(X1, Xoy oy Xin).-

Demostracion.  Ver [8]. |

2.4 Dependencia de colas.

Esta seccion da una breve introduccion a las llamadas medidas de dependencia en
las colas. El concepto de dependencia en colas trata de cuantificar el grado de depen-
dencia entre las componentes de una distribucion multivariante teniendo en cuenta
que algunas de ellas toman valores extremos. Para el caso bivariante, existe la siguien-
te definicion clasica (consultar [4],[8]) :

| Definicién 2.15. Sean X e Y variables aleatorias con funciones de distribucion F
y G respectivamente. Se define el parametro de dependencia de colas superior, A7, como
el limite, siempre que exista, dado por:
Ay = lim P[Y >G'(t)| X > F~'(t)].
t—1-
De forma similar, se define el parametro de dependecia de colas inferior, A, como el
limite, siempre que exista, dado por:
A= lim P[Y <G7'(t)| X < F (1))
t—0t
Si Ay € (0,1], se dira que (X,Y") tiene dependencia de colas superior, mientras que si

Av = 0 se dira que no hay dependencia de colas superior, y exactamente lo mismo para

AL
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El siguiente teorema muestra que ambos parametros dependen unicamente de la co-
pula asociada a (X,Y) :

| Teorema 2.4. Sean XY, F,G, \y y \p, tales como en la definicioén anterior, supo-
niendo que ambos limites existen. Sea ademas C' una copula asociada al vector aleatorio

(X,Y), entonces:

1—2t t,t
/\U = lim + C( ’ ),
t—1— 1—1¢
Az = lim C(t’t).
t—0+ t

Demostracion.  Se muestra la prueba para A\, ya que para \;, es muy similar:

Ay = lim P[Y > G '(t) | X > F (1))

= tlﬂn— PIGY)>t|F(X) >t

— lim PIGY)>t, F(X) > 1]
1~ PIF(X) >

_ Ym 1-PIGY)<t]-P[F(X)<tJ+PIGY)<t, F(X) <{
i1 1—PIF(X) <t

o L2400
t—1— 1—1¢

donde se ha usado que tanto F'(X) como G(Y) siguen distribuciones uniformes en
(0,1). |
Ejemplo 2.4. Considerando la familia paramétrica de cépulas dada por

Co(u,v) = uv + buv(l —u)(l —v), 0€[-1,1],

es facil comprobar que

t,t
A = lim S0 lfm ¢+ 6t(1 — 1)> = 0,

t—0+ t t—0+

mientras que el limite A\;; no existe.






3 | Construccion de copulas

Una vez vista la utilidad de las copulas para medir la dependencia entre las com-
ponentes de las distribuciones multivariantes, en este capitulo se procede a presentar
diferentes familias de copulas, asi como métodos de construccion para generarlas,
obteniéndose de esta forma una amplia gama de ejemplos que cubren la mayoria de
casos posibles.

3.1 Copulas elipticas

Se considera aqui una popular clase de cépulas usada a menudo en aplicaciones, las
copulas elipticas, entre las que destacan dos casos especialmente: La copula gaussiana
y la copula ¢-Student. La principal caracteristica de estas copulas es que, para el caso
bivariante, son simétricas respecto a la diagonal principal de [0, 1]?, es decir, respecto
a la recta u = v. Las copulas presentadas en esta secciéon también verifican simetria
respecto alarectau =1 —v.

| Definicion 3.1.  Se dice que un vector aleatorio X sigue una distribucion eliptica si
es absolutamente continuo y su funcion de densidad es de la forma

gx(z) = A fllz — p)'2 " (z — p),

donde 1 € R", X € M,,«,, representan el vector esperanza y la matriz de covarianzas
asociados a X respectivamente, [ es una funcion real y positiva, y A es una constante

que depende de 3.

| Definicion 3.2.  Se dice que una copula C'es eliptica si existe un vector aleatorio X
con distribucion eliptica de modo que C' es la tinica copula asociada a X .
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3.1.1 Lacépula gaussiana

Se dice que una copula es gaussiana si es la copula asociada de un vector alea-
torio gaussiano. Normalmente la copula mas usada en la practica es la siguiente: Se
parte de un vector aleatorio Y ~ N, (i, X)), y estandarizando llegamos a otro vector
X ~ N,(0,I"), siendo I" la matriz de correlaciones de Y. Como el proceso de estan-
darizacion involucra so6lo operaciones mondtonas, la copula de X coincide con la de
Y. Asi, si @, denota la funcion de distribucion de X, y @ la funcién de distribucion
de la normal univariante estandar, la copula viene dada por

C(Upy ooy tp; I) = G (D Hug), o, D Huy)).

Usando la Observacion 1.4, es facil comprobar que la densidad de la copula C' viene
dada por

= e (gt 1)

donde £ = (&1, ..., &,) es el vector de cuantiles, es decir, §; = &' (u;) parai = 1,...,n.
En particular, para el caso n = 2 la densidad viene dada por

C(U1 U2, p) — ; eXp <_p2£% - 2[)5152 + p2£§>
o Vi-p? 2(1—p?) ’

siendo p € (—1, 1) el coeficiente de correlacion asociado al vector. Viendo las expre-
siones anteriores se puede observar que tanto la copula de independencia (cuando

I' = I,,) como la copula Cy (cuando I" = 1,,4,,) son casos particulares de la copula
gaussiana, es mas, para el cason = 2, y tomando p = —1, se obtiene la cépula C.. Por
ello es posible interpretar la copula gaussiana como una estructura de dependencia
que oscila entre la dependencia perfecta positiva y la dependencia negativa perfecta,
indicando el parametro p la fuerza de la dependencia.
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Densidad de la copula gaussiana para p = 0.5 :

40
£
30
25

20

05

00 o0

0.0

Densidad de la copula gaussiana para p = —0.5 :

a0

25

20

00 00
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3.1.2 Lacoépula t-Student

La copula t-Student es la copula asociada a una distribucion ¢-Student multivarian-
te estandarizada X ~ t,(0, ") con marginales univariantes siguiendo una ¢-Student
univariante ¢,. Denotando por ¢, a la funciéon de distribucion de X, y por ¢ a la
funcion de distribucion de la variable aleatoria ¢,, la copula ¢-Student de v grados de
libertad viene dada por

C(uy, ooy tn; T) = @n(0 (1), ..., o (ug)).

Usando de nuevo la Observacion 1.4, se llega a que la densidad de esta copula viene
dada por

[1 +Ufl€tlﬂ71€]f(u+n)/2 H(l + 1/715'2)(1/+1)/2

IR S
i=1

c(ug,..,un; I') = K(v,n)

donde £ = (&1, ..., &,) es el vector de cuantiles, siendo &, = ! (u;) parai = 1,...,n,
y la constante K viene dada por

o -7 (5) 1 (50) (51,

con f denotando la funcion Gamma. En particular, para n = 2 la densidad de la copula
viene dada por

(v+1)/2

c(u1, ug; p) = K(v,2) [(L+v7 i)+ 78] 7

1 [1 & — 20616 + f%} e

V1—p? v(1—p?)

donde p € (—1, 1) es el coeficiente de correlacion asociado al vector. Como se puede
apreciar, en este caso no se obtiene la copula de independencia para p = 0. Esto se de-
be a que, en el caso de la distribuciin ¢ de Student, ausencia de correlaciéon no implica
independencia, a diferencia del caso gaussiano. Para I' = 1,,,, se vuelve a obtener la
copula Cyp.

Densidad de la copulat de Student parap = 0.8, v =4:
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Densidad

3.2 Copulas de valor extremo

En esta seccion se presentan las copulas de valor extremo, que son especialmente

utiles para representar relaciones que ponen mayor énfasis en sucesos extremos de
las distribuciones marginales. La forma de definirlas es la siguiente:
Paran € Ndado,sea X; = (X; 1, ..., X;4),% = 1, ..., n, una muestra de n vectores alea-
torios d-dimensionales continuos, independientes e identicamente distribuidos con
funciones de distribucion marginales [, ..., F;, funcion de distribucion conjunta H y
copula asociada C'. Se considera entonces el vector aleatorio de maximos valores en
cada variable, dado por

M, = (Mya, ..., M, 4), siendo M, ; = glléx {X1;,....,Xn;} paraj=1,..4d.

Por ser la muestra independiente, las funciones de distribucion marginales de M,
vienen dadas por I, ..., F}', por tanto, la copula asociada al vector aleatorio M, viene
dada por

Cr(ug, ..., uq) C(ui/n,...,u;/n)”.

En efecto, ya que

P(Mp1 <1y Mpa < xq) = H(xy, ..., 20)"
(F1(z1)y ooy Fy(zg))"
([Fl(x1)"]1/”7 ey [Fd(ﬁd)n]l/nw'

C
C
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La familia de copulas de valor extremo surge como el limite de estas copulas C), cuan-
do el tamafo muestral n tiende a infinito.

| Definicién 3.3. Una copula C se dice de valor extremo si existe otra copula C' de
manera que
1 1 n—00
()™, ™ 22 Oy, .o ug).

En esta tesitura se presenta el siguiente teorema propuesto por Pickands, que da una
caracterizacion de las copulas de valor extremo en el caso bivariante:

| Teorema 3.1. Una copula C' es una copula de valor extremo si, y solo si, existe una
funcion A : [0, 1] — R verificando la siguiente relacion:

Clu,v) = exp {— log(uv) A ( log(v) ) } .

log(uv)

La funcion A recibe el el nombre de funcion de dependencia de Pickands asociada a C, y
verifica:

1. Es convexa en [0, 1].
2. max(t,1 —t) < A(t) <1, para todot € [0, 1].

Demostracion.  Ver [13]. |

Algunos ejemplos de copulas de valor extremo son los siguientes:

Ejemplo3.1. Copula de Gumbel:
Dado 6 € [1, +00), se define la copula de Gumbel como

Colu,v) = exp { = ([~ log(w)]’ + [ log(v)]") """}

En este modelo, el parametro 6 mide el grado de dependencia, para § = 1 tenemos
la copula de independencia, mientras que si # — oo obtenemos la copula Cy. En
cuanto a los parametros de dependencia en colas, se puede comprobar que A\;, = 0,
mientras que A\ = —2 + 2'/%. La cépula de Gumbel también resulta ser una copula
arquimediana, hecho sobre el que se profundizara mas en la siguiente seccion.
Copula de Galambos:

Dado p € [0, +00), se define la cépula de Galambos como

uv

Cp(u,v) = :
T e [ (st + [ tog(w)] ) 7
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De nuevo el parametro p controla el grado de dependencia, obteniéndose en los casos
limites las copulas C; y Cy. También se puede comprobar que \;, =0y Ay = —277.

3.3 Copulas arquimedianas

A diferencia de las copulas elipticas, las cuales se obtenian a través de una distri-
buciéon multivariante dada, en este caso se busca construir copulas a partir de cierta
funcion generatriz ¥ que verifique ciertas propiedades.

| Definicioén 3.4. Una copula C' es llamada Arquimediana si existe una funcién con-
tinua y estrictamente decreciente W : [0, 1] — [0, 400) con ¥ (1) = 0 de forma que C
puede escribirse como

Cluy, ...y un) = YW (uy) + ... + T (uy)), (3.1)

donde W11 es la llamada pseudo inversa de W, dada por

o) Uu), si0<u<¥(0
u =
0, siv(0) < u < 4o0.

Nétese que W= = W~ cuando se verifica que ¥(0) = +oo0.

Ejemplo 3.2. La copula de independencia, C, es una cépula arquimediana con fun-
cién generatriz ¥ (t) = — log(t).

La siguiente proposicion recoge algunas propiedades que se desprenden de la propia
definicion:

Proposicion 3.1.  Sea C' una copula arquimediana con funcion generatriz ¥, entonces:

a) C es simétrica, es decir. dado un vector u = (uy, ...,u,) € R", se verifica que
C(u) = C(v) para cualquier vector v resultado de permutar las componentes
de u.

b) Dado ¢ > 0 arbitrario, la funcion ¢ ¥ también es una funcion generatriz de C'.

c) Se verifica que C' es asociativa, es decir:

C(C<u1; X3 Un), Un41y -+ U2n—1) = C(ula ey Un—1, C(“na Up41y -y u?n—l))
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Demostracion.

a) Es consecuencia inmediata de la definicion.

b) Basta observar que (c &)1 (u) = w=(u/c).

c) Se realiza la prueba para el caso n = 2, ya que para dimensién mayor la prueba
es analoga:

C(C(ur,us),ug) = W@ (W@ () + W (un))) + ¥ (ug))
= U (uy) + W (uz) + ¥ (us))
= WU (uy) + (@ (W (uy) + 0 (us)))
= C(uy, C(ug,us)).

Sin embargo, la expresion (3.1) no es una codpula para toda funcion ¥. Los dos si-
guientes teoremas proveen condiciones necesarias y suficientes para que esto ocurra,
el primero se centra en el caso bivariante, mientras que el segundo da una caracte-
rizacion para el caso general. La prueba de ambos teoremas puede encontrarse en

[4].

| Teorema 3.2. Sea una funcién ¥ : [0, 1] — [0, +00) continua, estrictamente decre-
ciente y con W (1) = 0. Entonces la funcion

Cuy,ug) = w1 (U (uy) + ¥ (ug))

es una copula si, y solo si, la funcion ¥ es convexa.

Para enunciar el caso multivariante es necesaria la siguiente definicion:

| Definicion 3.5 (Bernstein 1940). Se dice que una funcion g(t) es completamente
mondtona en un intervalo J si g € C*(J), y ademas verifica que

—1’“£ >0
( )dtkg(t)_ ,

para todo k € NU {0}, ytodot € J.
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| Teorema 3.3. Sea V¥ : [0,1] — [0, +00) una funcién estrictamente decreciente con
U (0) = 400 y¥(1) = 0, entonces, la funcién dada por

es una copula de dimension n, para todon > 2 si, y solo si, g1l e completamente
mondtona en [0, +00).

Las copulas arquimedianas son muy utiles, ya que pueden describir de forma secilla
una gran diversidad de estructuras de dependencia. Un ejemplo de ello es el siguiente
teorema, que proporciona una manera sencilla de calcular el coeficiente 7 de Kendall
para este tipo de copulas:

| Teorema 3.4. Sea (X,Y) un vector aleatorio con cépula asociada C. Si C es una
copula arquimediana con funcion generatriz W, el coeficiente de Kendall asociado al
vector aleatorio viene dado por

20
T:1—|—4/0 20 dt.

Demostracion.  Ver [4], Corollary 5.1.4. |

Observacion 3.1.  El Teorema 3.4 proporciona un método para estimar parametros en
el caso de las copulas arquimedianas:

Sea (X1,Y1), ..., (X,, Y,) una muestra aleatoria simple de un vector aleatorio conti-
nuo (X,Y), del que se supone que su copula asociada C,,, pertenece a una familia
parametrica de copulas arquimedianas {C,, : w € 2}, donde C,, viene generada por
la funcién ¥,,(u). Se considera entonces la funcién g : {2 — R dada por

glw)=1+4 /0 gfﬁg dt.

Suponiendo ademas que esta funcion tiene inversa, y en base al Teorema 3.4, un esti-

mador de wy serfa wy = g~'(7), donde 7 seria un estimador del coeficiente de Kendall
de (X,Y) basado en la muestra (X1,Y)), ..., (X,, Y,,). Para mas detalles, ver [23].

Ejemplo3.3. Paralafamilia parametrica de copulas de Clayton (ver subseccion 3.3.1),
la funcién g de la observacioén anterior viene dada por

o
) = .
9(@) a+ 2
Por tanto, un estimador para «y seria el dado por
. 27
Qp =

-7
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Un resultado similar al Teorema 3.4 se tiene para los parametros de dependencia de
colas:

| Teorema 3.5. Sea (X,Y) un vector aleatorio con cépula asociada C. Si C' es una
copula arquimediana con funcion generatriz W, se verifica que

w2

Av= I gy
1 — w12t
Ay =2— lim (21)

tsot+ 1 — wl=1] (t) ’

Demostracion.  Ver [4], Corollary 5.4.3. |

A continuacion se exponen algunos ejemplos de familias de copulas arquimedianas:

3.3.1 Cobpula de Clayton

Esta familia paramétrica de copulas fue estudiada por Kimeldorf y Sampson en
1975 (ver [14]), y viene dada por la funcién generatriz:

U(u)=a H(u™*—1), a€(-1,+00)\0.
La funcién copula viene dada por
Cluy, ..., ) = max {Cluy, ..., un) = (up® + ... +u,* —n+ 1)~Ye, 0},
y la densidad de copula es

n

n —n—1/a
c(ug, .o, ty) = (1—n+Zui°‘> H[ujiaﬂ(oé(j— 1)+ 1)].

J=1

Obsérvese que cuando o — +00 se obtiene la copula Cy;, en cambio, si @ — 07 se
obtiene la copula C;. Un inconveniente de esta familia de copulas es que no puede
capturar dependencias negativas.

Para el caso bivariante, es posible calcular el coeficiente 7 de Kendall asociado me-
diante el Teorema 3.4, obteniéndose

L(t) Lot ¢ 4 (1 1 o
=1+4+4 dt=1+14 —dt=1+— — = | = .
! * /0 U'(t) * /0 e +a<a+2 2) a+2
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Del mismo modo, usando el Teorema 3.5, se obtiene:

w1 (2t) (2at + 1)1/ .
— lm — Y gy BT T o9-l/a
AL tl}—ri-noo t]/[—l}(t) tlg-noo (at + 1)—1/a

1— (2at + 1)~ Ve
v o+ 1 (at + 1)1/

Densidad de la copula de Clayton para o = 0.5 :

T

3
Densidad

3.3.2 Cobpula de Gumbel

Este tipo de copulas ya fue introducido en la seccion anterior, debido a que son
copulas de valor extremo, pero ademas son copulas arquimedianas para la funcion

generatriz:
¥(u) = (—logu)®, &> 1.

La funcién copula viene dada por

. 1/5
C(upy .oy upn) =exp | — (Z(—logui)(S)
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Diferenciando la expresion anterior se obtendria la densidad de copula. Para el caso
n = 2 se tiene
clug,u2) = (A+6— 1)A1_25M(— loguy)’ " (—loguz)’ ™",
U1U2
donde
A= [(=loguy)’ ! + (= loguy)’~]"/°.

Se verifica que para § = 1, la copula de Gumbel coincide con (', y cuando § — 400
se obtiene la copula C'y;. Tal y como pasaba con la coépula de Clayton, esta familia tiene
el inconveniente de no poder capturar dependencias negativas.

El coeficiente 7 de Kendall asociado es

Lw(t) Y tlogt 1
=1+4 dt=1+14 dt =1— —.
ST LRI 5
En cuanto a los parametros de dependencia de colas:

wl=1 (9t _(21)1/8
W el G0 VAR Gl G100
t—too Wl-1] (t) t—+o0 exp(_tl/d)
1 — —(2t 1/6
Mo = 2 — I LoD )
t—0t 1 — exp(—t1/9)

=92 2l/s,

Densidad de la copula de Gumbel para d = 1.5 :

Densidad
4
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3.3.3 Cobpula de Frank

Esta familia parametrica de copulas arquimedianas tiene como funcién generatriz

W(u) = — log (6_%—__11) R\ {0}.

e—0

La funcion de copula viene dada por

e ¥ —1

Cltote) = g (1 I (exp(—bu) - 1>) |

y para el caso bivariante, la densidad de copula toma la siguiente expresion:

0 explf(1 4+ uy + ug)|(—1 4 exp0)
exp 6 — exp(0 + Ouy) + exp[O(uy + ug)] — exp(6 + Quz))?

c(uy, ug) = (

La copula de Frank no tiene dependencia en colas, y captura dependencias tanto po-
sitivas como negativas. De hecho, al igual que la copula gaussiana, la copula de Frank
puede capturar el rango completo de dependencia, verificandose que:

lim C(Ul, 'LLQ) = CU(Ul,Ug)

6—~+o00
h'm C(Ul, UQ) = CL(ul,Ug)

60— —o0
lim C(ul, UQ) = C[(Ul, UQ).

0—0

Finalmente, el coeficiente 7 de Kendall asociado viene dado por

(1 — Dy (0))

=1-4
T 7 ,

siendo Dy, para k € N, la k-ésima funcion de Debye, dada por

ko[ F



46 TEORIA DE COPULAS Y APLICACIONES

Densidad de la copula de Frank para 0 =1 :

Densidad de la copula de Frank para = —1 :

00 00

08

06



4 | Aplicacion de copulas al cluste-
ring

4.1 Algoritmo EM con cépulas.

En est4 seccion se presenta un algoritmo EM de clustering, ya estudiado en [15],
que implementa el uso de las copulas. La idea reside en clasificar a los individuos de
una poblacién teniendo en cuenta la relacion existe ciertas de sus variables. Ademas,
se tratara en especial el caso gaussiano, el cual puede resolverse de forma analitica.

Sea X una poblacion con n individuos sobre los que puede observarse un conjunto
de k variables continuas. El objetivo es establecer g subpoblaciones en X, para ello se
supondréa que, para cada una de estas poblaciones, los valores de dichas variables pro-
ceden un vector aleatorio cuyas marginales y copula asociadas pertenecen a familias
paramétricas prefijadas. Es deseable que la familia paramétrica de copulas escogida
abarque un gran rango de dependencia.

En los algoritmos EM tradicionales (consultar [16]), se consideran los datos completos
(Y, Z), donde Y es el vector que recoge las k variables y Z es un vector de etique-
tas que indica a que subpoblacion pertenece el individuo. De esta forma se obtiene la
llamada funcion log-verosimilitud, dada por:

n g n g
(Wly,2) =Y > zjlogmi+ Y Y zijlog fily;16:),

=1 i=1 =1 i=1

donde ¥ = (my, ..., my, 0, ..., 0,) es el vector de parametros. Aqui 7; es la probabilidad

a priori de pertenecer a la subpoblacion 7, y f; es la funcion de densidad del vector
aleatorio asociado subpoblacion i, que depende del vector de parametros 6,. Ahora
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bien, haciendo uso de la Observacion 1.4, es posible expresar

k
Fil0:) = cp(Fa(18,)): s Feil8,)) T 9im (wml 8,,,)

m=1

donde c,, representa la densidad de la copula C,,, y g, la densidad de la m-ésima
marginal. De esta forma es posible reescribir la funcion log-verosimilitud como

W‘% Z Z Zij log ™ + Z Z Zij log sz Fi yjl’ﬁll) sz(y]k‘ézk))

7j=1 =1 7j=1 =1
£33 (X stz ).
Jj=11i=1

siendo ¥ = (ry, ..., Ty, p1, s Py Brys o Bl ...,@gl, ...,ng).

El algoritmo EM se compone de dos pasos en cada iteracion, a continuacion se expone
la iteracion r + 1 supuesta la iteracion 7:

1. Paso E:

Sea ¥(") la estimacion de ¥ correspondiente a la iteracion r. El paso E consis-
te en el calculo de la esperanza condicional de la funcion [(¥]y, Z) dados los

datos observados y, empleando la estimacion @), Es decir, se busca calcular
Q|wM) = E[Z(Ll_/]g, Z)|Y =y, W(’")]. De esta forma, se obtiene

7=11i=1 Jj=11i=1
n g k
LY (z og gim<yjm|ﬂm>> ,
7j=11:i=1 m=1
siendo Ti(jr) = B[Z;|Y,; = Y v = P[Z; =1|Y; = =Y. @] 1a probabilidad

de que el individuo j pertenezca al ch'lster 1, que, hamendo uso del Teorema de
Bayes, puede expresarse como
(r) _

e oo (Faa (B s F (el 85))) [Tt Gim (Ui B))
Ti' o A T T
’ A1 o (Fi(inl B s el 85)) Tl Gim (9im B

2. Paso M:




4. APLICACION DE COPULAS AL CLUSTERING 49

Aqui se maximiza la expresion obtenida en el paso E, estableciéndose asi una
nueva estimacién dada por ¥+ = Arg max, Q(¥|¢™).

Notese que, viendo la expresion de Q(¥|¥(")), vemos que los pardmetros del
primer sumando son independientes a los del resto de sumandos, por tanto es
posible maximizar dichos parametros por separado. Para ello, usamos los Mul-
tiplicadores de Lagrange, obteniéndose

r+1) Z

Para los otros dos sumandos la maximizaciéon depende de las familias parame-
tricas de copula y marginales escogidas. Estimar simultaneamente los parame-
tros de copula y los parametros marginales es computacionalmente costoso, por
tanto, siguiendo [15] y [17], esta maximizacion se realiza mediante la llamada
maximo verosimilitud en dos pasos:

En el primer paso, se aplica estimacién maxima verosimilitud sélo en el tercer
sumando de Q(¥|¥("), es decir, en

Z TZ‘ST) (Z log gim(yjm|ﬁim)> .

7=1 =1 m=1

para estimar los parametros de las marginales. De esta forma se obtienen unos

(r+1) +1 +1 +1 .
estimadores Blr R i; ),...,ﬁg ),...,ﬁéz ) que verifican

k
A 51 = i35 (S 2,
m=1

7j=1 =1

En el segundo paso, se estima en parametro de la copula usando sdlo el segundo
sumando de Q(¥|¥(") valiéndose de la estimacion de los pardmetros margina-
les del paso anterior, es decir, se aplica maxima verosimilitud en

n

g
ZZ 5 log ¢, ( il(yj1|§i1)’""Ek(yjkléik))'
J=1

=1

r—+1 ~(r+1 .
De esta forma se con51guen unos estimadores pg )7 ey pg ) que verifican

(ﬁYH)a >f3§;+1 = Arg max Z Z o log ¢y, (Fix (yﬂw ), ... m(yyklﬁ )

=1 i=1
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Observacion 4.1. Notese que para aplicar el algortimo anterior se necesita de una
estimacién inicial ¥(9) y un criterio de parada. Para obtener ¥(®) una forma habitual
consiste aplicar cualquier otro algoritmo de clustering, como el k-medias, y estimar
en cada subpoblacion dada por el algoritmo los parametros de interés. Como criterio
de parada, lo comun es detener el algoritmo cuando

@y, 2) = 1(@W]y, 2)] <,

para un valor prefijado de .

Una vez se detiene el algoritmo en el paso ., la clasificacion de los individuos se
realiza de la siguiente manera:

El individuo j-ésimo se asigna a aquella subpoblacion ¢, que verifica

77 = max {Tl(;-"’), s T(rf’)} ,

) 97

en caso de empate, se asignaria al individuo de forma aleatoria entre aquellas subpo-

blaciones donde de alcanza el maximo Ti(]

de valores iniciales y convergencia del algoritmo, ver [16].

T ;. . s . .
-e). Para maés informacién sobre estimacion

4.1.1 El caso gaussiano.

Aqui se presenta un caso particular del algoritmo anterior, en el cual la maximiza-
cion de paso M puede realizarse de forma analitica. Se considerara el caso bivariante,
con copula y marginales gaussianas. En este caso, el vector de parametros viene da-
do por ¥ = (71, ..., Ty, P1, s Pgs B3 By ...,@gl,éﬁ), donde 8, = (fim, 02,)) para
m=1,2yie{l,.., g}

Tal como se coment6 en el algoritmo general, los parametros (7, ..., 7,) pueden es-
timarse de forma independiente, obteniéndose

1 n
(r+1) _ ()
s = E Tii -
j:l

De nuevo siguiendo [15] y [17], para los parametros de copula y marginales se rea-
liza mediante mdxima verosimilitud en dos pasos. Se denotaran como Q3(W|¥(™) y
Q2(¥|¥™) al tercer y segundo sumando de Q(¥|¥(")) respectivamente.
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» Estimacion de las medias marginales: Dados ¢ € {1,...,g} ym € {1,2},
para obtener ,ugfnﬂ) se deriva en Q3(W|¥(™) respecto de ji,,; v se iguala a cero:

™) 1B
aqu?’ v|w Z Tii a o 108 G (Yjm | Bim)

" r 8 1 m — Mam 2
_y 09 <_§log(2ﬂ)_10gaim_<%%+>)

m

=1

Despejando en la ecuacion anterior se obtiene

no ()
Iu(r—l—l) . Z] 1 Tij Yjm
m - n (ry
Zj:l Tij

» Estimacion de las varianzas marginales: Dados i € {1, ...,¢g} ym € {1, 2},
para obtener UZS:H) se deriva en Q3(¥|¥(")) respecto de 0;,, y se iguala a cero:

(w|w) Z

log I (Yjm|Bim)

1 (Yjm — fim)*
= Z z] a o (—— log(27r) IOg Oim — W
= i o3 = 0.
j=1 im

Despejando en la ecuacion anterior se obtiene

im n (r)
Zj:l Tij

y usando las estimaciones de las medias marginales:

no(r) (r+1)\2
2(r+1) Z] 1 Tij (y]m Him )
im = n (r) .
Zj:l Tij

» Estimacion de la copula: Para no sobrecargar las expresiones, se denotara

i = (uly,uly) = (Fa(yn|B7™), Fa(yp 84H))

n (T)
O_2(r+1) . Z] 1 z] (y]’m ”2m)2

)
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paraj € {1,...,n}.
Tal como se vio en el Capitulo 3, la densidad de la copula gaussiana bivariante
viene dada por

c(ug, ug; p) = ; exp (_1025% —2p861& + ,0253)
; U2; ﬂ 2(1 — p?) ’

donde &,, = & !(u,,), param = 1,2, siendo & la funcién de distribucién de
la distribucién estandar univariante, y p € (—1,1). El objetivo es maximizar
Q2(¥|¥(")) usando las estimaciones ya obtenidas para las marginales, es decir,
se busca maximizar

ZZ 10% Cp, (U j17u§2)

7=1 =1

respecto p1, ..., pg. Dado i € {1, ..., g}, derivando respecto p; e igualando a cero:

5 "0
Iip) =N 7

z:ww—ﬁ+%£ﬁﬁ+ﬂ—(ﬁf—<E%M+@@ﬂ
~ 540
j=1

lOg sz( jl? u;Q)

=0,

(1= p7)?

Donde &, = &~ '(u},,), param = 1,2y j = 1,...,n. Por tanto, para obtener

pl(rJrl basta resolver la ecuacion polinémica de grado 3 dada por

(— erﬁ) i+ <Z el ) P2+ (Z (1= (€)? — ( ;2>2>> P
j=1 j=1 j=1
(r) ¢i i _
+ (ZTU il j2) =0
7=1

Ejemplo 4.1. Para probar el algoritmo, se procede a crear una muestra de tamano
n = 1500 donde:

1. 500 individuos proceden de una distribucion normal multivariante de parame-

() e )

tros
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2. 500 individuos proceden de una distribuciéon normal multivariante de parame-

o= C;) y ¥= (_(1).5 _(1)'5) -

3. 500 individuos proceden de una distribuciéon normal multivariante de parame-

= (B) )

A continuacioén se aplican 10 iteraciones del algoritmo con valores iniciales

tros

tros

7 = (1/3,1/3,1/3)
{ (0)}7 15 —15 15
Hmif =\15 —15 —15
{UW (1 11

P = (0.5,-0.8,0.8)

dando lugar a los siguientes resultados:
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Datos originales:
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4.2 Algoritmo jerarquico basado en copulas

En esta seccion se describe un algoritmo jerarquico de clustering de variables ba-
sado en coépulas. En el Capitulo 3, se introdujo el coeficiente $? asociado a una coépula
C, el cual se definia como

#(C) = hald) [ [Cw) = Cow)f
[0,1]¢
siendo d la dimension, y donde hy(d) es el factor de normalizacion dado por

—1 -1
2 1 d! 1
ha(d) = </[071}d[CU(u) - Gy du) B ((d +0d+2) 2L, (i+1) * 3d> ’

Usando la copula empirica C,,, (ver anexo B) podemos estimar

[ o =i

como
1 n n d
/ o) — Crlw)? du = — 33" T[(1 = méx {Uss, Us})
[0,1]¢ U ket et
9 1 d n d ) 1
7j=1 =1

para mas detalles, ver [8].

La idea es crear una medida medida de similitud inspirada en ®?: si dos cldster de va-
riables estan relacionados, la copula asociada vector aleatorio que recoge las variables
de ambos clusters estara lejos de la copula de independencia, y por el contrario, si las
variables de ambos clusters estan cerca de ser independientes, la distancia a la copula
de independencia decaera. Se define por tanto la medida de similitud A? como sigue:

| Definicion 4.1, Sean A, = {X1,..., X;} y Ay = {Y1,...,Y,} dos cliisters de va-
riables. Sea 7 = (X1, ..., Xy, Y1, ..., Ys) el vector aleatorio formadado por las variables
aleatorias de ambos clisters, y sea C' la copula asociada a dicho vector. Se define entonces
la medida de similitud A* entre ambos cliisters como

10 2
/[O,HHJC(Q) = Ci(w)]” du.

2 _
AT A Az) = ho(s +t)
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Por lo visto hasta ahora, una estimacion natural de dicha medida de similitud seria la

dada por
10

. B
A%(Ar, Ay) = ho(s + 1)

/[0 1])t+s [Cn(w) = C1(w)]* du.

El motivo por el cual la constante h(d) se usa dividiendo es que su valor aumenta con
la dimension, y de esta forma se evita que el algoritmo tienda en cada paso a asignar
las variables a los clusters con mayor dimension. Por otro lado, el motivo de multipli-
car por 10 es que los valores de la matriz de similitud sean mas faciles de interpretar.

Lo que sigue es incorporar la medida de similitud A? a un algoritmo jerarquico aso-
ciativo, tal y como se expone en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2.
variable) de la siguiente forma:

Se crea una muestra de 7 variables aleatorias (700 realizaciones por

1. Las variables X7, X5 y X3 proceden de una cépula de Gumbel 3-dimensional de
parametro § = 5.

2. Las variables X, y X; tienen una dependencia exacta: X, procede de una dis-
tribucion U(0,1) y X5 = X2.

3. Las variables X4y X7 proceden de una copula gaussiana bivariante de parame-
tro p = —0.9.

Se procede con el algoritmo para elaborar 3 clusters: (Nota: Debido a que se esta usan-
do una aproximacion basada en la copula empirica, los valores obtenidos a lo largo de
la aplicacion del algoritmo no son exactos) :

= Paso 1: Se consideran 7 clusters, cada uno formado por una de las variables,
y se calcula la matriz de similitud basada en A? :

X, X, X; X, X; X6 X;
X1

Xy | 0.02126

X5 | 0.02085 | 0.02072

X, | 0.00024 | 0.00026 | 0.00021

X5 | 0.01596 | 0.01671 | 0.01640 | 0.05259

X | 0.00030 | 0.00033 | 0.00031 | 0.00006 | 0.01535

X7 | 0.00058 | 0.00060 | 0.00062 | 0.00013 | 0.01466 | 0.01133
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Por tanto se unen los clusters { X, } y { X5}, ya que muestran la mayor similitud.
» Paso 2: La nueva matriz de similitud viene dada por:

X, X, X, (X1, X5} | X X;
X1
X, 0.02126
X, 0.02085 | 0.02072
{X,, X5} | 0.01030 | 0.01069 | 0.01049
Xg 0.00030 | 0.00033 | 0.00031 | 0.01018
X; 0.00058 | 0.00060 | 0.00062 | 0.00978 | 0.01133

Se unen los clasters { X} y { X, }.
= Paso 3: Se vuelve a calcular la matriz de similitud:

(X0, %) [ X, XX [ X X
{X1, X}
Xs 0.02076
{X4, X5} 0.00607 0.01049
Xe 0.00382 0.00031 | 0.01018
X7 0.00430 0.00062 | 0.00978 0.01133

Se unen los clasters { X1, Xo} y { X3}
= Paso 4: Se vuelve a calcular la matriz de similitud:

{X1, X0, X5} | { X4, X5} | X X7
{X1, X5, X35}
{X4, X5} 0.00422
Xs 0.00456 0.01018
X7 0.00496 0.00978 0.01133

Se unen los clasters { X¢} y { X7}
Los tres clusters formados por el algoritmo son { X7, Xo, X3}, { X4, X5}y { X6, X7}
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A Demostracion del teorema de Sklar

Se presenta una prueba alternativa basada en trabajo de los autores F. Durante, J.
Fernandez-Sanchez y C. Sempi (ver [18]) que ademéas mostrara algunas propiedades
del conjunto de las copulas como subconjuntos de espacio de funciones continuas en
[0, 1]™.

| Definicion A.1.  Se define como C,, como el conjunto de las copulas en dimension n.
Se considerard como subconjunto del espacio vectorial (C([0,1]™,||.||c), que, como es
bien sabido, es un espacio métrico completo.

| Teorema A.1. Sea {Cr}ren C Cr yCy € C,, de forma que C, & Co puntualmente,

k :
entonces Cy, — C\ uniformemente.
Demostracion.  Ver [18]. |

Proposicion A.1. El subconjunto C,, es cerrado en la topologia de la convergencia
uniforme y, en consecuencia, completo.

Demostracion. Considérese una sucesion {C,,} que converge uniformemente a C.
Hay que ver que C' € C,,. Para comprobar que C' es funcion de distribucion es facil ver
que gracias a la convergencia uniforme se verifican las condiciones del Teorema 1.1.
Se procede a mostrar que las marginales deben ser uniformes, se realizara la prueba
para la primera marginal, pues es analogo para el resto.
Sea ¢ > 0 fijo, por la convergencia uniforme existira ny natural tal que, para todo
n > ng:

sup |Gy (u) = Clu)] < e

uel0,1]”
En particular, para as, ..., a, > 0 arbitrarios se tiene que, para todo n > ng y todo
U € (O, 1) :
|Cr(uy, ag, ...,a,) — C(uy, as, ...,a,)| < e

y tomando limites en esta expresion cuando a; — 1 para i = 2, ..., n se obtiene que,
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de nuevo para todo n > ng, y todo u; € (0,1) :
|Fyn(ur) — Fi(un)| = [un — Fuy)| <,

y finalmente de la arbitrariedad de € > 0 se deduce el resultado. La completitud se
desprende de que es un subconjunto cerrado de (C([0,1]"),|.||c, que es un espacio
de Banach. |

| Teorema A.2. EI subconjunto C,, es compacto en la topologia de la convergencia
uniforme.

Demostracion.  Como C,, es cerrado bastara ver que es relativamente compacto. Por
un lado:

sup{|C(u)| : we0,1]", CeC,} <1

luego C,, es uniformemente acotado. Por otro lado, de la Proposicion 1.2 se deduce que
dicha familia también es equicontinua, luego aplicando el teorema de Ascoli-Arzela se
concluye que C,, es relativamente compacto. |

Para la demostracion se hara uso de una familia regularizante de funciones {p.}_. .

esto es, una familia de funciones que verifican, para todo ¢ > 0, las siguientes propie-

dades:

1. p. € C*(R")
2. pe =0
3. sop(p:) C B(0,¢)

4-/ pe(x) dz =1

R

Puede comprobarse que la familia dada por p.(z) = = p(Z) verifica lo anterior, donde
)

I%E

A
P(&) fR ﬁ

Il\z

siendo

-1
. et-lz2” six € B(0,1
plz) = { 0. 1)

0, siz ¢ B(0,1).

Se introduce ahora el concepto de convolucioén entre funciones, una herramienta muy
util a la hora de obtener funciones con méas regularidad a partir de funciones ya dadas.
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| Definicién A.2. Dadas f, g funciones medibles, entonces, para todo x € R" tal que
la funciony — f(x —y)g(y) sea integrable, se define:

(fx9)(z) = . flz—y)g(y) dy.

A esta nueva funcion la llamamos la convolucion en f con g.

Observacion A.1. Sila convolucion de f con g esta bien definida en el punto z, en-
tonces mediante el cambio de variables u = z — y se tiene que g * [ también esta
bien definida en el punto z y, de hecho, (f * g)(g)_: (9 * f)(z), lo cual muestra la
conmutatividad del producto de convolucion.

Proposicion A.2. Sea H funcién de distribucion n-dimensional. Para todo £k € N
difinimos
Hy(z) = [ H(z—=y)pi(y) dy.
]Rn
Entonces se verifica que Hj, es funcion de distribucién n-dimensional continua para
todo £ € N. En consecuencia, cada funcion de distribucién marginal F},; de H,, es
continua.

Demostracion. El hecho de que 0 < H < 1 indica que Hj, esta bien definida y toma
valores entre 0 y 1 para todo & € N. Para ver que es funcion de distribucion bastara
comprobar las condiciones del Teorema 1.1. Si se fija € > 0 arbitrario, por ser H
funcion de distribucién debera existir M > 0 tal que, para todo X € R" verificando
x; > M parai = 1,...,n, se cumple H(z) > 1 — . Se sigue de aqui que, para todo
x € R" verificando #; > M + 1/k parai = 1,...,n y dado y en B(0,1/k) entonces
x; —y; > M, con lo cual

Hk@)_/ H(z ?/)Pl/k( )dy> (1—€)/ p1/k(Y )dg—l—é‘
B(0,1/k) B(0,1/k)

de donde se deduce que Hy(z) — 1sixz; — +oo parai = 1,...,n. De forma similar
se prueba Hy(z) — 0 si x; — —oo para algin i € {1,...,n}. Para ver que se verifica
la segunda propiedad del Teorema 1.1, basta considerar [a, b], y notar que :

Vi () = 3 signle) o) = | sento) e =)o)

v

=/ Virla —y,b = ylp1x(y) dy > 0,

donde el ultimo término es no negativo por ser la integral de una funcion no negativa,
ya que H es una funcion de distribucion y verifica la desigualdad en los puntos a — y
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y b — y. Resta ver que H}, es continua, como py /5, es continua en B(0, 1) compacto, es
uniformemente continua aqui, por tanto dado € > 0 existe § > 0 tal que si |z —y| < &
se cumple |p1/x(z — p1/x(y)| < €. Asi, denotando como m,, a la medida de Lebesgue
n-dimensional, y usando la conmutatividad de la convolucién, asi como el hecho de
que |[H| <1:

o) - Bl < [ @l - g) - (2 - )l dy <26 ma(BO.1/E)
B(0,1/k)
de donde se deduce la continuidad. |

Proposicion A.3.  Si H es continua en el punto x € R"”, entonces
lim Hy(z) = H(z).
k—+4o00

En consecuencia, si H tiene marginales F, ..., F, y F; es continua en el punto z; € R,

entonces

k—+o0
Demostracion.  Si H es continua en el punto z € R", entonces dado € > 0 existe
6 > 0 tal que para todo y € B(0,0) se verifica |H(z) — H(z — y)| < . Por tanto,
paratodo k > 1/ :

|H(z) — H(z)| =

/ H(z —y)pir(y) dy — H(z) / p1/k(y) da’
B(0,1/k) B(0,1/k)

/B(O 1/k)(H(z —y) — H(z))pk(y) dy

< / |H(z —y) — H(z)|p1x(y) dy
B(0,1/k)

<e / pk(y) dy = e,
B(0,1/k)

de donde se deduce el resultado. |

Ya con todas las herramientas listas se procede a la demostracion del Teorema de Sklar:

| Teorema A.3 (Sklar). Sea X un vector aleatorio con funcién de distribucion H y
funciones de distribucion marginales univariantes F1, ..., F,,. Entonces existe una copula
C asociada con X, es decir, tal que se verifica que

H(z) = C(Fi(x1), ..., Fn(xy)).

para todo x € R".
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Demostracion. Dada la funcion de distribucion H se construye la sucesion de fun-
ciones de distribucion continuas Hy, cuyas marginales F}, 1, ..., F}, , también son con-
tinuas. Aplicando a cada Hj, la Proposicion 1.4 se obtiene que existe una sucesion de
copulas {C}} tal que, para todo k € N :

Hk(g) = Ck(FkJ(l’l), ceey Fk,n<xn))

Por la compacidad de C,,, existe una subsucesion {C’ k(m)} de {C}\} que converge uni-
formemente a una copula C'. Sea entonces z = (1, ..., z,,) € R", se distinguen aqui
dos casos:

» H escontinuaen x :
Aplicando la Proposicion A.3, se tiene que { Hi(z)} converge a H(x), y por tanto
también lo hace { Hy(y(z)}. Este hecho también se aplica la las funciones de
distribucion marginales, con lo que la sucesion

{Ck(m) (Fk(m)71(l‘1)7 ey Fk(m),’rL(mn))}

converge a C'(Fy(xy), ..., F,,(x,)). De esta forma:

H(z) = lim Hyomy(z) = lim {Crtm) Fremy,1 (1), -y Frgmym (@) }
= C<F1<.§C1>,,Fn<xn)),

con lo que se verifica el teorema.

= H no es continua en x :
Se escoge en este caso una sucesion de puntos de continuidad de H, {g j},
verificando x;; > z; parai = 1,...,n y todo j € N, y tales que {H@])}
converge a H(z) y {F;(z;;)} converge a F;(x;) parai = 1,....,n (ndtese que
esto es posible por ser las funciones de distribucion continuas a la derecha). Por
tanto, dado € > 0, existira jo € N tal que, para todo j > 7o, se tiene

|H(z ;) — H(z)| <ey|Fi(z;) — Fi(zi)] <e/(2n), parai=1,...,n.

Por otro lado, como dado = ; esun punto de continuidad, gracias a la Proposicion

A.3, paraun m € N suficientemente grande, se tendra que
| Hymy(z ;) — H(z ;)| <e.
Por ello

[Himy (2 5) = H(@)| < [Hymy (2 5) = H(z )| + [H(z ;) — H(z)| < 2,
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de donde se deduce que { Hy () @j)}mj converge a H(z) cuando m, j — +o0.
Ademas la sucesion

{Ck(m)(ﬂ(%,h ceey Fn(myn))}

m?j

converge a C(Fy(xy),..., F,(x,)) cuando m,j — +o0. En efecto, para j,m
suficientemente grandes, si aplicamos la desigualdad triangular:

’Ck(m)(Fl(ij, v Fo(xj)) — C(Fi(x1), ..., Fo(x,
|Ck(m)(F1(l'j71, PN Fn(xj,n)) — Ok(m)(Fl(wl); ceey Fn
—+ |C(F1([E1), 7Fn(xn)> — Ck(m)(F1($1)7 ey Fn(l‘n>)| = (*)

Ty

~—
~—

acotando el primer sumando por la Proposicion 1.2 y el segundo por la conver-
gencia uniforme de {C’k(m) }:

a £ e €
< Fi(zji) — Fi(z)|+ 5 <n—+ 5=
()2 Y IR(e) ~ Rl + 5 Sk S =

que era lo que se queria ver. Finalmente, usando el resultado ya probado para puntos
de continuidad:

H(z) = Hm Hy(m (2 ;) = Hm Crn) (F1(25,1, s Fo(25,0)) = C(F1(21), ..y Fo())

concluyendo asi la prueba. |



B | La copula empirica

La siguiente exposicion se basa en la seccion 4.2 de [17]. Sea X un vector aleatorio
d-dimensional, con funciones de distribuciéon marginales Fi, ..., F;; y copula C, del
que se posee una muestra aleatoria independiente X7, ..., X,, . Para cada una de estas
funciones de distribucion marginales, un estimador no paramétrico clasico es el dado
por la funcidén de distribucion empirica, con expresion

1
n—+1

F,i(z) = D I(X;; <), Vo ER,
=1

donde I representa la funcién indicatrizy j € {1, ..., d}.
Haciendo uso dichos estimadores, podemos definir la muestra asociada de pseudo-
observaciones de C' como

Ui,n = (le(Xﬂ), ...,Fan(Xid)), 1 € {1, ,n} .

Notese que U, , ..., U, , no son observaciones reales de C, de hecho no son observa-
ciones independientes. La razén de dividir por n + 1 en la definicion de la funcién de
distribuciéon empirica es que, debido a que estas pseudo-observaciones seran usadas
para estimar la copula de X, es necesario que pertenezcan al interior de hipercubo
[0, 1]. Aunque de esta forma dichas funciones de distribuciéon empiricas no pueden

_n_

tomar el valor 1, esto no influye para grandes volumenes de datos, pues -5

~ 1 para
valores elevados de n.

La copula empirica C), consiste en un estimador no parametrico de C, dado por

n n d
1 1
Colt) = =D T(Uin <) = =3 [[1W0Ga <u), welo, 1"
i=1

i=1 j=1

Deheuvels prob6 en 1979 que C,, es un estimador consistente de C' en [19], sin em-
bargo a veces muestra un gran sesgo cuando el tamafio de muestra es pequefio. Para
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solucionar este problema, Sancetta y Satchell introdujeron una nueva clase de estima-
dores de C mas suaves, las copulas empiricas de Bernstein (ver [20]). Dentro de esta
clase destaca la Copula empirica beta, que fue introducida por Segers en [21], y cuya
expresion viene dada por

n d

Ciw) =~ ST Fun ), we 0,1

i=1 j=1

donde, para cada r € {1,...,n}, F,, denota la funcién de distribucién de la variable
aleatoria Beta con parametros  y n + 1 — r, y donde, para cada j € {1,...,d}, R;;
representa el rango de X;; en Xy, ..., X,,;, dado por

Rij = ]I(ij < ng)
k=1

Otro estimador no paramétrico suave de C' es la copula empirica "checkerboard", defi-
nida como

n d
1
C#(u) = - ZHmin {méx {nu; — Ry; +1,0},1}, w€[0,1]%
i=1 j=1

Este estimador es una gran herramienta, sobre todo en el contexto de datos disconti-
nuos, para mas detalles ver [22].
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