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English Abstract

Copulas are valuable tools employed in modeling the dependence between di�er-
ent random variables. Their best utility comes from the well-know Sklar’s Theorem,
which establish, for every random vector, the existence of a copula re�exing its de-
pendence structure. In this work, most copula properties are introduced among some
parametric families. Finally, as applications, two copula-based models for clustering
are developed.

Las cópulas constituyen una gran herramienta a la hora de modelar la dependencia
entre una serie de variables aleatorias. Su gran utilidad viene dada por el célebre
Teorema de Sklar, que indica que, para cualquier vector aleatorio, existe una cópula
que re�eja su dependencia. A lo largo de este trabajo se exploran las propiedades
de estas estructuras matemáticas, y se presentarán diferentes familias parámetricas.
Finalmente se propondrán dos modelos de clustering como aplicación práctica.





1 Conceptos y definiciones básicas

1.1 Repaso sobre el cálculo probabilístico multidi-
mensional

Se comienza este capítulo recordando algunas de�niciones y propiedades básicas
de las de los vectores aleatorios, así como de sus funciones de distribución multiva-
riante:

De�nición 1.1. Se de�ne el σ-álgebra de Borel en Rn como el menor σ-álgebra que
contiene al conjunto C = {B1 × ....×Bn , Bi ∈ B(R)}, es decir:

B(Rn) = σ(C).

De�nición 1.2. Sea (Ω,A,P) un espacio de probabilidad. Se dice que una aplica-
ción X : Ω → Rn es un vector aleatorio real si es medible para los σ-álgebras A y
B(Rn), esto es:

X−1(B) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ∈ A, para todo B ∈ B(Rn).

En este caso X de�ne una probabilidad PX en (Rn,B(Rn)) dada por

PX(B) = P(X−1(B)), para todo B ∈ B(Rn).

A PX se la llama distribución de X , y esta caracteriza al vector aleatorio. En el caso
particular en que n = 1, la aplicación X se denomina variable aleatoria.

Para las siguientes de�niciones y proposiciones siempre se tendrá como marco de
trabajo un espacio de probabilidad (Ω,A,P).
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Proposición 1.1. Una aplicación X : Ω → Rn es un vector aleatorio real si y sólo si
cada una de sus funciones componentes es una variable aleatoria real.

De�nición 1.3. Gracias a la proposición anterior, dado un vector aleatorio realX =

(X1, ..., Xn), cada una de las componentes Xi son variables aleatorias reales. Las dis-
tribuciones de estas variables aleatorias se denominan distribuciones marginales univa-
riantes de X .

De�nición 1.4. Dado un vector aleatorio realX = (X1, ..., Xn) se de�ne su función
de distribución asociada FX : Rn → R como

FX(x) = P(X1 ≤ x1, ..., Xn ≤ xn), para todo x ∈ Rn.

Las de�niciones y resultados que se exponen a continuación pueden consultarse en
[1].

De�nición 1.5. Para una función F : Rn → R, se de�ne el F -volumen del hiper-
cubo

[a, b] = [a1, b1]× ...× [an, bn]

como
VF ([a, b]) :=

∑
v

sign(v)F (v),

donde la suma se realiza en los 2d vértices v del hipercubo. Aquí:

sign(v) =

{
1, si vj = aj para un número par de índices
−1, si vj = aj para un número impar de índices.

Se introduce a continuación una caracterización de las funciones de distribución mul-
tivariantes, que se recoge en el siguiente teorema:

Teorema 1.1. F : Rn → R es la función de distribución de un vector aleatorio X
si, y sólo si, F satisface las siguientes propiedades:

1. F es continua por la derecha en cada una de sus variables.
2. El F -volumen de cualquier hipercubo es positivo, es decir, VF ([a, b]) ≥ 0 para todo

[a, b] hipercubo.
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3. Se veri�can los siguientes límites:

ĺım
x1→+∞,...,xn→+∞

F (x1, ..., xn) = 1

ĺım
xj→−∞

F (x1, ..., xn) = 0, para todo j ∈ {1, ...n} .

Observación 1.1.
Algunos comentarios sobre el teorema anterior son los siguientes:

El anterior teorema nos da una correspondencia unívoca entre las probabilida-
des de�nidas sobre (Rn, B(Rn)) y las funciones F que veri�can 1,2 y 3.
La distribución de un vector aleatorio determina, y es determinada, por su fun-
ción de distribución.
Si F tiene derivadas parciales de orden n-ésimo, condición 2 es equivalente a
que ∂nF/∂x1...∂xn ≥ 0. De esta misma condición se deduce que F es creciente
en cada una de sus coordenadas.

Además, se enuncia la siguiente proposición, que será de gran utilidad en las siguien-
tes secciones.

Proposición 1.2. Sea F una función de distribución multivariante con marginales
F1, ..., Fn. Entonces se veri�ca que, dados x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Rn:

|F (x1, ..., xn)− F (y1, ..., yn)| ≤
n∑
i=1

|Fi(xi)− Fi(yi)|

Demostración. Ver [1], Lemas 6.1.8 y 6.1.9.

1.2 Definición y primeros resultados sobre cópulas.

Para poner al lector en situación, se hará un breve recordatorio sobre las margi-
nales de una función de distribución:
Sea un vector aleatorioX = (X1, ..., Xn) con función de distribución F . Por la Propo-
sición 1.1, cada una de las componentes del vector constituye una variable aleatoria, y
por tanto cada componente tendrá asociada una función de distribución univariante.
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Fijada la componente i-ésima, esta función de distribución vendrá dada por:

Fi(xi) = P(Xi ≤ xi)

= P(X1 ≤ +∞, ..., Xi ≤ xi, ..., Xn ≤ +∞)

= P

(
X1 ∈

⋃
n≥0

(−∞, n]), ..., Xi ∈ (−∞, xi]xi, ..., Xn ∈
⋃
n≥0

(−∞, n])

)

= P

(
(X1, ..., Xn) ∈

⋃
n≥0

(−∞, n])× ...× (−∞, xi]× ...× (−∞, n])

)
= ĺım

n→∞
P((X1, ..., Xn) ∈ (−∞, n])× ...× (−∞, xi]× ...× (−∞, n]))

= ĺım
n→∞

F (n, ..., xi, ..., n) = F (+∞, ..., xi, ...,+∞)

A Fi se la denomina como i-ésima función de distribución marginal.

El punto de partida es el siguiente: Como se acaba de probar, dada una función de dis-
tribución multivariante, podemos conseguir cada una de las funciones de distribución
marginales univariantes sin más que tomar límites. La idea tras las cópulas es exacta-
mente la contraria, es decir, se busca, dado un conjunto de distribuciones marginales
univariantes, poder "reconstruir" la distribución multivariante original. Se introduce
así el concepto de cópula:

De�nición 1.6. Una cópula C es una función de distribución multivariante de un
vector aleatorio X cuyas marginales univariantes siguen distribuciones U(0, 1).

Para el caso de las copulas bivariantes existe la siguiente caracterización:

Proposición 1.3. Una función C : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] continua a la derecha es una
cópula si,y sólo si, veri�ca:

1. C(u1, 1) = u1 y C(1, u2) = u2.
2. C(u1, 0) = C(0, u2) = 0.
3. Dados u1, u2, v1, v2 ∈ [0, 1] con u1 ≤ v1 y u2 ≤ v2, se veri�ca:

C(v1, v2)− C(u1, v2) ≥ C(v1, u2)− C(u1, u2).

Demostración. Las condiciones 2 y 3 surgen Teorema 1.1, teniendo en cuenta que,
para [u, v] = [u1, v1]× [u2, v2], se veri�ca

VC([u, v]) = C(v1, v2)− C(u1, v2)− C(v1, u2) + C(u1, u2).
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La condición 1, esta es impuesta para que las distribuciones marginales sean distribu-
ciones U(0, 1).

1.3 El teorema de Sklar

En esta sección se desarrolla el llamado Teorema de Sklar, que es el resultado básico
que da sentido al estudio de las cópulas.

De�nición 1.7. Sea X un vector aleatorio con función de distribución F , y sean
X1, ..., Xn lasmarginales univariantes asociadas con funciones de distribuciónF1, ..., Fn
respectivamente. Se dice que una cópula C está asociada con X si, para todo x =

(x1, ..., xn) ∈ Rn, se veri�ca que

F (x) = C(F1(x1), ..., Fn(xn)).

Ejemplo 1.1. Sean X1, ..., Xn variables aleatorias reales independientes con funcio-
nes de distribución F1, ..., Fn respectivamente, entonces la función de distribución del
vector aleatorio X = (X1, ..., Xn) viene dada por

F (x) =
n∏
i=1

Fi(xi), para todo x ∈ Rn.

Por ello una cópula asociada aX en este caso sería la llamada "cópula de independen-
cia", que viene dada por:

CI(u) =
n∏
i=1

ui, para todo u ∈ [0, 1]n.

De hecho, un conjunto de variables aleatoriasX1, ..., Xn son independientes si, y sólo
si, la cópula CI está asociada al vector aleatorio X = (X1, ..., Xn). (Ver [2] Corollary
7.1.2).

Para vectores aleatorios continuos es sencillo probar la existencia y unicidad de có-
pulas asociadas, dicho resultado se recoge en la siguiente proposición:

Proposición 1.4. Sea X un vector aleatorio con función de distribución F continua,
entonces existe una única cópula asociada con X , que viene dada por

C(u) = F (F−11 (u1), ..., F
−1
n (un))
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Demostración. SeaX una variable aleatoria continua con función de distribución F ,
entonces F (X) ∼ U(0, 1). En efecto, para ello se consideran los dos casos posibles:

Caso 1: F es estrictamente creciente y por tanto su inversa está bien de�nida.
Bastanotar que, para u ∈ (0, 1), F (x) ≤ u si, y sólo si, x ≤ F−1(u), y por tanto

P(F (X) ≤ u) = P(X ≤ F−1(u)) = F (F−1(u)) = u.

Caso 2:F no es estrictamente creciente, es decir, existe algín un punto u ∈ (0, 1)

de forma que F−1(u) es un intervalo. Sea entonces I = {x ∈ R : F (x) = u}.
Por ser F continua, I debe ser un intervalo cerrado, además el hecho de con-
siderar u < 1 hace que el intervalo I esté acotado superiormente, y por tanto
tendría sentido considerar el punto u′ = máx I . De este modo

P(F (X) ≤ u) = P(X ≤ F−1(u′)) = F (F−1(u′)) = u.

En ambos casos se llega a que

P(F (X) ≤ u) =


0, si u ≤ 0

u, si u ∈ (0, 1)

1, si u ≥ 1,

que es la función de distribución de una variable U(0, 1).
Dado ahora el vector aleatorio X = (X1, ..., Xn), se considera el vector aleatorio
Y = (F1(X1), ..., Fn(Xn)). Por lo visto hasta ahora, las marginales univariantes de
este vector siguen distribuciones U(0, 1), pues cada una de las distribuciones margi-
nales son continuas por serloX , y por tanto su función de distribución es una cópula.
Además, con razonamiento análogo al anterior:

FY (u) = P(F1(X1) ≤ u1, ..., Fn(Xn) ≤ un) = P(X1 ≤ F−1(u1), ..., Xn ≤ F−1(un))

= F (F−1(u1), ..., F
−1(un)),

con lo que la cópula dada por dicha función de distribución es asociada con X .
Veamos la unicidad:
SeaC la cópula construida, y sea C̃ otra cópula asociada aX . Entonces, por de�nicion,
ambas cópulas coinciden en el conjunto

A = {z = (z1, ..., zn) : zi ∈ Fi(R) , i = 1, ..., n} .

Ahora bien, como cada Fi es continua, alcanza sobre R todos los valores del intervalo
(0,1). Es decir, los conjuntosA y [0, 1]n coinciden salvo, a lo sumo, un número �nito de
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puntos, luego, denotando como m la medida de Lebesgue n-dimensional, se cumple
que m(A) = m([0, 1]n). En de�nitiva, C y C̃ coinciden en casi todo [0, 1]n, y como
C es continua por ser composición de funciones continuas, debe ser C = C̃ en todo
[0, 1]n.

Una cuestión lógica sería ver si el resultado anterior puede extenderse a vectores alea-
torios con funciones de distribución arbitrarias, no necesariamente continuas. La res-
puesta a ello es dada por el célebre Teorema de Sklar :

Teorema 1.2 (Sklar). Sea X un vector aleatorio con función de distribución H y
funciones de distribución marginales univariantes F1, ..., Fn. Entonces existe una cópula
C asociada con X , es decir, tal que se veri�ca que

H(x) = C(F1(x1), ..., Fn(xn)),

para todo x ∈ Rn.

Observación 1.2. En los casos en que el vector X no sea absolutamente continuo no
existe garantía de que haya una única cópula asociada. De hecho existen contraejem-
plos de esto, para ello ver [3].

Una prueba de este teorema, junto con algunas propiedades más de la clase de las
cópulas como subconjunto del espacio de las funciones continuas en [0, 1]n, puede
encontrarse en el Anexo A. Este teorema tiene un recíproco, que es de utilidad a la
hora de generar muestras de vectores aleatorios arbitrarios:

Teorema1.3 (Recíproco del Teoremade Sklar). SeaC una cópula y seanF1, ..., Fn
funciones de distribución univariantes cualesquiera. Si se de�ne H : Rn → [0, 1] como

H(x) = C(F1(x1), ..., Fn(xn)).

para todo x ∈ Rn, se veri�ca que H es una función de distribución multivariante.

Demostración. Basta ver que se satisfacen las propiedades del Teorema 1.1. Para más
detalles, ver [3].

Como ya se adelantó, este teorema permite crear vectores aleatorio con distribuciones
marginales arbitrarias que veri�quen una determinada relación de dependencia, pues
este hecho es controlado por la cópula escogida.
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Ejemplo 1.2. Tomando en el Teorema 1.3 distribuciones marginales N (0, 1) y la có-
pula de independenciaCI , se obtiene la función de distribución de un vector aleatorio
Nn(0, In×n).

1.4 Propiedades de las cópulas

En esta sección se exponen una serie de propiedades que veri�can las cópulas.
Una consecuencia inmediata de la Proposición 1.2 es el hecho de que las cópulas son
uniformemente continuas:
Proposición 1.5. Cualquier cópula C es uniformemente continua, es decir, dados dos
vectores u = (u1, ..., un), v = (v1, ..., vn) ∈ Rn se veri�ca:

|C(u1, ..., un)− C(v1, ..., vn)| ≤
n∑
i=1

|ui − vi|.

Demostración. Basta aplicar la Proposición 1.2 y tener en cuenta que las funciones de
distribución marginales de C perteneces a variables aleatorias U(0, 1).

Además, para cualquier cópula dada, se pueden obtener cotas �jas de la manera que
sigue. Para más información consultar [3], Capítulo 3.
De�nición 1.8. Se de�ne la cópula inferior de Fréchet como aquella dada por

CL(u1, ..., un) = máx

(
n∑
i=1

ui − n+ 1 ; 0

)
.

Se de�ne también la cópula superior de Fréchet como aquella dada por

CU(u1, ..., un) = mı́n(u1, ..., un).

Observación 1.3. Aunque se denomine a CL como "cópula inferior", lo cierto es que
solo es una cópula para el caso n = 2, sin embargo, es posible probar que, �jado u0 ∈
[0, 1]n, siempre existe una cópulaC dependiente de u0, de forma queCL(u0) = C(u0).
Para una prueba ver [4], Theorem 2.10.13.
Por otro lado, CU siempre es una cópula. Para ello se considera una variable aleatoria
uniforme U , y el vector aleatorio dado porX = (U, ..., U). Claramente las marginales
de este vector son variables aleatorias uniformes y además se cumple:

FX(u1, ..., un) = P(U ≤ u1, ..., U ≤ un) = P(U ≤ mı́n(u1, ..., un))

= mı́n(u1, ..., un) = CU
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La cópula CU representa una dependencia positiva perfecta, mientras que CL repre-
senta una dependencia negativa perfecta.

Teorema 1.4 (Cotas Fréchet-Hoe�ding). Para cualquier función de distribución
multivariante F con funciones de distribución marginales F1, ..., Fn, se veri�can las de-
sigualdades

máx

(
n∑
i=1

Fi(xi)− n+ 1 ; 0

)
≤ F (x1, ..., xn) ≤ mı́n(F1(x1), ..., F (xn)) (1.1)

para todo (x1, ..., xn) ∈ Rn. En consecuencia, dada una cópula C culaquiera, se veri�ca

CL(u1, ..., un) ≤ C(u1, ..., un) ≤ CU(u1, ..., un)

para todo (u1, ..., un) ∈ Rn.

Demostración. La segunda parte del teorema se deduce de la primera, pues en el caso
de las cópulas las marginales siguen distribuciones uniformes. Se procede a probar
(1.1) :

1. Para la segunda desigualdad basta ver que, por la monotonía de la probabilidad:

F (x1, ..., xn) = P(X1 ≤ x1, ..., Xn ≤ xn) ≤ P(Xi ≤ xi) = Fi(xi)

para i = 1, ..., n, de donde se deduce lo deseado.
2. Se considera ahora la segunda desigualdad. Por de�nición, es claro queF (x1, ..., xn) ≥

0. Por otro lado, por la Desigualdad de Bonferroni (consultar, por ejemplo, [5]) :

F (x1, ..., xn) = P(X1 ≤ x1, ..., Xn ≤ xn) ≥ 1−
n∑
i=1

P(Xi > xi)

= 1−
n∑
i=1

(1− P(Xi ≤ xi)) = 1− n+
n∑
i=1

Fi(xi).

Proposición 1.6. Sea (X1, ..., Xn) un vector aleatorio con distribuciones marginales
continuas y cópula asociada C , y sean T1, ..., Tn funciones estrictamente crecientes.
Entonces el vector aleatorio (T1(X1), T2(X2), ..., Tn(Xn)) también tiene a C como
cópula asociada.
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Demostración. Debido a que T1, ..., Tn son funciones estrictamente crecientes:

P(T1(X1) ≤ x1, ..., Tn(Xn) ≤ xn) = P(X1 ≤ T−1(x1), ..., Xn ≤ T−1(xn))

= C(P(X1 ≤ T−1(x1), ...,P(Xn ≤ T−1(xn))

= C(P(T1(X1) ≤ x1, ...,P(Tn(Xn) ≤ xn)

Proposición 1.7. SeaC una cópula, entonces existen las derivadas parciales de primer
orden ∂C/∂uj en casi todo punto uj . Además, se veri�ca que

0 ≤ ∂C

∂uj
(u1, ..., un) ≤ 1

para todo (u1, ..., un) ∈ Rn.

Demostración. Como se exponía en la Observación 1.1, al serC una función de distri-
bución veri�ca que es creciente en cada una de sus componentes. Del hecho de que las
funciones monótonas son derivables en casi todo punto (ver [6], pág 96) se desprende
la existencia de las derivadas ∂C/∂uj . Por otro lado, tomando en la Proposición 1.3
xj = uj, yj = uj + h y xi = yi = ui para i 6= j, se obtiene:

0 ≤
∣∣∣∣ ∂C∂uj (u1, ..., un)

∣∣∣∣ = ĺım
h→0

∣∣∣∣C(u1, ..., uj + h, ..., un)− C(u1, ..., uj, ..., un)

h

∣∣∣∣
≤ |uj + h− uj|

|h|
= 1

Para ver algunas propiedades más de las cópulas, se usan dos teoremas clásicos de
teoría de la medida: El teorema de Radon-Nikodym y el Teorema de descomposición de
Lebesgue, los cuales se procede a exponer. Una prueba de los mismos puede encon-
trarse en [2].

De�nición 1.9. Sean dos medidas ν y µ de�nidas sobre un espacio medible (Ω,A).

Se dice que son singulares la una respecto de la otra si están concentradas sobre
conjuntos disjuntos, es decir, si existen A,B ∈ A con A ∩B = ∅ y tales que

ν(E) = ν(E ∩ A), µ(E) = µ(E ∩B), para todo E ∈ A.

Se denota por ν ⊥ µ.
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Por otro lado, se dice que ν es absolutamente continua con respecto deµ si se cumple

µ(E) = 0⇒ ν(E) = 0, para todo E ∈ A,

Se denota por ν � µ.

Teorema 1.5 (Radon-Nikodym). Sea (Ω,A, µ) un espacio de medida σ-�nito, es
decir, tal que existe una sucesión {An} ⊂ A veri�cando⋃

n∈N

An = Ω, µ(An) < +∞ para todo n ∈ N.

Sea también ν una medida �nita sobre (Ω,A) de forma que ν � µ, entonces existe una
función integrable f : Ω → [0,+∞) veri�cando:

ν(A) =

∫
A

f dµ, para todo A medible.

A f se le llama función de densidad de ν respecto a µ, y es única salvo conjunto de medida
µ nula.

Teorema 1.6 (Teorema de descomposición de Lebesgue). Sea (Ω,A, µ) un es-
pacio de medida σ-�nito, y sea ν una medida �nita sobre (Ω,A). Entonces existe un
único par de medidas �nitas νs, νa sobre (Ω,A) tales que

ν = νs + νa, νs ⊥ νa, y νs � µ.

Proposición 1.8. Sea X un vector aleatorio de forma que su distribución PX es abso-
lutamente continua respecto de la medida de Lebesgue, y sea f la densidad asociada
a PX por el teorema de Radon-Nikodym. Entonces, la función de distribución F del
vector aleatorio cumple que

∂nF

∂x1...∂xn
(x1, ..., xn) (1.2)

existe en casi todo punto de Rn. Es más, se veri�ca que

∂nF

∂x1...∂xn
(x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn).

en casi todo punto de Rn.

Aplicando estos resultados a las cópulas, se obtiene el siguiente corolario:
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Corolario 1.1. Toda cópula C admite una descomposición en una componente abso-
lutamente continua y otra componente singular. Es decir, podemos escribir

C(u1, ..., un) = AC(u1, ..., un) + SC(u1, ..., un),

siendo

AC(u1, ..., un) =

∫ un

−∞
...

∫ u1

−∞

∂nC

∂x1...∂xn
(x1, ..., xn) dx1...dxn

SC(u1, ..., un) = C(u1, ..., un)− AC(u1, ..., un).

Observación 1.4. Del corolario anterior se deducen las siguientes observaciones:

Si C ≡ AC , entonces C es absolutamente continua, y su densidad viene dada
por

∂nC

∂u1...∂un
(u1, ..., un).

Consideremos ahora el caso en el que la cópula C está asociada con un vector
aleatorio X = (X1, ..., Xn) absolutamente continuo, con función de densidad
conjunta f y funciones de densidad marginales f1, ..., fn. En este caso C será
absolutamente continua, y derivando en la expresión

F (x) = C(F1(x1), ..., Fn(xn)).

se obtiene

f(x1, ..., xn) = c(F1(x1), ..., Fn(xn))f1(x1), ..., fn(xn),

donde c denota la función de densidad de la cópula.

Si C ≡ SC , es decir, si

∂nC

∂u1...∂un
(u1, ..., un) = 0 en casi todo punto de Rn,

entonces C es singular.

En otro caso, C tiene una componente absolutamente continua y una compo-
nente singular, y ninguna de estas componentes son cópulas, pues no tienen
marginales uniformes en (0, 1).

Ejemplo 1.3. Algunos ejemplos son los siguientes:
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La cópula de independencia es absolutamente continua, y su densidad es

c(u1, ..., un) = 1, para todo (u1, ..., un) ∈ Rn.

La cópula superior de Fréchet es singular.

Se concluye esta sección con una condición su�ente para comprobar que una cópula
es absolutamente continua en el caso bidimensional, cuya prueba puede encontrarse
en [7].

Proposición 1.9. Sea C una cópula. Si ∂C(u, v)/∂v y ∂2C(u, v)/∂u∂v son conti-
nuas en [0, 1]2 y ∂C(u, v)/∂u existe para todo u ∈ (0, 1) cuando v = 0, entonces
∂C(u, v)/∂u y ∂2C(u, v)/∂v∂u existen en (0, 1)2 y ∂2C(u, v)/∂v∂u = ∂2C(u, v)/∂u∂v.





2 Medidas de asociación.

En este capítulo se exploran las formas mediante las cuales se pueden usar las
cópulas para estudiar los diferentes tipos de dependencia entre variables aleatorias,
un primer ejemplo de esto sería el Ejemplo 1.1. Un método clásico para estudiar la
dependencia entre variables aleatorias en el caso bidimensional viene dado por el
estudio del coe�ciente de correlación lineal ρ :

De�nición 2.1. Dado un vector aleatorio (X, Y ), se de�ne el coe�ciente de correla-
ción lineal ρ de Pearson como

ρX,Y =
Cov(X, Y )√

Var(X) Var(Y )
.

Se veri�ca que −1 ≤ ρX,Y ≤ 1, el caso ρX,Y = 1 representa relación lineal positiva
perfecta, mientras que caso ρX,Y = −1 representa relación lineal negativa perfecta.

La gran popularidad del coe�ciente de correlación lineal se debe a sus buenas propie-
dades, sin embargo, su uso no es adecuado en situaciones en las que la dependencia
multivariante es de tipo más general. Algunos de los problemas que presenta son los
siguientes :

Es posible que alguna de las varianzas del denominador no sea �nita, en cuyo
caso no estaría bien de�nido.
Si dos variables aleatoriasX, Y son independientes, entonces Cov(X, Y ) = 0, y
por tanto ρX,Y = 0. Sin embargo, que ρX,Y = 0 no implica que las variables sean
independientes, salvo en el caso gaussiano. Es más, el hecho de que el módulo
de ρX,Y sea pequeño no implica necesariamente baja dependencia.
El coe�ciente de correlación lineal no es invariante bajo transformaciones mo-
nótonas.
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Es por ello que en la siguiente sección se buscan otras medidas alternativas capaces de
adaptarse a problemas más generales. Las siguientes de�niciones pueden encontrarse
[8].

De�nición 2.2. Se de�ne Xn como el conjunto de los vectores aleatorios dimensión
n con distribuciones marginales univariantes continuas.

De�nición 2.3. Dadas dos cópulas C y C ′ se dice que C es más concordante que C ′,
y se denota como C ′ � C si, C ′(u) ≤ C(u) para todo C ′(u) ∈ [0, 1]n. Esta relación
establece un orden parcial en el conjunto de las cópulas (ver [3]).

De�nición 2.4. Una medida de asociación es una aplicaciónM : Xn → [−1, 1]

que veri�ca las siguientes propiedades:

1. Invariante respecto permutaciones: Para cualquier permutación π, se veri�ca

M(X1, ..., Xn) =M(Xπ(1), ..., Xπ(n)).

2. CI es la cópula asociada a X si, y sólo si,M(X) = 0.
3. Si n = 2,M(X) = −1 si, y sólo si, la cópula asociada a X es CL, yM(X) = 1

si, y sólo si, la cópula asociada aX es CU . Para n > 2,M(X) = 1 si, y sólo si, la
cópula asociada a X es CU .

4. SiX,X ′ son dos vectores aleatorios con cópulas asociadasC yC ′, y se veri�ca que
C ′ � C , entoncesM(X ′) ≤M(X).

5. Continuidad: Sea {Xn} es una sucesión de vectores aleatorios de forma que la
sucesion de cópulas asociadas {Cn} converge puntualmente a C . Entonces, si X
es un vector aleatorio asociado a C :

ĺım
n
M(Xn) =M(X).

2.1 Medidas de concordancia

En esta sección se describe como se pueden generalizar al caso multivariantes al-
gunas de las más conocidas medidas para vectores aleatorios bivariantes, tales como la
τS de Kendall o la ρ de Spearman. Estas medidas se conocen comomedidas de concordancia,
pues veri�can la propiedad 4 de la De�nición 2.4, así como las propiedades 1 ,2 ,5. Ade-
más son invariantes respecto a transformaciones estrictamente monótonas. Para más
detalles, ver [8].
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2.1.1 Coeficiente ρS de Spearman.

Se introduce el coe�ciente ρS de Spearman, que fue estudiado por primera vez
por Spearman, ver [8], y que es una especie de "normalización" del coe�ciente de
correlación lineal:

De�nición 2.5. Se de�ne el coe�ente ρS de Spearman asociado a un vector aleatorio
bivariante (X, Y ) con funciones de distribución marginales F1 y F2 como

ρS =
Cov[F1(X), F2(Y )]√

Var(F1(X)) Var(F2(Y ))
.

Observación 2.1. Debido a la hipótesis de que X e Y son continuos, tanto F1(X)

como F2(X) siguen distribuciones U(0, 1), que tienen esperanza 1/2 y varianza 1/12.
De esta forma

ρS =
E[F1(X)F2(Y )]− (1/2)2

1/12
.

Ahora bien, por lo mostrado en la prueba de la Proposición 1.4, por ser (X, Y ) un vector
aleatorio continuo y ser C su ccópula asociada, se debe cumplir que C es también la
función de distribución del vector aleatorio (F1(X), F2(Y )). Por tanto

E[F1(X)F2(Y )] =

∫
[0,1]2

uv dC(u, v) =

∫
[0,1]2

C(u, v) du dv,

con lo cual
ρS = 12

∫
[0,1]2

C(u, v) du dv − 3.

Por otro lado, un sencillo cálculo muestra que∫
[0,1]2

CI(u, v) du dv = 1/4,

∫
[0,1]2

CU(u, v) du dv = 1/6,

por lo que es posible reescribir la anterior expresión como

ρS =

∫
[0,1]2

C(u, v) du dv −
∫
[0,1]2

CI(u, v) du dv∫
[0,1]2

CU(u, v) du dv −
∫
[0,1]2

CI(u, v) du dv
.

en consecuencia, es posible interpretar el coe�ciente ρS como la diferencia media
entre las cópulas C y CI normalizada a través de la diferencia media entre CU y CI .
La siguiente proposición proporciona una nueva caracterización para el coe�ciente
ρS , y su prueba puede verse en [3].
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Proposición 2.1. Sean (X1, Y1), (X2, Y2) y (X3, Y3) tres vectores aleatorios indepen-
dientes e idénticamente distribuidos como el vector aleatorio (X, Y ). Entonces el co-
e�ciente ρS de (X, Y ) se puede escribir como

ρS = 3(P((X1 −X2)(Y1 − Y3) > 0)− P((X1 −X2)(Y1 − Y3) < 0)).

La Observación 2.1 permite generalizar el coe�ciente ρS al caso multivariante de
la siguiente manera:
De�nición 2.6. Dado un vector aleatorioX con marginales univariantes continuas,

y con cópula asociada C , se de�ne su coe�ciente ρS de Spearman como

ρS =

∫
[0,1]n

C(u) du−
∫
[0,1]n

CI(u) du∫
[0,1]n

CU(u) u−
∫
[0,1]n

CI(u) du
.

Ejemplo 2.1. Para θ ∈ [−1, 1], usando la Proposición 1.3 es sencillo ver que la función
dada por

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− u)(1− v)

es una cópula.
Aplicando el Teorema de Fubini:∫ ∫

[0,1]2
Cθ(u, v) dudv =

∫ 1

0

∫ 1

0

uv + θuv(1− u)(1− v) dudv

=

∫ 1

0

v

2
+
θ

6
v(1− v) dv

=
1

4
+

θ

36
.

Por tanto, se veri�ca en este caso que

ρS =
θ

3
.

2.1.2 Coeficiente τ de Kendall.

Se procede a exponer el coe�ciente τ de Kendall, que fue introducido por Maurice
Kendall en 1938. Para ello es necesaria la siguiente de�nición:
De�nición 2.7. Sea (X, Y ) un vector aleatorio y {(xi, yi)}ni=1 una muestra alea-

toria simple del mismo. Dado un par de observaciones (xi, yi), (xj, yj) se dice que es
concordante si xi ≥ xj y yi ≥ yj , o bien si xi ≤ xj y yi ≤ yj . Se dice que un par de
observaciones es discordante si xi ≥ xj y yi ≤ yj , o bien si xi ≤ xj y yi ≥ yj .
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De�nición 2.8. En el caso bivariante, se de�ne el coe�ciente τ de Kendall como la
probabilidad de obtener un par de observaciones concordantes menos la probabilidad de
obtener un par discordante. Más concretamente, si (X1, Y1) y (X2, Y2) son dos vectores
aleatorios independientes e idénticamente como el vector (X, Y ), se de�ne el coe�ciente
τ de Kendall asociado a (X, Y ) como

τ = P((X1 − Y1)(X2 − Y2) > 0)− P((X1 − Y1)(X2 − Y2) < 0).

El siguiente teorema, cuya demostración puede verse en [4], relaciona el coe�ciente
τ de Kendall con las cópulas:

Teorema 2.1. Sean (X1, Y1) y (X2, Y2) vectores aleatorios continuos independientes
con funciones de distribución conjuntasH1 yH2 respectivamente. Se supone además que
sus distribuciones coinciden, es decir,X1 yX2 tienen una misma función de distribución
F , mientras que Y1 y Y2 tienen una misma función de distribución G. Sean C1 y C2 las
cópulas asociadas a (X1, Y1) y (X2, Y2) respectivamente, entonces, denotando

Q = P((X1 − Y1)(X2 − Y2) > 0)− P((X1 − Y1)(X2 − Y2) < 0),

se veri�ca que

Q = 4

∫ ∫
[0,1]2

C2(u, v) dC1(u, v)− 1.

Demostración. Por ser variables aleatorias continuas, tenemos que

P((X1 − Y1)(X2 − Y2) < 0) = 1− P((X1 − Y1)(X2 − Y2) > 0),

y por tanto
Q = 2P((X1 − Y1)(X2 − Y2) > 0)− 1. (2.1)

Además se veri�ca que

P((X1−Y1)(X2−Y2) > 0) = P(X1 > X2, Y1 > Y2)+P(X1 < X2, Y1 < Y2). (2.2)

Por otro lado, usando que H1 = C1(F,G), se tiene que

P(X1 > X2, Y1 > Y2) = P(X2 < X1, Y2 < Y1)

=

∫ ∫
R2

P(X2 ≤ x, Y2 ≤ y) dC1(F (x), G(y))

=

∫ ∫
R2

C2(F (x), G(y)) dC1(F (x), G(y)),
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y aplicando el Teorema del cambio de variable con la transformación{
u = F (x)

v = G(y)

se obtiene
P(X1 > X2, Y1 > Y2) =

∫ ∫
[0,1]2

C2(u, v) dC1(u, v).

De forma similar, como H2 = C2(F,G), y usando el mismo cambio de variable:

P(X1 < X2, Y1 < Y2) = P(X2 < X1, Y2 < Y1)

=

∫ ∫
R2

P(X2 > x, Y2 > y) dC1(F (x), G(y))

=

∫ ∫
R2

1− P({X2 ≤ x} ∪ {Y2 ≤ y}) dC1(F (x), G(y))

=

∫ ∫
R2

(1− P(X2 ≤ x)− P(Y2 ≤ y) + P(X2 ≤ x, Y2 ≤ y)) dC1(F (x), G(y))

=

∫ ∫
R2

(1− F (x)−G(y)− C2(F (x), G(y))) dC1(F (x), G(y))

=

∫ ∫
R2

(1− u− v − C2(u, v)) dC1(u, v).

Ahora bien, C1 es una función de distribución de un cierto vector aleatorio (U, V ),
siendo U y V variables aleatorias uniformes en (0, 1), luego{∫ ∫

[0,1]2
u dC1(u, v) = E(U) = 1

2∫ ∫
[0,1]2

v dC1(u, v) = E(V ) = 1
2
,

y por tanto,

P(X1 < X2, Y1 < Y2) = 1− 1

2
− 1

2
+

∫ ∫
R2

C2(u, v) dC1(u, v)

=
1

2
− 1

2
+

∫ ∫
R2

C2(u, v) dC1(u, v).

Sustituyendo esto en las ecuaciones (2.1) y (2.2) se llega a la conclusión.
Corolario 2.1. Sea (X, Y ) un vector aleatorio continuo con cópula asociada C , en-
tonces

τ = 4

∫ ∫
[0,1]2

C(u, v) dC(u, v)− 1.

El siguiente lema permite facilitar los cálculos del coe�ciente τ de Kendall:
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Lema 2.1. Sean C1 y C2 dos cópulas, entonces∫ ∫
[0,1]2

C1(u, v) dC2(u, v) =
1

2
−
∫ ∫

[0,1]2

∂

∂u
C1(u, v)

∂

∂v
C2(u, v) du dv.

Demostración. Supongamos que C1 y C2 son absolutamente continuas. En este caso
se cumple que∫ ∫

[0,1]2
C1(u, v) dC2(u, v) =

1

2
−
∫ 1

0

∫ 1

0

C1(u, v)
∂2

∂u∂v
C2(u, v) du dv.

Ahora bien, resolviendo la integral interior por partes, y teniendo las propiedades de
la Proposición 1.3 :∫ 1

0
C1(u, v)

∂2

∂u∂v
C2(u, v) du = C1(u, v)

∂

∂v
C2(u, v)

∣∣∣∣u=1

u=0

−
∫ 1

0

∂2

∂u∂u
C1(u, v)

∂

∂v
C2(u, v) du

= v −
∫ 1

0

∂2

∂u∂u
C1(u, v)

∂

∂v
C2(u, v) du.

Finalmente integrando entre 0 y 1 respecto de v se obtiene el resultado. Para probar
el caso general se aproximan las cópulas C1 y c2 por sucesiones de cópulas absoluta-
mente continuas, mediante técnicas similares a las usadas en el Anexo A.
Ejemplo 2.2. Considérese la cópula de independencia CI(u, v) = uv. Aplicando el
lema anterior∫ ∫

[0,1]2
CI(u, v) dCI(u, v) =

1

2
−
∫ ∫

[0,1]2
uvdu dv =

1

2
− 1

4
=

1

4
,

luego
τ = 4 · 1

4
− 1 = 0.

Se comprueba así que el coe�ciente τ de Kendall veri�ca la propiedad 2 de laDe�nición
2.4.

Los coe�cientes τ de Kendall y ρS de Spearman son los más usados en la práctica, sin
embargo, para una cópula dada, los valores de ambos coe�cientes sobre ella pueden
ser relativamente distantes. El siguiente teorema da una idea de como de distantes
pueden ser:
Teorema 2.2. Sea (X, Y ) un vector aleatorio, y sean τ y ρS los coe�cientes de Ken-

dall y Spearman asociados a dicho vector. Entonces, se veri�ca que

−1 ≤ 3τ − 2ρS ≤ 1.

Demostración. Ver [4], Theorem 5.1.10.
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2.1.3 Coeficiente β de Blomqvist.

El coe�ciente de Blomqvist, también llamado coe�ciente de correlación medial,
fue introducido en 1950, y se de�ne como sigue:

De�nición 2.9. Dado un vector aleatorio (X, Y ), su coe�ciente β de Blomqvist aso-
ciado viene dado por

β = P((X − x̃)(Y − ỹ) > 0)− P((X − x̃)(Y − ỹ) < 0),

donde x̃ e ỹ representan las medianas de las variables aleatoriasX e Y respectivamente.

Este coe�ciente también puede reescribirse usando cópulas en el caso continuo, como
se recoge en la siguiente proposición:

Proposición 2.2. Sea (X, Y ) un vector aleatorio continuo con funciones de distri-
bución conjunta H y funciones de distribución marginales F y G respectivamente.
Sea además C la cópula asociada a dicho vector, entonces, bajo estas condiciones, el
coe�ciente β de Blomqvist asociado viene dado por

β = 4C(1/2, 1/2)− 1.

Demostración. Con un razonamiento análogo al de la prueba del Teorema 2.1, se ob-
tiene:

β = P((X − x̃)(Y − ỹ) > 0)− P((X − x̃)(Y − ỹ) < 0)

= 2(P(X < x̃, Y < ỹ + P(X > x̃, Y > ỹ))− 1

= 2(H(x̃, ỹ) + [1− F (x̃)−G(ỹ) +H(x̃, ỹ)])− 1.

Teniendo ahora en cuenta que, por de�nición F (x̃) = G(ỹ) = 1/2, se llega a que

β = 4H(x̃, ỹ)− 1 = 4C(F (x̃), G(ỹ))− 1 = 4C(1/2, 1/2)− 1.

Observación 2.2. Como muestra la Proposición 2.2, el coe�ciente β de Blomqvist sólo
depende del valor de la cópula asociada en el punto (1/2, 1/2), sin embargo, a menudo
ofrece una aproximación precisa a los coe�cientes τ de Kendall y ρS de Spearman,
para más información consultar [4].
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Ejemplo 2.3. Dado θ ∈ [−1, 1], considérese de nuevo la cópula dada por

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− u)(1− v).

En este caso, el coe�ciente β de Blomqvist viene dado por:

β = 4Cθ(1/2, 1/2)− 1 = 4 ·
(

1

4
+

θ

16

)
− 1 =

θ

4
.

Por lo visto en el Ejemplo 2.1, en este caso el coe�ciente ρS de Spearman tenía un valor
de θ

3
. Así, la diferencia en valor absoluto entre ambos coe�cientes es a lo sumo de 1

12

(para θ = ±1).

2.1.4 Coeficiente γ de Gini.

A partir de los estudios de Corrado Gini en 1910 sobre el llamado indice di cogra-
duazione semplice, surge el llamado coe�ciente γ de Gini, de�nido como:

De�nición 2.10. Sea (X, Y ) un vector aleatorio, con cópula asociada C y funciones
de distribución marginalesF yG respectivamente. Consideremos las variables aleatorias
U = F (X) y V = G(Y ), entonces el coe�ciente γ de Gini asociado al vector (X, Y )

viene dado por
γ = 2E(|U + V − 1| − |U − V |),

es decir,

γ = 2

∫ ∫
[0,1]2

(|u+ v − 1| − |u− v|) dC(u, v).

De hecho, este coe�ciente se relaciona con las cotas Fréchet-Hoehhding de acuerdo con
el siguiente teorema:

Teorema 2.3. Sea (X, Y ) un vector aleatorio continuo, con cópula asociada C , en-
tonces se veri�ca que

γ =

(
4

∫ ∫
[0,1]2

CL(u, v) dC(u, v)− 1

)
+

(
4

∫ ∫
[0,1]2

CU(u, v) dC(u, v)− 1

)
.

Demostración. Del hecho de que se puede reescribir

CU(u, v) = mı́n {u, v} =
1

2
(u+ v − |u− v|) ,
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se deduce que

4

∫ ∫
[0,1]2

CU(u, v) dC(u, v)− 1 = 2

∫ ∫
[0,1]2

u+ v − |u− v| dC(u, v)− 1.

Por otro lado, como cualquier cópula es la función de distribución conjunta de un
vector aleatorio con marginales uniformes, se veri�ca∫ ∫

[0,1]2
u dC(u, v) =

∫ ∫
[0,1]2

v dC(u, v) =
1

2
,

y por tanto

4

∫ ∫
[0,1]2

CU(u, v) dC(u, v)− 1 = 1− 2

∫ ∫
[0,1]2
|u− v| dC(u, v).

De forma similar, se puede reescribir

CL(u, v) = máx {u+ v − 1, 0} =
1

2
(u+ v − 1 + |u+ v − 1|),

por lo que, de forma análoga

4

∫ ∫
[0,1]2

CL(u, v) dC(u, v)− 1 = 2

∫ ∫
[0,1]2
|u+ v − 1| dC(u, v)− 1.

2.2 Medidas basadas en criterios de información.

En [10] se introduce la entropía relativa como una medida de asociación multiva-
riante basada en la teoría de información. Su de�nición es la siguiente:
De�nición 2.11. Dado un vector aleatoriomultivariante continuoX = (X1, ..., Xn),

con función de densidad f y densidades marginales f1, ..., fn respectivamente, se de�ne
su entropía relativa como

δ(X) =

∫
Rn

log

[
f(x)∏n
i=1 fi(xi)

]
f(x) dx.

Observación 2.3. Obsérvese que si las componentes del vector aleatorio son indepen-
dientes, entonces se veri�ca

f(x) =
n∏
i=1

fi(xi),

y por tanto, en este caso, δ(X) = 0.
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En esta sección se buscará usar este concepto para crear una medida basada en cópu-
las, y de forma que no dependa de las distribuciones marginales. La siguiente propo-
sición permite reescribir la entropía relativa en función de la cópula del vector.

Proposición 2.3. Sea X = (X1, ..., Xn) un vector aleatorio multivariante continuo
con función de densidad f y densidades marginales f1, ..., fn respectivamente. En-
tonces

δ(X) =

∫
[0,1]n

log[c(u)]c(u) du,

donde c es la función de densidad de la cópula asociada a X .

Demostración. Por lo visto en la Observación 1.4, por ser X continuo se cumple

f(x1, ..., xn) = c(F1(x1), ..., Fn(xn))f1(x1)....fn(xn),

donde c es la función de densidad de la cópula asociada a X y F1, ..., Fn las funciones
de distribución marginales. Sustituyendo lo anterior en la expresión de la entropía
relativa:

δ(X) =

∫
Rn

log [c(F1(x1), ..., Fn(xn))] c(F1(x1), ..., Fn(xn))f1(x1)....fn(xn) dx.

Aplicando ahora el Teorema del cambio de variable con la transformación ui = Fi(xi)

para i = 1, ..., n; se obtiene que

δ(X) =

∫
[0,1]n

log[c(u1, ..., un)]c(u1, ..., un) du,

pues la matriz diferencial asociada al cambio de variable viene dada por

A = diag {f1(x1), ..., fn(xn)} ,

y por tanto su jacobiano es precisamente
∏n

i=1 fi(xi), mientras que, por otro lado,
como Fi(R) = [0, 1] para i = 1, ..., n, se deduce que la integral se evalua sobre el
cubo unidad.

Observación 2.4. Algunas observaciones sobre la proposición anterior son las si-
guientes:

δ(X) = 0 si, y sólo si, c(u) ≡ 1, lo cual sólo ocurre si la cópula asociada a X es
CI . En resumen, δ(X) = 0 si, y sólo si, sus componentes son independientes, y
por tanto se veri�ca la Propiedad 1 de la De�nición 2.4.
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La invarianza de las cópulas bajo transformaciones monótonas da también la
invarianza de δ. Usando el Teorema de la convergencia monótona, se comprueba
que también se veri�ca la Propiedad 5 de la De�nición 2.4.
Para algunas distribuciones, la entropía relativa puede calcularse de forma ana-
lítica. Por ejemplo, para distribuciones gaussianas, la entropía relativa tiene la
siguiente expresión:

δ(X) =
−1

2
log[|Σ|],

siendo |Σ| el determinante de la matriz de correlaciones de X .

2.3 Medidas basadas en distancias de Lp.

Hoe�ding fue el primero en considerar medidas de asociación basadas en las dis-
tancias en Lp entre una cópula C y la cópula de independencia, CI (ver [11]). Su
trabajo estaba centrado principalmente en el caso p = 2, y fue extendido por Schwei-
zer y Wol� en [12], que introdujeron medidas basadas en los casos p = 1 y p = ∞.
Se introducen a continuación estas medidas, así como algunas de sus propiedades.

De�nición 2.12. Se de�ne el coe�ciente Φ2 asociado a una cópula C n-dimensional
como

Φ2(C) = h2(n)

∫
[0,1]n

[C(u)− CI(u)]2 du,

donde h2(n) es el factor de normalización dado por

h2(n) =

(∫
[0,1]n

[CU (u)− CI(u)]2 du

)−1
=

(
2

(n+ 1)(n+ 2)
− 1

2n
n!∏n

i=1

(
i+ 1

2

) + 1

3n

)−1
.

Observación 2.5. En caso de que Φ2(C) = 0, se tendría que C = CI en casi todo
[0, 1]n, y por ser ambas funciones continuas se desprendería que C = CI en todo
punto, por lo que Φ2 veri�ca la Propiedad 2 de la De�nición 2.4. De hecho, puede
probarse que esta medida veri�ca tambien la Propiedad 4 y la Propiedad 5 de esta
misma de�nición, para ello consultar [8]. Además la normalización usada implica que
Φ2(CU) = 1.

Proposición 2.4. Sea X = (X1, ..., Xn) un vector aleatorio, y sea Xn+1 una varia-
ble aleatoria independiente de X . Entonces, de�niendo Y = (X1, ..., Xn, Xn+1), se
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veri�ca que
Φ2(Y ) < Φ2(X).

Demostración. Denotanto como CX y CY a las cópulas de X e Y respectivamente,
es sencillo comprobar que

CY (u1, ..., un+1) = CX(u1, ..., un)un+1.

Por tanto, en casi todo [0, 1]n+1, se veri�ca que

|CY (u1, ..., un+1)− u1...unun+1|2 = |un+1|2|CX(u1, ..., un)− u1...un|2

< |CX(u1, ..., un)− u1...un|2.

Finalmente, si se integra en [0, 1]n en la expresión anterior y se aplica el Teorema de
Fubini, se obtiene que∫
[0,1]n+1

|CY (u1, ..., un+1)− u1...un+1|2 dmn+1 <

∫
[0,1]n+1

|CX(u1, ..., un)− u1...un|2 dmn+1

=

∫
[0,1]n

|CX(u1, ..., un)− u1...un|2 dmn,

de donde se deduce el resultado.

De�nición 2.13. Se de�ne el coe�ciente σ asociado a una cópula C n-dimensional
como

σ(C) = h1(n)

∫
[0,1]n
|C(u)− CI(u)| du,

donde h1(n) es el factor de normalización dado por

h1(n) =

(∫
[0,1]n
|CU(u)− CI(u)| du

)−1
.

Observación 2.6. De nuevo la medida σ veri�ca las propiedades 2, 4 y 5 de la De�-
nición 2.4, es más, puede probarse que tambien se veri�ca la propiedad 3, ver [12].

Proposición 2.5. Sea X = (X1, ..., Xn) un vector aleatorio, y sea Xn+1 una varia-
ble aleatoria independiente de X . Entonces, de�niendo Y = (X1, ..., Xn, Xn+1), se
veri�ca que

σ(Y ) < σ(X).

Demostración. La prueba es análoga a la de la Proposición 2.4.
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De�nición 2.14. Se de�ne el coe�ciente K asociado a una cópula C n-dimensional
como

K = h∞(n) sup
u∈[0,1]n

|C(u)− CI(u)|,

donde h∞(n) es el factor de normalización dado por

h∞(n) =

(
sup

u∈[0,1]n
|CU(u)− CI(u)|

)−1
.

Observación 2.7. La medida K veri�ca las propiedades 2, 4 y 5 de la De�nición 2.4.

Proposición 2.6. Sea X = (X1, ..., Xn) un vector aleatorio, entonces se veri�ca que

K(X1, X2) ≤ K(X1, X2, X3) ≤ ... ≤ K(X1, X2, ..., Xn).

Demostración. Ver [8].

2.4 Dependencia de colas.

Esta sección da una breve introducción a las llamadas medidas de dependencia en
las colas. El concepto de dependencia en colas trata de cuanti�car el grado de depen-
dencia entre las componentes de una distribución multivariante teniendo en cuenta
que algunas de ellas toman valores extremos. Para el caso bivariante, existe la siguien-
te de�nición clásica (consultar [4],[8]) :

De�nición 2.15. Sean X e Y variables aleatorias con funciones de distribución F
y G respectivamente. Se de�ne el parámetro de dependencia de colas superior, λU , como
el límite, siempre que exista, dado por:

λU = ĺım
t→1−

P [Y > G−1(t) |X > F−1(t)].

De forma similar, se de�ne el parámetro de dependecia de colas inferior, λL, como el
límite, siempre que exista, dado por:

λL = ĺım
t→0+
P [Y ≤ G−1(t) |X ≤ F−1(t)].

Si λU ∈ (0, 1], se dirá que (X, Y ) tiene dependencia de colas superior, mientras que si
λU = 0 se dirá que no hay dependencia de colas superior, y exactamente lo mismo para
λL.
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El siguiente teorema muestra que ambos parámetros dependen únicamente de la có-
pula asociada a (X, Y ) :

Teorema 2.4. Sean X, Y, F,G, λU y λL tales como en la de�nición anterior, supo-
niendo que ambos límites existen. Sea además C una cópula asociada al vector aleatorio
(X, Y ), entonces:

λU = ĺım
t→1−

1− 2t+ C(t, t)

1− t
,

λL = ĺım
t→0+

C(t, t)

t
.

Demostración. Se muestra la prueba para λU , ya que para λL es muy similar:

λU = ĺım
t→1−

P [Y > G−1(t) |X > F−1(t)]

= ĺım
t→1−

P [G(Y ) > t | F (X) > t]

= ĺım
t→1−

P [G(Y ) > t , F (X) > t]

P [F (X) > t]

= ĺım
t→1−

1− P [G(Y ) ≤ t]− P [F (X) ≤ t] + P [G(Y ) ≤ t , F (X) ≤ t]

1− P [F (X) ≤ t]

= ĺım
t→1−

1− 2t+ C(t, t)

1− t
.

donde se ha usado que tanto F (X) como G(Y ) siguen distribuciones uniformes en
(0, 1).

Ejemplo 2.4. Considerando la familia paramétrica de cópulas dada por

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− u)(1− v), θ ∈ [−1, 1],

es fácil comprobar que

λL = ĺım
t→0+

Cθ(t, t)

t
= ĺım

t→0+
t+ θt(1− t)2 = 0,

mientras que el límite λU no existe.





3 Construcción de cópulas

Una vez vista la utilidad de las cópulas para medir la dependencia entre las com-
ponentes de las distribuciones multivariantes, en este capítulo se procede a presentar
diferentes familias de cópulas, así como métodos de construcción para generarlas,
obteniéndose de esta forma una amplia gama de ejemplos que cubren la mayoría de
casos posibles.

3.1 Cópulas elípticas

Se considera aquí una popular clase de cópulas usada a menudo en aplicaciones, las
cópulas elípticas, entre las que destacan dos casos especialmente: La cópula gaussiana
y la cópula t-Student. La principal característica de estas cópulas es que, para el caso
bivariante, son simétricas respecto a la diagonal principal de [0, 1]2, es decir, respecto
a la recta u = v. Las cópulas presentadas en esta sección también veri�can simetría
respecto a la recta u = 1− v.

De�nición 3.1. Se dice que un vector aleatorio X sigue una distribución elíptica si
es absolutamente continuo y su función de densidad es de la forma

gX(x) = A f [(x− µ)tΣ−1(x− µ)],

donde µ ∈ Rn, Σ ∈ Mn×n representan el vector esperanza y la matriz de covarianzas
asociados a X respectivamente, f es una función real y positiva, y A es una constante
que depende de Σ.

De�nición 3.2. Se dice que una cópula C es elíptica si existe un vector aleatorio X
con distribución elíptica de modo que C es la única cópula asociada a X .
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3.1.1 La cópula gaussiana

Se dice que una cópula es gaussiana si es la cópula asociada de un vector alea-
torio gaussiano. Normalmente la cópula más usada en la práctica es la siguiente: Se
parte de un vector aleatorio Y ∼ Nn(µ,Σ), y estandarizando llegamos a otro vector
X ∼ Nn(0, Γ ), siendo Γ la matriz de correlaciones de Y . Como el proceso de estan-
darización involucra sólo operaciones monótonas, la cópula de X coincide con la de
Y . Así, si Φn denota la función de distribución de X , y Φ la función de distribución
de la normal univariante estándar, la cópula viene dada por

C(u1, ..., un;Γ ) = Φn(Φ−1(u1), ..., Φ
−1(un)).

Usando la Observación 1.4, es fácil comprobar que la densidad de la cópula C viene
dada por

c(u1, ..., un) = |Γ |−1/2 exp

(
−1

2
ξt(Γ−1 − In)ξ

)
,

donde ξ = (ξ1, ..., ξn) es el vector de cuantiles, es decir, ξi = Φ−1(ui) para i = 1, ..., n.
En particular, para el caso n = 2 la densidad viene dada por

c(u1, u2; ρ) =
1√

1− ρ2
exp

(
−ρ

2ξ21 − 2ρξ1ξ2 + ρ2ξ22
2(1− ρ2)

)
,

siendo ρ ∈ (−1, 1) el coe�ciente de correlación asociado al vector. Viendo las expre-
siones anteriores se puede observar que tanto la cópula de independencia (cuando
Γ = In) como la cópula CU (cuando Γ = 1n×n) son casos particulares de la cópula
gaussiana, es más, para el caso n = 2, y tomando ρ = −1, se obtiene la cópulaCL. Por
ello es posible interpretar la cópula gaussiana como una estructura de dependencia
que oscila entre la dependencia perfecta positiva y la dependencia negativa perfecta,
indicando el parametro ρ la fuerza de la dependencia.
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Densidad de la cópula gaussiana para ρ = 0.5 :

Densidad de la cópula gaussiana para ρ = −0.5 :
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3.1.2 La cópula t-Student

La cópula t-Student es la cópula asociada a una distribución t-Student multivarian-
te estandarizada X ∼ tν(0, Γ ) con marginales univariantes siguiendo una t-Student
univariante tν . Denotando por ϕn a la función de distribución de X , y por ϕ a la
función de distribución de la variable aleatoria tν , la cópula t-Student de ν grados de
libertad viene dada por

C(u1, ..., un;Γ ) = ϕn(ϕ−1(u1), ..., ϕ
−1(un)).

Usando de nuevo la Observación 1.4, se llega a que la densidad de esta cópula viene
dada por

c(u1, ..., un;Γ ) = K(ν, n)
1

|Γ |−1/2
[1 + ν−1ξtΓ−1ξ]−(ν+n)/2

n∏
i=1

(1 + ν−1ξ2i )
(ν+1)/2,

donde ξ = (ξ1, ..., ξn) es el vector de cuantiles, siendo ξi = ϕ−1(ui) para i = 1, ..., n,
y la constante K viene dada por

K(ν, n) = f
(ν

2

)n−1
f

(
ν + 1

2

)−n
f

(
ν + n

2

)
,

con f denotando la función Gamma. En particular, para n = 2 la densidad de la cópula
viene dada por

c(u1, u2; ρ) = K(ν, 2)
1√

1− ρ2

[
1 +

ξ21 − 2ρξ1ξ2 + ξ22
ν(1− ρ2)

]−(ν+2)/2 [
(1 + ν−1ξ21)1 + ν−1ξ22)

](ν+1)/2
,

donde ρ ∈ (−1, 1) es el coe�ciente de correlación asociado al vector. Como se puede
apreciar, en este caso no se obtiene la cópula de independencia para ρ = 0. Esto se de-
be a que, en el caso de la distribuciín t de Student, ausencia de correlación no implica
independencia, a diferencia del caso gaussiano. Para Γ = 1n×n se vuelve a obtener la
cópula CU .

Densidad de la cópula t de Student para ρ = 0.8 , ν = 4 :
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3.2 Cópulas de valor extremo

En esta sección se presentan las cópulas de valor extremo, que son especialmente
útiles para representar relaciones que ponen mayor énfasis en sucesos extremos de
las distribuciones marginales. La forma de de�nirlas es la siguiente:
Paran ∈ N dado, seaXi = (Xi,1, ..., Xi,d), i = 1, ..., n, una muestra den vectores alea-
torios d-dimensionales continuos, independientes e identicamente distribuidos con
funciones de distribución marginales F1, ..., Fd, función de distribución conjuntaH y
cópula asociada C . Se considera entonces el vector aleatorio de máximos valores en
cada variable, dado por

Mn = (Mn,1, ...,Mn,d), siendo Mn,j = máx
n=1,...,n

{X1,j, ..., Xn,j} para j = 1, ..., d.

Por ser la muestra independiente, las funciones de distribución marginales de Mn

vienen dadas porF n
1 , ..., F

n
d , por tanto, la cópula asociada al vector aleatorioMn viene

dada por
Cn(u1, ..., ud) = C(u

1/n
1 , ..., u

1/n
d )n.

En efecto, ya que
P(Mn,1 ≤ x1, ...,Mn,d ≤ xd) = H(x1, ..., xd)

n

= C(F1(x1), ..., Fd(xd))
n

= C([F1(x1)
n]1/n, ..., [Fd(xd)

n]1/n)n.
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La familia de cópulas de valor extremo surge como el límite de estas cópulasCn cuan-
do el tamaño muestral n tiende a in�nito.
De�nición 3.3. Una cópula C se dice de valor extremo si existe otra cópula C ′ de

manera que
C ′(u

1/n
1 , ..., u

1/n
d )n

n→∞−−−→ C(u1, ..., ud).

En esta tesitura se presenta el siguiente teorema propuesto por Pickands, que da una
caracterización de las cópulas de valor extremo en el caso bivariante:
Teorema 3.1. Una cópula C es una cópula de valor extremo si, y sólo si, existe una

función A : [0, 1]→ R veri�cando la siguiente relación:

C(u, v) = exp

{
− log(uv) A

(
log(v)

log(uv)

)}
.

La función A recibe el el nombre de función de dependencia de Pickands asociada a C , y
veri�ca:

1. Es convexa en [0, 1].
2. máx(t, 1− t) ≤ A(t) ≤ 1, para todo t ∈ [0, 1].

Demostración. Ver [13].

Algunos ejemplos de cópulas de valor extremo son los siguientes:
Ejemplo 3.1. Cópula de Gumbel:
Dado θ ∈ [1,+∞), se de�ne la cópula de Gumbel como

Cθ(u, v) = exp
{
−
(
[− log(u)]θ + [− log(v)]θ

)1/θ}
.

En este modelo, el parámetro θ mide el grado de dependencia, para θ = 1 tenemos
la cópula de independencia, mientras que si θ → ∞ obtenemos la cópula CU . En
cuanto a los parámetros de dependencia en colas, se puede comprobar que λL = 0,
mientras que λU = −2 + 21/θ. La cópula de Gumbel también resulta ser una cópula
arquimediana, hecho sobre el que se profundizará más en la siguiente sección.
Cópula de Galambos:
Dado ρ ∈ [0,+∞), se de�ne la cópula de Galambos como

Cρ(u, v) =
uv

exp
{
− ([− log(u)]−1/ρ + [− log(v)]−1/ρ)

−ρ
} .
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De nuevo el parámetro ρ controla el grado de dependencia, obteniéndose en los casos
límites las cópulas CI y CU . También se puede comprobar que λL = 0 y λU = −2−ρ.

3.3 Cópulas arquimedianas

A diferencia de las cópulas elípticas, las cuales se obtenian a través de una distri-
bución multivariante dada, en este caso se busca construir cópulas a partir de cierta
función generatriz Ψ que veri�que ciertas propiedades.

De�nición 3.4. Una cópula C es llamada Arquimediana si existe una función con-
tinua y estrictamente decreciente Ψ : [0, 1] → [0,+∞) con Ψ(1) = 0 de forma que C
puede escribirse como

C(u1, ..., un) = Ψ [−1](Ψ(u1) + ...+ Ψ(un)), (3.1)

donde Ψ [−1] es la llamada pseudo inversa de Ψ , dada por

Ψ [−1](u) =

{
Ψ−1(u), si 0 ≤ u ≤ Ψ(0)

0, si Ψ(0) ≤ u ≤ +∞.

Nótese que Ψ [−1] = Ψ−1 cuando se veri�ca que Ψ(0) = +∞.

Ejemplo 3.2. La cópula de independencia, CI , es una cópula arquimediana con fun-
ción generatriz Ψ(t) = − log(t).

La siguiente proposición recoge algunas propiedades que se desprenden de la propia
de�nición:

Proposición 3.1. SeaC una cópula arquimediana con función generatriz Ψ , entonces:

a) C es simétrica, es decir. dado un vector u = (u1, ..., un) ∈ Rn, se veri�ca que
C(u) = C(v) para cualquier vector v resultado de permutar las componentes
de u.

b) Dado c > 0 arbitrario, la función c Ψ también es una función generatriz de C .
c) Se veri�ca que C es asociativa, es decir:

C(C(u1, ..., un), un+1, ..., u2n−1) = C(u1, ..., un−1, C(un, un+1, ..., u2n−1))
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Demostración.

a) Es consecuencia inmediata de la de�nición.
b) Basta observar que (c Ψ)[−1](u) = Ψ [−1](u/c).
c) Se realiza la prueba para el caso n = 2, ya que para dimensión mayor la prueba

es análoga:

C(C(u1, u2), u3) = Ψ [−1](Ψ(Ψ [−1](Ψ(u1) + Ψ(u2))) + Ψ(u3))

= Ψ [−1](Ψ(u1) + Ψ(u2) + Ψ(u3))

= Ψ [−1](Ψ(u1) + Ψ(Ψ [−1](Ψ(u2) + Ψ(u3)))

= C(u1, C(u2, u3)).

Sin embargo, la expresión (3.1) no es una cópula para toda función Ψ . Los dos si-
guientes teoremas proveen condiciones necesarias y su�cientes para que esto ocurra,
el primero se centra en el caso bivariante, mientras que el segundo da una caracte-
rización para el caso general. La prueba de ambos teoremas puede encontrarse en
[4].

Teorema 3.2. Sea una función Ψ : [0, 1]→ [0,+∞) continua, estrictamente decre-
ciente y con Ψ(1) = 0. Entonces la función

C(u1, u2) = Ψ [−1](Ψ(u1) + Ψ(u2))

es una cópula si, y sólo si, la función Ψ es convexa.

Para enunciar el caso multivariante es necesaria la siguiente de�nición:

De�nición 3.5 (Bernstein 1940). Se dice que una función g(t) es completamente
monótona en un intervalo J si g ∈ C∞(J), y además veri�ca que

(−1)k
dk

dtk
g(t) ≥ 0,

para todo k ∈ N ∪ {0}, y todo t ∈ J .
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Teorema 3.3. Sea Ψ : [0, 1] → [0,+∞) una función estrictamente decreciente con
Ψ(0) = +∞ y Ψ(1) = 0, entonces, la función dada por

Ψ [−1](Ψ(u1) + ...+ Ψ(un))

es una cópula de dimensión n, para todo n ≥ 2 si, y sólo si, Ψ [−1] es completamente
monótona en [0,+∞).

Las cópulas arquimedianas son muy útiles, ya que pueden describir de forma secilla
una gran diversidad de estructuras de dependencia. Un ejemplo de ello es el siguiente
teorema, que proporciona una manera sencilla de calcular el coe�ciente τ de Kendall
para este tipo de cópulas:
Teorema 3.4. Sea (X, Y ) un vector aleatorio con cópula asociada C . Si C es una

cópula arquimediana con función generatriz Ψ , el coe�ciente de Kendall asociado al
vector aleatorio viene dado por

τ = 1 + 4

∫ 1

0

Ψ(t)

Ψ ′(t)
dt.

Demostración. Ver [4], Corollary 5.1.4.
Observación 3.1. El Teorema 3.4 proporciona un método para estimar parámetros en
el caso de las cópulas arquimedianas:
Sea (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) una muestra aleatoria simple de un vector aleatorio conti-
nuo (X, Y ), del que se supone que su cópula asociada Cω0 pertenece a una familia
parámetrica de cópulas arquímedianas {Cω : ω ∈ Ω}, donde Cω viene generada por
la función Ψω(u). Se considera entonces la función g : Ω → R dada por

g(ω) = 1 + 4

∫ 1

0

Ψω(t)

Ψ ′ω(t)
dt.

Suponiendo además que esta función tiene inversa, y en base al Teorema 3.4, un esti-
mador de ω0 sería ω̂0 = g−1(τ̂), donde τ̂ sería un estimador del coe�ciente de Kendall
de (X, Y ) basado en la muestra (X1, Y1), ..., (Xn, Yn). Para más detalles, ver [23].
Ejemplo 3.3. Para la familia parámetrica de cópulas de Clayton (ver subsección 3.3.1),
la función g de la observación anterior viene dada por

g(α) =
α

α + 2
.

Por tanto, un estimador para α0 sería el dado por

α̂0 =
2τ̂

1− τ̂
.
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Un resultado similar al Teorema 3.4 se tiene para los parámetros de dependencia de
colas:

Teorema 3.5. Sea (X, Y ) un vector aleatorio con cópula asociada C . Si C es una
cópula arquimediana con función generatriz Ψ , se veri�ca que

λL = ĺım
t→+∞

Ψ [−1](2t)

Ψ [−1](t)

λU = 2− ĺım
t→0+

1− Ψ [−1](2t)

1− Ψ [−1](t)
.

Demostración. Ver [4], Corollary 5.4.3.

A continuación se exponen algunos ejemplos de familias de cópulas arquimedianas:

3.3.1 Cópula de Clayton

Esta familia paramétrica de cópulas fue estudiada por Kimeldorf y Sampson en
1975 (ver [14]), y viene dada por la función generatriz:

Ψ(u) = α−1(u−α − 1), α ∈ (−1,+∞) \ 0.

La función cópula viene dada por

C(u1, ..., un) = máx
{
C(u1, ..., un) = (u−α1 + ...+ u−αn − n+ 1)−1/α, 0

}
,

y la densidad de cópula es

c(u1, ..., un) =

(
1− n+

n∑
i=1

u−αi

)−n−1/α n∏
j=1

[u−α−1j (α(j − 1) + 1)].

Obsérvese que cuando α → +∞ se obtiene la cópula CU , en cambio, si α → 0+ se
obtiene la cópula CI . Un inconveniente de esta familia de cópulas es que no puede
capturar dependencias negativas.
Para el caso bivariante, es posible calcular el coe�ciente τ de Kendall asociado me-
diante el Teorema 3.4, obteniéndose

τ = 1 + 4

∫ 1

0

Ψ(t)

Ψ ′(t)
dt = 1 + 4

∫ 1

0

tα+1 − t
α

dt = 1 +
4

α

(
1

α + 2
− 1

2

)
=

α

α + 2
.
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Del mismo modo, usando el Teorema 3.5, se obtiene:

λL = ĺım
t→+∞

Ψ [−1](2t)

Ψ [−1](t)
= ĺım

t→+∞

(2αt+ 1)−1/α

(αt+ 1)−1/α
= 2−1/α

λU = 2− ĺım
t→0+

1− (2αt+ 1)−1/α

1− (αt+ 1)−1/α
= 0.

Densidad de la cópula de Clayton para α = 0.5 :

3.3.2 Cópula de Gumbel

Este tipo de cópulas ya fue introducido en la sección anterior, debido a que son
cópulas de valor extremo, pero además son cópulas arquimedianas para la función
generatriz:

Ψ(u) = (− log u)δ, δ ≥ 1.

La función cópula viene dada por

C(u1, ..., un) = exp

−( n∑
i=1

(− log ui)
δ

)1/δ
 .
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Diferenciando la expresión anterior se obtendría la densidad de cópula. Para el caso
n = 2 se tiene

c(u1, u2) = (A+ δ − 1)A1−2δ exp(−A)

u1u2
(− log u1)

δ−1(− log u2)
δ−1,

donde
A = [(− log u1)

δ−1 + (− log u2)
δ−1]1/δ.

Se veri�ca que para δ = 1, la cópula de Gumbel coincide con CI , y cuando δ → +∞
se obtiene la cópulaCU . Tal y como pasaba con la cópula de Clayton, esta familia tiene
el inconveniente de no poder capturar dependencias negativas.
El coe�ciente τ de Kendall asociado es

τ = 1 + 4

∫ 1

0

Ψ(t)

Ψ ′(t)
dt = 1 + 4

∫ 1

0

t log t

δ
dt = 1− 1

δ
.

En cuanto a los parámetros de dependencia de colas:

λL = ĺım
t→+∞

Ψ [−1](2t)

Ψ [−1](t)
= ĺım

t→+∞

exp(−(2t)1/δ)

exp(−t1/δ)
= 0

λU = 2− ĺım
t→0+

1− exp(−(2t)1/δ)

1− exp(−t1/δ)
= 2− 21/δ.

Densidad de la cópula de Gumbel para δ = 1.5 :
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3.3.3 Cópula de Frank

Esta familia parámetrica de cópulas arquimedianas tiene como función generatriz

Ψ(u) = − log

(
e−θu − 1

e−θ − 1

)
, θ ∈ R \ {0} .

La función de cópula viene dada por

C(u1, ..., un) =
−1

θ
log

(
1 +

∏n
i=1(exp(−θui)− 1)

e−θ − 1

)
,

y para el caso bivariante, la densidad de cópula toma la siguiente expresión:

c(u1, u2) =
θ exp[θ(1 + u1 + u2)](−1 + exp θ)

(exp θ − exp(θ + θu1) + exp[θ(u1 + u2)]− exp(θ + θu2))2
.

La cópula de Frank no tiene dependencia en colas, y captura dependencias tanto po-
sitivas como negativas. De hecho, al igual que la cópula gaussiana, la cópula de Frank
puede capturar el rango completo de dependencia, veri�candose que:

ĺım
θ→+∞

C(u1, u2) = CU(u1, u2)

ĺım
θ→−∞

C(u1, u2) = CL(u1, u2)

ĺım
θ→0

C(u1, u2) = CI(u1, u2).

Finalmente, el coe�ciente τ de Kendall asociado viene dado por

τ = 1− 4
(1−D1(θ))

θ
,

siendo Dk, para k ∈ N, la k-ésima función de Debye, dada por

Dk(θ) =
k

xk

∫ θ

0

tk

et − 1
dt.
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Densidad de la cópula de Frank para θ = 1 :

Densidad de la cópula de Frank para θ = −1 :



4 Aplicación de cópulas al cluste-
ring

4.1 Algoritmo EM con cópulas.

En está sección se presenta un algoritmo EM de clustering, ya estudiado en [15],
que implementa el uso de las cópulas. La idea reside en clasi�car a los individuos de
una población teniendo en cuenta la relación existe ciertas de sus variables. Además,
se tratará en especial el caso gaussiano, el cual puede resolverse de forma analítica.

Sea X una población con n individuos sobre los que puede observarse un conjunto
de k variables continuas. El objetivo es establecer g subpoblaciones enX , para ello se
supondrá que, para cada una de estas poblaciones, los valores de dichas variables pro-
ceden un vector aleatorio cuyas marginales y cópula asociadas pertenecen a familias
paramétricas pre�jadas. Es deseable que la familia paramétrica de cópulas escogida
abarque un gran rango de dependencia.
En los algoritmos EM tradicionales (consultar [16]), se consideran los datos completos
(Y , Z), donde Y es el vector que recoge las k variables y Z es un vector de etique-
tas que indica a que subpoblación pertenece el individuo. De esta forma se obtiene la
llamada función log-verosimilitud, dada por:

l(Ψ |y, z) =
n∑
j=1

g∑
i=1

zij log πi +
n∑
j=1

g∑
i=1

zij log fi(yj|θi),

donde Ψ = (π1, ..., πg, θ1, ..., θg) es el vector de parámetros. Aquí πi es la probabilidad
a priori de pertenecer a la subpoblación i, y fi es la función de densidad del vector
aleatorio asociado subpoblación i, que depende del vector de parámetros θi. Ahora
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bien, haciendo uso de la Observación 1.4, es posible expresar

fi(y|θi) = cρi(Fi1(y1|βi1), ..., Fik(yk|βik))
k∏

m=1

gim(ym|βim),

donde cρi representa la densidad de la cópula Cρi , y gm la densidad de la m-ésima
marginal. De esta forma es posible reescribir la función log-verosimilitud como

l(Ψ |y, z) =
n∑
j=1

g∑
i=1

zij log πi +
n∑
j=1

g∑
i=1

zij log cρi(Fi1(yj1|βi1), ..., Fik(yjk|βik))

+
n∑
j=1

g∑
i=1

zij

(
k∑

m=1

log gim(yjm|βim)

)
,

siendo Ψ = (π1, ..., πg, ρ1, ..., ρg, β11
, ..., β

1k
, ..., β

g1
, ..., β

gk
).

El algoritmo EM se compone de dos pasos en cada iteración, a continuación se expone
la iteración r + 1 supuesta la iteración r:

1. Paso E:

Sea Ψ (r) la estimación de Ψ correspondiente a la iteración r. El paso E consis-
te en el cálculo de la esperanza condicional de la función l(Ψ |y, Z) dados los
datos observados y, empleando la estimación Ψ (r). Es decir, se busca calcular
Q(Ψ |Ψ (r)) := E[l(Ψ |y, Z)|Y = y, Ψ (r)]. De esta forma, se obtiene

Q(Ψ |Ψ (r)) =
n∑
j=1

g∑
i=1

τ
(r)
ij log πi +

n∑
j=1

g∑
i=1

τ
(r)
ij log cρi(Fi1(yj1|βi1), ..., Fik(yjk|βik))

+
n∑
j=1

g∑
i=1

τ
(r)
ij

(
k∑

m=1

log gim(yjm|βim)

)
,

siendo τ (r)ij = E[Zij|Y j = y
j
, Ψ (r)] = P [Zij = 1|Y j = y

j
, Ψ (r)] la probabilidad

de que el individuo j pertenezca al clúster i, que, haciendo uso del Teorema de
Bayes, puede expresarse como

τ
(r)
ij =

π̂
(r)
i c

ρ
(r)
i

(Fi1(yj1|β(r)

i1
, ..., Fik(yjk|β(r)

ik
))
∏k

m=1 gim(yjm|β(r)

im
)∑g

l=1 π̂
(r)
l c

ρ
(r)
l

(Fl1(yj1|β(r)

l1
, ..., Flk(yjk|β(r)

lk
))
∏k

m=1 glm(yjm|β(r)

lm
)
.

2. Paso M:
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Aquí se maximiza la expresión obtenida en el paso E, estableciéndose así una
nueva estimación dada por Ψ (r+1) = Arg máxΨQ(Ψ |Ψ (r)).
Nótese que, viendo la expresión de Q(Ψ |Ψ (r)), vemos que los parámetros del
primer sumando son independientes a los del resto de sumandos, por tanto es
posible maximizar dichos parámetros por separado. Para ello, usamos los Mul-
tiplicadores de Lagrange, obteniéndose

π(r+1) =
1

n

n∑
j=1

τ
(r)
ij .

Para los otros dos sumandos la maximización depende de las familias paráme-
tricas de cópula y marginales escogidas. Estimar simultáneamente los paráme-
tros de cópula y los parámetros marginales es computacionalmente costoso, por
tanto, siguiendo [15] y [17], esta maximización se realiza mediante la llamada
máximo verosimilitud en dos pasos:
En el primer paso, se aplica estimación máxima verosimilitud sólo en el tercer
sumando de Q(Ψ |Ψ (r)), es decir, en

n∑
j=1

g∑
i=1

τ
(r)
ij

(
k∑

m=1

log gim(yjm|βim)

)
.

para estimar los parámetros de las marginales. De esta forma se obtienen unos
estimadores β(r+1)

11 , ..., β
(r+1)
1k , ..., β

(r+1)
g1 , ..., β

(r+1)
gk que veri�can

(β
(r+1)
11 , ..., β

(r+1)
1k , ..., β

(r+1)
g1 , ..., β

(r+1)
gk ) = Arg máx

n∑
j=1

g∑
i=1

τ
(r)
ij

(
k∑

m=1

log gim(yjm|βim)

)
.

En el segundo paso, se estima en parámetro de la cópula usando sólo el segundo
sumando de Q(Ψ |Ψ (r)) valiéndose de la estimación de los parámetros margina-
les del paso anterior, es decir, se aplica máxima verosimilitud en

n∑
j=1

g∑
i=1

τ
(r)
ij log cρi(Fi1(yj1|β̂i1), ..., Fik(yjk|β̂ik)).

De esta forma, se consiguen unos estimadores ρ̂(r+1)
1 , ..., ρ̂

(r+1)
g que veri�can

(ρ̂
(r+1)
1 , ..., ρ̂(r+1)

g ) = Arg máx
n∑
j=1

g∑
i=1

τ
(r)
ij log cρi(Fi1(yj1|β(r+1)

i1
), ..., Fik(yjk|β(r+1)

ik
)).
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Observación 4.1. Nótese que para aplicar el algortimo anterior se necesita de una
estimación inicial Ψ (0) y un criterio de parada. Para obtener Ψ (0) una forma habitual
consiste aplicar cualquier otro algoritmo de clustering, como el k-medias, y estimar
en cada subpoblación dada por el algoritmo los parámetros de interés. Como criterio
de parada, lo común es detener el algoritmo cuando

|l(Ψ (t+1)|y, z)− l(Ψ (t)|y, z)| < ε,

para un valor pre�jado de ε.
Una vez se detiene el algoritmo en el paso re, la clasi�cación de los individuos se
realiza de la siguiente manera:
El individuo j-ésimo se asigna a aquella subpoblación i0 que veri�ca

τ
(re)
i0j

= máx
{
τ
(re)
1j , ..., τ

(re)
gj

}
,

en caso de empate, se asignaría al individuo de forma aleatoria entre aquellas subpo-
blaciones donde de alcanza el máximo τ (re)ij . Para más información sobre estimación
de valores iniciales y convergencia del algoritmo, ver [16].

4.1.1 El caso gaussiano.

Aquí se presenta un caso particular del algoritmo anterior, en el cual la maximiza-
ción de paso M puede realizarse de forma analítica. Se considerará el caso bivariante,
con cópula y marginales gaussianas. En este caso, el vector de parámetros viene da-
do por Ψ = (π1, ..., πg, ρ1, ..., ρg, β11

, β
12
, ..., β

g1
, β

g2
), donde β

im
= (µim, σ

2
im) para

m = 1, 2 y i ∈ {1, ..., g}.
Tal como se comentó en el algoritmo general, los parámetros (π1, ..., πg) pueden es-
timarse de forma independiente, obteniéndose

π(r+1) =
1

n

n∑
j=1

τ
(r)
ij .

De nuevo siguiendo [15] y [17], para los parámetros de cópula y marginales se rea-
liza mediante máxima verosimilitud en dos pasos. Se denotarán como Q3(Ψ |Ψ (r)) y
Q2(Ψ |Ψ (r)) al tercer y segundo sumando de Q(Ψ |Ψ (r)) respectivamente.
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Estimación de las medias marginales: Dados i ∈ {1, ..., g} y m ∈ {1, 2},
para obtener µ(r+1)

im se deriva en Q3(Ψ |Ψ (r)) respecto de µmi y se iguala a cero:

∂

∂µim
Q3(Ψ |Ψ (r)) =

n∑
j=1

τ
(r)
ij

∂

∂µim
log gm(yjm|βim)

=
n∑
j=1

τ
(r)
ij

∂

∂µim

(
−1

2
log(2π)− log σim −

(yjm − µim)2

2σ2
im

)

=
n∑
j=1

τ
(r)
ij

(
yjm − µim

σ2
im

)
= 0.

Despejando en la ecuación anterior se obtiene

µ
(r+1)
im =

∑n
j=1 τ

(r)
ij yjm∑n

j=1 τ
(r)
ij

.

Estimación de las varianzas marginales: Dados i ∈ {1, ..., g} y m ∈ {1, 2},
para obtener σ2(r+1)

im se deriva en Q3(Ψ |Ψ (r)) respecto de σim y se iguala a cero:

∂

∂σim
Q3(Ψ |Ψ (r)) =

n∑
j=1

τ
(r)
ij

∂

∂σim
log gm(yjm|βim)

=
n∑
j=1

τ
(r)
ij

∂

∂σim

(
−1

2
log(2π)− log σim −

(yjm − µim)2

2σ2
im

)

=
n∑
j=1

τ
(r)
ij

[
−σ2

im + (yjm − µim)2

σ3
im

]
= 0.

Despejando en la ecuación anterior se obtiene

σ
2(r+1)
im =

∑n
j=1 τ

(r)
ij (yjm − µim)2∑n
j=1 τ

(r)
ij

,

y usando las estimaciones de las medias marginales:

σ
2(r+1)
im =

∑n
j=1 τ

(r)
ij (yjm − µ(r+1)

im )2∑n
j=1 τ

(r)
ij

.

Estimación de la cópula: Para no sobrecargar las expresiones, se denotará

uij = (uij1, u
i
j2) := (Fi1(yj1|β(r+1)

i1
), Fi2(yj2|β(r+1)

i2
))
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para j ∈ {1, ..., n}.
Tal como se vió en el Capítulo 3, la densidad de la cópula gaussiana bivariante
viene dada por

c(u1, u2; ρ) =
1√

1− ρ2
exp

(
−ρ

2ξ21 − 2ρξ1ξ2 + ρ2ξ22
2(1− ρ2)

)
,

donde ξm = Φ−1(um), para m = 1, 2, siendo Φ la función de distribución de
la distribución estándar univariante, y ρ ∈ (−1, 1). El objetivo es maximizar
Q2(Ψ |Ψ (r)) usando las estimaciones ya obtenidas para las marginales, es decir,
se busca maximizar

Γ (ρ) :=
n∑
j=1

g∑
i=1

τ
(r)
ij log cρi(u

i
j1, u

i
j2)

respecto ρ1, ..., ρg. Dado i ∈ {1, ..., g}, derivando respecto ρi e igualando a cero:

∂

∂ρi
Γ (ρ) =

n∑
j=1

τ
(r)
ij

∂

∂ρi
log cρi(u

i
j1, u

i
j2)

=
n∑
j=1

τ
(r)
ij

[−ρ3i + ξij1ξ
i
j2ρ

2
i + (1− (ξij1)

2 − (ξij2)
2)ρi + ξij1ξ

i
j2

(1− ρ2i )2

]
= 0,

Donde ξijm = Φ−1(uijm), para m = 1, 2 y j = 1, ..., n. Por tanto, para obtener
ρ
(r+1)
i basta resolver la ecuación polinómica de grado 3 dada por(
−

n∑
j=1

τ
(r)
ij

)
ρ3i +

(
n∑
j=1

τ
(r)
ij ξ

i
j1ξ

i
j2

)
ρ2i +

(
n∑
j=1

τ
(r)
ij (1− (ξij1)

2 − (ξij2)
2)

)
ρi

+

(
n∑
j=1

τ
(r)
ij ξ

i
j1ξ

i
j2

)
= 0.

Ejemplo 4.1. Para probar el algoritmo, se procede a crear una muestra de tamaño
n = 1500 donde:

1. 500 individuos proceden de una distribución normal multivariante de paráme-
tros

µ =

(
2

2

)
y Σ =

(
1 0.5

0.5 1

)
.
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2. 500 individuos proceden de una distribución normal multivariante de paráme-
tros

µ =

(
−2

−2

)
y Σ =

(
1 −0.5

−0.5 1

)
.

3. 500 individuos proceden de una distribución normal multivariante de paráme-
tros

µ =

(
2

−2

)
y Σ =

(
1 0.8

0.8 1

)
.

A continuación se aplican 10 iteraciones del algoritmo con valores iniciales

π(0) = (1/3, 1/3, 1/3){
µ
(0)
mi

}
=

(
1.5 −1.5 1.5

1.5 −1.5 −1.5

)
{
σ
2(0)
mi

}
=

(
1 1 1

1 1 1

)
ρ(0) = (0.5,−0.8, 0.8)

dando lugar a los siguientes resultados:



54 teoría de cópulas y aplicaciones

Datos originales:

Datos clasi�cados por el algortimo:
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4.2 Algoritmo jerárquico basado en cópulas

En esta sección se describe un algoritmo jerárquico de clustering de variables ba-
sado en cópulas. En el Capítulo 3, se introdujo el coe�ciente Φ2 asociado a una cópula
C , el cual se de�nía como

Φ2(C) = h2(d)

∫
[0,1]d

[C(u)− CI(u)]2 du,

siendo d la dimensión, y donde h2(d) es el factor de normalización dado por

h2(d) =

(∫
[0,1]d

[CU (u)− CI(u)]2 du

)−1
=

(
2

(d+ 1)(d+ 2)
− 1

2d
d!∏d

i=1

(
i+ 1

2

) + 1

3d

)−1
.

Usando la cópula empírica Cn, (ver anexo B) podemos estimar∫
[0,1]d

[C(u)− CI(u)]2 du

como ∫
[0,1]d

[Cn(u)− CI(u)]2 du =
1

n2

n∑
j=1

n∑
k=1

d∏
i=1

(1−máx {Uji, Uki})

− 2

n

(
1

2

)d n∑
j=1

d∏
i=1

(1− U2
ji) +

1

3d
,

para más detalles, ver [8].

La idea es crear una medida medida de similitud inspirada en Φ2: si dos clúster de va-
riables están relacionados, la cópula asociada vector aleatorio que recoge las variables
de ambos clusters estará lejos de la cópula de independencia, y por el contrario, si las
variables de ambos clústers están cerca de ser independientes, la distancia a la cópula
de independencia decaerá. Se de�ne por tanto la medida de similitud ∆2 como sigue:

De�nición 4.1. Sean A1 = {X1, ..., Xt} y A2 = {Y1, ..., Ys} dos clústers de va-
riables. Sea Z = (X1, ..., Xt, Y1, ..., Ys) el vector aleatorio formadado por las variables
aleatorias de ambos clústers, y seaC la cópula asociada a dicho vector. Se de�ne entonces
la medida de similitud ∆2 entre ambos clústers como

∆2(A1,A2) =
10

h2(s+ t)

∫
[0,1]t+s

[C(u)− CI(u)]2 du.
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Por lo visto hasta ahora, una estimación natural de dicha medida de similitud sería la
dada por

∆̂2(A1,A2) =
10

h2(s+ t)

∫
[0,1]t+s

[Cn(u)− CI(u)]2 du.

El motivo por el cual la constante h(d) se usa dividiendo es que su valor aumenta con
la dimensión, y de esta forma se evita que el algoritmo tienda en cada paso a asignar
las variables a los clústers con mayor dimensión. Por otro lado, el motivo de multipli-
car por 10 es que los valores de la matriz de similitud sean más fáciles de interpretar.

Lo que sigue es incorporar la medida de similitud ∆̂2 a un algoritmo jerárquico aso-
ciativo, tal y como se expone en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2. Se crea una muestra de 7 variables aleatorias (700 realizaciones por
variable) de la siguiente forma:

1. Las variablesX1, X2 yX3 proceden de una cópula de Gumbel 3-dimensional de
parámetro δ = 5.

2. Las variables X4 y X5 tienen una dependencia exacta: X4 procede de una dis-
tribución U(0, 1) y X5 = X2

4 .
3. Las variablesX6 yX7 proceden de una cópula gaussiana bivariante de paráme-

tro ρ = −0.9.

Se procede con el algoritmo para elaborar 3 clústers: (Nota: Debido a que se está usan-
do una aproximación basada en la cópula empírica, los valores obtenidos a lo largo de
la aplicación del algoritmo no son exactos) :

Paso 1 : Se consideran 7 clústers, cada uno formado por una de las variables,
y se calcula la matriz de similitud basada en ∆̂2 :

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

X1

X2 0.02126
X3 0.02085 0.02072
X4 0.00024 0.00026 0.00021
X5 0.01596 0.01671 0.01640 0.05259
X6 0.00030 0.00033 0.00031 0.00006 0.01535
X7 0.00058 0.00060 0.00062 0.00013 0.01466 0.01133
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Por tanto se unen los clústers {X4} y {X5}, ya que muestran la mayor similitud.
Paso 2 : La nueva matriz de similitud viene dada por:

X1 X2 X3 {X4, X5} X6 X7

X1

X2 0.02126
X3 0.02085 0.02072
{X4, X5} 0.01030 0.01069 0.01049
X6 0.00030 0.00033 0.00031 0.01018
X7 0.00058 0.00060 0.00062 0.00978 0.01133

Se unen los clústers {X1} y {X2}.
Paso 3 : Se vuelve a calcular la matriz de similitud:

{X1, X2} X3 {X4, X5} X6 X7

{X1, X2}
X3 0.02076
{X4, X5} 0.00607 0.01049
X6 0.00382 0.00031 0.01018
X7 0.00430 0.00062 0.00978 0.01133

Se unen los clústers {X1, X2} y {X3}.
Paso 4 : Se vuelve a calcular la matriz de similitud:

{X1, X2, X3} {X4, X5} X6 X7

{X1, X2, X3}
{X4, X5} 0.00422
X6 0.00456 0.01018
X7 0.00496 0.00978 0.01133

Se unen los clústers {X6} y {X7}.
Los tres clústers formados por el algoritmo son {X1, X2, X3}, {X4, X5} y {X6, X7}.





Anexos





A Demostracióndel teoremade Sklar

Se presenta una prueba alternativa basada en trabajo de los autores F. Durante, J.
Fernández-Sánchez y C. Sempi (ver [18]) que además mostrará algunas propiedades
del conjunto de las cópulas como subconjuntos de espacio de funciones continuas en
[0, 1]n.

De�nición A.1. Se de�ne como Cn como el conjunto de las cópulas en dimensión n.
Se considerará como subconjunto del espacio vectorial (C([0, 1]n, ||.||∞), que, como es
bien sabido, es un espacio métrico completo.

Teorema A.1. Sea {Ck}k∈N ⊂ Cn yC0 ∈ Cn de forma queCk
k→ C0 puntualmente,

entonces Ck
k→ C0 uniformemente.

Demostración. Ver [18].

Proposición A.1. El subconjunto Cn es cerrado en la topología de la convergencia
uniforme y, en consecuencia, completo.

Demostración. Considérese una sucesión {Cn} que converge uniformemente a C .
Hay que ver queC ∈ Cn. Para comprobar queC es función de distribución es fácil ver
que gracias a la convergencia uniforme se veri�can las condiciones del Teorema 1.1.
Se procede a mostrar que las marginales deben ser uniformes, se realizará la prueba
para la primera marginal, pues es análogo para el resto.
Sea ε > 0 �jo, por la convergencia uniforme existirá n0 natural tal que, para todo
n ≥ n0:

sup
u∈[0,1]n

|Cn(u)− C(u)| < ε

En particular, para a2, ..., an > 0 arbitrarios se tiene que, para todo n ≥ n0 y todo
u1 ∈ (0, 1) :

|Cn(u1, a2, ..., an)− C(u1, a2, ..., an)| < ε

y tomando límites en esta expresión cuando ai → 1 para i = 2, ..., n se obtiene que,
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de nuevo para todo n ≥ n0, y todo u1 ∈ (0, 1) :

|F1,n(u1)− F1(u1)| = |u1 − F (u1)| < ε,

y �nalmente de la arbitrariedad de ε > 0 se deduce el resultado. La completitud se
desprende de que es un subconjunto cerrado de (C([0, 1]n), ||.||∞, que es un espacio
de Banach.

Teorema A.2. El subconjunto Cn es compacto en la topología de la convergencia
uniforme.

Demostración. Como Cn es cerrado bastará ver que es relativamente compacto. Por
un lado:

sup {|C(u)| : u ∈ [0, 1]n , C ∈ Cn} ≤ 1

luego Cn es uniformemente acotado. Por otro lado, de la Proposición 1.2 se deduce que
dicha familia también es equicontinua, luego aplicando el teorema de Ascoli-Arzelá se
concluye que Cn es relativamente compacto.

Para la demostración se hará uso de una familia regularizante de funciones {ρε}ε>0,
esto es, una familia de funciones que veri�can, para todo ε > 0, las siguientes propie-
dades:

1. ρε ∈ C∞c (Rn)

2. ρε ≥ 0

3. sop(ρε) ⊂ B(0, ε)

4.
∫
Rn

ρε(x) dx = 1

Puede comprobarse que la familia dada por ρε(x) = 1
εn
ρ(x

ε
) veri�ca lo anterior, donde

ρ(x) =
ρ̂(x)∫

Rn ρ̂(z) dz

siendo

ρ̂(x) =

{
e
−1

1−|x|2 , si x ∈ B(0, 1)

0, si x /∈ B(0, 1).

Se introduce ahora el concepto de convolución entre funciones, una herramienta muy
útil a la hora de obtener funciones con más regularidad a partir de funciones ya dadas.
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De�nición A.2. Dadas f, g funciones medibles, entonces, para todo x ∈ Rn tal que
la función y 7→ f(x− y)g(y) sea integrable, se de�ne:

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn

f(x− y)g(y) dy.

A esta nueva función la llamamos la convolución en f con g.

Observación A.1. Si la convolución de f con g está bien de�nida en el punto x, en-
tonces mediante el cambio de variables u = x − y se tiene que g ∗ f también está
bien de�nida en el punto x y, de hecho, (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x), lo cual muestra la
conmutatividad del producto de convolución.

Proposición A.2. Sea H función de distribución n-dimensional. Para todo k ∈ N
di�nimos

Hk(x) =

∫
Rn

H(x− y)ρ1/k(y) dy.

Entonces se veri�ca que Hk es función de distribución n-dimensional continua para
todo k ∈ N. En consecuencia, cada función de distribución marginal Fk,i de Hn es
continua.

Demostración. El hecho de que 0 ≤ H ≤ 1 indica que Hk está bien de�nida y toma
valores entre 0 y 1 para todo k ∈ N. Para ver que es función de distribución bastará
comprobar las condiciones del Teorema 1.1. Si se �ja ε > 0 arbitrario, por ser H
función de distribución deberá existir M > 0 tal que, para todo X ∈ Rn veri�cando
xi > M para i = 1, ..., n, se cumple H(x) > 1 − ε. Se sigue de aquí que, para todo
x ∈ Rn veri�cando xi > M + 1/k para i = 1, ..., n y dado y en B(0, 1/k) entonces
xi − yi > M , con lo cual

Hk(x) =

∫
B(0,1/k)

H(x− y)ρ1/k(y) dy > (1− ε)
∫
B(0,1/k)

ρ1/k(y) dy = 1− ε

de donde se deduce que Hk(x) → 1 si xi → +∞ para i = 1, ..., n. De forma similar
se prueba Hk(x)→ 0 si xi → −∞ para algún i ∈ {1, ..., n}. Para ver que se veri�ca
la segunda propiedad del Teorema 1.1, basta considerar [a, b], y notar que :

VHn([a, b]) =
∑
v

sign(v)Hn(v) =

∫
Rn

∑
v

sign(v)H(v − y)ρ1/k(y) dy

=

∫
Rn

VH [a− y, b− y]ρ1/k(y) dy ≥ 0,

donde el último término es no negativo por ser la integral de una función no negativa,
ya que H es una función de distribucíon y veri�ca la desigualdad en los puntos a− y
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y b− y. Resta ver que Hk es continua, como ρ1/k es continua en B(0, 1) compacto, es
uniformemente continua aquí, por tanto dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si |x−y| < δ

se cumple |ρ1/k(x − ρ1/k(y)| < ε. Así, denotando como mn a la medida de Lebesgue
n-dimensional, y usando la conmutatividad de la convolución, así como el hecho de
que |H| ≤ 1 :

|Hk(x)−Hk(u)| ≤
∫
B(0,1/k)

|H(y)||ρ1/k(x− y)− (x− y)| dy ≤ 2 ε mn(B(0, 1/k))

de donde se deduce la continuidad.
Proposición A.3. Si H es continua en el punto x ∈ Rn, entonces

ĺım
k→+∞

Hk(x) = H(x).

En consecuencia, siH tiene marginales F1, ..., Fn y Fi es continua en el punto xi ∈ R,
entonces

ĺım
k→+∞

Fk,i(xi) = Fi(xi).

Demostración. Si H es continua en el punto x ∈ Rn, entonces dado ε > 0 existe
δ > 0 tal que para todo y ∈ B(0, δ) se veri�ca |H(x) − H(x − y)| < ε. Por tanto,
para todo k > 1/δ :

|Hk(x)−H(x)| =
∣∣∣∣∫
B(0,1/k)

H(x− y)ρ1/k(y) dy −H(x)

∫
B(0,1/k)

ρ1/k(y) dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
B(0,1/k)

(H(x− y)−H(x))ρ1/k(y) dy

∣∣∣∣
≤
∫
B(0,1/k)

|H(x− y)−H(x)|ρ1/k(y) dy

< ε

∫
B(0,1/k)

ρ1/k(y) dy = ε,

de donde se deduce el resultado.

Ya con todas las herramientas listas se procede a la demostración del Teorema de Sklar :
Teorema A.3 (Sklar). Sea X un vector aleatorio con función de distribución H y

funciones de distribución marginales univariantes F1, ..., Fn. Entonces existe una cópula
C asociada con X , es decir, tal que se veri�ca que

H(x) = C(F1(x1), ..., Fn(xn)).

para todo x ∈ Rn.
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Demostración. Dada la función de distribución H se construye la sucesión de fun-
ciones de distribución continuasHk, cuyas marginales Fk,1, ..., Fk,n también son con-
tinuas. Aplicando a cada Hk la Proposición 1.4 se obtiene que existe una sucesión de
cópulas {Ck} tal que, para todo k ∈ N :

Hk(x) = Ck(Fk,1(x1), ..., Fk,n(xn)).

Por la compacidad de Cn, existe una subsucesíon
{
Ck(m)

}
de {Ck} que converge uni-

formemente a una cópula C . Sea entonces x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, se distinguen aquí
dos casos:

H es continua en x :
Aplicando la Proposición A.3, se tiene que {Hk(x)} converge aH(x), y por tanto
también lo hace

{
Hk(m)(x)

}
. Este hecho también se aplica la las funciones de

distribución marginales, con lo que la sucesión{
Ck(m)(Fk(m),1(x1), ..., Fk(m),n(xn))

}
converge a C(F1(x1), ..., Fn(xn)). De esta forma:

H(x) = ĺım
m
Hk(m)(x) = ĺım

m

{
Ck(m)(Fk(m),1(x1), ..., Fk(m),n(xn))

}
= C(F1(x1), ..., Fn(xn)),

con lo que se veri�ca el teorema.
H no es continua en x :
Se escoge en este caso una sucesión de puntos de continuidad de H ,

{
x j
}

,
veri�cando xj,i > xi para i = 1, ..., n y todo j ∈ N, y tales que

{
H(x j)

}
converge a H(x) y {Fi(xj,i)} converge a Fi(xi) para i = 1, ..., n (nótese que
esto es posible por ser las funciones de distribución continuas a la derecha). Por
tanto, dado ε > 0, existirá j0 ∈ N tal que, para todo j ≥ j0, se tiene

|H(x j)−H(x)| < ε y |Fi(xj,i)− Fi(xi)| < ε/(2n), para i = 1, ..., n.

Por otro lado, como dado x j es un punto de continuidad, gracias a la Proposición
A.3, para un m ∈ N su�cientemente grande, se tendrá que

|Hk(m)(x j)−H(x j)| < ε.

Por ello

|Hk(m)(x j)−H(x)| ≤ |Hk(m)(x j)−H(x j0)|+ |H(x j)−H(x)| < 2ε,
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de donde se deduce que
{
Hk(m)(x j)

}
m,j

converge aH(x) cuandom, j → +∞.
Además la sucesión {

Ck(m)(F1(xj,1, ..., Fn(xj,n))
}
m,j

converge a C(F1(x1), ..., Fn(xn)) cuando m, j → +∞. En efecto, para j,m
su�cientemente grandes, si aplicamos la desigualdad triángular:∣∣Ck(m)(F1(xj,1, ..., Fn(xj,n))− C(F1(x1), ..., Fn(xn))

∣∣ ≤
|Ck(m)(F1(xj,1, ..., Fn(xj,n))− Ck(m)(F1(x1), ..., Fn(xn))|
+ |C(F1(x1), ..., Fn(xn))− Ck(m)(F1(x1), ..., Fn(xn))| = (∗)

acotando el primer sumando por la Proposición 1.2 y el segundo por la conver-
gencia uniforme de

{
Ck(m)

}
:

(∗) ≤
n∑
i=1

|Fi(xj,i)− Fi(xi)|+
ε

2
≤ n

ε

2n
+
ε

2
= ε

que era lo que se quería ver. Finalmente, usando el resultado ya probado para puntos
de continuidad:

H(x) = ĺımHk(m)(x j) = ĺımCk(m)(F1(xj,1, ..., Fn(xj,n)) = C(F1(x1), ..., Fn(xn))

concluyendo así la prueba.



B La cópula empírica

La siguiente exposición se basa en la sección 4.2 de [17]. SeaX un vector aleatorio
d-dimensional, con funciones de distribución marginales F1, ..., Fd y cópula C , del
que se posee una muestra aleatoria independiente X1, ..., Xn . Para cada una de estas
funciones de distribución marginales, un estimador no paramétrico clásico es el dado
por la función de distribución empírica, con expresión

Fn,j(x) =
1

n+ 1

n∑
i=1

I(Xij ≤ x), ∀x ∈ R,

donde I representa la función indicatriz y j ∈ {1, ..., d}.
Haciendo uso dichos estimadores, podemos de�nir la muestra asociada de pseudo-
observaciones de C como

Ui,n = (Fn,1(Xi1), ..., Fn,d(Xid)), i ∈ {1, ..., n} .

Nótese que U1,n, ..., Un,n no son observaciones reales de C , de hecho no son observa-
ciones independientes. La razón de dividir por n+ 1 en la de�nición de la función de
distribución empírica es que, debido a que estas pseudo-observaciones serán usadas
para estimar la cópula de X , es necesario que pertenezcan al interior de hipercubo
[0, 1]d. Aunque de esta forma dichas funciones de distribución empíricas no pueden
tomar el valor 1, esto no in�uye para grandes volúmenes de datos, pues n

n+1
≈ 1 para

valores elevados de n.
La cópula empírica Cn consiste en un estimador no parámetrico de C , dado por

Cn(u) =
1

n

n∑
i=1

I (Ui,n ≤ u ) =
1

n

n∑
i=1

d∏
j=1

I (Uij,n ≤ u ) , u ∈ [0, 1]d.

Deheuvels probó en 1979 que Cn es un estimador consistente de C en [19], sin em-
bargo a veces muestra un gran sesgo cuando el tamaño de muestra es pequeño. Para
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solucionar este problema, Sancetta y Satchell introdujeron una nueva clase de estima-
dores de C más suaves, las cópulas empíricas de Bernstein (ver [20]). Dentro de esta
clase destaca la Cópula empírica beta, que fue introducida por Segers en [21], y cuya
expresión viene dada por

Cβ
n (u) =

1

n

n∑
i=1

d∏
j=1

Fn,Rij
(uj), u ∈ [0, 1]d,

donde, para cada r ∈ {1, ..., n}, Fn,r denota la función de distribución de la variable
aleatoria Beta con parámetros r y n + 1 − r, y donde, para cada j ∈ {1, ..., d}, Rij

representa el rango de Xij en X1j, ..., Xnj , dado por

Rij =
n∑
k=1

I(Xkj < Xij).

Otro estimador no paramétrico suave de C es la cópula empírica "checkerboard", de�-
nida como

C#
n (u) =

1

n

n∑
i=1

d∏
j=1

mín {máx {nuj −Rij + 1, 0} , 1} , u ∈ [0, 1]d.

Este estimador es una gran herramienta, sobre todo en el contexto de datos disconti-
nuos, para más detalles ver [22].
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