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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es el de desarrollar una demostracion del Teore-
ma Espectral de Operadores Autoadjuntos No Acotados definidos sobre Espacios de Hilbert
y estudiar sus aplicaciones en el contexto de la Mecanica Cuantica. Para ello, estudiamos
la estructura de algebra de Banach, construidas a partir de la mejor conocida de espacio
de Banach, buscando consstruir también la denominada Transformada de Gelfand, concep-
to en torno al cual se enuncia uno de los teoremas que resultaran de mayor importancia
para el desarrollo matematico que se realiza posteriormente en el trabajo: el Teorema de
Gelfand-Naimark. Asi mismo, estudiamos la generalizacion a operadores no necesariamente
acotados de los conceptos asociados a los operadores definidos sobre espacios de Hilbert en el
caso acotado; en particular, estudiamos la extension del concepto de operador autoadjunto
e introducimos los conceptos de operador simétrico y operador esencialmente acotado, bus-
cando condiciones suficientes para que un operador simétrico pueda extenderse, en el sentido
en que lo definiremos dentro del propio trabajo, a un operador autoadjunto. Por otro lado,
estudiaremos también el concepto de medida espectral, que serd el concepto en torno al que
construiremos la Representacién Espectral de un operador autoadjunto como una integral
respecto de este tipo de medida.

Tras el desarrollo de estos conceptos tedricos, abordaremos la demostracion del Teorema
Espectral construyendo un calculo funcional para operadores normales a partir de funciones
medibles Borel e introduciendo también la Transformada de Cayley.

Una vez demostrado el Teorema Espectral, expondremos los postulados de la Mecani-
ca Cuantica y estudiaremos su formulacion en los términos en que se ha desarrollado la teoria
matematica de este trabajo; concretamente, veremos céomo el Teorema Espectral nos per-
mite definir con rigor algunos conceptos del ambito de esta rama de la Fisica. Por ltimo,
estudiaremos la resolucion del operador hamiltoniano de dos sistemas fisicos bien conoci-
dos y obtendremos la resolucion espectral de estos hamiltonianos haciendo uso del Teorema
Espectral.
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Abstract

Our main goal throughout this work consists in developing a proof of the Spectral
Theorem of Non-bounded Self-adjoint Operators defined in Hilbert Spaces and applying this
result in the context of Quantum Mechanics. To do so, we begin studying the mathematical
structure of Banach algebras, which are built from Banach spaces, in order to introduce
the Gelfand transform, from which we will develop a proof of Gelfand-Naimark theorem.
Likewise, we study how to generalize the concepts related with operators defined over Hil-
bert Spaces from bounded to non-bounded case; particularly, we study the extension of the
concept of self-adjoint operator and we introduce the concepts of simmetric and essentially
self-adjoint operators, looking for sufficient conditions for a simmetric operator to be able
to be extended to a self-adjoint operator, in the sense that we will define this extension. On
other hand, we will develop the theory around the concept of spectral measures, from which
we will build the Spectral Resolution of a self-adjoint operator as a integral with respect to
this kind of measures. After the development of the basic theoretical concepts, we will start
with the proof of the Spectral Theorem by giving a functional calculus for normal operators
from Borel measurable functions and introducing the Cayley transform.

Once we have proved the Spectral Theorem, we will present the Quantum Mechanics
postulates and we will study how to apply the mathematical theory we have developed in
order to rigorously formulate these postulates; specifically, we will use the Spectral Theorem
to rigorously define some concepts that will be related with this branch of Physics. Finally,
we will solve the hamiltonian of two well known physical systems and we will obtain the
spectral resolution of these hamiltonians from the Spectral Theorem.



Introduccion

En este trabajo vamos a estudiar los aspectos fundamentales de la Teoria Espectral de
Operadores No Acotados en Espacios de Hilbert. Esta teorfa puede verse como una extension
de la Teoria Espectral de Operadores Compactos que se estudia como parte de la asignatura
optativa del Grado en Matematicas, Analisis Funcional, pero para desarrollarla vamos a
requerir herramientas que van mas alld de las impartidas en las asignaturas de Grado. En
este sentido, las primeras secciones del trabajo estan orientadas al estudio de la estructura
de algebra de Banach, y en particular de las denominadas dlgebras-C*, y a la extensién a
operadores no acotados de la Teoria Espectral de Operadores Acotados que si se estudia en
la asignatura de Analisis Funcional.

En particular, nosotros estamos interesados en desarrollar una demostracion del deno-
minado Teorema Espectral de Operadores No Acotados Autoadjuntos, en el que establecemos
una forma de representar cualquier operador autoadjunto entre espacios de Hilbert como una
integral respecto de un cierto tipo de medida: las medidas espectrales. Sobre este concepto
trataran las secciones siguientes.

Para aclarar conceptos sobre el objetivo que buscamos, vamos a desarrollar una breve
explicacién partiendo del caso de dimensién finita. Si tenemos un operador A actuando sobre

RY, considerando una base ortonormal formada por autovectores de A (z,, conn =1,..., N

verificando Az, = a,x, Vn = 1,...,N), podremos expresar cualquier vector z en funcién
N N

de estos autovectores como r = g (T, T)x,, de tal manera que Az = E A (T, )T,
n=1 n=1

Obsérvese que (x,,x)x, es la proyeccién de x sobre el espacio generado por el vector z,,

de tal manera que, denotando por P(a,) la proyeccién sobre el espacio generado por los
N

autovectores asociados al autovalor a,, podremos expresar Ar como Axr = E anP(ay,)(z).

n=1
Esto justifica la escritura formal de A como

N
A= Z a,P(ay).
n=1

Para espacios de dimension infinita, conocemos que bajo algunas condiciones sigue siendo
posible obtener una base ortonormal del espacio, y por tanto un desarrollo andlogo al anterior
nos permitiria expresar formalmente A como suma de proyecciones también en esos casos.
En particular, sabemos que esto ocurre cuando trabajamos con operadores autoadjuntos
y compactos, puesto que su espectro es discreto y sus autovectores generan una base del
espacio. Nosotros queremos estudiar de qué manera es posible generalizar esta expresién
para el caso no acotado, en el que en particular no existe garantia de que el espectro del

VI



INDICE GENERAL VII

operador autoadjunto en cuestién sea discreto. En tal caso, en lugar de una suma (o una
serie), la expresién de A en términos de proyecciones se obtendra como una integral respecto
de una cierta medida, una medida espectral, que podemos entender como una aplicacién que
asigna proyecciones a conjuntos borelianos. Asi, la expresién que obtendremos serd del tipo

A= /R ME(),

con el significado de que (Az,y) = / M(E(N)zx,y), donde d(E(N)x,y) es una medida com-
R

pleja.

El Teorema Espectral de Operadores Autoadjuntos No Acotados demuestra precisamente
que lo anterior es siempre posible para operadores autoadjuntos, no necesariamente acotados,
pudiendo ser el espectro tanto discreto como continuo.

Tras trabajar los conceptos de algebras de Banach y medidas complejas y desarrollar
los aspectos esenciales de la teoria de operadores autoadjuntos no acotados, desarrollaremos
la teoria necesaria para abordar la demostracion del Teorema Espectral. En particular, sera
necesario introducir la transformada de Gelfand y estudiar sus propiedades, para lo cual a
su vez requeriremos del conocimiento de la topologia débil-*, e igualmente serd necesario el
uso de la transformada de Cayley, que veremos como un caso particular de lo que podemos
entender como un calculo funcional de operadores normales. La posibilidad de definir un
calculo funcional de un operador normal a partir de una funciéon medible Borel se abordara
por etapas en las secciones que continuaran a la teoria de medidas espectrales.

La parte de teoria matematica concluye con la demostracién del Teorema Espectral.
Tras él, veremos su aplicacién para la construccion formal de la Mecanica Cuédntica. En
particular, expondremos los postulados de esta rama de la Fisica y a partir de ellos deduci-
remos la ecuacién de Schrodinger y la funcién de onda, para lo cual sera necesario pasar por
una breve introduccion a la teoria de Semigrupos Uniparamétricos. Concluiremos el trabajo
con la aplicacion del Teorema Espectral para obtener la expresion del hamiltoniano de dos
sistemas fisicos concretos, bien conocidos y fundamentales en el desarrollo histérico de la
Mecéanica Cuantica: el oscilador armonico y el dtomo de hidrogeno.

Por 1ltimo, comentar que el libro que se ha seguido como referencia principal para
este trabajo es el libro de Joan Cerda, Linear Functional Analysis, [3].

Operadores No Acotados en Espacios de Hilbert y su relacién con la Mecanica Cuantica



Capitulo 1

Preliminares

En este trabajo vamos a considerar como conocidos los resultados relacionados con las
asignaturas del Grado en Matematicas. Especialmente destacamos la asignatura de Anélisis
Funcional, para la cual consideramos la referencia general [17], pero también se utilizan
resultados relacionados con la asignatura de Funciones de una Variable Compleja, de Series
de Funciones e Integral de Lebesgue y de Anadlisis de Fourier.

A parte de estos resultados, los siguientes van a resultar necesarios en algin punto de
nuestro desarrollo, que requiere de conceptos que van mas alla del contenido impartido en
las asignaturas de Grado en lo que respecta a Analisis Funcional y Teorfa de la Medida.

1.1. Medidas complejas. Teorema de Representacion
de Riesz-Markov

Uno de los conceptos fundamentales que se utilizan en este trabajo es el de medida
espectral. Para definir este concepto, sera necesario conocer previamente sobre todo el de me-
dida compleja, que introducimos a partir de las siguientes definiciones. Para més informacion,
se puede consultar por ejemplo [8].

Definicién 1.1.1 (Medida de Borel). En R", una medida pu definida sobre el o-dlgebra de
Borel se denomina una medida de Borel si es finita sobre conjuntos compactos.

Definicién 1.1.2 (Medida compleja). Se entiende por medida compleja sobre el espacio
medible (X,%) cualquier funcién p : 3 — C verificando la condicién de o-aditividad, es
decir, para cualquier familia de conjuntos disjuntos { By},

w(J Br) =Y w(By).

k=1 k=1

Nota 1.1.3. St p es una medida compleja, la convergencia en C de la serie Z,u(Bk)

k=1
es absoluta, ya que la union del primer miembro es invariante ante permutaciones de los

subindices.

VIII



CAPITULO 1. PRELIMINARES IX

Uno de los resultados que utilizaremos posteriormente para la demostracion de algunos
de los teoremas més importantes de este trabajo y que se encuentra relacionado con el
concepto de medida compleja es el Teorema de Riesz-Markov. Antes de enunciarlo, vamos
a mostrar también un resultado técnico que nos va a resultar necesario y que se encuentra
relacionado con el concepto de variacion total de una medida compleja.

Definicién 1.1.4 (Variacion total de una medida). Si v es una medida compleja, su varia-
cién total se define como la funcion |u| : 3 — R definida por

|| (B) := sup {ZW(B;M;B = U By, con B;N B; =0 para i #]} .
k=1 k=1

Se puede demostrar que || es una medida finita que cumple que |u(B)| < |u|(B),
VB € X.

A partir de esta definiciéon y del Teorema de Radon-Nikodym se puede demostrar
también el siguiente resultado.

Lema 1.1.5. Si p es una medida compleja, existe una funcion |u|-integrable y inica |pu|-e.c.t
h tal que

1. |l =1y,

2ME=LMM

Teorema 1.1.6 (Teorema de Representacion de Riesz-Markov). Sea J una aplicacion lineal
positiva en C.(X). Entonces, eziste una unica medida de Borel i sobre X tal que

J(9) = / gdu,
y que verifique la propiedad de reqularidad interior para conjuntos abiertos
w(G) = sup{u(K) : K C G, K compacto }.
Ademas, esta medida de Borel también tiene la propiedad de reqularidad exterior:

w(B) = inf{u(G) : G D B,G abierto }.

Operadores No Acotados en Espacios de Hilbert y su relacién con la Mecanica Cuantica



1.2. Espacios localmente compactos y Teorema de Stone-
Weierstrass

En lo que respecta a los preliminares relacionados con el Analisis Funcional, desta-
camos la version compleja del Teorema de Stone-Weierstrass. Més alla de este resultado,
en este trabajo también se trabajara con el concepto de espacio localmente compacto, que
encontramos desarrollado en [10].

Definicién 1.2.1 (Espacio topoldgico compacto). Un espacio topolégico K se dice com-
pacto si todo recubrimiento por abiertos de K contiene un subrecubrimiento finito.

Definicién 1.2.2 (Espacio topolégico localmente compacto). Un espacio topolégico A se
dice localmente compacto si todo punto de A posee al menos un entorno compacto.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea K un espacio topoldgico compacto. Si

un subdlgebra A de C(K;R) separa puntos y no se anula en ningin punto de K, entonces
A=C(K;R).

Corolario 1.2.4 (Versién compleja del Teorema de Stone-Weierstrass). Sea A una subdlge-
bra del espacio de Banach C(K;C) que separa puntos y no se anula en un punto. Si A es
autoconjugada, entonces A = C(K;R).

1.3. Seminormas y topologias débiles

Presentamos por tltimo los conceptos fundamentales relacionados con el de seminor-

ma y espacio localmente convezo, cuya teoria podemos encontrar desarrollada con detalle en
[4]-

Definicién 1.3.1 (Espacio vectorial topoldgico). Se entiende por espacio vectorial to-
polégico cualquier espacio vectorial E dotado con una topologia T para la cual la suma y el
producto por escalares son continuos.

Definicién 1.3.2 (Seminorma). Dado un espacio vectorial E real o complejo, una semi-
norma es una funcion no negativa p : E — [0, 00) verificando:

1. p(Az) = |Alp(z) v,
2. plz+y) < plz) +py).
Si p es una seminorma, se definen las p-bolas como
Up(z,e) ={y € E:p(x —y) <e}.
A partir de |p(z) — p(y)| < p(z — y) deducimos que las p-bolas son convexas.

Definicién 1.3.3. Una familia P de seminormas definidas sobre E se dice suficiente (o
separante)si verifica que
plx)=0VpeP <= x=0.

Operadores No Acotados en Espacios de Hilbert y su relacién con la Mecanica Cuéntica



CAPITULO 1. PRELIMINARES X1

Teorema 1.3.4. Si P es una familia suficiente de seminormas sobre E, entonces el conjunto
formado por todas las intersecciones finitas de bolas Uy(x,e) (p € P,e > 0, x € E) es una
base local U de una topologia 1, que dota a E de estructura de espacio vectorial topoldgico.

Definicién 1.3.5 (Espacio localmente convexo). Se entiende por espacio localmente con-
vexo un espacio vectorial topoldgico cuya topologia se define a partir de una familia de
seminormas suficiente P.

A partir de estos conceptos, vamos a definir por ultimo el de topologias débiles y
débiles *, que jugard un papel fundamental en la construccién de las primeras secciones de
este trabajo.

Definicién 1.3.6 (Topologias débil y débil*). Se define la topologia débil o(E, E') sobre E
como la topologia localmente convexa sobre E definida por la familia suficiente de seminormas
pu(x) = Ju(x)| conu e E'.

De manera andloga, la topologia débil* o(E' | E) se define como la topologia sobre
E’ definida por la familia separante de seminormas p,(u) = |u(x)| con x € E.

Teorema 1.3.7 (Teorema de Alaoglu). La bola unidad cerrada Bg = {u € E' : ||u||p < 1}
en el dual E' de un espacio normado E es débilmente compacta. Ademds, si E es separable,
la topologia débil* restringida a B/ es metrizable.

Operadores No Acotados en Espacios de Hilbert y su relacién con la Mecanica Cuantica



Capitulo 2

Algebras de Banach y algebras-C*.
Transformada de (Gelfand

La estructura matematica que nos va a interesar en este trabajo es la estructura de
algebras de Banach. Concretamente, los observables cudnticos se van a caracterizar mediante
operadores autoadjuntos no acotados sobre ciertos espacios de Hilbert, cuyo conjunto, do-
tado de la norma y las operaciones oportunas, tendra estructura de un cierto tipo de estas
algebras. Por ello, en las primeras secciones de este capitulo vamos a definir las estructuras
de algebras de Banach y algebras-C*, estudiando sus principales propiedades, y presentan-
do en particular una generalizacion del concepto de operador adjunto dentro del marco de
este segundo tipo de algebras. Por tultimo, introduciremos la Transformada de Gelfand y en
particular presentaremos y demostraremos el Teorema de Gelfand-Naimark, a partir de los
cuales podremos iniciar en capitulos posteriores la construccién de uno de los principales
instrumentos que utilizaremos para la demostracion del Teorema Espectral de Operadores
Autoadjuntos.

2.1. Conceptos basicos sobre algebras de Banach

Comenzamos introduciendo el concepto de algebra de Banach a partir del concepto
conocido de espacio de Banach.

Definicién 2.1.1 (Algebra de Banach). Se entiende por adlgebra de Banach un espacio
de Banach A sobre un cuerpo K, dotado con una sequnda operacion interna - : A X A — A
que llamaremos multiplicacion y que verifica:

1. - es bilineal.

2. - es asociativa.

3.V NeK, Ve,ye A, (\x)-y=z-(A\y) = ANz -y).
4. Nlzyll < llzllllyll Va,y € A, es decir, - es continua.

Diremos que el dlgebra de Banach A es unitaria si de € A tal que ex = re =x,Vr € A, y
lef] = 1.



A continuacién, vamos a mostrar algunos ejemplos en los que, sobre espacios de Ba-
nach bien conocidos y definiendo la multiplicacién de manera natural, se obtienen estructuras
de dlgebras de Banach unitarias y no unitarias, segin el caso. En cualquier caso, nosotros
s6lo vamos a trabajar con algebras de Banach unitarias.

Ejemplos de algebras de Banach

1. Dado X # (), consideramos B(X) := {f : X — C acotadas}, con | f|| = sup|f(z)]| es
reX

un espacio de Banach. Si dotamos a este espacio de la multiplicacion punto a punto,
construimos un algebra de Banach unitaria, con e = 1, ya que

19|l = supl(f - 9) (@) = sup|f(x) - g(z)| < sup|f(x)[suplg(z)| = [ fIlllg]l-

Si X = K es un espacio topoldgico compacto, definimos C'(K') como el subespacio
de B(K) formado por las funciones complejas continuas sobre K, que es cerrado para,
||l.]| ¥ contiene a la funcién constante 1. Como el producto de funciones continuas es
una funcién continua, C'(K) es un subdlgebra de Banach unitaria de B(K).

2. Si Q es un espacio medible o-finito, L>(2) denota el espacio de Banach de todas las
funciones f : 2 — C medibles con || f|| < 00, y también tiene estructura de algebra
de Banach unitaria con la norma ||.||» y la multiplicacién punto a punto.

3. Dado un espacio de Banach complejo E # (), L(E) = L(E; E) dotado con el producto
y la norma usual de operadores tiene estructura de algebra de Banach unitaria.

4. Si consideramos el espacio de Banach L!'(IR) con el producto de convolucién, obtenemos
una estructura de dlgebra de Banach no unitaria, ya que 1 ¢ L'(R).

Definicién 2.1.2 (Homomorfismo de algebras de Banach unitarias). Se entiende por ho-
momorfismo entre dos dlgebras de Banach unitarias A y B cualquier homomorfismo de
dlgebras U : A — B tal que V(e4) = ep.

Si consideramos un algebra de Banach unitaria A, podemos decir que un elemento
a € A es invertible si Ja=! € A tal que a 'a = aa™! = e. A partir de esta definicién,
podemos definir a su vez G(A) como el conjunto formado por todos los elementos invertibles
de A. Observando que si a,b € G(A), entonces a0~ € G(A) y como

(ab)(b~"a™") = (b~"a"")(ab) =,

deducimos que ab € G(A) y ademés (ab)™' = b~'a~!. En particular, (G(A),-) tiene estruc-
tura de grupo (multiplicativo).

En base a lo anterior, podemos definir el concepto de espectro de un elemento de A
como sigue.

Definicién 2.1.3 (Espectro). Dado a € A, se define el espectro de a como el subconjunto
de C:
oala)=0c(a):={AeC:le—ad¢ G(A)}. (2.1)

Nota 2.1.4. Si B es un subdlgebra de Banach unitaria de A, entonces G(B) C G(A) y por
tanto o4(b) C op(b) Vb € B.

Operadores No Acotados en Espacios de Hilbert y su relacién con la Mecanica Cuéntica



CAPITULO 2. ALGEBRAS DE BANACH Y ALGEBRAS-C*. TRANSFORMADA DE
GELFAND 3

Ejemplos de espectros

1. Si E es un espacio de Banach complejo y T' € L(F), denotamos por o(T") = o) (T).
Por el Teorema de la Aplicacién Abierta, A € o(T') si y sélo si T'— Al no es biyectiva.

Nota 2.1.5. Obsérvese que tanto los autovalores de T como los autovalores aproxrima-
dos estan en o(T).

2. El espectro de f € C(K) es su imagen f(K).

2.2. El Teorema de Gelfand-Mazur

Vamos a comenzar ahora a introducir los instrumentos tedricos necesarios para desa-
rrollar la prueba del Teorema de Gelfand-Mazur. Estos consisten fundamentalmente en los
conceptos de resolvente y de radio espectral de un elemento a de un algebra de Banach A, y
en una serie de resultados técnicos relacionados con las definiciones anteriores.

Definicién 2.2.1 (Resolvente). Dado a € A, se define su resolvente como la funcion
R, :0(a)" — A,
dada por Ry(\) = (Ae —a)™L.
Obsérvese que R,(\) = —(a — Xe) ' =Xt e—A"ta)™.
Definicién 2.2.2 (Radio espectral). Dado a € A, se define su radio espectral como
r(a) :=sup{|A| : A € o(a)}. (2.2)

A pesar de que las pruebas no son complicadas, para evitar extendernos demasiado
vamos a enunciar sin demostrar dos resultados técnicos relacionados con las definiciones
anteriores.

Teorema 2.2.3. 1. Sillal| <1, entonces e —a € G(A) y (e —a)™!

|
7

2. Sea |\ > ||a||, entonces X ¢ o(a) y R.(N) = Z)\—"—lan'
n=0

3. Mds aun, ||R,(N)|| < ————— lim R,(A) =0.
IR < 5T ¥ e B
2
Lema 2.2.4. 1. Si|la|]| <1, entonces ||[(e —a)™' —e —al| < . Ha\‘|| i
— ||a

2. Sixz e G(A) y||h] < entonces x + h € G(A) y

1
2l

Iz +h)™" =27+ a7 ha | < 2l PR
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Nota 2.2.5. Consecuencia del Teorema 2.2.3 es que r(a) < ||a||, y la desigualdad puede
darse de forma estricta.

El lema anterior nos va a permitir demostrar el teorema fundamental en base al cual
podremos demostrar a su vez el Teorema de Gelfand-Mazur, pero para su prueba vamos a
requerir también el siguiente resultado, que enunciamos sin demostracién.

oo
Proposicién 2.2.6. Sip(\) = Z cp A" es un polinomio y a € A, entonces

n=0

Teorema 2.2.7. 1. G(A) es un conjunto abierto de A y x € G(A) — ! € G(A) es
continua.

2. R, es analitica sobre o(a)® y se anula en el infinito.

3. o(a) es un subconjunto no vacio de C y

nit
I

r(a) = lim [la”||* = infla

Demostracion. 1. De acuerdo con el Lema 2.2.4, para cada = € G(A) tendremos que

B <x m) C G(A),

y por tanto G(A) es abierto. Més atin, si ||| tiende a 0,
I +h)™ =27 < (@ +h)~" =27 + a7 haT | + [l ha T = 0,
por lo que z € G(A) — 7! € G(A) es continua.

2. Sobre O-(CL)C’
0 i (O 7 = e

p—=0 K

aplicando el Lema 2.2.4 a © = Ae —a y h = pe (aplicable porque si p — 0, podemos

tomar g suficientemente pequeno de tal manera que ||h| < ) y teniendo en

2|2~
cuenta que x the~! = pr~'z~! = pr~?, obtenemos que si p — 0, entonces
x+pe)t —xl r+pe)t —x 7t he !

H H

= —r =
H H

2

)

ya que
™ (@ 4 pe) ™ — 2™+ a7 ha T || < [ul = 2l el — 0.

En consecuencia, como z72 = A7%(e — A7'a)™? = —R,()\)?, obtenemos finalmente que
R, (\) = —R2(\), VA € o(a)® y por tanto que R, es analitica sobre o(a)°.

1
Por otra parte, por el Teorema 2.2.3 sabemos que ||R,(A\)|| < —————, de donde se

Al = Tlall”

deduce de forma inmediata que R, se anula en el infinito.
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3. Ya sabemos que o(a) C {\: |\| <r(a)}y que r(a) < |la]|. Como o(a)° es abierto, o(a)
es cerrado, y por lo anterior deducimos que de hecho es compacto. Veamos que no es
vacio por reduccion al absurdo.

Si fuese vacio, la funcion R, entonces seria analitica en C por 2. y acotada. Dada

cualquier u € A’, u o R, serd una funciéon compleja entera y acotada, por lo que

seria constante por el Teorema de Liouville. Como ya sabemos que IA1|1'm R,(\) =0,
— 00

deducimos que |/\llim u(Ry (X)) =0, por lo que u(R,(\)) = 0y por tanto R,(\) = 0, en
—00
contradiccién con que R,(A) € G(A).

Calculemos finalmente el radio espectral. Como si |A| > r(a), por el Teorema 2.2.3

sabemos que R,(\) = A™! Z A" "a", y la serie de potencias Z z"a" es absolutamente

1 oo
convergente cuando |z| = |A\|7! < )’ siendo el radio de convergencia de E |la™|||=]"
r(a
n=0
1 1
= >

lim Sup||a"||% ~r(a)’
n—oo

deducimos que 7(a) > lim sup ||a"||%.
n—oo
Reciprocamente, si A € o(a), entonces por la Proposicién 2.2.6 sabemos que \* € o(a"),

por lo que |A"| < ||a"|| y por tanto
IA| < fufl|a”|| < lim fof|ja”|,
n n—oo

de donde deducimos finalmente que r(a) = lim ||a“||% = inf ||a”||%.
n—oo n
0

Teorema 2.2.8 (Teorema de Gelfand-Mazur). Si todo elemento no nulo del dlgebra de
Banach unitaria A es invertible (i.e. G(A) = A\ {0}), entonces A = Ce y la aplicacion
A = e es el unico homomorfismo de dlgebras unitarias entre C y A.

Demostracion. Dado a € A, consideramos A € o(a). Por definicién, A € o(a) si y sélo si
Ae —a ¢ G(A), y por las condiciones del enunciado se deduce que Ae — a = 0, por lo cual
a = Xe. Como cualquier homomorfismo de algebras unitarias entre C necesariamente envia
1 en e, deducimos que necesariamente debe ser de la forma A\ — Ae. O

Consecuencia del Teorema de Gelfand-Mazur es que C es el tinico algebra de Banach
que es un cuerpo, en el sentido de que si A es un cuerpo, A\ — Ae es un isomorfismo
isométrico de C en A, y en tal situacion, se define el isomorfismo candnico entra A y C como
el isomorfismo inverso a A — Ae.
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2.3. Algebras—C*

Pasamos ahora a introducir un tipo de &algebras de Banach unitaria que recibe el
nombre de &4lgebras-C*, entorno al cual vamos a desarrollar la teoria relacionada con el
Teorema de Gelfand-Naimark. Para ello, comenzamos definiendo el concepto de involucion
como sigue.

Definicién 2.3.1 (Involucién). Dada un dlgebra de Banach A, se entiende por involucién
sobre A cualquier aplicacion * : A — A wverificando Vx,y € A, Va, 5 € C,

1. (azx + By)* = az* + By*.
2. (") =x.

3. (xy)* = y*z*.

Y a partir de lo anterior, se definen las dlgebras-* y en particular las dlgebras-C* del
siguiente modo.

Definicién 2.3.2 (Algebra—* y algebra-C*). Se entiende por dlgebra-* la estructura (A*)
formada dotando a un dlgebra de Banach sobre C A unitaria de una involucion *.

Si ademds la involucion satisface que |z*z|| = ||z||, entonces (A,*) se denomina un
algebra-C*.

Nota 2.3.3. Las involuciones:
e Son siempre biyectivas y autoinversas.
e Siademds A es un dlgebra-C*, son isometrias, ya que:
l2]* = llz*zll < 2" llzll = llell < ey 2] < 2™ = [l
En las siguientes definiciones, A serd un algebra-C*.

Ejemplo 2.3.4. Si H es un espacio de Hilbert, L(H) es un dlgebra-C* con la involucion
T — T* que a cada T le asocia su adjunto.

A partir del ejemplo anterior y como dijimos en la introduccién de este capitulo, dentro
de este tipo de dlgebras de Banach podemos definir de manera natural una generalizacién

de los conceptos de operador hermitico y de operador normal como sigue.

Definicién 2.3.5 (Elemento autoadjunto). Se dice que a € A es hermitico o autoadjunto
st a=a".

Definicién 2.3.6 (Elemento normal). Se dice que a € A es normal si aa* = a*a.
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2.3.1. Algebras—C* conmutativas

Concretamente, el Teorema de Gelfand-Naimark se refiere a algebras-C* conmutati-
vas, y para su enunciado y demostraciéon es necesario introducir previamente los siguientes
conceptos.

Definicién 2.3.7 (Caracteres y espectro). e Llamamos caracter de A a todo homo-
morfismo x : A — C de dlgebras de Banach unitarias.

e Se define el espectro de A como el conjunto formado por todos los caracteres de A,
notado por A(A).

Lema 2.3.8. Supongamos que A es conmutativa:
1. Sia es autoadjunto, entonces o4(a) C R.
2. Para todo a € A, x € A(A), x(a*) = x(a).
Demostracion. 1. Sea t € R, ya que ||x|| = 1, tendremos que
Ix(a +ite)]* < ||a + ite]|* = ||(a + ite)*(a + ite)| = ||a® + t%e|| < ||al|* + .
Sea x(a) = a+if con a, f € R, entonces
la||? + 12 > |a +if +it]* = o + 52 + 28t + 12,

es decir, deducimos que ||al|* > o + 8% + 2Bt, Vt € R, por lo que 3 = 0 y por tanto
x(a) = a € R.

: a+a* a—a* o :
2. Dado a € A, considerando x = ey = —, podremos escribir a = = + 1y.

Obsérvese que x e y son hermiticos por construccion, por lo que por 1. tendremos
que x(z),x(y) € R. Ademés a* = x — iy. Deducimos asi que, x(a) = x(z) +ix(y) y
x(a”) = x(z) —ix(y) = x(a).

O

Teorema 2.3.9. Si B es un subdlgebra unitaria cerrada de A tal que b* € BN¥b € B,
entonces op(b) = 04(b),Vb € B.

Demostracion. Consideramos primero b € B tal que b* = b. Como (b) es un subélgebra
conmutativa, por el Lema 2.3.8 sabemos que o4y C R y tendremos que

UA(b) C O'B(b) C 0'<b>(b) = aO'<b>(b).

Veamos ahora la inclusién inversa, para lo cual basta probar que dogp)(b) C oa(b). Sea
A € Jopy(b) y supongamos que X\ ¢ o4(b), entonces por definicién existe x € A tal que
z(b—Xe) = (b— Ae)x = e. Como A € Joy(b), existe una sucesion de A, ¢ Joy(b) tal que
A, — A. Por tanto tenemos que

(b—Xpe)ted)CA b—XNe—b—Xe, (b—Me) P = (b—de) =z

Deducimos por tanto que = € (b), en contradiccién con que A € o4,y (b), con lo que concluimos
que A € 0oy (b). O
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Definicién 2.3.10 (Ideal). Un ideal J de A es un subespacio vectorial tal que AJ C J y
J#£A

Obsérvese que por definicion los ideales no pueden contener elementos invertibles, ya

que en tal caso se tendria que J = A. Ademds, si J es un ideal, J también, por lo que todo
ideal mazimal (i.e. todo ideal que no esté estrictamente contenido en otro ideal) es cerrado.
Teniendo esto en cuenta, podemos demostrar el siguiente lema.

Lema 2.3.11.

1.

El niicleo de todo cardcter es un ideal mazimal y la aplicacion que a cada x € A(A) le
asocia ker x en el conjunto de los ideales maximales de A es biyectiva.

Todo cardcter x € A(A) es continuo y ||x|| = sup |x(a)] = 1.
llall<1

Un elemento a € A es invertible si y solo si x(a) # 0, Vx € A(A).

o(a) = {x(a) : x € A(A)} yr(a) = gz&)lx(a)l-

Demostracion. 1. Dado x € A(A), sea M su ntcleo. Esta claro que es un ideal, y también

es un hiperplano, porque es el nicleo de una aplicacion lineal no trivial. Por tanto, el
subespacio complementario de M en A es unidimensional, y como x es biyectiva sobre
él, deducimos que M es maximal.

Sea ahora M un ideal maximal. Consideramos el espacio cociente 4/m, que tendra
estructura de algebra de Banach unitaria y ademéas es un cuerpo. En particular, la
proyeccién canénica 7 : A — 4/m dada por w(z) = &, no es invertible en 4/m, por lo
que J = w(zA) # A/m es un ideal contenido en 4/m y 77 1(J) # A es un ideal de A
que estard contenido en un ideal maximal que contiene a M. Por tanto, 7=!(J) = M,
por lo que m(zA) C 7(M) = {0} y £ = 0. Por el Teorema de Gelfand-Mazur (Teorema
2.2.8) existira el correspondiente isomorfismo canénico

X :4/m=Ce— C..

y M sera el nucleo de xa = x 0 Ty

Cualquier otro caracter y; con el mismo nicleo M factorizara como producto de my,
con un homomorfismo biyectivo entre 4/ y C, que tiene que ser necesariamente el
isomorfismo canénico Ce — C, también como consecuencia del Teorema de Gelfand-
Mazur, por lo que x1 = X

Por un lado, si x = xu € A(A), entonces por el desarrollo de 1. tendremos que
XN < llmaclIXI] = Nlmael] < 1,y como [[x]| > x(e) = 1, deducimos que [[x]| = 1.

Si z € G(A), ya hemos visto que no pertenece a ningun ideal. Si x ¢ G(A), entonces
xA no contiene a la unidad e y es un ideal, y por el Lema de Zorn todo ideal esta
contenido en un ideal maximal. Por tanto, x € G(A) siy sélo si x pertenece a un ideal
maximal o, equivalentemente, y(x) # 0 Vx € A(A).
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4. Por tltimo, por 3, Ae —a ¢ G(A) siy sélo si Iy € A(A) tal que x(Ae —a) = 0, es
decir, Iy € A(A) tal que A = x(a).
O]

Y a partir de lo anterior, se deduce que

Corolario 2.3.12. El espectro A(A) de A es un subconjunto de A’ el conjunto de las apli-
caciones lineales y continuas de A en C. En particular A(A) C Ba.

Basandonos en el Teorema 2.3.12, podemos asociar a todo elemento a de un algebra
de Banach conmutativa y unitaria A la funcién @ definida como la restriccién sobre A(A) de

{a,-), a: A(A) — C, tal que a(x) = x(a),Yx € A(A).

2.3.2. La Transformada de Gelfand y el Teorema de Gelfand-
Naimark

Finalmente, estamos en las condiciones necesarias para poder enunciar y probar el
Teorema de Gelfand-Naimark. Este teorema en realidad trata sobre las propiedades de la
transformada de Gelfand de las algebras-C* conmutativas. Con el proposito de definir esta
transformada y estudiar sus propiedades, introducimos la topologia de Gelfand, que como
vemos se encuentra relacionada con el concepto de topologia débil, cuya teoria se desarrolla
brevemente en los Preliminares (Definicién 1.3.6)

Definicién 2.3.13 (Topologia de Gelfand). Se define la topologia de Gelfand sobre A(A)
como la restriccion de la topologia débil* (Definicion 1.3.6) w* = o(A’, A) de A" sobre A(A).

Dotado de la topologia de Gelfand, es inmediato que @ € C(A(A)),Va € A.

Definicién 2.3.14 (Transformada de Gelfand). Se define la transformada de Gelfand
como la aplicacion G que a cada a € A le asocia @ € C(A(A))

G:iac A ae C(AA)). (2.3)

Teorema 2.3.15. Dotado de la topologia de Gelfand, A(A) es compacto y la transforma-
da de Gelfand G : A — C(A(A)) es un homomorfismo continuo de dlgebras de Banach
conmutativas y unitarias.

Mas ain, |[a|| = r(a) < ||a|| y Ge =1, por lo que ||G|| = 1.

Demostracion. Para la primera parte solo necesitamos probar que A C By es débilmente
cerrado, ya que por el Teorema de Alaoglu (Teorema 1.3.7) By es débilmente compacta.
Obsérvese que

A={c€By:ele)=1e(xy) =c(x)e(y) , Yo,y € A}.

es decir, podemos ver A como la interseccion de los subconjuntos de B 4 definidos por las
condiciones

<xy,-> - <1’,'><y,'> =0y <6,-> =1.
que son débilmente compactos por la continuidad de los caracteres probada en el Lema
2.3.11, de lo que deducimos la compacidad de A(A).
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Por otro lado, como e(x) = x(e) = 1y zy(x) = (zy)(x) = z()y(x) = T(x)¥(X),
deducimos de forma inmediata que G es un homomorfismo.

Igualmente es inmediato que ||a|| = sup|x(a)| < ||a|| por el Lema 2.3.11.
XEA

]

Y a partir del resultado anterior, podemos finalmente enunciar y demostrar el Teorema
de Gelfand-Naimark, que mostramos a continuacion.

Teorema 2.3.16 (Teorema de Gelfand-Naimark). Si A es un dlgebra-C* conmutativa, en-
tonces la transformada de Gelfand G : A — C(A(A)) es un isomorfismo isométrico biyectivo
de dalgebras-C*.

Demostracidn. Ya sabemos que a*(x) = x(a) = a(x) v que G(a*) = G(a). Sea ahora z

autoadjunto, entonces r(zr) = 11'7£1r1||9v2n||2in = ||lz||, ya que ||2*|| = ||z*z| = ||z||*, por lo que
por induccidn, [l#* || = [[(z*" )] = (|«]|*")* = [|=|*""". -
Dado a € A, entonces x = a*a es autoadjunto, por lo que ||a*al|a = ||a*al|, y por
tanto B
lal® = lla*a]l = l|a*alla = aalla = |allA,
de donde en particular deducimos que ||a|| = ||a]|a y por tanto que G es una isometria.

Sabiendo ya que G es un isomorfismo isométrico, tendremos que G(A) serd una
subdlgebra cerrada de C(A(A)) que contiene las funciones constantes, es autoconjugada y
separa puntos, por lo que por la forma compleja del Teorema de Stone-Weierstrass (Teore-
ma 1.2.4) deducimos que ademds es densa, por lo que G(A) = C(A(A)) y por tanto G es
biyectiva. O
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Capitulo 3

Operadores no acotados en espacios
de Hilbert

En esta seccion, nuestro objetivo es introducir los conceptos fundamentales de la
teoria espectral de operadores no acotados en espacios de Hilbert. Para ello, comenzare-
mos introduciendo los conceptos de operador, espectro y operador cerrado, entre otros, para
posteriormente pasar a la teoria relativa al concepto de operadores densamente definidos, a
partir de la cual se introducira el concepto de operador adjunto de un operador no acotado
y en particular de operador autoadjunto, presentando una serie de resultados relacionados
con su espectro y con el anterior concepto de operador cerrado. Por tultimo, introduciremos
el concepto de operador simétrico y estudiaremos una serie de propiedades asociadas a estos
operadores y algunas condiciones suficientes para que un operador simétrico sea autoadjunto.
Concluiremos la seccion con el concepto de operador esencialmente autoadjunto, y finaliza-
remos con el teorema que méas utilizaremos en el contexto de la fisica para probar que ciertos
operadores simétricos son esencialmente autoadjuntos.

3.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicién 3.1.1 (Operador y dominio de un operador). Sea H un C-espacio de Hilbert, se
dice que T : D(T) — H definido sobre el subespacio vectorial D(T') (que recibe el nombre de
dominio de T') es un operador sobre H si es lineal.

Nota 3.1.2. Obsérvese que si T € L(H), entonces D(T) = H.
Para aclarar sobre todo el concepto de dominio, consideremos el siguiente ejemplo

Ejemplo 3.1.3 (Operador derivada distribucional). Si consideramos sobre L?(R) el operador
derivada distribucional D : f — f’, el dominio de D serd el espacio de Sobolev H'(R).
Obsérvese que en este caso, D(D) es denso en L*(R), pero en general esto no es verdad.

Definicién 3.1.4 (Conjunto resolvente, espectro y resolvente de un operador).

1. Dado A € C, si T — X : D(T) — H es biyectiva y (T — N)~! es continuo, decimos
que A es un punto reqular de T'. El conjunto de todos los puntos requlares se denomina
el conjunto resolvente de T'.
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2. El espectro de T, notado por o(T), es el conjunto de todos los puntos no requlares
de T. Asi, A € o(T) cuando pertenece a alguno de los siguientes conjuntos:

e 0,(T)={Ne€ C:T — Xl no es inyectiva }.

00 (T)={N¢ 0,(T): T — A no es sobreyectiva, pero
Im(T — M) = H y ademds (T — X\ )~" no es acotada }.

0, (T) = {\ ¢ o,(T) : In(T — NI) # H}.

3. Se define la resolvente de T como la funcion Ry : o(T)* — L(H) definida por
Rr(\) = (T —XI)~1.

Teorema 3.1.5. El conjunto o(T)¢ es abierto y todo Ny € o(T)¢ tiene un entorno donde

Rr(A) = =Y (A= Xo)FRp(No)FT.

k=0

Demostracion. Sea \g € o(T')¢, consideramos A\ = Ao+ p con |u| < [[Rr(Ao)]||. Consideramos
la serie de Neumann S(u) := Z pF R (M), que serd convergente y de hecho, sera la
k=0

inversa de T'— A\, ya que

N—oo

(T = M)S(p) = lm (T — Aol — pul) > (T = NoI) ™)+ =
k=0

= lim [I — (uRr(X))" "] =1,

N—o0

y analogamente para S(u)(T — ) = 1. O

Definicién 3.1.6 (Grafo). Se denomina grafo a todo subespacio vectorial F C H x H tal
que, para todo x € H, el conjunto F, := {y : (z,y) € F'} tiene a lo mas un punto, y, por lo
que la proyeccion mi(x,y) = x es biyectiva sobre F. Esto significa que x — y (y € F,) es un
operador Tp en H con dominio D(Tr) ={x € H: F, #0} y G(Tr) = F.

Definicién 3.1.7 (Extensién de un operador). Decimos que T es una extensioén del ope-
rador S, y lo notamos por S C T, si D(S) C D(T) y T|pis) = S, o equivalentemente si
G(5) =9g(T).

Definicién 3.1.8 (Operador cerrado). Un operador T se dice que es un operador cerrado
si G(T) es cerrado en H x H.

Decimos también que T' es cerrable si tiene existe una extension cerrada, que nota-
mos por T.

En caso de que T sea cerrable, como G (T ) es cerrado y T es una extensién de T,
G(T) c G(T), por lo que es un grafo, ya que m es inyectiva sobre G(T) y por tanto también
sobre G(T). Reciprocamente, si G(T) es un grafo, entonces es el grafo de una extensién
cerrada de T, ya que G(T) C G(T).

Nota 3.1.9. Si T es cerrable, entonces T denotard la clausura de T, T = Tm.
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3.2. Extension del concepto de operador adjunto

Definicién 3.2.1 (Densamente definido). Un operador T' se dice densamente definido si
D(T) =H.

Nota 3.2.2. De aqui en adelante consideraremos solo operadores densamente definidos.

Si T es densamente definido, entonces toda aplicacién lineal acotada sobre D(T') tiene
una unica extension a H, que ademas esta caracterizada por el Teorema de Representacion
de Riesz como una aplicacién de la forma (-, z) ;. En base a lo anterior, definimos:

Definicién 3.2.3 (Operador adjunto). Se define el operador adjunto de T como el ope-
rador T* definido sobre el dominio:

DT*)={ye H:xzw— (Tx,y)y es acotado sobre D(T)},
de tal manera que si y € D(T*), se define T*y € H como el unico elemento tal que
(Tz,y)y = (x,Ty)y Yz € D(T).

Por tanto, y € D(T*) si y solo si (Tx,y)y = (x,y*) para algun y* € H, Vo € D(T), y en tal
caso y* =T y.

A partir de esta definicion, el concepto de operador autoadjunto se podra definir como

Definicién 3.2.4 (Operador autoadjunto). Un operador densamente definido T se dice
autoadjunto si T'=T", es decir, ss T CT* yT* CT.

Teorema 3.2.5. Dado un operador densamente definido T'. Entonces se tienen las siguientes
propiedades:

1. (AT)* = \T*.
2. I+ =1+T*
3. T* es cerrado.

4. 8T : D(T) — H es una aplicacion inyectiva con imagen densa, entonces T es
también inyectiva y densamente definida, y (T—)* = (T*)~%.

Demostracion. 1. Si A = 0 es trivial. Si no, obsérvese que

D((NT)") ={y € H : 2z — (ANTz,y)y es acotado sobre D(T')}
={y€e H:xw— (Tx,y)u es acotado sobre D(T")} = D(T™),

y lo mismo ocurre con D(AT*). Por tanto, D(AT*) = D((A\T)*) y

(z, AT)'y)g = (A\Tz,y)g = MTz,y)g = (2, XT*y)n.

2. Seria anélogo a 1I..

Operadores No Acotados en Espacios de Hilbert y su relacion con la Mecanica Cuantica
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3. Dada una sucesién en G(T*) {(yn, T*yn)}n que converge a (y,z) en H x H, quere-
mos probar que T*y = z. Dado = € D(T), tendremos que (x,T*y, )y — (z,2)g y
(Tx,yn)n — (Tx,y)n, y por definicién de T, (z, Ty, )y = (Tx,yn)n , Vyn. Deduci-
mos asi que (z,2)g = (Tz,y)y , Vo € D(T) y por tanto por definicién de 7%, z = T*y,
de manera que (y,z2) € G(T™).

4. En primer lugar, si T : D(T') — H es inyectiva con imagen densa, entonces la aplicacién
T—1: Im(T) — D(T) existe y estd densamente definida, pero si tenemos que probar
que (T*)~! existe y coincide con (T71)*.

Obsérvese que T*y € D((T1)*), Vy € D(T*), ya que la aplicacién lineal
x = (TﬁlxaT*y)H = (xay)Ha

definida sobre D(T1), es acotada y por tanto T*y estd bien definida. Mas atin, como
(T e, T*y)g = (z, (T )" T*y)u = (x,y)u, Yo € D(T'), se deduce que Yy € D(T*),
(T~')*T*y = y, de manera que (T~1)*T* = I sobre D(T*). Por tanto, el operador
(T*)~' : ITm(T*) — D(T*) verificard que (T*)~! C (T')* ya que, si y = (T*) 'z, por
lo anterior tendremos que (T 1)*z = (T*)7'2.

Falta probar que (T1)* C (T*)™!, consideramos = € D(t) e y € D((T*)~!). Entonces,
Te € Im(T) = D(T") y

(T, (T)y)u = (.y)g (T, (T Y = (@, T(T7)Y)u -

Por tanto, (T ')*y € D(T*) y T*(T~')*y = y, de manera que T*(T~!)* = I sobre
D((T*)™') = Im(T*) y por tanto (T*)~' : Im(T™*) — D(T™*) es biyectiva.
]

3.3. Operadores autoadjuntos no acotados

Definicién 3.3.1 (Operador simétrico). Un operadorT : D(T') C H — H se dice simétrico
st es densamente definido y

(Tx,y)y = (x,Ty)y Yo,y € D(T)

Esta definiciéon de operador simétrico coincide con la definicién de operador autoad-
junto en el caso de que T sea un operador acotado, y es por ello que en multitud de ocasiones
en los libros de Fisica se define de este modo los operadores autoadjuntos. En realidad, mu-
chas de las propiedades que se asocian en el contexto de la Fisica a los operadores simétricos
son propias de los operadores autoadjuntos; sin embargo, a lo largo de esta seccién vamos
a demostrar que, bajo ciertas condiciones que en general verifican los observables fisicos,
todo operador simétrico puede extenderse a un operador autoadjunto. Con este objetivo, co-
menzamos enunciando la siguiente propiedad del operador adjunto asociado a un operador
simétrico.

Operadores No Acotados en Espacios de Hilbert y su relacién con la Mecdnica Cuéntica
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Proposicion 3.3.2. Si T es simétrico, entonces T C T™.

Demostracion. Sea T un operador simétrico, sea y € D(T'), entonces, Vo € D(T'), se cumple
que (T'z,y) = (z,Ty) < oo, porque Ty estd bien definido. En consecuencia, la aplicacion
z+— (Tx,y)n es acotada sobre D(T) y por tanto y € D(T™). O

A continuacién, enunciamos sin demostracién un resultado técnico que unicamente
necesitamos en este desarrollo para la demostracion del resultado inmediatamente posterior.

Proposicién 3.3.3. Sea G: H x H — H x H el operador de rotacién, dado por G(x,y) =
(—y,x). Si T es cerrado y densamente definido, entonces H x H puede expresarse como la
sigutente suma directa

HxH=GG(T)ag(T") =46(T) & G(G(T")).
Ademds, T también es cerrado y densamente definido y T =T.
Proposicion 3.3.4. Si T es simétrico, entonces es cerrable, y su clausura es T**.

Demostracion. Obsérvese que como T es densamente definido, 7™ también, ya que por ser
simétrico D(T') C D(T™) por la Proposicién 3.3.2. En particular, T** estd bien definido.
Dado T simétrico, T C T* con G(T™*) cerrado. Entonces, la clausura de G(T') verificara

G(T) Cc g(T) Cg(T™),

de manera que G(T') es un grafo, T es cerrable y G(T') es el grafo de su clausura 7.

Vamos a ver ahora que D(T™) es denso, para lo cual buscamos aplicar la Proposicién
3.3.3, en virtud de la cual V(z,y) € H x H, (x,y) € G(T*) siy sélo si (—y,x) € G(T)*. Por
tanto,

G(T) = (G(1)")* = ({(w,Ta);2 € D(T)}H) = ({(Tw,2);2 € D(TH)})*" =
- = {(T*z, —x);2 € D(T*)}*.

Es claro que G(7T') es un subespacio vectorial de H x H. Veamos por reduccién al absurdo
que es un grafo. G(T') no es un grafo si y sélo si existen y, 21,20 € H con z; # z; tales
que (y, 21), (v, 22) € G(T); o equivalentemente, si existe z # 0, z € D(T*)*, verificando que
(0,2) € {(T*z,—x);2 € D(T*)}". En tal caso, para cualquier 2 € D(T*), (z,z)y = 0, por
lo que 3z # 0 tal que z € D(T*)*, y por lo tanto D(T*) # H, en contradiccién con que T
es densamente definido. L L

Para concluir, falta probar que G(T') = G(T**), lo que se deduce de que si (v, u) € G(T')
y x € D(T*), como por lo anterior G(T') = {(T*z, —z);x € D(T*)}*, tendremos que

((v,u), (T*x, —2))gxny = (0, T"x)g — (u,x)y =0,

por lo que Vo € D(T*), (T%z,v)g = (z,u)g < oo y por tanto v € D(T**). Mds ain,
u = T*v, de manera que (v,u) € G(T™), y la inclusién inversa es inmediata, ya que si
(x, T**x) € G(T**), entonces dado y € D(T™),

(T, =y), (&, T"2) e = (T7y, 2)n = (9, T )n = (4, T 2) g = (4, T"2)n = 0,

y por tanto (z,T**x) € G(T). O

Operadores No Acotados en Espacios de Hilbert y su relacion con la Mecanica Cuantica
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Nota 3.3.5. Obsérvese que equivalentemente, podriamos decir que T es autoadjunto si es
simétrico y D(T*) C D(T).

Antes del teorema fundamental de esta seccion, vamos a demostrar algunos resultados
en los que se enuncian algunas de las propiedades de mayor relevancia de los operadores
autoadjuntos o simétricos de cara a su uso en el contexto de la Mecanica Cuantica.

Proposicion 3.3.6. Si T es simétrico, entonces su espectro puntual es real.

Demostracion. Sea A € 0,(T), entonces 3z # 0 € H tal que Tx = Az. En particular,
x € D(T), y en consecuencia

Mo, 2)g = (2, T2)y = (Tz,7)g = Mz, 2) g,

y por tanto A = \. O]

Teorema 3.3.7. Supongamos que T es autoadjunto. Entonces se cumple que:
1. A€ a(T)¢ siy solo si Ic > 0 tal que ||Tx — \x||g > c||z||u, Yo € D(T).
2. El espectro o(T) es real.

3. A€ o(T) siy sdlo si existe una sucesion {x,} en D(T) tal que ||x,||lg = 1,¥n € N, y
Tx, — Az, — 0.

4 IR <
1.

Demostracion. Si A € o(T)¢, entonces Rr(\) € L(H) y por tanto

]l < | Rr (I = Az = ¢ (T = M)z .

Supongamos ahora que || Tz — Ax||g > c||z||g y sea M = Im(T — AI), de tal manera
que T'— A : D(T) — M y tiene inversa continua. Queremos probar que M = H. Para
ello, vamos a probar que M es cerrado y M+ = {0}.

Dado z € M, entonces para todo Tax — Az € M tenemos
0= (T':C - )\ZL’,Z)H = (Tx7’2>H - )‘(Iv Z)H7

por lo que (T, 2) g = (2, \2)g siz € D(T), ypor tanto Tz = T2 = Az y z € D(T) =
D(T). En particular, deducimos que A € 0,(T"), y por la Proposicién 3.3.6, A = A, por
lo que Tz — Az = 0 y por tanto si 2 € M, por loque 2 € M N M+ = {0}y 2 =0.

Veamos ahora que M es cerrado en H. Para ello, sea y, € M, vy, = Tx, — Ax, y
supongamos que ¥y, — y € H. entonces por hipdtesis,

Hxn - ImHH < CilHTxn — Az, — (Txm - )‘xm)HH = ||yn - ymHH — 0,

es decir, {x,} es de Cauchy y por completitud de H existird = € H,x = lim T,y por
tanto 4 hm Tx, =y + Ax. Como, por ser autoadjunto, T es cerrado, deducunos que

Tm—y—l—)\xyportantoyGM
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2. SeaA=a+if € o(T), sea x € D(T), tendremos que

(T —de,x)g = (Tr,2)g — Mz, 2)g = (Tr,2)g — Mz, 2)g.

Restando, obtenemos:

De manera que,
Blll2)17 < (T — Az, 2) | < | Tw — Aol ll]|n,

y por tanto, Vo € D(T), |B|||z||lz < ||Tx— A x|/ g, y si 5 # 0, entonces por 1., A € o(T)°,
llegando a contradiccion.

3. Sea A € o(T), entonces ¥n € N, por 1., tomando ¢ = %, existird x, € D(T) con

1
|znllg = 1 tal que || Tz, — A\x,||lg < —, de manera que X es un autovalor aproximado
n

de T, por lo que A € o(T), ya que, si (T'—AI)~! fuese acotado sobre H, entonces de que
T, — Az, — 0 deducirfamos que x,, = (T — A\ )~ (Tx, — Ax,) g — 0, en contradiccién
con que ||z, ||z = 1.

4. Seay € D(T) y A = RA +iS\ ¢ R, entonces

(T = ADyll% = (Ty = Ay, Ty = Ay = (Ty — (RA+iSN)y, Ty — (RA +iSN)y)u =
= Ty — Ry, Ty — R\y)g + (Ty — Ry, —iSAy)u+
+ (—iSNy, Ty — RA\Y) g + (—iSAy, —iSAy)m
= (Ty — Ry, Ty — R i + iSNTy, y) g — iSMy, Ty) u+
+IRAIAY, y) i — iIRAINy, y)m + (—)i((SN)y, (SN)y)m
= (Ty —R\y, Ty — RAy)m + (SN y, (SNy)u = (SN)y, (SN)y)w =
= [Pyl

Entonces, seax = (T—\ )y € H, tendremos quey = Rr(Nax y ||z||3 > [SAP| RNz |3,
de donde concluimos que
1

RICVE

[Rr(A)] <

]

En particular, en el caso de que T sea simétrico, como ocurre con frecuencia en el
caso de muchos operadores fisicos, la condicion o(7) C R es una condicién suficiente para
que sea autoadjunto, como se deduce del siguiente resultado.

Teorema 3.3.8. Supongamos que T es simétrico. Si existe z € C\ R tal que 2,z € o(T)¢,
entonces T es autoadjunto.

Demostracion. Como T es simétrico, basta que probemos que D(T*) C D(T).
Dado T simétrico y dado z € C tal que 2,z € o(T)¢, vamos a ver en primer lugar que
(T — 2I)~Y)* = (T — zI)~!. Para ello, dados x1,x, € H, queremos ver que

((T — Z])_lxl,l’g)H = (ZL‘h (T — EI)_IZL‘Q)H.

Operadores No Acotados en Espacios de Hilbert y su relacion con la Mecanica Cuantica
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Sean y; = (T — zI)"'xy, yo = (T — ZI) ', lo anterior equivale a que

(1, (T =ZDy2) yp = (T — 2D)y1, y2) g »

pero como 1" es simétrico, lo anterior se cumple siempre que y1, ¥y € D(T'). Como las imagenes
de T'—2I y T—ZI son ambas todo H, Ty, = (I'—z1)y1 +2y1 = x1+y1 € H (y andlogamente
para yz), por lo que y;,y2 € D(T) y por tanto deducimos finalmente que Va1, o € H

((T—Zf)ill’l,.fQ) = (iUl,(T_§I>71I2)H7

H

A partir de lo anterior, estamos en condiciones de probar que D(T*) C D(T). Dado
v € D(T™), sea w = T*v, por definicién Vy; € D(T)

(Tyb U)H = (yl» ’I.U)H,
por lo que
(T = zI),y1,v)m = (Ty1,v)g — 2(y1,v)m = (Y1, w — Z0)x.

Sean ahora 1,29 = w —zv € H, y de nuevo y; = (T — 2I) 7 txy, yo = (T — zI)"'zo, por lo
probado anteriormente

(z1,0)m = (T — 2Dy, 0)u = (Y, w —z0)g = (T — 21) oy, w —Zv) , =

— (Ih (T —zI) Y (w — ?U))

y por tanto v = (T —zI)~'(w —Zv) y en consecuencia v € Im(T —Z) ™!, es decir, Ju € H tal
que (T'—2z)"'u = v, y por tanto, Tv = (T —zI)v+Zv = u+7zv, de manera que v € D(T). [

H?

Definicién 3.3.9. Sea T un operador simétrico, T se dice esencialmente autoadjunto
st su clausura es un operador autoadjunto.

De hecho, si un operador es esencialmente autoadjunto, su clausura es su Unica ex-
tension autoadjunta.

Finalmente y a modo de conclusion de esta secciéon, vamos a enunciar y demostrar el
resultado fundamental de la misma. Este resultado nos proporciona una condicion suficiente
para que un operador simétrico sea esencialmente autoadjunto, y es relevante porque esta
condicion se satisface en multitud de situaciones fisicas, de las que posteriormente veremos
algunos ejemplos.

Teorema 3.3.10. Si T es simétrico y {u, }nen C D(T') es una base ortonormal de H tal que
Tu, = M\u, (n € N), entonces T es esencialmente autoadjunto y el espectro de su extension

autoadjunta T es o(T) = {\, : n € N}.

Demostracion. Comenzamos definiendo

o oo oo
D(T) := {Z Ay, Z|ozn]2 + Z)\i\anF < oo} :
n=1 n=1 n=1
Veamos que es un subespacio de H que contiene a D(T'). Para ello, dado z € D(T'), como
(o]
{un}n es una base ortonormal de H, existirdn unos coeficientes {«,, },, tales que x = Z U,
n=1
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(o]
y andlogamente, existiran {5, }, tales que Tz = Z Bnu, € H. Como los u,, son autovectores

n=1
de Ty T es simétrico, tendremos que

511 = (Txvun>H = (xaTun)H - >\n<x>un)H = Anana

por tanto, por definicién de base ortonormal, Z]an\Q < o0y Z]Anan|2 < 00, por lo que
n=1 n=1
{an}, {nan} € £2. Por tanto, D(T) es un subespacio de H y ademds, D(T) C D(T) por
definicion.
Sobre D(T), definimos el operador T' como:

Zanun : Z)\ Ay Uy

Vamos a ver que T’ es una extensién autoadjunta de 7.
En primer lugar, es claro que 7', ya que D(T") es densamente definido por contener a
D(T) y como los autovalores A\, € R son reales (Proposicién 3.3.6), Vx,y € D(T)

(Tz,y)n = (i A QU i ﬁmum> = i M QB =
n=1 m=1

H n,m=1

Z )‘nanm = (l‘7 Ty)H
n=1

Ademés, T C T, ya que D(T) C D(T) y T|piry = T por construccién. Por otro lado, los

A\, también son autovalores de T, por lo que {\,:n € N} C o(T). Si A ¢ {\,:n € N},
entonces 35 > 0 tal que |\ — \,| > 0 Vn € N. Vamos a ver que en tal caso A ¢ o(T). Para
ello, consideramos el operador

R(Z Qplly) = Z 3 aj S U
n=1 n=1""

[e.e] o0
Obsérvese que si x = Zanun, entonces ||z||% = Z|an|2, por lo que si ||z]|g =1,
n=1 n=1
o0

[Rx])* =

1 N |
_n - < —
Z‘)\ —\ —12 ’)\n_)\’2;|an| =52

1 _
por lo que ||R] < = 5 y por tanto deducimos que R € L£(H). Ademds, su imagen es D(T),

2 < Z|an\2 (1 + g) < 00 y es inyectiva por ser {u,} una base
n=1
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o0
ortonormal. Por tanto, a cada z = Zanun € D(T) podemos asociarle y € H tal que
n=1

Ry = x. En consecuencia, R es la inversa de
(T = ADO - ann) =Y an(An = Aty
n=1 n=1

Més atin, R es la inversa de (T — \I), ya que

(T — )\I)R(i Qply) = i Y in/\ (T — M), = ianun,
n=1 n=1 n n=1

y por tanto A ¢ o(7T’), de donde concluimos que
{\,:neN}=o(T).

Veamos ahora que 7T es autoadjunto. Para ello, basta comprobar que D((T)*) c D(T).

Siz= Z apt, € D((T)*) y consideramos y = (T)*x, entonces, Vn € N,

n=1

(yaun)H’::(x:TU%)H'::An($aum)H’::Anana

[e.e] oo
y por tanto Z|)\nanl2 < 00, ¥ COMO Z]an\Q < 00, deducimos que x € D(T).
n=1 n=1
Finalmente, para probar que 7' es la clausura de T', consideramos el par

(z,Tx) = (i Uy, i )\nanun> c G(T).
n=1 n=1

N N N

Definiendo zy = Zanun € D(T), tendremos que (zy,Try) = <Z QU s Z)\nanun
n=1 n=1 n=1

converge a (z, Tx) en H x H gracias a que {a, }n, {An@n }n C €%, de manera que G(T) c G(T)

y es cerrado, por lo que T es la extension autoadjunta de T

O
Nota 3.3.11. 1. Téngase en cuenta que en general unn operador simétrico no tiene por
qué tener extensiones autoadjuntas.

2. SiT es esencialmente autoadjunto, por definicion también es simétrico, y recordemos
que por tanto, por la Proposicion 3.3.4, T** es la unica extension autoadjunta de T
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Capitulo 4

Teorema Espectral de Operadores No
Acotados Autoadjuntos

En este capitulo vamos a mostrar finalmente el enunciado y la demostracién del
Teorema Espectral de operadores autoadjuntos. Para ello, en primer lugar vamos a desarrollar
la teoria matematica relacionada con el concepto de medida espectral, que sera explicitamente
utilizado para el enunciado del teorema. Posteriormente, buscaremos demostrar una version
de este teorema para operadores normales y acotados, que utilizaremos en la demostracion
del Teorema Espectral del siguiente modo: aplicaremos el teorema del caso normal y acotado
a través del concepto de transformada de Cayley, que también definiremos en este capitulo,
y definiremos un célculo funcional para operadores normales con funciones acotadas, que
posteriormente extenderemos a cualquier funcion medible Borel.

4.1. Medidas espectrales

Como deciamos, en primer lugar vamos a presentar uno de los objetos matematicos
que nos faltaba por estudiar para enunciar el Teorema Espectral. Este es el concepto de
medida espectral, el cual, tras presentar algunos resultados relacionados con las propiedades
relevantes para nuestros objetivos, nos va a permitir definir a su vez un homomorfismo de
algebras-C™ que posteriormente utilizaremos para enunciar y demostrar el Teorema espectral
en el caso de operadores normales y acotados.

Comenzamos introduciendo la definicién de medida espectral y presentando alguna
notacion que nos sera de utilidad para enunciar los resultados relacionados con dicho con-
cepto.

Definicién 4.1.1 (Medida espectral). Sea H un espacio de Hilbert, y sea X un conjunto y S
un o-dlgebra sobre X. Se entiende por medida espectral [7] sobre X cualquier aplicacion

E S — L(H) verificando:

1. Sus valores son operadores hermiticos e idempotentes, es decir, proyecciones ortogona-
les.

2. EM) =0y BE(X)=1.
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3. g-aditividad: Para toda sucesion de conjuntos disjuntos {Bp}, C S,

E(|JM,) =) E(B,).

Ejemplo 4.1.2. Sea (X, S, ) un espacio de medida, consideramos el espacio de Hilbert
Lo(1) formado por todas las funciones de X en C medibles-p cuyo cuadrado es p-integrable,
entonces la funcion E(B) € Lo(H), definida por E(B)f = xpf para B € S, es una medida
espectral sobre X .

1. B(B)f = xnf para todo f € La(u), por lo que
E(B)E(B)f = xpxsf = xsf = E(B),
y es hermitico.
2. E(0) =0, V[ € Ls(p).

3. Si{B,}n es una familia finita de conjuntos disjuntos de S, Vf € Lo(p)
E(|JB)f = X0 =Y xp.f =Y _E(B.)f.
n=1 n=1 n=1

Nota 4.1.3. De aqui en adelante, si InFE(By) C ImE(Bs), escribiremos E(By) < E(Bs).

Proposicién 4.1.4. Si E es una medida espectral sobre X definida a partir de H, entonces
se cumple que:

1. Regularidad: Si By C Bs, entonces E(B;) < E(Bs) y E(Bs \ By) = E(By) — E(By).
Modularidad: E(B, U By) + E(By N By) = E(B,) + E(By).

Multiplicatividad: E(B; N By) = E(By)E(B2) = E(By)E(B).

Continuidad: 5% B,, es una sucesion de conjuntos que converge superior o inferiormente
a B, entonces
lim E(B,)r = E(B)x Vx € H.
n

El resultado anterior simplemente presenta algunas propiedades de interés que veri-
fican las medidas espectrales y que nos interesan sobre todo de cara a trabajar con ellas de
cara al desarrollo de las demostraciones posteriores. El siguiente resultado, en cambio, ya
nos presenta una propiedad fundamental y que de hecho justifica el uso de esta herramienta
de cara al enunciado del Teorema Espectral, y que podemos resumir en que las medidas
espectrales nos permiten generar una familia de medidas complejas, de tal manera que en el
Teorema lo que estudiaremos es la posibilidad de representar los operadores como integrales
respecto de medidas de esta familia.
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Proposicién 4.1.5. Dado un espacio de medida (X,S) y un espacio de Hilbert H, dada
E:S — L(H). Entonces E es una medida espectral si y sélo si:

1. B(X)=1.

2. Vx,y € H, la funcion E,, : S — C definida por E, ,(B) = (E(B)x,y)y es una medida
compleja.

Demostracion. Si E es una medida espectral, entonces 1. se cumple por definicién. Por otra
parte, dada {B,}°; una sucesién de conjuntos disjuntos, se cumple que

EWJ(U By) = (E(U Bn)x,y> = (Z E(Bn)x,y> =

Z myH_ZEzy

Reciprocamente, supongamos que se cumplen 1.y 2.. Sean By y By dos conjuntos medibles
disjuntos, entonces como Vz,y € H,

(E(BLU By),y)u = (E(Bi)x, y)u + (E(B2)x,y)u = (E(B1) + E(By))x,y),

deducimos que E(By U By) = E(By) + E(B>), es decir, E es finitamente aditiva. Analoga-

o0

mente, si {B,}:°, es una familia de conjuntos medibles disjuntos y B = U B,,, entonces

n=1
Ve,y e H
(E(B)x,y) = > (E(Bu)z,y)n = (ZE ) y> Vr,y € H,
n=1 H
por lo que, si ZE (B,,) estd bien definido, E(B Z E(B,). Para ver que esto es asf,

n=1
como E es aditiva y por tanto multiplicativa, dedu01mos que {E(B,)}2, es una sucesién

ortogonal de proyecciones y por tanto, { E(B,)x}°, es una sucesion ortogonal de vectores
Vx € H. Por tanto, como

o0

ZIIE Wzl =) (E(By)w,x) = (BE(B)z,z) = | E(B)z|?,

k=1
deducimos que {F(B,)x}5°, es sumable Vx € H, y si su suma es Ax, entonces claramente
A es una aplicacién lineal de H en si mismo y ademas es acotada, por lo que Z E(B,) esté

n=1
bien definida y con ello concluye la demostracién. O]
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A partir de ahora, K serd un subconjunto localmente compacto de C, Bx el o-algebra
de Borel sobre K, y consideraremos el espacio medible (K, By ). Dado un espacio de Hilbert
H, consideramos E : Bx — L(H) una medida espectral.

Denotamos a partir de ahora por B el conjunto de todas las funciones complejas
medibles Borel definidas sobre K. Vamos a enunciar y demostrar ahora otro resultado que
jugard un papel fundamental en la obtencién de las distintas versiones del Teorema Espectral
y en la definicién de los calculos funcionales que nos van a interesar, y que ya recoge la idea
nuclear del Teorema Espectral de representar un operador mediante integrales respecto de
la familia de medidas complejas que se obtienen a partir de una medida espectral. Para ello,
consideramos antes sin demostraciéon el siguiente resultado.

Teorema 4.1.6. Si A es un operador sobre H yVx,y € H ¢(x,y) = (Az,y), entonces ¢
es un operador bilineal acotado y ||¢|| = ||Al|. Reciprocamente, si ¢ es un operador bilineal
acotado, entonces existe un unico operador A € L(H) tal que ¢(x,y) = (Az,y) Vz,y € H.

A partir de él, podemos demostrar el resultado que buscabamos.

Teorema 4.1.7. Si E' es una medida espectral y f € B es acotada, entonces existe un inico
operador A tal que

() = [ FOAEN ),
para todo par de vectores x,y € H.

Demostracion. Recordemos que, por ser E una medida espectral Vo,y € H, (E(\)z,y)n
define una medida compleja en virtud de la Proposicién 4.1.5. Por tanto, como f es acotada,
la integral ¢(x,y) = /f()\)d(E()\)x,y) es una aplicacién bilineal que estd bien definida

Vo,y € H. Sea N(f) = sup{|f(N)] : A € K}, como f es acotada, N(f) < oo, y tendremos
que

|0z, )] < /|J”(A)!d|\E(A)9«“H2 < N(f) - ll=)*.

Deducimos que ¢ es acotada y por tanto por el Teorema 4.1.6 existe un tnico operador
cumpliendo las condiciones que buscamos para A. O

Nota 4.1.8. Si A es el operador del teorema anterior, utilizaremos la notacion

A—/de—/f()\)dE()\). (4.1)

Antes de construir el espacio L*(F), comentar que entendemos que una propiedad P
definida sobre K se verifica “F-en casi todo” (E-e.c.t) si el conjunto de puntos x € K en los
que no se verifica tiene medida espectral nula, es decir, si este conjunto lo notamos por Y

Definicién 4.1.9 (Funcién E-esencialmente acotada). Dada una medida espectral E, y dada
f € B, decimos que f se encuentra E-esencialmente acotada si IM > 0 verificando que
|f(x)] <M E-e.ct.x € K.
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Denotamos por L*>(E) al espacio
L*®(E):={f € B: [ es E-esencialmente acotada}. (4.2)
Considerando la norma
| flloc = E-sup|f| =mf{M >0:|f| <M E-ec.t.},

y definiendo N como N = {f € B: f =0 E-e.c.t} L*(E), se puede probar que N es un ideal
cerrado de L>®(FE), y por tanto L>(FE)/N tiene estructura de espacio de Banach. Mdas aun,
con la multiplicaciéon puntual y la conjugacién compleja como involucién, si consideramos
N ={f e B: f=0 E-ec.t}, se puede probar que N es un ideal cerrado de L*(F), y por
tanto L(E)/N tiene estructura de dlgebra-C*, como consecuencia del Lema 2.3.11, con la
funcién constante 1 como unidad, que denotaremos igualmente como L*>®(FE). Ademads, se
puede demostrar que toda f € L*°(F) tiene un representante acotado.

Definicién 4.1.10 (Integral de una funcién respecto de una medida espectral). Dada f €
L>®(E), se define su integral respecto de E como el operador

v(f) = [ fa,

entendido en el sentido del Teorema 4.1.7.

Nota 4.1.11. Obsérvese que la integral anterior se encuentra bien definida, ya que si toma-

mos f € L>(E), entonces Vx,y € H, la integral /f(A)d(E()\)x,y)H < 00.

Para concluir esta seccién, presentamos sin demostracion el siguiente resultado, del
que se va a desprender de manera natural el teorema que nos va a permitir definir el homomor-
fismo de algebras-C* que utilizaremos para definir los calculos funcionales que necesitaremos
para demostrar el Teorema Espectral. Este concepto lo definiremos en la siguiente seccién.

Proposiciéon 4.1.12. Dadas f,g € B, o, € C, se cumple que:

1 /(af)dE:a/de.

2 /(f+g)dE:/de+/ng.
. /de:(/de)*.

4 [ sapy( [ giE) = [ toap.

Partiendo de este resultado, el siguiente teorema nos permite definir el homomorfismo
de algebras-C* a partir del cual vamos a construir los calculos funcionales en las secciones
siguientes, dentro del desarrollo matematico que precedera a la demostracién del Teorema
Espectral. Este homomorfismo se define a través del siguiente teorema, que se deduce a partir
de la Proposicion 4.1.12 y del Teorema 4.1.7.
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Teorema 4.1.13. Dado un espacio localmente compacto K, y dada una medida espectral
E : Bx — L(H), existe un unico homomorfismo de dlgebras-C* &g : L>°(K) — L(H) tal
que, Vx,y € H, f € L>*(K),

((I)E(f>$7y)H = /deEz,ya

verificando ademds que, Vx € H, f € L*(K),

o 2 = 2dE, .
1@s(f)el% /K fPdE,

4.2. Calculo funcional de operadores normales

Nuestra intencion ahora es obtener, a partir de un operador normal 7', un calculo fun-
cional para funciones medibles Borel no necesariamente acotadas. Recordemos que la idea del
calculo funcional consiste en, dado un operador T, un espacio localmente compacto K y una
funcién medible Borel acotada f, definir f(T'). En concreto, queremos definir estos célculos
funcionales a partir de medidas espectrales definidas sobre el espectro ¢(7") de un operador
normal 7. Para ello, comenzaremos definiendo un calculo funcional para funciones continuas
a partir de la transformada de Gelfand G 2.3 definida sobre el subalgebra generada por un
elemento a de un &algebra-C* genérica. Partiendo de la existencia de este cédlculo funcional
y dado T € L(H) podremos definir, haciendo uso del Teorema de Riesz-Markov 1.1.6, una
familia de medidas complejas a la cual asociaremos una medida espectral. Definiremos el
calculo funcional asociado al operador normal T para funciones medibles Borel y acotadas
sobre o(T') y concluiremos extendiendo este cdlculo funcional a funciones medibles Borel no
necesariamente acotadas.

4.2.1. Calculo funcional para funciones continuas

Como punto de partida, consideramos la siguiente propiedad de la transformada de
Gelfand.

Teorema 4.2.1. Sea A un dlgebra-C*, A = Aa) el espectro del subdlgebra generada por a
y sea G : (a) — C(A) la transformada de Gelfand 2.3. Entonces la funcion @ : A — o4(a) =
0(ay(a) es un homeomorfismo.

Demostracion. Como consecuencia del Lema 2.3.11, sabemos que o(a) = a(A), y por tanto
a es sobreyectiva. Veamos que también es inyectiva.
Sean x1, X2 € A, si a(x1) = a(x2), entonces por definicién yi(a) = xz(a). Como (a) es un
C*-algebra conmutativa, por el Lema 2.3.8 sabemos que x(a*) = x(a) de donde se deduce
en particular que yi(a*) = x1(a) = xa2(a) = xz2(a*), y como yi(e) = 1 = xa(e), podemos
concluir que, Vx € (a), se cumple que x;(z) = x2(x), de manera que x; = Xa.

Por otra parte, del Teorema 2.3.15 deducimos que @ es continua y A es compacto,
y por el Teorema 2.3.9 sabemos que o4 (a) también es compacto. Por tanto, @ es biyectiva
y continua entre dos espacios compactos, por lo que su inversa también es continua y por
tanto es un homeomorfismo. O
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A partir del hecho de que @ es un homeomorfismo, podemos definir un isomorfismo
isométrico de dlgebras-C*, 7 : C(c(a)) — C(A) dado por [g(N)] — [G(x)] = [g(a(x))]. Como
por el Teorema de Gelfand-Naimark (Teorema 2.3.16) G es un isomorfismo isométrico de
algebras-C* entre A y C(A(A)), la composicién

C, =G o1 :C(o(a)) = (a),

tal que g € C(o(a)) — G~ '(g(a)) € (a), también es un isomorfismo isométrico de dlgebras-C*.

—

Ademds, como ®,(g) € A, Vg € C(o(a)), podemos considerar ®,(g) = GoG ' ogoa = g(a),
lo cual nos permite dotar de sentido a g(a) := ®,(g).
Asi, obtenemos el isomorfismo isométrico de dlgebras-C*

®, g € Cla(a)) = g(a) € (@),

—
~

tal que, si go(A) = A es la identidad sobre o(a), entonces ®,(go) = @ y go(a) = a, ya que

Z Cjk )\jxk,

0<j k<N

y
7(90) = @ = G(a). Asi mismo, go(a) = a*, y si p es de la forma p(\)

entonces

play=" (@)

0<j k<N

Definicién 4.2.2 (Célculo funcional para funciones continuas). Se define el calculo fun-
cional para funciones continuas como el isomorfismo isométrico anterior ®,.

Proposicion 4.2.3. El cdlculo funcional para funciones continuas es el inico homomorfismo
de dlgebras-C* ® : C(o(a)) — A tal que, si p es de la forma anterior,

e(p)= Y cud(a)(a).

0<j,k<N

Demostracion. Es consecuencia del Teorema de Stone-Weierstrass (Teorema 1.2.4), en virtud

del cual el subélgebra P de los polinomios de la forma p(z) = Z Cj7kzjzk es denso en
0<j, k<N

C(o(a)), por lo que si g € C(o(a)), entonces existird una sucesiéon de polinomios {p,}, con

g= nhi&pn en C(o(a)), por lo que

O(g) = lim pp(a) = Pu(g).

n—o0
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4.2.2. Calculo funcional para funciones medibles Borel y acotadas

Consideramos ahora operadores normales 7' € L(H). Por el Teorema 2.3.9, tendremos

que

U(T) = O'E(H)(T) = O'<T>(T),
y ademas es un subconjunto compacto no vacio de C, por lo que en particular serd un
conjunto localmente compacto.

A partir de ahora, denotaremos por B(c(T)) el C*-dlgebra de todas las funciones
medibles Borel acotadas f : ¢(T) — C, dotadas con la involucién f + f y con la norma
uniforme. Obsérvese que C(a(T")) es un subdlgebra cerrada y unitaria de B(o(7T)).

Recuperando lo desarrollado en la seccién anterior, vamos a utilizar el calculo funcio-
nal para funciones continuas en o(7'):

g €C(o(T)) = g(T) € (T) C L(H),

que, recordemos, es un isomorfismo isométrico de algebras-C*.
Dados z,y € H, definimos, para cada g € C(o(T")), la aplicacién lineal

Ux,y(g) = (g<T)x7 y)Ha

que ademads sera continua porque, sea cual sea g € C(c(T)), g(T) es acotado, y

ey (9)] = [(g(T), y)u| < lllallyllallgllow)-

Por el Teorema de Representacién de Riesz-Markov (Teorema 1.1.6), sabemos que para
cada z,y € H, existird una tnica medida de Borel compleja p,, definida sobre B(o(T))
verificando
(g(T)'Can)H = u:c,y(g) = / gdﬂx,y'
a(T)
Definicién 4.2.4 (Familia de medidas espectrales). Liamamos a {pizy}zyen la familia de
medidas espectrales complejas de T'.

La extensiéon de una funcién continua g a cualquier funcion medible Borel y acotada f
puede obtenerse como sigue. Sea ahora cualquier funcién medible Borel y acotada f definida
en o(T'), para cualesquiera z,y € H, podemos definir u, ,(f) como

wral(P) = [ F

que estara bien definida Vz,y € H porque {j,,} es una familia de medidas de Borel, con lo
que u,, pasa a ser una aplicacién lineal definida sobre todo B(c(T")). Ademas, como f es
acotada, se seguira verificando que

[ty (N < N[yl | o)

Ahora, nuestro objetivo es ver que también podemos definir f(7') € L(H) para todo
f en la algebra-C* B(co(T)), dotada de la involucién f — f y de la norma uniforme, de
tal forma que se siga verificando (f(T)z,y)n = w.y(f) = / fdpg,, lo cual se consigue

o(T)
mediante el siguiente teorema.

Operadores No Acotados en Espacios de Hilbert y su relacién con la Mecdnica Cuéntica



CAPITULO 4. TEOREMA ESPECTRAL DE OPERADORES NO ACOTADOS
AUTOADJUNTOS 29

Teorema 4.2.5. Dado T' € L(H) un operador normal, y sea {fs,} su familia de medidas
espectrales complejas. Entonces, eziste un unico homomorfismo de dlgebras-C*

Or: B(o(T)) — L(H),

tal que, Vx,y € H,Vf € B(a(T)),

(®r(f)z,y)n = fdpiay. (4.3)

o(T)

Este homomorfismo es, ademds, una extension del cdlculo funcional para funciones
continuas g — g(T), y cumple que |Dr(f)|| < || fllor) , VS € B(o(T)).

Demostracion. Observemos que si p; y pe son dos medidas de Borel complejas definidas
sobre o(T), y si Vg € C(a(T)), /gd,ul = /gd,ug, entonces ji; = po por la unicidad del

Teorema de Representacion de Riesz-Markov 1.1.6.
Si g € C(0(T)) es una funcién real, se tendra que g(T7)* = g(T') = g(T'), y por tanto
g(T) es autoadjunto. Por tanto, Va,y € H, (¢(T)z,y)n = (9(T)z,y)y v en consecuencia

/ gd,ux,y :/ gd,ux,y :/ gdﬁx,y?
o(T) o(T) o(T)

de donde deducimos que iy = f,, -
Por otra parte, la aplicacién (x,y) — / 9dpgy = (9(T)z,y)m es sexquilineal y
o(T)

continua, y por la unicidad del Teorema de Representacién de Riesz-Markov, la aplicacién
(x,y) — g, (B) también serd sexquilineal para cualquier conjunto medible Borel B C o(T').
Como para funciones continuas se cumple que

/ ngx,Ay - X(Q(T).’L',y)]{ = / gd}‘u:ﬂ,ya
o(T) o(T)

deducimos que iy ry = Az y-
Ademas, para la extensién a funciones medibles Borel acotadas se sigue verificando
que |ug, (f)] < ||z||zllyl| #] fllocr). Para cualquier funcién f medible Borel y acotada definida

en o(T'), la aplicacién (x,y) — By(x,y) = fdpi,, es continua y sexquilineal, y cumple
o(T)

que By(z,y) = By(y, x). Vamos a ver que el Teorema de Representacién de Riesz-Markov nos

permite deducir que existe un tnico operador 7 (f) € L(H) tal que By(z,y) = (®r(f)z,y)u-

Para ello, obsérvese que B¢(;x) € H' y existe un tnico &7 (f)x € H tal que Vy € H,

By(y,z) = (y, @r(f)x)u. Por tanto,
(1 (f)e.y)i = By (5,7 = By(z,y) = / Fitay.
o(T)

Esta claro que By es lineal en f y que asi definida @7 : B(o(T)) — L(H) es una aplicacién
lineal y acotada que cumple que |(®r(f)z,y)u| < ||fllo)llz||allyl|m, ¥ en consecuencia
1P (N)] < | flloer). Méas atin, asi definida, ®7 extiende trivialmente al célculo funcional con
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funciones continuas g — ¢(7'). Tenemos que probar que ®7 es un homomorfismo continuo
de algebras-C*, para lo cual tenemos que comprobar que se comporta bien con la involucién
y con el producto.

Si f es real, entonces como i, = i, ,, obtenemos que (®r(f)x,y)g = (Pr(f)y, 2)u
y @7 (f)* = @7(f). En el caso de una funcién compleja, se sigue también por linealidad que

Or(f)" = Pr(f).
Finalmente, para probar ®r(f1f2) = ®7(f1)Pr(f2), es necesario observar que, para
funciones continuas,

/U(T) hgdpey = (WT)g(T)x, y)u = /

hdug(T)xay ?
o(T)

y por tanto Vx,y € H, gdji,y = diigr)e,y- Asi, si fi es acotada, también se cumplird que

/ flgdlu’w,y = / fld/JJg(T)a:,ya
o(T) o(T)

y por tanto

frgdpey = (Pr(f1)g(T)x,y)a = (9(T)x, Dr(f1)"y)n = / . 9dps o (f1)y-

a(T) o(T)
De nuevo tendremos por tanto que fidp,, = dig e (f)y, ¥ también se cumplird que

fifedpigy = / fadpia, f,(1)+y cuando tanto f; como f, son acotadas. Concluimos asf
a(T) o(T)
que

(Pr(fife)r,y)un = /( )flde#w = /( )f2d,ux,<I>T(f1)*y = (Pr(f1)Pr(f2)z, y)m,
o(T o(T
y por tanto ®(f) respeta el producto y es un homomorfismo de algebras-C*. O

A partir de este resultado, podemos concluir lo siguiente.

Teorema 4.2.6. Si T' € L(H) es un operador normal, entonces existe una unica medida
espectral E : B,y — L(H) verificando que

T = ME(N).
/J M)
De hecho,
J(T) = / L TONEQ) V1 € Blo(T)), (4.4)
y E(B) = xB(T), VB € By).

Demostracion. Si &1 : B(o(T)) — L(H) es el homomorfismo dado por el Teorema 4.2.5,
definimos F para que cumpla que E(B) = xp(T") como E(B) := ®r(xp). Vamos a comprobar
que E es una medida espectral.
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Es claro que, asi definida, £ cumple que E(B) = E(B)*y E(B)* = E(B), ya que x5
es real. Por tanto, F(B) es una proyeccién ortogonal.

A partir de las propiedades del cédlculo funcional a partir de funciones continuas,
E(o(T)) = ®7(1) = (T) = 1 y E(0) = ®&7(0) = 0. Por otra parte, como ® es lineal,
E es aditiva, y a partir de que (E(B)z,y)ng = (®(xB)Z,¥)u = ay(B) obtenemos que
vf € B(a(T)),

| tap=axp),
(T)
Sea ahora una sucesion de conjuntos borelianos disjuntos { B, }n, entonces si n # m,

E(B,)E(B,,) =0, de manera que Vx € H, Z E(B,)x cumplira que ZHE |3 < ||lz||%

n=1 n=1

y por tanto deducimos que 3Pz € H tal que Z E(B,)x = Pz. En tal caso, Vz,y € H,

(Pz,y)n = > (E(Bu)z,y)n = pay(|J Bn) = (E(J Bu)z, 9)u

o

lo que nos permite concluir que Z E(B,)x=Px=F (U)x
= =1
Por dltimo, la unicidad se deduce de la un1c1dad del calculo funcional &7 y de la

unicidad de las medidas del Teorema de Representacion de Riesz-Markov. O

Y a partir de los dos resultados anteriores, tiene ya sentido definir el calculo funcional
para funciones medibles Borel acotadas y la resolucion espectral de un operador normal como
sigue.

Definicién 4.2.7 (Cilculo funcional para funciones medibles Borel acotadas). Dado un
operador T € L(H) normal, se define el cadlculo funcional para funciones medibles
Borel acotadas asociado a T' como el homomorfismo ®r : B(a(T)) — L(H) del teorema
anterior.

Definicién 4.2.8 (Resolucién espectral de operadores normales). A la expresion

T / ME(N),
o(T)

le denominamos la resolucién espectral del operador normal T € L(H).

Antes de concluir esta seccién, vamos a demostrar, como aplicacion del Teorema
4.2.6, dos teoremas que vamos a utilizar posteriormente para la demostracion del Teorema
Espectral de Operadores Autoadjuntos. El primer teorema nos permite caracterizar si un
operador es autoadjunto o unitario a partir de su espectro, mientras que el segundo nos da
una caracterizacion de los autovalores de los operadores normales acotados.
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Teorema 4.2.9. Sea T' € L(H) un operador normal. Entonces:
1. T es autoadjunto si y solo si o(T) C R.
2. T es unitario si y sélo si o(T) CS={Ae C: |\ =1}.

Demostracion. Vamos a aplicar el calculo funcional 7 de T a la funcién identidad g(A) = A
sobre o(T'), de tal manera que g(T) =Ty g(T) = T*.

1. Por la inyectividad de ®7, T = T* si y sélo si ¢ = g, lo que equivale a que A = X,
VA € o(T), por lo cual o(T) C R.

2. De manera similar, T es unitaria, por definicién, si T7T™ = T*T = I, es decir, cuando
gg = 1, lo que equivale a que |A| =1 VA € o(T).

O

Teorema 4.2.10. Sea T = / ME(N) la resolucion espectral del operador normal T €
L(H), y sea \g € o(T), entoncacf)

ker(T — MoI) = Im(E({\o})),
de tal forma que Ao es un autovalor de T si y solo si E({\o}) # 0.

Demostracion. Consideramos ahora la funcién g(A) = A — Ao y f = xq}. Se verifica que
fg =0,y por tanto, g(T) f(T) = 0. Entonces, como f(T) = E({\o}), deducimos que

m(E({Ao})) C ker(g(T)) = ker(T — Aol).

Para probar la inclusién inversa, consideramos G = o(T") \ {\o}. Como o(T') es com-
pacto, podemos recubrir G con una sucesién de abiertos disjuntos de o(T") como G = J,, B,
con d(\g, B,) > 0, por ejemplo tomando B, = {\ € o(T) : |\ — Xo| > 1/n} y definir la
sucesion de funciones acotadas

_XB,L()\)
ful) = 32
Entonces,
(T — Xol) n(N)dE (X A —XNo)dE(N) = n(A) (A= Xo)dE(N) =
D) = [, 50aE) [ 0=a0aE) = [ L0020y

-/ X (VAE) = B(B),

de manera que si (T"— A\l )z = 0, entonces E(B,)xr =0y E(G)x = ZE )z = 0. Por

tanto, como z = E(G)z + E({\o})z = E({\o})z, es decir, z € Im(E({)\O})). O
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4.2.3. Calculo funcional para funciones medibles Borel no acota-
das

En esta seccion vamos a extender finalmente el concepto de calculo funcional desa-
rrollado en la seccién anterior para funciones medibles Borel acotadas a cualquier funcién
medible Borel sobre el espacio localmente compacto K C C. Para ello, vamos a hacer uso
del homomorfismo de algebras-C* que definimos en el Teorema 4.1.13 sobre el espacio de
funciones medibles Borel E-esencialmente acotadas.

Teorema 4.2.11. Supongamos que K es un subconjunto localmente compacto de C y E
Byx — L(H) es una medida espectral. Sea h una funcién medible Borel definida sobre K y

D(h) = {:p € H: /K|h(/\)|2dEx7x < oo}.

Entonces, eziste un unico operador lineal ®(h) sobre H, representado por

p(h) = /K hdP,

con dominio D(®g(h)) = D(h) y tal que, Vo € D(h),y € H

(@p(h)r. )y = /K BOAE, (M),

Este operador estda densamente definido y, si f y h son medibles Borel sobre K, se
cumple que:

1. ||®p(h)z||% = / \h|*dE, . siz € D(h).
K

2. ©p(f)®p(h) C Pp(fh) y D(®p(f)Pe(h)) = D(h) N D(fh).
3. ®p(h)* = @g(h) y Pp(h)*@p(h) = ®p(|h|?) = ®p(h)Pg(h)*.

Demostracion. Es facil comprobar que D(h) es un subespacio vectorial de H. Por ejemplo,
obsérvese que || E(B)(z +y)ll3 < 2| E(B)z|| + 2| E(B)yll3, v por lo tanto

Ertyaty(B) < 2E; +(B) + 2E,,(B).

Obsérvese que ademas, D(h) + D(h) C D(h). Veamos que de hecho es denso. Si y € H,

consideramos B,, := {|h| < n}. Obsérvese que {B,}, es una sucesién creciente cuya unién

es K, por lo que por la o-aditividad fuerte de E, y = E(K)y = lim E(B,)y y para todo
n—oo

n, x, = E(B,)y € D(h), ya que E(B)z, = E(B)E(B,)z, = E(BN B,)z, y en particular

Ey. 2. (B)=E,, ».(BNB,), por lo que

n>Tn

/ WPdE,, ., = / WPAE,, ., < n?llealll < oo,
K By

y concluimos que y = lim x,, y por tanto que D(h) es denso en H.
n—oo
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Si h es acotado, de la representacién polar de una medida compleja (Lema 1.1.5)
deducimos que existe una funcién medible Borel p tal que |p| = 1 y phdE,, = |h|d|E,,| .
Entonces, Vz,y € H,

/ hdE,,,
K

donde hemos utilizado el calculo funcional asociado a medidas espectrales para funciones
medibles Borel acotadas ®g. De sus propiedades (ver Teorema 4.1.13), tendremos que

/ hdE,,
K

< [ IWdiEwy) = [ phdEe, = @s(oh)z. o)
K K

1
< [Bs(ph)zlulylla = ( / |ph|2dEz,x> il =

3
_ ( /K |h|2dEx,z) ol < oo,

de donde deducimos que ®g(h) esta bien definida.
Si h no estd acotado, para definir ®(h)z para todo = € D(h), vamos a probar que,
fijado x € D(h), la aplicacién

yl—>/ hdE, ,,
K

es una aplicacién conjugado-lineal acotada sobre H. Para ello, definimos h,(z) = h(2)xs, (2),
que tiende claramente a h Vz € K, y que es una sucesién de funciones acotadas, por lo que

por lo anterior
3
[ e < ([ o) ol
K K

y tomando limite, obtenemos que h también verifica que Vo € D(h),

1
’ / ni, | < ( / yhﬁdEx,x) il
K K

En consecuencia, la aplicacion y +— / hdE,, es acotada con norma menor o igual que
K

2
( / |h|2dEx7$> , v por tanto por el Teorema de Representacion de Riesz-Markov (Teorema
K
1.1.6), existe un tnico ®r(h)x € H tal que Yy € H,
@)z = [ BV (),
K

3
y en particular, ||Pg(h)z||y < (/ |h|2dEx,m> , v el operador ®p serd lineal, ya que E, , es
K

lineal en z, y densamente definido. Vamos a probar ahora las propiedades 1. 2. y 3.
Sabemos que 1. se tiene siempre que h sea acotado. Sino lo es, sea de nuevo h,, = hxp,,
observemos que D(h — h,) = D(h), y por el Teorema de la Convergencia Dominada,

|®p(h)e — ®p(hn)al = |19p(h — bl < / h— holdE,. — 0,
K
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por lo que, como por el Teorema 4.1.13, h,, cumple 1. Vn € N, h también lo verificara por
continuidad al tomar limite en n.

Vamos a probar 2. Sea primero f medible Borel acotada, obsérvese que D(fh) C D(h)
y que dE, g, (5). = fdE, .. Por tanto, para todo z € H,

(Bp(f)@p(h)r, 2)n = (Be(h)r, Tu(f)z) = /K hdE, 5,5, = (Bp(fh)z, )i

y si x € D(h), por 1. deducimos que Vx € D(h),

/ FPdE oy e / FhI2dE, ..

Por tanto, ®g(f)Pg(h) C Pr(fh). Si f es no acotada, basta tomar limites y obtenemos

/ FPdE oy e / FhI2dE, ..

y por tanto
D(®p(f)®e(h) ={z € D(h) : ®p(h)x € D(f)} = D(h) N D(f),

Sea ahora = € D(h) N D(fh), consideramos la sucesién de funciones acotadas f, = fxg,, de
tal manera que fh, — fh en L*(E,,). Por 1. sabemos que ®g(f,h)x — ®Pr(fh)z.

lo cual termina por probar 2. B
Falta por demostrar 3. Para ello, sea z,y € D(h) = D(h). Si h,, = hxp,, entonces

(®e(h)e, y)n = 1m(Pp(hn)z, y)n = lim(z, g (hn)y)a = (x, Pp(h)y)u,

y deducimos que y € D(®g(h)*) y que ®x(h) C Pg(h)*.

Para terminar la prueba, vamos a demostrar que D(®x(h)*) C D(h) = D(h). Para ello, sea
z € D(®g(h)*), por 2. aplicado a h,, = hxp,, tendremos que, como xp, es acotada y real,
Sp(h,) = Pr(h)Pr(xs,), y Pr(xs,) es acotado y autoadjunto. Entonces

Pp(xB,)Pe(h)" = Pp(xs,) Pe(h)" C (Pp(h)Pe(xB,))" = Pr(h,)" = (I)E(Hn)a

v x5, (®5(h)*)z = ®g(h,)z. Como |x,| < 1, tendremos que

/I;|hn‘2dEz,z - /K‘XBanE@E(h)*z,@E(h)*z S E@g(h)*z,@E(h)*z(K)'

Tomando limite cuando n — oo, obtenemos que z € D(h).
Y por ultimo, la ultima parte de 5. la podemos deducir de 2. sin mds que aplicar que
D(®g(hh)) C D(h). O

El teorema anterior extiende el Teorema 4.2.6 a funciones medibles Borel no necesa-
riamente acotadas tomando K = o(T), que es localmente compacto cuando T es normal (de
hecho es compacto).
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4.3. La Transformada de Cayley

El dltimo instrumento matematico que necesitamos conocer para desarrollar la de-
mostracion del Teorema Espectral es la transformada de Cayley, que se define como sigue

Definicién 4.3.1 (Transformada de Cayley de operadores autoadjuntos y acotados). Si T
es un operador autoadjunto y acotado sobre H, se define la transformada de Cayley de
T como:

U=g(T)=(T—il)(T+il)™". (4.5)

‘i
Nota 4.3.2. Obsérvese que g(t) = ; ! es una biyeccion continua de R en S\ {1}.
i

Vamos a ver que también puede definirse para operadores no acotados autoadjuntos.
Dado un operador autoadjunto 7' sobre H, en particular serd simétrico y en consecuencia
1Ty +iyll3 = lylE + 1Tyll5 + 26y, Ty)n = (Ty.iy)g = |yl% + |Tyl3. Por tanto, los
operadores T+il : D(T') — H son biyectivos y acotados, y ademads sus inversas son continuas,
ya que +i € o(T')¢, ya que o(T) C R por ser T" autoadjunto.

Entonces, dado = € H, 3y € D(T) tal que x = Ty + iy. Definimos entonces U como
Ur =U(Ty+iy) =Ty — iy, es decir, Vo € H,

Uz = (T —4iI)(T +4l) .
Asi, I+ U)x =2Ty y (I —U)x = 2iy, por lo que si (I —U)x = 0, entonces y = 0, y en
tal caso (I 4+ U)x = 0, de donde, restando, deducimos que 2Uz = 0 y por tanto x = 0. En

consecuencia, I + U son biyectivos. De hecho, U es una isometria biyectiva sobre H, ya que
1Ty + iyl = Ty —iyllf vy In(T £il) = H.

Definicién 4.3.3 (Transformada de Cayley de operadores autoadjuntos). Dado un operador
autoadjunto T, se define la transformada de Cayley como la aplicacion U anterior.

Lema 4.3.4. Dado T un operador autoadjunto y U su transformada de Cayley. Se verifica:
1. U es unitario.
2. T=i(I+U)(I-U)"" sobre D(T).

Demostracion. 1. U* = (T —il) (T +iI)™") = (T* +il) (T* —il)™ = (T +il) (T — i)™
por lo que U*U =UU* = 1.

2. Por las cuentas anteriores, (I + U)z = 2Ty, por lo que:
2Ty = (I+U)I-U) (I -U)z=(I+U)I-U) "2y,

de donde se deduce que T =i(I + U)(I — U)~ 1.
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4.4. Teorema Espectral de Operadores Autoadjuntos

Teorema 4.4.1. Dado T un operador autoadjunto sobre H, existe una inica medida espectral
E sobre R verificando

T= / tdE(t), (4.6)

+00
en el sentido de que (Tx,y)y = / tdE, 4(t), Ve € D(T),y € H.

—0o0
Si T es una funcion medible Borel sobre R, entonces

#(T) = / F(H)AE®),

es un operador densamente definido tal que

—+00

(f(M)z,y)n = (Pe(f)z, y)u = f(t)dE,y(t); Vz e D(f),y € H ,

+oo
donde D(f) = {x € H: / IfNPAE, » < oo}

Ademds, este calculo funcional verifica:

1. ||f(T)z||3 = / |f]2dEx,x para todo x € D(f(T)).
)

o(T

2. f(DKT) < (fR)(T), DF(T)A(T)) = D(h(t)) N D((fh)(T))-
8. J(T) = J(T) y f(T) [(T) = |f(T) = [(T)F(T)".

Si f es acotado, entonces D(f) = H y f(T) es un operador normal acotado. Si f es real,
entonces f(T) es autoadjunto.

Demostracion. Sea T un operador autoadjunto sobre H, consideramos su transformada de
Cayley U. Como U es unitario, en virtud del Teorema 4.2.9 el espectro de U es un subconjunto
cerrado del circulo unidad S, y ademds 1 no es un autovalor de U, ya que, por ser [ — U

t —
inyectiva, la funcién g(t) = # vade Ren S\ {1} y U = ¢(T). Como U € L(H), podemos
)
aplicar el Teorema 4.2.6 y decir que existe una tnica medida espectral £’ de U, que ademads
verificard E'{1} = 0 por el Teorema 4.2.10.
Suponiendo que E’ estd definida sobre 2 =S\ {1}, como € es localmente compacto,

podemos utilizar el calculo funcional para funciones medibles Borel sobre €2 y acotadas 4.4,
de manera que

f(U) = / L TE ) = / FOVAE (V).

Ademas, por el Teorema 4.2.11, sabemos que este calculo funcional puede extenderse a
funciones no acotadas.

1+ A
hora h(\) :=1i
Sea ahora h(\) Ty

(WU, g = /Q WNE (M),

definida sobre 2, tendremos que, para z € D(h(U)),y € H,
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siendo D(h(U)) = {ZE € H: /|h| dE;, . < oo} Obsérvese que, como consecuencia del Teo-

rema 4.2.11, el operador h(U) es autoadjunto ya que h es real y como consecuencia de
este resultado h(U)* = h(U) = h(U). Por este mismo teorema y por el hecho de que
h(A)(1 — ) =i(1 4+ X) deducimos que

h(U)I =U) =i(I+U),
ya que D(I — U) = H. En particular, Im(/ — U) C D(h(U)).
Por las propiedades de la transformada de Cayley 4.3.1, en particular por el Lema
4.3.4, sabemos que T'=4(I + U)(I — U)~*, por lo que
T(I-U)=i(Il+U) D(T)=Im(I -U) C D)) ,

es decir, h(U) es una extensién autoadjunta del operador autoadjunto 7. Como T' es maxi-
malmente simétrico, deducimos que T' = h(U), es decir, Vo € D(T),y € H,

(T, y) = /Q BNAE. ().

Por otra parte, la funcién ¢t = h(A) es un homeomorfismo entre Q2 y R que nos permite definir
E(B) := E'(h"Y(B)), y es facil comprobar que E es una medida espectral sobre R tal que

(T, y)s = / tE, (1),

Y reciprocamente, si F es una medida espectral sobre R que verifica

(Tz,y)g = /thExvy(t),

entonces definiendo E'(B) := E(h(B)) obtenemos una medida espectral sobre 2 tal que

(WU, ) = / BNAE, ().

Q

Pero como U = A~ (h(U)), y como

(Ux7y)H:/Q)\dEgIc,y()\)7

por la unicidad de E’ deducimos la unicidad de F.

Para concluir, basta aplicar el cdlculo funcional para medidas espectrales demostrado
en secciones anteriores y extendido a funciones no acotadas en el Teorema 4.2.11 ahora a
cualquier f medible Borel sobre R con la medida F para definir el calculo funcional

+o0 00
FT)= [ fdE para T = / ME(N),
y de hecho tendremos que f(T') = f(h(U)). O
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Capitulo 5

Fundamentos matematicos de la
Mecanica Cuantica

Llegados a este punto, ya tenemos los instrumentos matematicos necesarios para poder
formular con rigor los fundamentos matematicos de la Mecanica Cuéantica. Nosotros vamos
a presentar concretamente lo que se conoce como los axiomas de Dirac-von Neumann. Estos
axiomas pueden presentarse mediante dos formulaciones diferentes: mediante espacios de
Hilbert y mediante algebras-C*, y se puede demostrar su equivalencia a través del Teorema
de Gelfand-Naimark. Por ello, nosotros vamos a presentar aqui la formulacién en términos
de espacios de Hilbert, que es la utilizada en fisica de forma mayoritaria. Para mas detalle,
se pueden ver las referencias generales [5] y [15].

5.1. Los postulados de la Mecanica Cuantica
5.1.1. Postulados 1 y 2: Representacion de los estados y observa-

bles fisicos

Antes de enunciar el primer y el segundo postulado, observemos que dado un espacio
normado X, en X \ {0} la siguiente relacién es una relacién de equivalencia:

pmye
[zl vl

Teniendo esto en mente, enunciamos el primer postulado como sigue:

Postulado 1. El estado de un sistema cudntico en un instante de tiempo t se representa
mediante una de las clases de equivalencia [ C H obtenidas a partir de la relacion anterior.
Como representante de estas clases, escogeremos los vectores 1 € H tales que ||¢||z = 1.

Nota 5.1.1. Desde un punto de vista fisico, el vector nulo no tiene significado.

Y al igual que este postulado establece el objeto mateméatico que representa a los
estados fisicos, el segundo establece el objeto asociado a las magnitudes fisicas medibles.

Postulado 2. Los observables fisicos se representan mediante operadores autoadjuntos que
no dependen del tiempo.
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En este postulado se pone de manifiesto por primera vez la importancia del Teorema
Espectral que hemos demostrado en la seccion anterior. A partir de él, si A es el operador
autoadjunto sobre H que representa a un observable fisico A, entonces podemos aplicarle el
Teorema Espectral y considerar su representacion espectral, dada por la ecuacion 4.6:

A:/RME()\).

Nota 5.1.2. Con frecuencia, cuando hablemos de una magnitud fisica haremos directamente
referencia a su operador hermitico asociado.

5.1.2. Postulado 3: Significado fisico de los autovalores de un ob-
servable

Una vez establecido el Postulado 2, es inmediato preguntarse cudl es la relacién en-
tre las propiedades de la magnitud fisica en cuestion y las de su correspondiente operador
hermitico. Este es el sentido en el que profundiza el tercer postulado.

Postulado 3. Dada una magnitud fisica de un sistema fisico concreto, los valores que po-
demos obtener al medir dicha magnitud en cualquier estado del sistema son los valores A
correspondientes con elementos del espectro del operador autoadjunto que representa a dicha
magnitud.

5.1.3. Postulado 4: Principio de superposicién

Por otro lado, el siguiente postulado es el que sienta definitivamente las bases para
reducir el estudio de cualquier sistema cuantico al estudio de un espacio de Hilbert y de los
operadores que se definen sobre él.

Postulado 4. Dado un sistema fisico concreto, todo operador autoadjunto sobre su espacio
de Hilbert caracteristico H se corresponde con una magnitud fisica observable, y todas las
clases de equivalencia [¢)] se corresponden con posibles estados de dicho sistema.

5.1.4. Postulado 5: Caracterizaciéon de estados a partir de conjun-
tos completos de observables

Antes de seguir con los postulados es necesario introducir el concepto de conmutador
de dos operadores.

Definicién 5.1.3 (Conmutador). Dados dos observables A Y é, se define su conmutador
como:

[4.B] = AB - BA. (5.1)

En Fisica decimos tipicamente que dos operadores conmutan si [121, é} = 0, pero esta

definicién no es del todo precisa con el formalismo matematico que hemos desarrollado en
las secciones anteriores. Por ejemplo, si A es un operador no acotado, entonces si 0 es el
operador nulo A0 # 0A, pero si lo es en D(A), que sabemos que es denso. Esto se soluciona
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teniendo en cuenta que D([A, B]) = D(A) N D(B), pero la intersecciéon de dos dominios
densos no es un conjunto denso, en general.
Para solucionar lo anterior, vamos a volver a la representacion espectral.

Definicién 5.1.4 (Conmutacién de dos operadores). Si Ay, Ay son dos operadores autoad-
gunto sobre el espacio de Hilbert H con representaciones espectrales

A = / MEY(\) ; Ay = / AE?(N),
R R

entonces decimos que A, Y Ay conmutan si lo hacen sus medidas espectrales, es decir, si
[El(Bl),E2(BQ)] =0 \V/Bl, By € Bp .

Nota 5.1.5. En el caso en que A, Y Ay sean acotados, lo anterior es equivalente a que
conmuten A, Yy 1212, pero en general no. De hecho, E. Nelson demostro en 1959 que existen
operadores esencialmente autoadjuntos incluso definidos sobre un mismo dominio para los
que [1211, 1212] = 0 pero cuyas medidas espectrales no conmutan.

Tras haber definido el concepto de que dos operadores conmuten, podemos continuar
estableciendo los postulados como sigue:

Postulado 5. Si los operadores asociados a dos observables cualesquiera conmutan, entonces
existe una base ortonormal de H formada por autoestados comunes a ambos operadores.

Definicién 5.1.6 (Conjunto completo de observables). Dado un conjunto de observables
{Kl, e ,Kn}, decimos que el conjunto es un conjunto completo de observables (CC-
DO) si todos conmutan entre si y ademds todo vector de la base de H formada por autoesta-
dos comunes a todos ellos se encuentra univocamente determinado por el resultado de medir
simultdneamente las magnitudes fisicas asociadas a cada uno de dichos observables.

Nota 5.1.7. Matemadaticamente, el postulado anterior equivale, en virtud de los postulados
anteriores, a que todo autoestado quede univocamente determinado por los autovalores que
tiene asociados para ese conjunto de operadores.

Decimos que el espectro de un operador T es no degenerado si
dimker(T — M) =1, VA€ o(T).

Asi, si el espectro de un operador es no degenerado, el conjunto formado por dicho operador
ya es un conjunto completo de observables, y también lo sera cualquier conjunto formado
por dicho operador y operadores que conmuten con él.

Operadores No Acotados en Espacios de Hilbert y su relacion con la Mecanica Cuantica



42

5.1.5. Postulado 6: Interpretacién probabilistica

Si tenemos un (CCDO) {Kj, ..., Ky}, denotamos por {sm,}m al conjunto formado
por autoestados comunes, de tal manera que K, |Kp) = Apnkim, V€ {1,...,N},m € N.
Con esta notacion, establecemos que:

Postulado 6. Dado un estado v de un sistema fisico, la probabilidad de que al medir en
dicho estado las magnitudes fisicas asociadas a los operadores K,, se obtenga como resultado
los valores {\.m }n viene dada por |(Km,¥)|*.

El postulado anterior en realidad es un postulado estrictamente fisico, en el sentido
de que lo tnico que hace es dotar de significado fisico a una probabilidad matematica que
existe mas alla del mismo. Si un conjunto de observables conmuta en el sentido que definimos
anteriormente (i.e. si conmutan sus medidas espectrales), entonces se puede demostrar que
para cada estado v, la funcién

Py(By x -+ x By) = (El(Bl) o B (B, )

es una medida de probabilidad sobre R™.

De manera méas general, si Aesun operador asociado a un observable, la probabilidad
de que al medir el observable correspondiente se obtenga el valor A se obtiene sumando en
los k,, asociados a ese mismo autovalor.

Definicién 5.1.8 (Valor esperado de un observable en un estado). El valor esperado de
un observable A en el estado 1, que notamos por (A)w, viene dada por la proyeccion de A@/J
sobre el propio estado 1, es decir (A, ).

Si recurrimos a la representacion espectral, obtenemos que
(A)y = / AEy 4 (A),
R

y estard bien definido siempre que ¢ € D(A).
Definicién 5.1.9 (Dispersién de un observable en un estado). Se define la dispersion de

A en el estado ¢ € D(A) como la desviacion estindar AyA = \/vary(A), donde

vary(A) = /R(A —(A)y)?dBy (V) = (A = (A D)*¢, ) = [ A = (A)y0o|I3-
Proposiciéon 5.1.10. Si ¢ es un autoestado de A entonces su dispersion es 0. Reciproca-

mente, si vary(A) =0, entonces ¢ es un autoestado de A con autovalor (A),.

A modo de conclusion de los resultados relacionados con el Postulado 6, vamos a
enunciar y demostrar el denominado Principio de Indeterminacion de Heisenberg, que en su
forma general se puede enunciar como sigue:

Teorema 5.1.11 (Pr1nc1p10 de Indetermlnamon) Sean dos operadores autoadjuntos S ,T Y
sea C' su conmutador, C' =[S, T] = ST — TS, se cumple que, Y € D(C),

(ApS)(AGT) 2 |<C7> | (5.2)
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A

Demostracién. Obsérvese que A := § — (S’> v B = T — (T, son autoadjuntos, ya que
(S)y, (T')y € R por serlo S'y T. Ademds, [A,
esperado,

(CYy| = [(W|AB — BA[Y| < (B, Av)a| + [(Avh, B)y| < 2| Al || B

Como A es autoadjunto, | A2, = (A%, ¥)n. Recordando la definicién de A, deducimos
que || A2, = vary(S). Andlogamente para B, ||Bi||2, = vary(T), obteniendo asi al tomar
raices cuadradas la expresién del enunciado. O

] = C’ Por tanto, por la definicién de valor

5.1.6. Postulado 7: Caracterizacion de los estados a partir de las
amplitudes de probabilidad

Postulado 7. La mdxima informacion que podemos extraer de un sistema fisico en un
estado 1 es el conjunto de amplitudes de probabilidad asociado a las magnitudes fisicas
correspondientes con un conjunto completo de observables, entendidas como las amplitudes
de probabilidad de que al medir en ese estado un cierto observable se obtenga un cierto
autovalor de dicho observable.

Como consecuencia del postulado anterior, todo estado cuantico ) queda univocamen-
te determinado por las amplitudes de probabilidad que se obtienen para ese estado respecto
de cualquier conjunto completo de observables, sea cual sea este conjunto. De este modo,
los conjuntos completos de observables no sélo son equivalentes en el sentido matematico,
ya que postulamos que todos generan bases ortonormales del espacio vectorial, sino también
en el sentido fisico, ya que todos determinan de la misma manera todos los posibles estados
del sistema fisico en cuestion.

Lo anterior introduce el concepto de representaciones de un estado respecto distintas
bases. Las maés conocidas en lo que se conoce como Formalismo de Primera Cuantizacion
son la representacién de coordenadas (en la que el conjunto completo de observables es
el formado por el operador de posicién) y la representacion de cantidades de movimiento
(en la que el conjunto completo de observables estd formado por el operador cantidad de
movimiento). Posteriormente veremos el caso de la representacién de coordenadas de manera
mas desarrollada.

5.1.7. Postulado 8: Principio de correspondencia

Postulado 8. Si una magnitud fisica se puede expresar cldsicamente como funcion de otras
magnitudes, su correspondiente operador cudntico puede obtenerse sustituyendo las magni-
tudes de las que depende funcionalmente por sus correspondientes operadores cudnticos.

Nota 5.1.12. Este postulado justifica que hayamos trabajado en el concepto de cdlculo fun-
cional para obtener el Teorema FEspectral. Veremos que, cuando fijemos una base de autoes-
tados asociados a una cierta magnitud fisica concreta, si cldsicamente otra magnitud fisica
depende funcionalmente de la magnitud que genera la base, el observable asociado a esta
magnitud se obtiene aplicando un cdlculo funcional a la expresion cldsica. Por otra parte,
en la propia definicion de CCDO estd implicito en realidad que cualquier magnitud fisica se
debe poder expresar en funcion de las magnitudes asociadas a los observables de CCDO.
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Veamos un ejemplo para esclarecer el significado de este postulado.

Ejemplo 5.1.13. Para esclarecer el significado de este postulado vamos a considerar el caso
de la energia cinética no relativista. Clasicamente, la energia cinética de una particula puede
expresarse en funcion de su momento lineal como

K=2

2m
Si trabajamos en la representacion de coordenadas, el operador p se puede demostrar que
puede expresarse como p = —ihV, de manera que por el postulado, el operador asociado a la

energia cinética K serd simplemente

K=——V2
2m

5.1.8. Postulado 9: El Hamiltoniano y la Ecuacion de Schrodinger

Postulado 9. Dado cualquier instante de tiempo t, existe un operador lineal f(t) que pro-
yecta dicho estado un tiempo t hacia el futuro, de tal manera que si en el instante inicial los
estados del sistema estdn descritos en términos del CCDO {K,,} y tras un tiempo t estin
descritos respecto del CCDO {Zn}, entonces, si en el instante inicial el sistema se encuentra
en el estado ¥ (0) y tras un tiempo t en el estado ¥ (t), la probabilidad de que en t obtengamos
al medir las magnitudes fisicas asociadas a {I:n} un cierto conjunto de valores asociados al
autoestado [, viene dada por

(s () = > (s T () i) (4m, 1(0)). (5.3)

m

donde ademds (ln,f(t)nm) tiene el significado fisico de la probabilidad de que si el sistema
micialmente se encuentra en el estado k,,, posteriormente se encuentre en el estado .

Definicién 5.1.14 (Operador de evolucién). Al operador T(t) se le denomina operador de
evolucion, debido a que, a partir de su linealidad, es posible deducir que ¥ (t) = T(t)(0).

Para continuar con el desarrollo, vamos a introducir de manera breve la teoria de
semigrupos de operadores uniparametricos fuertemente continuos.

Definicién 5.1.15 (Semigrupo uniparamétrico). Sea X es un espacio de Banach, un se-
migrupo uniparamétrico de operadores sobre X es una familia de operadores indexados
sobre los niimeros reales no negativos {T(t) }icjo,00) tal que

1. T(0)=1.
2. T(s+t)=T(s)oT(t), Vt,s > 0.

Definicién 5.1.16 (Semigrupos uniparamétricos fuertemente continuos). Un semigrupo uni-
paramétrico de operadores sobre X se dice fuertemente continuo si y sélo si la aplicacion
t — T(t)x es continua Yx € X, donde [0,00) tiene la topologia euclidea y X la topologia
heredada de la norma.
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Definicién 5.1.17 (Generador infinitesimal de un semigrupo uniparamétrico). Se define el
generador infinitesimal del semigrupo de operadores uniparamétricos T' como el operador
A definido sobre un subespacio propio de X como:

1. DA)={reX: Elhll'>r(r]1+ h~YT(h)x — )}

2. Ar = lim h™*(T(h)z — ), es decir, A es la derivada en 0 de la funcion t v+ T(t)z.

h—07+

El siguiente resultado forma parte del denominado Teorema de Hille-Yosida, cuya
version general podemos encontrar por ejemplo en [6]. La demostracién de la parte que
recogemos nosotros la podemos encontrar en [9].

Teorema 5.1.18. El generador infinitesimal de un semigrupo-uniparamétrico de operadores
fuertemente continuo es un operador cerrado y su dominio es un subespacio denso en X.

_Lo primero que podemos observar es que la familia de operadores de evolucion dada
por {T'(t)}+>o tiene estructura de semigrupo-uniparamétrico, ya que por el significado fisico
de T es claro que

1. T(0) =1.
2. T(s+1t) =T(s)T(t).

Por otra parte, por razonamientos fisicos también podemos deducir que de hecho T debe
generar un semigrupo-uniparamétrico fuertemente continuo. Por lo tanto, llamando H al
generador infinitesimal del semigrupo, tendremos que

T(t) = enll

Y

daT(t) =, -
z(f ) = H(t)T'(t). Al aplicar el operador T'(t) a un estado 1(0) obtenemos la

denominada Ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo:

i alg—“) = H(t)y(1). (5.4)
t

Nota 5.1.19. En virtud del Postulado 9, la Ecuacion de Schrodinger serd la ecuacion que
determine la evolucion temporal de los estados de nuestro sistema fisico. Matemdticamente,
es una ecuacion diferencial que en general serd una ecuacion en deriwvadas parciales cuan-
do pasemos a una representacion concreta, como veremos mds adelante. En cualquier caso,
es una ecuacion lineal de primer orden en el tiempo, lo cual es consecuente con el Princi-
pio de superposicion, ya que cualquier combinacion lineal de soluciones de la ecuacion de
Schrodinger también serd solucion de la misma.

Ademds, el hecho de que sea de primer orden en el tiempo tiene consecuencias fisicas
profundas. Las ecuaciones que juegan el mismo papel en Fisica Clasica que la ecuacion de
Schréodinger en Fisica Cudntica son las ecuaciones que se derivan de la Sequnda Ley de New-
ton, que son de sequndo orden en el tiempo. En Fisica Cldsica, esto tiene como consecuencia
que para conocer la evolucion de, pongamos por ejemplo, una particula sometida a un sis-
tema de fuerzas, es mecesario conocer tanto su posicion como su velocidad en un instante
de tiempo dado. Sin embargo, para conocer el estado de un sistema cudntico en cualquier
istante de tiempo, solo es necesario conocer su estado en un instante de tiempo dado.

es decir, 1h
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Definicién 5.1.20 (Hamiltoniano cudntico). El operador H que aparece en la Fcuacion de
Schrodinger se denomina hamiltoniano cuantico, y representa el operador del que depende
la evolucion temporal del sistema fisico en cuestion.

Obsérvese que en el desarrollo anterior en ningin momento hemos pedido que H sea
hermitico, y en general no tiene por qué serlo. De hecho (para més informacién se puede
consultar [16]) dentro del marco de la Teorfa Cuantica de Campos se puede demostrar
que la hermiticidad del operador hamiltoniano es equivalente a que se conserven una serie
de simetrias que se resumen en las siglas CPT (asociadas a la carga, paridad e inversion
temporal). Por tanto, la no hermiticidad del hamiltoniano es de hecho una condicién necesaria
para trabajar con sistemas fisicos en los que se viola la simetria CPT, lo cual constituye un
marco de investigacion vigente en fisica tedrica. R
Se puede demostrar, sin embargo, que en el caso en que H sea hermitico, entonces el operador
de evolucién es unitario Vi, por lo que T'(t) conserva los productos escalares y, por los
postulados, también la probabilidad de que el sistema se encuentre en un cierto estado.

En el caso en que el sistema admita un hamiltoniano clasico, el hamiltoniano cuéanti-
co si coincide con el operador obtenido al aplicar el Principio de correspondencia a dicho
hamiltoniano, y en consecuencia en esos casos el operador obtenido siempre es autoadjunto.
Esos son los casos que van a ocuparnos en los ejemplos que vamos a ver a continuacion.

Nota 5.1.21. En [3] el operador de evolucion y el operador hamiltoniano cudntico se ob-
tienen_utilizando el Teorema de Stone y suponiendo que el operador T es unitario, en cuyo
caso H es directamente hermitico.
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5.2. Representaciones. La funcion de onda

En la seccion anterior, al desarrollar los Postulados hemos trabajado siempre con
un espacio de Hilbert abstracto H al que en virtud del Postulado 1 pertenecen los estados
cuanticos del sistema fisico en cuestion. Este espacio constituye en tltima instancia una
herramienta tedrica, ya que en virtud del Postulado 7, la médxima informacién que podemos
obtener de un sistema fisico no es el estado en si mismo, sino la probabilidad de que si
el sistema se encuentra en dicho estado obtengamos ciertos valores al medir un conjunto
de magnitudes cuyos operadores formen un conjunto completo de observables. Asi, para
estudiar un sistema cuantico en primer lugar hay que establecer qué observables constituyen
nuestro conjunto completo. Fijado este conjunto, los estados fisicos podran desarrollarse en
la base de H dada por este CCDO, y quedara completamente determinado a partir de los
correspondientes coeficientes.

La primera eleccién que puede hacerse para este CCDO es, en el caso de sistemas
fisicos formados por una tnica particula, el conjunto formado por el operador de posicién Z.
Conforme se va profundizando en el estudio de la Mecanica Cuéntica, es facil encontrar situa-
ciones fisicas en las que este operador no constituya un conjunto completo por si mismo. En
particular, el Experimento de Stern-Gerlach [2] puso de manifiesto la necesidad de considerar
una nueva magnitud fisica sin andlogo clasico (el espin) para obtener un CCDO en determi-
nadas situaciones. Sin embargo, el conjunto formado por el operado de posicion constituye
frecuentemente el punto de partida para empezar el estudio de los sistemas cuanticos.

Comtnmente, cuando un operador tiene un espectro discreto {\,}, y existe {u,},

una base de H formada por autoestados de este operador, podemos desarrollar cualquier
o0

estado ¢ € ‘H como ¢ = Z(un, ©)uy,. Sin embargo, en multitud de ocasiones en Fisica, y en

n=1
particular en el caso del operador de posicién, los operadores tienen espectros continuos. En

estos casos, por los Postulados, siempre que el operador considerado forme un (CCDO), atin
sigue siendo posible desarrollar cualquier estado como combinacion lineal de autoestados del
operador, pero a través de una integral respecto de una cierta medida.

Dado ¢ € H, consideramos el operador de proyeccién sobre ¢, P,(u) = (u, ¢)u. Las
proyecciones son operadores autoadjuntos, por lo que por el Teorema Espectral 2.3.12, debe
existir una medida espectral E sobre R tal que

P, = /R tdE(t)

[e.o]

en el sentido de que (ﬁw(u), V)y = / tdE, ,(t). Por tanto,

—00

Y= /(ux,ga)uxdx.
R

Cuando el espectro de un operador K que constituye por si mismo un CCDO es
discreto, la expresién de un estado 1 en términos de los autoestados ¢, (de tal manera que

Kn = Kppn) serd o = Zw(n)gpn, donde estamos notando a los coeficientes 1 (n) para
n=1
reflejar su dependencia con 1. Recordemos que, en en virtud del Postulado 6, |1(n)|? ser4 la
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probabilidad de que al medir en el estado 1 la magnitud asociada al operador K se obtenga
el valor k,,.

Realmente, la expresion ¢ = Zw(n)Sﬂn debemos entenderla como que, V¢ € H,
n=1
(Y, 0) = Zw(n)(gpn,qb). En el caso en que el espectro de K sea degenerado, podemos
n=1

escribir que (¢, ¢) = Z¢(H)Pn(¢), donde P,(¢) es la proyeccién del estado ¢ sobre el
n=1

espacio de autovectores asociados al autovalor x,,.

Visto de este modo, la generalizacion al caso en que el espectro de K sea continuo se
puede expresar en términos de medidas espectrales del siguiente modo. Dado un estado v,
existird una medida espectral EFy de tal manera que para cualquier ¢ € H,

(%, &) = / o PR 0

Existen motivos fisicos para que el operador de posiciéon T tenga en la mayor parte de los
casos un espectro continuo. En consecuencia, en virtud de los postulados, cualquier estado
1 deberd poder desarrollarse segin la expresién anterior. En este caso, los coeficientes 1 (z)
tendrdn como significado que |¢(z)[* serd la densidad de probabilidad de presencia de la
particula, lo que cominmente se denomina funcion de onda.

Definicién 5.2.1 (Funcién de onda). Dado un estado ¢ € H, se define su funcién de
onda como la aplicacion ¢ : x € R — ¢(x) € R que a cada x real le asocia el coeficiente
¥(x) del desarrollo de v a partir del operador de posicion .

Asi, la resolucién de un sistema fisico se reduce a determinar esta funcién de onda, y
es lo que haremos en dos problemas fisicos conocidos posteriormente, a la vez que daremos
la representacion espectral de los operadores hamiltonianos correspondientes.

Nota 5.2.2. Por el significado fisico de la funcion de onda, ésta debe pertenecer, como
funcion de x, a L*(R).

Nota 5.2.3. Al reducir el estudio del sistema fisico a la determinacion de la funcion de onda,
decimos que estamos trabajando en la representacién de coordenadas. Fxisten multitud de
representaciones posibles y utilizadas, pero podemos destacar especialmente la representacion
de cantidades de movimiento, en la que el CCDO es el formado por el operador cantidad de
movimiento.

5.2.1. Estudio del operador de posicion en la representacion de
coordenadas
Al fijar la representacion, aplicando el Principio de Correspondencia (Postulado 8) los

observables se expresaran en términos de los operadores del CCDO dado como un calculo
funcional de dichos operadores a partir de la dependencia funcional que tengan unos de otros
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clasicamente. En el caso de la representacion de coordenadas, es claro que el operador de
posicién se definird como operador de L*(R) como sigue

z: f(z) = xf(z),
y tendra como dominio
D(@) = {f € L*(R) : [vf(x)] € L*(R)}.
Obsérvese que es no acotado, ya que ¥n € N, tenemos que ||Xmn+1)ll2 = 1Y |2X(mnt1)l2 > 1.

Proposicién 5.2.4. El operador de posicion T es autoadjunto y o(Z) = R pero no tiene
autovalores.

Demostracion. Es claro que T es simétrico, ya que si f, g, [zf(2)], [xg(x)] € L*(R) entonces

frg)e = / o (2)g(@)de = / f(@)zg(x)dz = (f,7g)

Tenemos que probar que D(z*) C D(Z). Dado g € D(Z*) entonces Jg* € L*(R) tal que
(Z/L‘\fa 9)2 = (fa g*)27 vf S D(Q) Por tanto, \V/(,O € D(R)v

[ et = [ ela)gatids

de donde se deduce que g*(z) = zg(z) e.c.t R. En particular, deducimos que zg(x) € L*(R)
y por tanto g € D(Z), de manera que D(z*) C D(Z) y T es autoadjunto.

Por tltimo, si A ¢ o(T), entonces T := (z — M)~ € L(L*(R), y dado g € L*(R), si
g(z)

(7 — A)Tg = g entonces (Tg)(z) = € L*(R). Por tanto, A ¢ R, ya que en tal caso,
l‘ —
tomando g = x(xp), L&:)}\ ¢ L*(R). Concluimos asf que o(7) C R. O
x J—

A modo de conclusion, veamos como ejemplo el caso del operador cantidad de movi-
miento.

Ejemplo 5.2.5 (El operador cantidad de movimiento en la representacion de coordenadas).
Clasicamente, el operador cantidad de movimiento se define como p = muv, donde v es la

velocidad, pero cudnticamente se expresa en términos de x como p = —ihd—. Este operador,
x

que es proporcional al operador derivada distribucional, ya vimos que tiene por dominio el
espacio de Sobolev H*(R). Por las propiedades de la transformada de Fourier, f € L*(R) si
y sdlo si fe L*(R), y tanto f como xf(a:) estin en L*(R) si y sdlo si f, f' € L*(R); por
tanto, si F es la transformada de Plancherel, deducimos que, F(D(Z)) = H'(R) = D(p).

Nota 5.2.6. En las condiciones anteriores, p se denomina el operador conjugado de T, y
de hecho, se puede demostrar que es el inico operador que cumple que [T, p] = ih.
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5.3. Resolucién de problemas fisicos concretos

Para concluir el trabajo, vamos a aplicar el Teorema Espectral (Teorema 2.3.12)
para obtener la resolucion espectral de dos operadores hamiltonianos de sistemas cuanticos
fundamentales en el desarrollo histérico de la Mecanica Cuéantica. Para ello, a parte de
algunas herramientas de Analisis Funcional y Variable Compleja, necesitaremos también dar
por conocidas las soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales que nos iran apareciendo
al intentar resolver las correspondientes Ecuaciones de Schrodinger. Para mas informacién
sobre la resolucién detallada de estas ecuaciones, se puede consultar por ejemplo [1, 11].

5.3.1. El oscilador armonico

En Fisica, se denomina oscilador arménico a cualquier sistema de particulas que
producen oscilaciones respecto de ciertas posiciones de equilibrio sometidas a fuerzas de la
forma F' = kx, donde k es una constante que recibe el nombre de constante elastica. Si las

particulas tienen masa m, estas oscilaciones se producen con una frecuencia caracteristica
"

El oscilador arménico monodimensional se corresponde con la version de oscilador
armoénico mas sencilla: la de una tnica particula que realiza oscilaciones en una unica direc-
cién. A pesar de su simplicidad, el oscilador armoénico monodimensional representa una de
las situaciones fisicas mas empleadas para modelar fenémenos mucho mas complejos tanto
en Fisica Clésica como en Fisica Cuantica (ver por ejemplo las aplicaciones en el estudio
de la dindmica reticular de cristales en [13]), y por tanto es de interés estudiar tanto su
version clasica como su version cuantica. Clasicamente, la resolucién del oscilador armoénico
involucra la resolucién de las correspondientes ecuaciones de Newton, pero ese problema
nosotros no lo vamos a abordar. Nuestro interés es el de aplicar la teoria que hemos desarro-
llado hasta el momento a la versiéon cuantica de una particula que se encuentra sometida a
este tipo de interacciones. En virtud de los postulados, sabemos que el problema se reduce
a resolver la ecuacién de Schrodinger para el correspondiente hamiltoniano cuédntico, y en
virtud del Principio de correspondencia, el hamiltoniano cuéntico se obtendra a partir del
hamiltoniano clasico sustituyendo los correspondientes operadores asociados a las distintas
magnitudes fisicas que aparezcan en él.

El hamiltoniano clédsico del oscilador armonico viene dado por:

P’ 1 2,2

por lo que por el Principio de correspondencia, el hamiltoniano cuantico vendra dado por:

~ > 1 N
H = 2p—m—{—§mw2x2

Si trabajamos en la representacién de coordenadas, ya sabemos que p — —ih-L, por lo que

dx’
la ecuacion de Schrodinger quedaria:
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Como el hamiltoniano no depende del tiempo, por separaciéon de variables podemos
B
buscar soluciones de la forma ®(x,t) = ¢ (z)T(t) donde T sera de la forma T'(t) = e *#' y 1)
serd solucién de la Ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

(_La_z v lmw%ﬂ) U(x) = B(z).

Es decir, el problema se reduce a conocer los autovalores y autovectores del operador hamil-
toniano.
Obsérvese que D(H) contiene a

SR)=<¢peeR): sup (1+ [2HN|DYp(z)| < 00, YN € {0,1,---} 3,
T€R: |Oé| S N

que es denso en L?(R), y sobre este espacio claramente se verifica que

(H¢7 ¢)2 = (¢7 Hw)Q

por lo que H es simétrico. Vamos a ver que es esencialmente autoadjunto.

[mw
Considerando el cambio de variable y = ,/ ——=x, podemos escribir el hamiltoniano

h

~ h d?

comoH:%}( Q_d_y?)'
Definimos ahora

22
F = {P(x)e*T; P polinomio} .

Este espacio es un subespacio de S(R) que esta generado por las funciones de la forma

2 ~
P e . . .
x™e” 2. Vamos a utilizar este espacio para probar que H es esencialmente autoadjunto y
para caracterizar sus autovalores y autofunciones.

Teorema 5.3.1. El subespacio F C S(R) es denso en L*(R) y el proceso de Gram-Schmidt

22 -
aplicado a {x"e‘T} genera una base ortonormal de L*(R), que llamaremos {i,}n. Las

funciones 1, estin en S(R) y por tanto en D(H), y son autofunciones con autovalores
A =1+ 3.

Demostracion. Definimos los operadores de aniquilacion y destruccion como:

Lo
B:E(‘”_%)

El dominio de estos operadores también contiene a F, por lo que sobre F obsérvese que H

puede expresarse como

PO PO |
H=BA+-I=AB--I
2 2

En particular, tenemos que [I/:},E] — HB - BH = BAB + %E — BAB + %E — B. Por
tanto, dada ¢ € F autofunciéon de H con autovalor A (Hy = M), si Ew # 0, tendremos
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que }AI(EQ/J) = E(I:-\h/}) + By = ABi) + By = (A + 1)§w, de manera que VA autovalor de H,
A+ 1 también es autovalor deQH .
Sea ahora v(7) := e~ 7, tendremos que

= 1 & 2 1 2 d s
Hqﬁo(x):ﬁ(ﬁ—@)e_? :§(x2e 2 —l—%(xe 2)2

= 5 <x2e_7 —zle T + 6_7> = 56_7 = §¢O(I)a
es decir, 1y(x) es autofuncién de H con autovalor %
Obsérvese ahora que
= 1 d 1 12 z2 z2
B = — _—— = — 2 2 = 2 2
Wo(z) 2(x dx)wo(x) \/§($6 T 4ze”T) =2z T,

o . 35 .
que es proporcional a ze~ 2z . Definimos por tanto v, := (\/§B)”¢0, y por lo anterior sabemos

que Vn € N, ¢, es autofuncién de H con autovalor n + 5, v ademés ¥, (z) = Hn(m)e_%
donde H,, es un polinomio en z de grado n, denominado el n-ésimo polinomio de Hermite.
Ademas, como son autofunciones de H asociadas a autovalores diferentes, sabemos que son
ortogonales, y constituyen trivialmente un sistema generador de F.

Vamos a ver ahora que F es denso en L?(R). Sea f € L*(R) ortogonal a las fun-

(L2 . ‘L'2
ciones 2"e~z (es decir, (z"e 7, f(x))2 = 0, Vn € N), vamos a ver que f = 0. Para
z2 .
ello, definimos la funcién compleja: F(z) := [ f(z)e” 2 e ?™*dz. Es claro que F es conti-
R
nua, y por el Teorema de Morera deducimos también que es holomorfa, ya que la funcién

) 22 :
G(z) = | —f(x)e” 7 e *™**dx es una primitiva de F' en C. Por tanto, F es entera, y de
R 2T

x

22 . 2
hecho F(™(z) = (—27m')”/ 2" f(z)e” T e 2™ *dg. Por tanto, F™(0) = (2"e~ 7, f(x))y = 0,
R
Vn € N, por lo que F = 0. Aplicando el Teorema de Inversién de Fourier, obtenemos que
22
f(z)e== =0, Vz € Ry por tanto f = 0. ]

Corolario 5.3.2. El hamiltoniano cudntico del oscilador armonico es un operador esencial-
mente autoadjunto.

Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 3.3.10. O

Asi, si llamamos igualmente Hala extension autoadjunta del hamiltoniano del osci-
lador armonico, por el Teorema Espectral H admitird la representacién espectral

H= AE(N) = hw f: not s E(), (5.5)
o(1) —0 2

y dado ¢ € H, (E(A\y)Y,¢)y es la amplitud de probabilidad de medir el valor de energia

1
hw [ n+ 3 para una particula que se encuentra en el estado ).
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5.3.2. El atomo de hidrégeno

Para concluir este trabajo, vamos a resolver por tltimo el hamiltoniano asociado al
sistema fisico paradigmatico de los origenes de la Mecdnica Cuantica: el &tomo de hidrégeno.

El &tomo de hidrégeno es el caso més sencillo de los denominados dtomos hidrogenoi-
des, los atomos que sélo tienen un electréon. Su relevancia, mas alld de su repercusion en la
historia de la Fisica, pasa porque es el tnico sistema atémico cuya ecuacion de Schrodinger
puede resolverse de manera analitica. De hecho, las soluciones de atomos con mas electrones
se obtienen en general mediante métodos iterativos trabajando con las soluciones obteni-
das para el correspondiente atomo hidrogenoide e introduciendo principios fisicos como el
Principio de Exclusién de Pauli (ver [12]).

Por tanto, el sistema que buscamos resolver consiste en un atomo constituido por
un nucleo formado por un tnico protén y un electrén orbitandolo debido a la interacciéon
coulombiana. Para encontrar la energia asociada a esta interaccion, vamos a considerar las
aproximacién no relativista, dentro de la cual esta viene dada simplemente a partir de la
Ley de Coulomb como ,

Vig)=
dreg |z
siendo x la distancia entre el proton y el electrén. El hamiltoniano obtenido a partir de esta
interacciéon se reduce a:
p? N v R

H = —.
2m. = 2m, 4dweg |z

Y trabajando en la representacion de coordenadas, llamando z. al vector de posicion del

electréon y x, al vector de posicién del protéon, obtenemos, aplicando el Principio de corres-

pondencia (p. — ihV., p, — 1hV,)
I:T:—hZVQ— n _, e? 1

2m, ©

2m, P dmeg |xe — xp|
Realizando los cambios de variables

MeTe + MpTy

T=Tc—Tp, , X=
me + My,
M — mE + mp , ILL — M
me + My
obtenemos: ) ) )
7 v R v R
2u 2M dreg |z
y por tanto la ecuacién de Schrodinger que hay que resolver es:
00 (z, X, 1) R, R, e 1
h——- = | ——V, — —V5 — —— | &(x, X, 1).
! ot ( 2u " 2m, X dmeg |zl (w, X, 1)

Si buscamos soluciones de variables separables ®(z, X, t) = ¢(x)x(X)T'(t), el proble-
ma se reduce a resolver la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo:

<_ h? V2 I e 1

24 ””—2mp X dmeg |z

)M@MX)=EM@MX)
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que a su vez se reduce a resolver por separado las ecuaciones:

— 5 VAx(X) = Exx(X)

(j;éi%) (@) = Exd(x)

La resolucién de la primera de las dos ecuaciones es inmediata, pero la segunda no,
y de hecho es complicada de abordar sin realizar un cambio de coordenadas a coordenadas
esféricas:
1 = rsinf cos @
x = (x1,29,23) — (1,0, ) tal que { T3 = rsinfsinp
T3 = 1 Cosf

Con este cambio de coordenadas, el hamiltoniano electréonico H pasa a expresarse como:

[/—j —_h_Q 124_1 2 2+;£ ineg + 1 82 _ 62 1
C 2ulror 2 "or 2sinf o0\ 09 2 sin? 0 D2 dmeg T’

Antes de probar, como hicimos con el oscilador armonico, el cardcter esencialmente
autoadjunto del hamiltoniano del atomo de hidrégeno, es necesario enunciar los siguientes
resultados, cuyas demostraciones omitiremos por la extensién del trabajo y porque los recur-
sos que se utilizan para las mismas no guardan demasiada relacion con la teoria que hemos
ido desarrollando.

Lema 5.3.3. Sea el espacio X = L(—m,7)x L(0,27), se define el operador momento angular

orbital como: Lo 5 L 2
1% — h? = (sing= )+ — 1.
n [smeae (Smeae) * Sin298902]

Entonces L? tiene por autovectores los denominados armonicos esféricos, que vienen da-
dos por Vi, (0,9) = NimP™(cosf)e™? (1 =0,1,..., m = —l,—l+1,...,l —1,1), siendo
{P"(2) }mez las denominadas funciones asociadas de Legendre, que se obtienen a partir de
los polinomios de Legendre {P,(2)}ien aplicando

" g d™IB (2
P, (Z): (1—22) : T"ﬂ)’

1 d

l

con Py(z)
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Teorema 5.3.4. El hamiltoniano del dtomo de hidréogeno es un operador esencialmente
autoadjunto de L*(R3).

Demostracion. Como punto de partida, observemos que podemos relacionar este operador
con el operador L? del momento angular orbital, que por el Lema 5.3.3 genera una base
ortonormal de X formada por los denominados armonicos esféricos:

Yim(0, ) = N P (cos0)e™? 1 e NU{0},me {—,—1+1,---,1—1,1} .

Asi, expresamos el hamiltoniano en términos de L? como:

N 1o 1/ 9\ IL? e? 1
H=-—" |24+ (r2) - | -2,
2u |ror 2\ Or h2r? dmeg T

Como los arménicos esféricos son una base ortonormal de L(—7, %) x L(0,27), podemos
desarrollar la parte angular en términos de estos armonicos esféricos, y teniendo en cuenta

que para cada (I, m), L*Y;™(0, ) = R*l(l + 1)Y;™(0, ¢), el problema se reduce a determinar

los autovalores del operador
rg + rg 2
or or

2

R = —h?

h2
2

Realizando los cambios de variables

—our—— + 1+ D)2,

471'50

(u(r) =rR(r)

T =2qr q= 2l;|E|
w(z) = u(z;) ’
. 1 ge?

(" 4meg 2|E

obtenemos, para los estados denominados ligados (aquellos con E < 0) la ecuacion:

dx? 4 x 2

2
dw(x)+ 1 A l<l+1)w:0.

A partir del estudio del comportamiento asintético de las soluciones de esta ecuacion, se
puede demostrar que la soluciéon w debe ser de la forma

w(z) = 2'e™ 3 fi(x),

donde f; es una funcién que debe verificar la ecuacién

2

d d
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y ademads cumplir una cierta relaciéon de recurrencia que obliga a que A € N y f; sea en
realidad un polinomio. Si n es el orden de f; escribiremos f,; para denotar este orden, y a
1 pet
6777 2
Por tanto, realizando los cambios k = 2[4+1, j = k4+n—1—1, Lf(x) = fi—k+it1 %(m),
obtenemos la ecuacién diferencial asociada de Laguerre

partir de que A € N deducimos que E es de la forma F = E,, =

'L kE+1 ALy i — kKYLF =0
T + (k+ —33)%+(J— )Lj =0,

que tiene por solucién los denominados polinomios asociados de Laguerre, que se obtienen a
partir de los polinomios de Laguerre L;j(x) como

d*L;(x
Lt () = T0t)

d’(xie ")

donde L;(z) = €” e

De este modo, obtenemos que

wi(2) = Cz™ e 2 L2 ().
Y si volvemos a la coordenada r y la funcién R(r), obtenemos que R(r) es de la forma

2 2r __r 2r
Rn — Cn i Y a L2l+1 i
1(r) lnao(nao)e 0 n—l—l(na0)7

2
donde ay es el denominado radio de Bohr, dado por ap = —. Realizando el cambio de varia-
je

bles y = -, Qni(y) = Ryu(nagy), obtenemos un conjunto de funciones en G del que podemos
extraer una conjunto formado por funciones ortonormales; por ejemplo B := {Qno(¥)},en-
Se puede demostrar, a partir de la ortogonalidad de los polinomios de Laguerre y siguiendo
un procedimiento similar al que desarrollamos en la seccién anterior con los polinomios de
Hermite, que tras normalizarlos, los polinomios de Laguerre consituyen una base ortonormal
de L*([0, c0), z?).

De hecho, la familia { R, (7)Y (0,¢)} conn=1,2,--- 1 =0,---n—1,m=—1,--- I,
es una base ortonormal4de L?*(R3) formada por autovectores de H, siendo sus autovalores
{En}n = {_—16;252 —QZSRQ }HEN. Concluimos asi que H es esencialmente autoadjunto como

consecuencia del Teorema 3.3.10. OJ

Si de nuevo notamos por H a la extensién autoadjunta del hamiltoniano anterior y
aplicamos el Teorema Espectral, podremos expresar H como

[e.e]

~ 1 pet
H= / . M(E(N) =) ~ 522 gy E(En). (5.6)
o n=1

donde, dado ¥ € H, (E(\,)¥,1)y es la amplitud de probabilidad de que si el electrén se
encuentra en un estado el estado v, al medir su energia obtengamos el valor F,,.
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