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Abstract

During the first half of the 20th century, the need of faster calculations brought
the first computers to our world. Those machines were designed following the same
abstract blueprint: a structure called Turing Machine.

Since then, the creation and improvement of algorithms solving well known math-
ematical problems have continued. Following the same path, scientists from different
areas studied the complexity theory around classical computers.

In 1982 American physicist Richard Feynman stepped out of this paradigm when
he realized that quantum systems could not be efficiently simulated using any of the
previous computers.

British physicist David Deutsch introduced a new machine based on this idea in
1985, named quantum Turing machines, given the similarities with Turing machines
and the fact that it took advantage of the principles of quantum mechanics.

After the formal definition, quantum complexity theory and algorithms appeared
hand by hand.

In this memory we will take a look into the construction of an universal quan-
tum Turing machine and its associated complexity theory, which is still an open and
fruitful field of current research.

Next, we will present an algoritm stated by David Deutsch and Australian math-
ematician Richard Jozsa in 1992 as an example of the intrinsic power inside quantum
Turing machines.






1 | Maquinas de Turing cuanticas

A lo largo de la primera mitad del siglo XX el mundo vio avanzar a la teoria de
la computabilidad a pasos agigantados. En 1933, Kurt Godel y Jacques Herbrand de-
finieron de manera formal la clase de funciones recursivas. Posteriormente, Alonzo
Church cre6 las funciones A-calculables, a priori sin relacion con las recursivas. Al
mismo tiempo, Alan Turing construye el modelo teérico de maquinas por el que es
conocido y crea un nuevo grupo de funciones que son las que hoy conocemos por
Turing computables.

Church y Turing probaron que estas tres clases de funciones coinciden en realidad.
Ademas, afirmaron que dichas clases de funciones computables definidas formalmen-
te coinciden con la nocién intuitiva de funciones calculables de forma eficiente.

Al igual que la teoria de la computabilidad recae sobre la tesis Church-Turing, la
teoria de complejidad computacional depende de una versién moderna de esta misma
tesis. En ella se asegura que cualquier modelo de computacion "razonable" puede ser
simulado eficientemente en una maquina de Turing probabilistica. Entendemos por
razonable aquella maquina que puede ser fisicamente realizable.

El problema que se plantea con este tipo de maquinas de Turing reside en el uso
de modelos fisicos clasicos para la realizacion de una misma. Es por ello que la llegada
de grandes avances en el campo de la fisica durante el siglo XX, como el modelo de
particulas cuantico, permitieron abordar el problema de forma distinta.

Este nuevo enfoque para la definiciéon de nuevos modelos computacionales diri-
gido por resultados como el propuesto por Feynman [7] en 1982 tuvo gran impacto.
En el articulo citado afirmaba que la simulacion de un sistema fisico cuantico en una
maquina de Turing probabilistica requeria un coste exponencial. La posibilidad de
definir un nuevo modelo que pudiera ser representado fisicamente por algun tipo de
maquina y cuyo poder computacional fuera mayor abria un nuevo mundo.



4 TEORfA DE LA COMPLEJIDAD EN COMPUTACION CUANTICA

En este capitulo daremos una formalizacion del concepto de maquina de Turing
cuantica. La construccion dada por Deustch [5] es interesante desde el punto de vista
de la computabilidad, pero no de la complejidad computacional. Con pequefias modi-
ficaciones sobre dicho modelo se consigue el que definiremos a continuacion.

La ventaja del enfoque que vamos a dar es que podremos probar la existencia de
una maquina de Turing cuantica universal que simule cualquier otra con un coste en
tiempo acotado por un polinomio. Para este desarrollo hemos seguido, fundamental-
mente, la referencia [4]).

1.1 Definicion

Antes de introducir las maquinas de Turing cuanticas es conveniente fijar concep-
tos basicos de la computacion clasica y asi poder compararlos con sus equivalentes
cuanticos.

| Definicién 1.1. Una mdquina de Turing determinista (MT) consiste en un triplete
(Z, 0, 6), donde X es un alfabeto finito con un simbolo especial para representar la casilla
en blanco #, Q es un conjunto finito de estados con g, identificando el estado inicial y
q; # 4o identificando el estado final, y 6 es la funcion de transicion determinista

0: 0OXX—>XX0OX{L,R}.

Supondremos que la MT tiene una cinta infinita a ambos lados compuesta de celdas que
indexamos con Z y una cabeza lectora/escritora que se mueve a lo largo de la cinta.

Existen muchas definiciones equivalentes de maquinas de Turing: por ejemplo,
algunas admiten escribir y moverse al mismo tiempo, mientras que otras permiten un
tercer tipo de movimiento consistente en no desplazarse. Elegimos esta descripcion
porque es facilmente generalizable a maquinas de Turing cuanticas.

A continuacion procedemos a definir las maquinas de Turing probabilisticas. La
descripciéon que daremos esta en consonancia con la vista de MT y con la que presen-
taremos posteriormente para maquinas de Turing cuanticas.

| Definicién 1.2.  Una maquina de Turing probabilistica (MTP) consiste en un triplete
(Z, 0, 6), donde X es un alfabeto finito con un simbolo especial para representar la casilla
en blanco #, Q es un conjunto finito de estados con g, identificando el estado inicial y
q; # qo identificando el estado final, y é, la funcion de transicion

5: OXX — [0,1] XX LR
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La MTP tiene una cinta infinita a ambos lados compuesta de celdas que indexamos con
Z y una cabeza lectora/escritora que se mueve a lo largo de la cinta.

Observacion 1.1. La funcioén de transicion 6 puede considerarse como una matriz
estocastica definida en el espacio de configuraciones. Sin embargo, no toda matriz
estocastica define una MTP.

Observacion1.2. Mientras que la unidad basica de informacién en computacion clasi-
caes el bit, en el caso cuantico recibe el nombre de qubit. Un bit solo puede encontrarse
en uno de sus dos posibles estados, generalmente denotados por {0, 1}. No ocurre lo
mismo con un qubit, dado que no sabemos a priori en que estado se encuentra, si
no con qué probabilidad se encuentra en un estado u otro. Con intenciéon de refle-
jar estos patrones, elegimos el espacio de Hilbert C? con el producto interno usual y
construimos una base de qubits, que representaremos con la notacién de Dirac:

1. La notacion ket se utiliza con los vectores del espacio: |y).
2. La notacion bra representa a los duales: (y/|.
3. El producto interno de dos vectores se representa con un braket: (y|¢).

En tales condiciones, la base candnica esta formada por los siguientes vectores:

o-[j- -]

En general, trabajaremos sobre el espacio de Hilbert C*' con la base canonica
{10),1),...,]2" — 1)}. Dado un vector del espacio, llamaremos amplitudes a los moé-
dulos de sus coeficientes respecto a dicha base, que se identifican con la probabilidad
de estar en ese estado preciso. Ver [10] para mas detalles sobre esto.

Observacion 1.3. Como ocurre en el caso de la MT probabilisticas, debemos limitar
las amplitudes a nimeros que aporten cierta eficiencia. Adleman, DeMarrais y Huang
[1] mostraron que restringir las maquinas de Turing cuanticas a amplitudes racionales
no reducen su poder computacional.

| Definicién 1.3. Llamaremos C al conjunto de elementos a € C tales que hay una
algoritmo determinista que computa las partes real e imaginaria de a en tiempo polino-
mial en n con un error de, a lo sumo, 27".

| Definicién 1.4. Una mdquina de Turing cuantica (MTC) consiste en un triplete
(2,0, 6), donde X es un alfabeto finito con un simbolo especial para representar la casilla
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en blanco #, Q es un conjunto finito de estados con g, identificando el estado inicial y
q; # 4o identificando el estado final, y 6, la funcion de transicion cuantica

§5: OXZ —» CITXOXILR}

La MTC tiene una cinta infinita a ambos lados compuesta de celdas que indexamos con
Z y una cabeza lectora/escritora que se mueve a lo largo de la cinta.

Observacion 1.4. Notaremos por 6(p, 0,7, q,d) ala amplitud en 6(p, o) de |o)|q)|d),
para especificar la transicion a la que est4 asociada.

Como ocurre en la version clasica, nosotros consideramos MTC con una cabeza
lectora/escritora que s6lo se mueve a izquierda o derecha. En el caso de permitir un
movimiento estatico N, especificaremos que se trata de una MTC generalizada.

Asociado a la funcién de transicion cuantica, existen una serie de conceptos que
tienen las MTC como afiadido a las MT cléasicas. Dada una MTC M, se define el es-
pacio producto de combinaciones lineales complejas finitas de configuraciones de M
tomando la norma euclidea, denotado por S. Llamaremos superposicion a cada ele-
mento ¢ € Sde M.

Ademas, la MTC M define de forma inmediata un operador lineal U, : S — S,
llamado operador de evolucion en el tiempo. M se encuentra en una configuracion ¢
con estado p y leyendo el simbolo ¢. Tras un paso, M estara en una superposiciéon

de configuraciones ). @;c;, en la que cada @, no nulo corresponde con una transicioén

i
6(p,0) = (1,q,d), y cada c; es la nueva configuracion que resultaria de aplicar dicha
transicion a c. Esta definicion se puede extender por linealidad a todo S y asi tener

U,, bien definida.

Siguiendo el orden usual, una vez definidas las MTC pasamos a ver qué entende-
remos por una configuracion de parada.

| Definicion 1.5. Una configuracion final de una MTC M es cualquier configuracion
en el estado final q,. Si al aplicar M con entrada x, la superposicion iras T pasos contie-
ne solo configuraciones finales, y en cualquier paso previo la superposicion no contiene
ninguna, diremos que M para en tiempo T con entrada x.

Esta definicion generaliza de forma natural lo que entendemos por configuracion
de parada en las MT clasicas. De igual forma, damos varios conceptos que usaremos
a lo largo del texto y que son similares para ambos tipos de maquinas.
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| Definicién 1.6. Diremos que una MTC se comporta bien si para con cualquier en-
trada y lo hace con una superposicion final donde cada configuracion tiene la cabeza
lectora/escritora en la misma celda. Si ademas esta celda es la inicial, diremos que la
maquina es estacionaria.

De la misma forma, diremos que una MT determinista es estacionaria si para en todas
las entradas y lo hace con su cabezal en la celda inicial.

| Definicién 1.7. Una MTC o una MT determinista M = (Z,Q, 6) estd en forma
normal si
VG € E 6(qf’o-) = (6’ q07 R) = |0>|qO>IR>

| Definicién 1.8. Una MTC M = (2, 0, 6) es unidireccional si cada estado es acce-
sible solo desde una direccion. Es decir, si 6(p,,0,,7,,4,d,) y 6(p,,0,,7,,4,d,) son no
nulos, entonces d; = d,.

| Definicién 1.9. Cudndo una MTC M en superposicién w = Y., a;c; es observada,

la configuracion c, aparece con probabilidad |a;|. Ademas, la superposicion de M se
. !

actualiza ay' = c,.

Tanto en el modelo fisico como en esta definicion, al observar una superposicion
solo permanece un qubit, perdiendo asi toda la informacion del resto.

| Definicién 1.10. Para toda entrada x, una MTC M produce una muestra de una
distribucion de probabilidad en las configuraciones. Diremos que una maquina M’ si-
mula M con coste [ y precision € si la distancia variacional entre las distribuciones
obtenidas al observar M con entrada x tras T pasos y M’ con entrada x tras f(T)
pasos, es menor o igual que €.

Observacion 1.1.  Recordamos que la distancia variacional entre dos medidas de pro-
babilidad P, Q en un c-algebra F viene dada por la siguiente formula:

D(P, Q) = sup [P(A) — Q(A)|

A€EF

Por ultimo, necesitamos dar una nocién equivalente a las MT clasicas con k cintas.
En el caso clasico sabemos que una MT de k cintas puede ser simulada por otra de
tan solo una con un coste en tiempo constante. Esta idea es la que seguiremos para la
construccidon que daremos como generalizacion.

| Definicién 1.11.  Una MT con k tramos es una MT cuyo alfabeto T es de la forma
2, X -+ X X, con un simbolo especial # para cada Z,, constituyendo (#, ... ,#) como el
simbolo en blanco de X.

En tal caso, especificaremos la entrada dando la cadena para cada tramo.
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1.2 Maquina universal

El propdsito de esta seccion es probar la existencia de una maquina de Turing
cuantica universal. Es decir, existe una MTC que simula a cualquier otra con, a lo
sumo, un coste en tiempo polinomial. El hecho de si estas maquinas se pueden o
no construir fisicamente es una tema que sigue en debate dentro de la comunidad
cientifica y en el que no vamos a entrar.

Como veremos, las MTC se pueden caracterizar por ser reversibles y tener inter-
ferencia. Asi pues, debemos simular una MTC que conserve dichas propiedades. Para
ello, reduciremos significativamente el conjunto de MTC que simularemos (teniendo
en cuenta que el subconjunto de MTC resultante sea representativo del global) y luego
probaremos la existencia de una MTC que simule cualquier maquina de esta subclase.

Existen varias formas de enfocar la construcciéon de una MTC universal, por el
simple hecho de que se requiere una sucesiéon de maquinas que puedan ser simuladas
por otras mas simples. En nuestro caso, vamos a seguir el guiéon aportado por Berns-
tein y Vazirani [4]. Otros autores como Adleman, DeMarrais y Huang [1] 6 Solovay y
Yao [13] probaron que no se pierde potencia computacional si nos restringimos a am-
plitudes racionales. De hecho, el espacio de amplitudes generado por el subconjunto
{0,+£3/5,+4/5,1} es suficiente para construir una MTC universal.

1.2.1 Maquinas bien formadas

| Definiciéon 1.12. Diremos que una MTC M estd bien formada si el operador de
evolucion en el tiempo, U,,, preserva la norma L,.

Esta condicion es esencial, porque queremos asociar el cuadrado de las magnitudes
de una configuracién con su probabilidad en una observacion, como hemos visto en
1.9
Observacion 1.5. Dada una matriz M con coeficientes complejos, se dice que es uni-
tariasi M'- M = M - M'" = [ donde M’ es la traspuesta conjugada de M. Entonces,
M preservalanorma L, siy sélosi M'- M = Iy M es de dimension finita. Es decir,
si M es unitaria.

Puesto que las matrices que nosotros consideramos tienen dimension infinita, este
resultado no tendria por qué mantenerse. Sin embargo, el operador de evolucion en
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el tiempo de las MTC si cumple dicha caracterizacion.

Proposicion 1.1.  Una MTC esta bien formada si y s6lo si su operador de evolucién en
el tiempo es unitario.

Demostracion. Para la implicacion directa basta probar que el operador en el tiempo
M es sobreyectivo. Por reduccion al absurdo, supongamos que M'-M = I y M no es
sobreyectiva. Entonces, existe al menos una configuracién c que no pertenece al rango
del operador. De hecho, cualquier configuracién en un entorno de ¢ suficientemente
pequefio también estara fuera del rango.

Ahora, seleccionamos n celdas contiguas de nuestra cinta y consideramos el con-
junto S, de configuraciones que tienen la cabeza lectora/escritora encima de una de
estas n celdas y cuya cinta esta en blanco fuera de las n celdas. Esto se traduce en que
las columnas de M solo pueden tener entradas no nulas en las filas correspondientes
a las n celdas y en las 2|Q||Z|" filas correspondientes a las configuraciones donde la
cabeza lectora sale de las n celdas.

Sin embargo, al menos (n — 2)|Z|"~3 de las configuraciones en S, son localmente
iguales a c, asi que estan también fuera del rango. Por lo tanto, para n > 2|Q||Z|* +2
no todas las columnas de .S, pueden ser mutuamente ortogonales, lo que nos lleva a
contradicciéon con M' - M = 1.

La otra implicacion es directa. |

1.2.2 Reversibilidad

| Definicién 1.13.  Una MT reversible es una MT determinista para la que cada con-
figuracion tiene, a lo mas, un predecesor.

Esta definicion se aleja del guion que veniamos siguiendo de Bennett [2], pero nos
sirve para verlas como un caso especial de MTC. Si seguimos esta definicion, tenemos
que imponer que la funcion de transicion 6 sea total, es decir, que esté definida para
todas las posibles entradas.

En el caso de MTC, ademas de revertir la computacion, tenemos que decidir qué
sucede con las amplitudes cuando revertimos la acciéon de 6. Sabemos por la proposi-
cion[1.1)que el control cuantico de estados finitos o control de estados finitos cuanticos
6 conserva la norma si y sélo si Uy, U;, es la matriz identidad. Por lo que U, revierte
6. Una forma similar de expresarlo es la dada por el siguiente lema:
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Lema 1.1. Dada una MTC M con funcidén de transicion 6, M esta bien formada si
y solo si la aplicacién de configuraciones 6’ que revierte la accién de 6 y conjuga las
amplitudes deshace la computacion de 6.

Es claro que esta formalizacion generaliza el concepto clasico, y como apuntaba
Deutsch [5], las MT reversibles son una subclase de MTC.

Este concepto de reversibilidad encaja muy bien con las MTC bien formadas. Ya
conocemos una caracterizacion global de MTC bien formadas gracias a la proposi-
cion Mas adelante, exigiremos condiciones locales a las maquinas cuanticas y asi
podremos trabajar con un conjunto de maquinas mas pequefio.

| Teorema 1.1.  Cualquier MT reversible es también una MTC bien formada.

Demostracion. La funcién de transicion 6 de una MT determinista lleva el estado ac-
tual y el simbolo leido a un triplete. Podemos plantearlo como enviar la superposicion
unitaria de amplitud 1 para dicho triplete y O en el resto. Entonces, § es también una
funcion de transicion y define una MTC.

La matriz de evolucion en el tiempo correspondiente a dicha MTC tiene como
entradas 0 o 1. Puesto que cada configuracion tiene un solo predecesor en MT re-
versibles, esta matriz representa realmente una permutacioén. Por lo tanto, cualquier
superposicion de configuraciones Y. a;|c;) es enviada por la matriz de evolucion tem-
poral a otra superposicion 7, a;|c/). Es decir, preserva la norma. |

| Teorema 1.2 (Sincronizacién). Sea f una aplicacion entre cadenas que puede ser
computada en tiempo polinomial determinista y tal que la longitud de f(x) depende solo
de la longitud de x. Entonces existe una MT reversible en forma normal estacionaria que
dada una entrada x, devuelve f(x) en tiempo solo dependiente de la longitud de x.

Si f es una funcién de cadenas en cadenas tal que f y f~' pueden ser computadas en
tiempo polinomial determinista y tal que la longitud de f(x) solo depende de la longitud
de x, entonces existe una MT reversible en forma normal, estacionaria que dada una
entrada x, produce la salida f(x) con un tiempo de ejecucion que depende tinicamente
de la longitud de x.

Demostracion. La prueba se puede encontrar en el texto [4]. |
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1.2.3 Herramientas

Introducimos varios lemas técnicos de gran utilidad. Con ellos podremos reorde-
nar las cintas de forma adecuada para poder, entre otras cosas, encadenar la accion de
varias maquinas.

Lema 1.2. Dada una MTC M = (X£,0, ) y un conjunto cualquiera X', existe una
MT de dos tramos M’ = (Zx X', Q, ¢’) tal que su primer tramo se comporta como M
mientras que deja su segundo tramo sin modificar.

Lema1.3. DadaunaMTC M = (Z, X...XZ%,,0,0)yuna permutacion z : [1,k] =
[1, k], existe una MTC M’ = ) X oo X 2, Os 6') tal que M’ se comporta igual
que M excepto que sus tramos se permutan segun indica z.

Ambos resultados son directos, por lo que no daremos demostracion.

Lema 1.4. Existe una MT M estacionaria, reversible en forma normal y una cons-
tante ¢ con las siguientes propiedades: para cualquier entrada entera positiva k en
notacioén binaria, M trabaja en tiempo O(k log® k) y para con su cinta sin modificar.
Mas atin, M tiene un estado especial g* tal que al introducir k, M visita el estado g*
exactamente k veces y cada una de ellas con la cabeza lectora/escritora en la celda
inicial.

Demostracion.  Usando el Teorema|1.2|de sincronizaciéon podemos construir una MT
reversible M, = (Z, O, 6) estacionaria, en forma normal, con tres tramos y trabajan-
do en tiempo polinomial en log k. Esta maquina devuelve (b, x + 1, k) al introducir
(b,x,k), b€ {0,1}, donde b’ es el opuesto de bsi x =00 k — 1 (no al mismo tiempo)
y b’ = b en otro caso.

Si llamamos ¢y, g, a los estados inicial y final de M, construimos una maquina
reversible M, como sigue.

Denotamos por ¢,, g, a los nuevos estados inicial y final a los que exigimos una
serie de propiedades:

1. Comenzando en el estado g, con un 0 en el primer tramo, M, mueve a izquierda
y vuelve a derecha, cambiando el simbolo O por 1, ademas de entrar en el estado
qp-

2. Cuando entramos en el estado g, con un O en el primer tramo, M, mueve a
izquierda y vuelve a derecha, ademas de entrar en el estado g,,.
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3. Cuando entramos en el estado g, con un 1 en el primer tramo, M, mueve a
izquierda y vuelve a derecha, cambiando el simbolo 1 por 0 y parando.

En estas condiciones, con entrada (0,0, k) M, avanza a izquierda y vuelve a derecha
entrando en el estado g, y modificando la cinta en (1, 0, k). Entonces la maquina M,
cambia dicho contenido por (0, 1, k) y para en estado g,. Cuando M, se encuentra en
estado g, con 0 en el primer tramo, entra al estado g, y repite el proceso, Continuando
con este bucle, M, trabajara k—1 veces mas hasta llegar a (1, k, k). En dicho momento,
M, cambia el contenido a (0, k, k) y para. Es decir, para la entrada (0, 0, k) la maquina
M, visita el estado q, exactamente k veces, cada una de ellas con el cabezal en la
celda inicial. Nuestra maquina objetivo M sera la concatenacién de M, entre dos MT
reversibles, obtenidas mediante el Teorema de sincronizacion, al transformar k en
(0,0,k)y (0,k, k) en k.

Para completar la prueba basta construir una M, reversible, en forma normal que
satisfaga las tres propiedades anteriores. Asociamos a M, el mismo alfabeto de M, y
afiadimos los estados gq,, q;, q,, q,- La funcion de transicion de M, seré la misma en los
estados Q — q, y en el resto s0lo dependera del primer tramo de cinta. Describimos
dicha funcién con la siguiente tabla:

# 0 1
q, (1,g,, L)
q (#7q0’R)
q; 0,9, L) || (0,q,, L)
q, | #.q,, R)
q, | #,4,,R) | (0,q,,R) || (1,4,, R)

Las comprobaciones de que M, esta efectivamente en forma normal, al igual que las
propiedades exigidas, se dejan para el lector interesado. |

1.2.4 Cambios de base

La herramienta de cambiar bases a lo largo de las computaciones en una MTC es
muy util para probar varios resultados centrales de la teoria de computacion cuan-
tica. Generalmente, trataremos de pasar a una base ortonormal para la funcion de
transicion y asi simular una MTC general con una que sea unidireccional.

De hecho, también nos servira para extender MTC parciales a MTC bien formadas.
Esto nos permite seguir el guién comentado al principio de la seccion.
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Lema 1.5. Dada una MTC M = (Z,Q, ) y un conjunto de vectores B € C2 que
forme una base ortonormal de C9, existe una MTC M’ = (£, Q, §’) que evoluciona
igual que M bajo un cambio de base entre Q y B.

Demostracion. Sea M = (X,0,6) una MTC y sea B una base ortonormal de Co.
Como B es base ortonormal, esta define una transformacion unitaria entre el espacio
de superposiciones de estados en Q y el espacio de superposiciones de estados en B.
Es decir, para cada p € Q tenemos la aplicacion

p) = Y (plv) - [v)

vEB

De igual forma, tenemos una transformacion unitaria entre los espacios de configu-
raciones. En este caso, una configuraciéon con estado p se asocia con la configuracion
correspondiente cuyo estado v aparezca con amplitud (p|v).

Fijado un estado p y leyendo o, la maquina evoluciona en un paso a la siguiente
superposicion:

5(p.0) = ), 5(p.0,7.q,d) |1)la)ld).

7.4,0

Con el cambio de bases, la superposicion sera:

Z (Z(‘”U) o(p,o,7,q, d)) |T)|v)|d).

T,0,0

Puesto que el simbolo de estado |v)|c) de M’ corresponde en M con la configuracién

D (vlp) Ip)lo),

p

debemos tener en M’

8'(p,0) = ) (vlp) <Z <Z<q|v'> 8(p,,7.4, d))) 2)10)]d).

p U0

Por lo tanto, M’ se comportara como M bajo el cambio de base si definimos 6’ como
hemos visto previamente.

Dado que los vectores de B estan contenidos en C2, cada amplitud de &’ estara en
C. Ademas, el operador de evolucidn en el tiempo de M’ que hemos definido preserva

la norma L, por herencia de 6 bajo un cambio de base ortonormal. Por tanto, 6’ esta
bien definido. |
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Como ya vimos previamente, las MT reversibles son una buena base de trabajo.
Este tipo de maquinas se caracterizaban por ser MTC bien formadas (Teorema [1.1)),
por lo que es conveniente que estudiemos con mayor detenimiento esta propiedad.

| Teorema 1.3. Una MTC M = (Z,Q, ) esta bien formada si y solo si satisface lo
siguiente:

1. El vector de amplitudes que dejan cualquier par de estado y simbolo, tiene norma
constante igual a 1:

VpoeQxE Y 8(po.7,q,d) =1

7,q,d

2. Las superposiciones con un simbolo de escritura, un estado de llegada y un movi-
miento son ortogonales para cualesquiera dos estados-simbolos distintos:

V(p1’(71) ;é (pZ’ 0-2) € Q X > Z 5(171,61, 7,4, d) ) 5*(1)2’ O-ZaT9 q, d) = 0

7,q,d

3. Si fijamos todos los parametros de 6 salvo el nuevo estado, 6 describe una superpo-
sicion de nuevos estados que deben ser consistentes con los datos fijados. El espacio
de estados de superposiciones consiste en dos subespacios mutuamente ortogonales,
uno para cada direccion, tales que cubren todo el espacio.

V(Pp 0-1771)7 (p29 62’ 7'-2) E Q X E X Z 5(P1,01, Tla q9 L) . 5(P2» 0-2, Tz, q’ R) = O

Demostracion. Sea U el operador de evolucién en el tiempo de una MTC M =
(Z, O, 6). Sabemos por la Proposicion[1.1)que M esta bien formada si y s6lo si existe
U* cumpliendo U*-U = I o, equivalentemente, las columnas de U tienen norma uno
y son mutuamente ortogonales. Obviamente, la primera condiciéon es consecuencia
directa.

En general, configuraciones cuyas cintas difieren en una celda que no estén debajo
de ninguna de las cabezas lectoras, o configuraciones cuyas cabezas lectoras no estén
en la misma celda o exactamente a dos celdas de distancia, no pueden coincidir en
la misma configuracion en un solo paso. Por tanto, tales pares de columnas deben
ser ortogonales y sdlo tenemos que considerar las configuraciones en las que esto
no ocurre. La segunda condicién justamente especifica la ortogonalidad de pares de
columnas de configuraciones que difieran solo en la que en el estado p, se lee o,
mientras que la otra pareja esta en el estado p, y se lee o,.

Finalmente, consideramos parejas de configuraciones con sus cabezas lectoras a
dos celdas de distancia. Si quisiéramos pasar de una configuracion a la otra en un
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solo paso es porque como mucho difieren en sus estados y en el simbolo que vayan
a escribir en la celda. La tercera condicion precisamente especifica la ortogonalidad
de parejas de columnas para configuraciones que son idénticas salvo que la cabeza
lectora esta desplazada exactamente dos celdas. |

La condicién 3 de separabilidad vista en el Teorema|1.3|nos permite simular cual-
quier MTC con una que sea unidireccional al aplicar un cambio de base. El mismo
cambio nos permite completar cualquier funcion de transicién parcial cuantica que
preserve la norma.

Es directo simular una MT determinista con otra que sea unidireccional. Simple-
mente dividimos los estados ¢ en dos nuevos estados g, y ¢,. El problema es que la
maquina resultante no es reversible, puesto que perdemos la relacién uno a uno entre
estados. Para corregir esto damos el siguiente lema:

Lema 1.6. Dados k conjuntos de estados Q,,...,0,_,,Q, = O, y k funciones de
transiciéon 8, : Q, X X — CZ*Cmi x{LR} que preserven la norma, existe una MTC
bien formada M con conjunto de estados | J,(Q;, i) que son accesibles segin indican
las k funciones de transicion.

Demostracion.  Supongamos que tenemos k funciones de transiciéon. Entonces toma-
mos M la MTC con el mismo alfabeto, con conjunto de estados dado por la union de
estados  J,(Q;, i) y con funcién de transicién asociada a los 6, de la siguiente forma:

8((p.1).0) = Y. 6,(p.0.7.q.d)|7)|g.i + 1)|d).

7.q.d
Claramente, la maquina M va saltando segun indican 6, ...,5,_, y su operador de
evolucion en tiempo preserva la norma por herencia de las ;. |

Lema 1.7 (Unidireccional). Cualquier MTC M es simulada, con coste un factor de
5, por una MTC unidireccional M’. Ademas, si M se comporta bien y esta en forma
normal, M’ también cumplira dichas propiedades.

Demostracion. La clave esta en la condicion de separabilidad del las MTC bien for-
madas que vimos en el Teorema Esto significa que podemos dividir C¢ en dos
subespacios mutuamente ortogonales C; y Cj tales que para cada g € Q,

5(1)1,61,71»%51)6(:,1 V(pl’al’rl)eszxz’

donde C, representa el conjunto de amplitudes asociadas a la direccion d.
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Como vimos en el Lema[1.5 bajo un cambio de base desde el conjunto de estados
O al conjunto de estados B la nueva funcioén de transicion se define como

§'(v.0,7,0,d) = Y (vlp)ql)8(p. 0. 7. q. d).

pq

Asi que, tomamos bases ortonormales B; y By de los espacios C; y Cy respectiva-
mente y definimos M’ = (¢, B; U Bg,$’) como la MTC resultante del Lema [1.5| que
evoluciona exactamente como M bajo el cambio de base desde Q a B = B; U By,.

Entonces cualquier estado en M’ es accesible desde una tnica direccién. Para pro-
bar esta afirmacion, observamos en primer lugar que para 6(p,o,7,q,d) € B,, con
de{L,R}yv= Zq(vlq) |g), la condicion de separabilidad implica que para todo
v E Bg,

Y 8(p.o.7.9.d) (vlg)* =0.
q

Por tanto, para todo v,06,7,0' € BX X X X X B,

§'(v,0,7,0,d) = Y (vlp) Y (alv) 6(p. 0,7, q,d) = 0.
p q

Es decir, cualquier estado en B es accesible moviéndonos en una sola direccion. El
problema de este proceso es que no nos asegura la simulacion de M por parte de M’.
Para solucionarlo, usamos 5 pasos para simular cada uno de los de M e intercalar las
5 funciones de transicién que nos indica el Lema[1.6]

1. Mover a la derecha dejando la cinta y el estados sin modificar:

5o(p,o) = |o)|p)|R).

2. Cambiar de la base Q a B mientras nos desplazamos a la izquierda:

8,(p,0) = ) (plb)|o)|b)IL).

beB

3. M’ realiza un paso de la computacion de M. Asi que, 6, es simplemente la
funcidn de transiciéon 6’ que construimos antes.
4. Deshacemos el cambio de base mientras nos movemos a la izquierda:

85(b,0) = ) (blp)|o)|p)IL).

beQ
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5. Mover a la derecha dejando la cinta y el estado sin modificar:

6,4(p.0) = |o)|p)|R).

Si construimos M’ con conjunto de estados (% {0, 1,4}U(Bx{2,3}) usando el Lema
y fijando los estados inicial y final como (g, 0), (¢, 0) respectivamente, entonces
M’ simula M con coste un factor de 5.

Debemos probar que todas las funciones de transicion implicadas preservan la
norma para que la maquina resultante sea bien formada. Esta claro que 6, = 6’ cumple
las condiciones porque las hereda de 6. Como 6, y 6, son deterministas y reversibles,
también preservan la norma. Por ultimo, §, y 6; cumplen por un lado las propieda-
des de longitud unitaria y ortogonalidad al ser un cambio de base, y por otro, son
separables al realizar un movimiento en una sola direccion.

Para terminar, nos falta probar que si M se comporta bien y esta en forma normal,
transmite dichas propiedades a M'.

Supongamos por tanto que M se comporta bien y esta en forma normal. Entonces
existird un T tal que transcurrido tiempo 7T la superposicion incluye configuraciones
con estado g, con la cabeza lectora/escritora en la celda de salida y para cualquier
tiempo previo las configuraciones no contienen a ¢ . Esto significa que al introducir
x en M’ las superposiciones tras 5T pasos tiene la cabeza lectora/escritora en la celda
de salida e incluyen solo configuraciones con estado (¢,,0), pero no lo incluyen en
ningln tiempo previo. Por lo tanto, M’ se comporta bien.

Entonces para cada entrada x existe un 7" tal que M sucede T — 1 superposiciones
de configuraciones con estados en O\ {¢p, ¢, } y una superposicion de configuraciones
finales , todas ellas con estado ¢ 'y la cabeza lectora/escritora en la celda inicial. De lo
que se deduce que al introducir x en M’ entramos en una serie de 5T — 1 superposi-
ciones de configuraciones con estados en Q \ {(g,,0),(¢gy,4)}y una superposicion de
configuraciones finales con estado (g,,0) y la cabeza lectora/escritora sobre la celda
inicial. De igual forma que antes, M’ se comporta bien y nos permite intercambiar los
estados (¢, 0) y (¢y,4) para pasarla a forma normal sin alterar las computaciones de
x por M. |

Combinando reversibilidad con patrones de interferencia conseguimos simplificar
en gran medida las maquinas a considerar. El efecto de interferencia se ilustra con el
siguiente ejemplo:
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Ejemplo 1.1. Consideramos la maquina dada por Q = {q}, £ = {0, 1} y la funcién

6(q,b,,b,,q,R) = —% sibj=b,=16 %, y 6 = 0 en otro caso.

Puesto que 6 cumple las condiciones del Teorema [1.3]trivialmente, se trata de una
maquina bien formada. Si observamos las configuraciones c,, ¢, que difieran solo en la

cabeza lectora, nos vemos obligados a acabar en la misma configuracion final asociada
1

V2

a 0 cuya amplitud es —. Por tanto, esta maquina tan simple exhibe las dificultades de

interferencias.

1.2.5 Matrices especiales

| Definicién 1.14.  Una matriz d X d unitaria M se dice casi trivial si satisface una
de las siguientes condiciones:

» M es la identidad exceptuando una de las entradas de la diagonal, que es de la
forma e'® con 0 € [0, 2x].

» M eslaidentidad exceptuando que tiene una submatriz de dimension 2x2 definida
por los indices i, j, con i # j, que constituye una rotacion de angulo 6 € [0, 2x].
Es decir, si existe un 0 y i # j tales que Me, = (cosO)e; + (sinf)e;, Me; =
—(sin@)e; + (cosO)e; y M e, = e, en el resto.

Observacion 1.6. Describiremos las matrices casi triviales de la siguiente forma:
Si M es del primer tipo, e’ de dimension j, lo denotaremos por (j, j, 6).
Si M es del segundo tipo, con angulo de rotacion @, lo denotaremos por (i, j, 0).

Para dichas matrices tenemos el siguiente lema técnico del cual encontramos la
prueba en el texto de Bernstein y Vazirani [4].

Lema1.8. Existe un algoritmo determinista que con entrada v € C? y una cotae > 0
computa matrices casi triviales U, ..., U,,_, tal que

U, - Upgyv = [vfe)]| < €

donde e, es el vector unitario (1,0, ..., 0). El tiempo de computacion de este algoritmo
esta acotado polinomialmente en d, log % y la longitud de la entrada.

Observaciéon 1.7. La norma usada en el lema anterior es

M} = max | Mul.
v|=
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Otro tipo de matrices simples que nos interesara para aproximar matrices (y por
tanto, evoluciones en tiempo de las maquinas) son las siguientes:

| Definicién 1.15. Un operador lineal U se dice -cercano a unitario si existe un ope-
rador unitario V tal que ||U — V|| < €.

Asociados a los operadores lineales tenemos siempre una matriz a la que podemos
otorgar de una definicion completamente analoga. Para dichas matrices, existe una se-
rie de lemas técnicos con demostraciones simples. Por ello los dejaremos sin demos-
trar. En cualquier caso se puede encontrar el razonamiento en el texto de Bernstein y
Vazirani [[4].

Lema1.9. Siuna matriz compleja M de dimension d es e-cercana a unitaria, enton-
ces
l-e<|M,|<1+¢, (1.1)

MM} <26 +36> Vi# . (1.2)

Entendemos por M, la fila i-ésima de la matriz M.

Lema 1.10.  Si M es una matriz compleja de dimension d X d tal que |m, ;| < € para
todo i, j, entonces | M || < de.

| Definiciéon 1.16.  Se dice que una matriz compleja U es k-simple para sus primeras
k filas y columnas si forman la matriz identidad

Estas matrices actian como puente entre las matrices casi triviales, que son simi-
lares a las k-simples, y otras mas complejas de las que tengamos menos propiedades.

1.2.6 Construccion de una maquina universal

Estamos en disposicion de mostrar uno de los pilares fundamentales para alcan-
zar nuestro objetivo de construir una maquina universal. Para ello nos basaremos en
todos los lemas que hemos descrito previamente, que trabajan con matrices sencillas,
pero que tienen ciertamente grandes propiedades a la hora de acotar los tiempos de
ejecucion.

| Teorema 1.4. Existe un algoritmo determinista con tiempo de ejecucion polinomial
end,log1/e y la longitud de la entrada tal que al darle (U, €) como entrada, e > 0 yU
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matriz d X d compleja ——— -cercana a unitaria, computa matrices d-dimensionales
2(10\/2)

casi triviales Uy, ..., U,, con n polinomial en d tal que ||U — U, ---U,|| L e.

Demostracion. Si U es d-simple, tendriamos que U = I y la computacién seria tri-
vial. Nuestra idea es hacer una recursion en la dimension de la matriz k-simple, para
que en cada paso del algoritmo podamos reducirlo a aproximar una matriz (k + 1)-
simple hasta llegar al caso base.

Supongamos que queremos aproximar U k-simple con una serie de matrices casi
triviales con el producto V. Entonces el problema se reduce a computar una serie de
matrices casi triviales cuyo producto V" es tal que UV * esté cerca de ser k + 1-simple.
Esto lo conseguimos aplicando el Lema [1.8]

Asi pues, sea U una matriz k-simple que sea e-cercana a unitaria, y sea Z la sub-
matriz (d — k) X (d — k) inferior derecha de U. De nuevo aplicamos el Lema
sobre Z| (la primera columna) y 6. Como consecuencia obtenemos una sucesion de
matrices (d — k)-dimensionales casi triviales V{, ..., V,,_,,_, tales que su producto
V=V, Vyy_y._, tiene la propiedad ||[(V Z] — | Z,|e))|| < 6.

Ahora supongamos que extendemos tanto V' como los V; a dimensién d, hacién-
dolas k-simples y llamamos al producto W = UV™*. Entonces V es unitaria y W
k-simple. De hecho, puesto que U es 6-cercana a unitaria, W también lo sera. Es mas,
W esta cerca de ser (k+1)-simple y afirmamos que la (k+1)-ésima fila de W satisface
Wi — €, .1/l £26 y que las entradas de la (k + 1)-ésima columna de W satisfacen
|wj’k+1| <6oparaj#k+1.

Asi que, sea X la matriz d X d k-simple tal que
x;p=1,x;, =0paraj#1, x; =0paraj#1, x;, =w; para j,k <l+1

De nuestras cotas sobre W sabemos que | W — X|| <26 — 6\/35. Puesto que W es
o-cercana a unitaria, podemos concluir que X es 36 + 66 \/E -cercana a unitaria.

Como no podemos computar las entradas de W = UV'*, necesitamos usar una
aproximacién de la misma. Para ello, apelamos al Lema|[l.10lusando como cota para las
entradas 6/d, obteniendo una matriz W’ tal que |W' — W|| < 6. De igual forma que
antes, asociamos a W' una matriz X’, que con propiedades basicas de desigualdades
se prueba ||W — X'|| < 36 + 6\/35 y X' serd 46 + 6\/36—cercana a unitaria. Esta
claro que si nos permitimos cometer un error de 46 + 6\/3 8, tan solo nos quedaria
aproximar X’ k-simple como producto de matrices casi triviales.
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Si renombramos 6§’ = 10\/5 6, claramente 6’ nos sirve simultineamente como
cota para el error de aproximar W a X' y para que X sea §’-cercana a unitaria. Como
consecuencia, el error total de aproximacion esta acotado por €

Zd: (10\/E)j 5<2 (10\/E)d 5<e,

puesto que por hipoétesis U es 5-cercana a unitaria con § = ———

2(10\/3)‘1'

Este pequefio algoritmo toma tiempo de ejecucion polinomial en d y log i El algo-
ritmo completo consistira en iterar d veces este proceso, primero aplicando el Lema
para computar V' y luego haciendo lo propio para X’. Dado que cada iteracion

(3’

toma tiempo polinomial en d y log , las d iteraciones en total toman tiempo

polinomial en d y log %

Finalmente, resta probar nuestra afirmacion previa sobre la (k + 1)-ésima fila y
columna de W . Para probar esto, primero recordamos que V' vista solo en (d — k) X
(d—k) satisface ||(V Z{—|Z,|e,)|| < &.Por tanto, V extendida a la dimension completa
satisface ||(VU];rl — Ui le )l £6.Como 1 -6 < |U,| <1+ 0, se sigue que

IVU,, ,—e 1]l < 26.Portanto, la (k+1)-ésima fila de W satisface || W), ,—e, || < 26.

Para probar la propiedad en las columnas, recordamos que W era 6-cercana a
unitaria. Esto significa por el Lemaque (Wi W/ | < 26+362%. Usando la condicién
previa |[W,,, — ¢, || < 26 obtenemos |w;, x| = 1 —26. Si denotamos por 171\/J al
vector (d — 1)-dimensional obtenido al eliminar w;,,, de W, la condiciéon de que
W41 esté cerca de ¢ | también implica que |I//I>k +11 < 26. De igual forma, el hecho

de que W sea 6-cercana a unitaria implica que |171\/j| <1+56.
Combinando las desigualdades, obtenemos

2 _ N~ /\* N~ N~
26436 2 (W Wl = (Wi ot W gy + Wit W 2 (Wi o W5y |+ W WL

| <46 + 562 Es decir,

H %k
Despejando obtenemos |w, ;. Wi

48 + 568*
el £ 755~

Como podemos asumir que 6 < 1/10, tenemos que |w; ;| < 66. |

Lemal1l. SeaR =2x Y 272 Entonces existe un algoritmo determinista toman-
do tiempo polinomial en log(1/¢) y la longitud de la entrada, que con entrada (0, €),
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0 € [0,2z] y € > 0 produce como salida un entero k tal que
kR — 0] <& mdd 2rx.

Demostracion. En primer lugar, buscamos un n que sea potencia de 2 y cumpla
2 /4 : 9 .7 .
€ > —=. Después aproximamos — como una fraccién con denominador 2". Es de-

on-1” 27

cir, encontrar un m € [1,2"] tal que

0 m

2r 20

<1

_2n-

Entonces tomamos k = m2" para que cumpla

(o]
2 _ni
m2"R  mdd 2z = | 2zm Y 22
i=1
o0
_ni
= 2zm Z 22
i=logn+1
(o]
2rm _oi
=| S t2m Y 277 ).
i=log n+2
y teniendo en cuenta
(o]
m Z 2n—2i < m2n—4n+l < 2n—3n+1 < 2—2n+1
—_— — — 9
i=log n+2

llegamos a la desigualdad requerida

2rm
2n

+

|m2"R — 0| < ’mZ"R -

2rm 2r 2 2 ,
o _6‘S22n—1+§<ﬁ<6 mod 2.

Llegados a este punto debemos expresar lo que significara para nosotros el que
una MTC pueda llevar a cabo una secuencia de transformaciones casi triviales con
una precision especificada. En el caso clasico de MT no existe este problema, puesto
que las computaciones no tienen un factor probabilistico y siempre nos dan resultados
exactos.

| Definicion 1.17. Sea X U # el alfabeto del primer tramo de M una MTC. Sea V
el espacio vectorial complejo de superposiciones de cadenas de longitud k en . Sea U
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una transformacion lineal en V y x;; una cadena que codifique U. Diremos que x,;
produce que M lleve a cabo la transformacion U con precision € en tiempo T si para
cada |¢p) € V, con entrada |p)|xy)|€), M para en exactamente T pasos dejando el
cabezal lector/escritor en la celda inicial en superposicion (U'|¢))|x), donde U’ es una
transformacion unitaria de V tal que ||U — U’|| < €.

Ademas, para una familia A de transformaciones, diremos que M lleva a cabo dichas
transformaciones en tiempo polinomial si T esta acotado por un polinomio en 1/€ y la
longitud de la entrada.

En el caso de que A contenga transformaciones no unitarias, diremos que M lleva a
cabo el conjunto de transformaciones A con factor de cercania c si para cualquier € > 0
y U € A que sea ce-cercano a unitario, existe una transformacion unitaria U’ con
lU" = U|| < € tal que |xy)|€) produce que M lleve a cabo la transformacion U’ con
tiempo polinomial en 1/ y la longitud de la entrada.

Lema 1.12. Existe una MTC M estacionaria, en forma normal y con alfabeto en el
primer tramo {#,0, 1} que lleva a cabo el conjunto de transformaciones casi triviales
en su primer tramo en tiempo polinomial.

Demostracion.  Usando la notacion (x, y, §) para transformaciones casi triviales va-
mos a construir dos MTC M,, M,, que lleven a cabo los dos tipos de transformaciones.

Posteriormente estas dos maquinas se pueden componer de forma apropiada usando
los Lemas|[1.2]y[1.3] junto con el Teorema de sincronizacion|[1.2]

Asi pues, procedemos a la construccion de la MTC M, que lleve a cabo las trans-
formaciones casi triviales del tipo (j, j, 0). Esta debe realizar las siguientes tareas:

1. Calcular k tal que |[kR — 6| < € mdd 2x. (El Lema nos asegura que es
posible)

2. Transformar (w, x,y) en (b,x,y,z),donde b = Osiw = x,b = 1siw = y,
w # x y b = # en otro caso. Mientras que z vale w si b = # y la cadena vacia en
el resto de caso.

3. Aplicar la rotacion k veces en el primer qubit de z.

4. Revertir el paso 2 transformando (#, x, y, w) con w # x en (w, x, y), transfor-
mando (0, x, y) en (x, x, y) y transformando (1, x, y) con x # y en (¥, x, y).

5. Revertir el paso 1 borrando k.

Observamos que la longitud de la salida en los pasos 1, 2, 4 y 5 dependen exclusi-
vamente de la longitud de la entrada. Por tanto, usando el Lema y el Teorema
de sincronizacion podemos construir una MTC de tiempo polinomial, en forma
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normal y estacionaria en cada uno de esos pasos. De hecho, el tiempo de computacion
solo depende de la longitud de (w, x, y).

Para completar la construccion debemos dar una maquina para la rotacion del pa-
so 3 y que tenga las mismas propiedades que el resto de pasos. Definimos la MTC R
con alfabeto {#,0, 1}, conjunto de estados {g,, ;.9 r }, funcién de transicion dada por

# 0 1
4o | 1#)lg) L) || cosR|0)|g)| L)+ || —sinR|0)|q)| L)+
+sinR[1)|q;)|L) || +cosR|1)|q,)|L)

q; | #)lg,)R)
dy |#)1g0) | R) 10)1g) | R) |1)1g0) | R)

que toma tiempo constante y aplica la rotacion R entre el contenido de la celda de
inicio |0) y | 1), mientras que deja las demés entradas sin modificar. Insertando R para
el estado especial en el Lema [1.4 podemos construir una MTC en forma normal que
aplica la rotaciéon kR entre las entradas |0, k) y |1, k), mientras que deja |#, k) sin
modificar. Puesto que la maquina que estamos aplicando en bucle es estacionaria y de
tiempo constante, la maquina resultante es estacionaria y toma tiempo dependiente
de k.

Finalmente, aplicando los Lemas|1.2]y([1.3]podemos concatenar las cinco maquinas
resultantes de cada paso, obteniendo una MTC M, estacionariay en forma normal que
realiza la computacion deseada.

El caso de M, llevando a cabo transformaciones casi triviales del tipo (j, k, 0) es
igual que el de M|, salvo la funcion de transiciéon que debe ser reemplazada por la

siguiente:
# 0 1
4o | 1#)1q)IL) || e®[0)|g,)IL) || 11)|g,)|L)
q; | [#)1q,)I1R)
q; | 1#H1a)IR) || 10)g)IR) | 11)]ge) | R)

Ahora que podemos aproximar transformaciones unitarias por el producto de
transformaciones casi triviales, que podemos llevar a cabo posteriormente, estamos
en disposicion de construir una MTC que aplique una aproximacion de una transfor-
macion unitaria dada.
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| Teorema 1.5. Existe una MTC M estacionaria, en forma normal, con alfabeto de

primer tramo {#,0, 1} que lleva a cabo el conjunto de todas las transformaciones en su

primer tramo y lo hace en tiempo polinomial con factor de cercania requerido —
2(10\/3)

para transformaciones de dimension d.

Demostraciéon. Dado &€ > 0y una transformacién U de dimensién d = 2F que sea

--cercana a unitaria, podemos llevar a cabo U con error € en las primeras k
2(10\/2)

celdas del primer tramo usando los siguientes pasos:

1. Calcular y escribir en tramos vacios una lista de transformaciones casi triviales
U,,...,U, tales que |[U — U, ---U,|| < €/2, con n polinomial en 2*. También
anotar €/2n.

2. Aplicar las transformaciones U,, ..., U,, cada una de ellas con error maximo
€/2n.

3. Borrar U}, ..., U, y €/2n.

Podemos construir una MTC que complete estos pasos como sigue.

Primero, usamos el Teorema|1.4]y el Teorema|1.2]de sincronizacion para construir una
MTC estacionaria, en forma normal y de tiempo polinomial en U y € para los pasos
l1y3.

Para finalizar, construimos una MTC estacionaria, en forma normal, que tome tiempo
polinomial en 2¥ y 1/¢ para completar el paso 2. Para ello, hacemos uso del Lema
que nos proporciona un MTC estacionaria, en forma normal, que puede aplicar
cualquier transformacioén casi trivial con un error acotado por €. De nuevo aplicamos
el Teorema de sincronizaciéon para construir una maquina que rote U, al final de la
lista de transformaciones. Si concatenamos ambas maquinas obtenemos una MTC
estacionaria cuyo tiempo de computacion sélo depende de € y los U,. Asi que podemos
insertarlo como el estado especial del Lema([1.4] que ahora si nos devuelve la maquina
deseada para el paso 2.

La concatenacion de las tres maquinas nos aporta la maquina deseada M. Puesto
que los tiempos de computacioén de estas tres maquinas son independientes del conte-
nido del primer tramo, también lo sera M’. Ademas, cuando ejecutamos M’ utilizamos
las primeras k celdas del primer tramo y aplicamos una transformacién unitaria U’
cumpliendo

U ~Ul < U = U, Uil + U, Uy = Ul S+ 5 <e.
n
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| Teorema 1.6. Existe una MTC M en forma normal tal que para cualesquiera MTC
M bien formada, € > 0 y enteroT, M simula T pasos de M con precision € y coste en
tiempo polinomialenT y 1/e.

Demostracion. El guidn que seguiremos para esta prueba consiste en construir una
MTC M’ unidireccional con el Lema|[1.7|que simule M con coste en tiempo un factor
de orden 5. Posteriormente simular M’ para tener la construccion completa. Este seria
el proceso natural, pero nosotros probaremos primero la factibilidad de simular M’ y
luego volveremos al Lemal1.7}

Supongamos que M = (Z, Q, 6) es una MTC unidireccional y queremos simular
nuestra MTC universal. Usaremos una cinta de nuestra MTC universal especificamen-
te para simular la configuracion actual de M. Dado que el alfabeto y conjunto de esta-
dos de M puede tener cualquier tamafio prefijado, necesitemos usar log(card(Q X X))
celdas de nuestra cinta, que llamaremos supercelda, para simular cada una de las cel-
das de M. Cada una de estas superceldas contiene una pareja de enteros p, o, don-
de ¢ € [1,card(X)] representa el contenido de la celda correspondiente de M, y
p € [0, card(Q)] representando el estado de M si la cabeza lectora/escritora observa
la celda correspondiente (p = 0 en otro caso). Puesto que la cabeza lectora/escritora
de M solo puede moverse a una distancia T de la celda inicial en tiempo 7', solo
necesitamos superceldas para las 27" + 1 celdas centradas en la casilla inicial de M.

Con este pequefio truco podemos dejar de preocuparnos por actualizar la direc-
cion. Entonces 6 sera una transformacion unitaria U de dimensioén d = card(Q X X)
que va desde un par (estado, simbolo) leido, a una superposiciéon nueva de estado y
simbolo. Esto significa que podemos dividir el proceso de actualizar la superposicion
en dos pasos, uno para aplicar U y otro para movernos la especificacion de nuevos
estados a izquierda o derecha de la supercelda, segiin indique la direccién en la que
se entra al estado en M.

A continuacion construimos una MTC STEP que lleva a cabo un paso de la simu-
lacion. Ademas de la cinta que usemos para simular, la maquina recibe como entrada
y . .
————-cercana a unitaria, y
2(10\/E)d
una cadena s € {0, 1}*¥@ que indique la direccién en la que se entra a los estados
de M.La maquina STEP opera como sigue:

la precision deseada y, una especificaciéon de U que sea

1. Transferir el estado actual y simbolo (p, o) a la zona mas cercana a la celda
inicial que esté vacia y dejar una marca especial en su lugar.
2. Aplicar U a (p, o) tomando y en consideracion, que los transforma en un nuevo
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par de estado y simbolo (g, 7).

3. Revertir 1, transfiriendo (g, 7) a donde dejamos el marcador y vaciando el con-
tenido de la supercelda de partida.

4. Transferir la especificacion del estado g una supercelda a izquierda o derecha
en funcion de si el g-ésimo qubit de s es O o 1.

Usando el Teorema 1.2|de sincronizacién, podemos construir MTCs en forma normal
y estacionarias para los pasos 1, 3 y 4, que toman tiempo polinomial en T y solo
dependen de T (fijado el M). El paso 2 del algoritmo puede ejecutarse en tiempo
polinomial en card(X), card(Q) y y usando la construccion del Teorema [1.5/de trans-
formaciones unitarias. Aplicando de forma apropiada los Lemas[1.2]y[1.3] obtenemos
de estas cuatro MTCs en forma normal la MTC en forma normal que llamamos STEP.

Puesto que cada una de estas cuatro MTCs toman un tiempo que solo depende de
T y €, también lo hara STEP (siempre para una M prefijada). Por lo tanto, si introdu-
cimos STEP como el estado especial en la MT reversible construida en el Lema 1.4y
afnadimos T a la entrada, la MTC resultante STEP’ para tras un tiempo polinomial en
T y 1/€, ademas de haber simulado T pasos de M con precision Te.

Finalmente, construimos la MTC universal M ensamblando STEP’ tras una MTC
que realice el preproceso adecuado.

En general, la maquina universal debe simular MTCs que no sean unidirecciona-
les. Asi pues, el preproceso sobre una MTC M, con una entrada x y una precision &
consistira en llevar a cabo la construccién del Lema [1.7| para obtener una MTC M’
unidireccional que simule M con coste un factor de 5. Entonces, las entradas que
realmente recibe STEP’ son:

1. La representacion de las 2T + 1 superceldas de la configuracion inicial de M’
con entrada x.
2. La transformacion d-dimensional U para M’ con cada entrada escrita con pre-
. . £
cision ————.
40T(1o\/5>
3. La cadena de direcciones s para M'.
4. EL namero de pasos a simular, 5T, y la precision deseada y = 40%.
Veamos de donde provienen estas exigencias.

Todas estas entradas para M pueden ser computadas de forma determinista con
tiempo polinomial en T', 1/¢ y la longitud de la entrada.



28 TEORIA DE LA COMPLEJIDAD EN COMPUTACION CUANTICA

Ademas, si la transformacion U se computa con la precision especificada en (2), la

transformacion para STEP estara en un rango de ————— de la unitaria deseada U,
40T(1o\/3)

es decir, sera —————-cercana a unitaria, como pediamos cuando definimos STEP.
40T(1o\/3>
Asi, cada vez que aplicamos STEP con precision £/40T, habremos aplicado una
transformacion unitaria a distancia € /20T de U. Por tanto, tras 5T procesos de STEP,
habremos aplicado una transformacion unitaria que esta a distancia € /4 de la trans-
formacion de 5T pasos de M.

Esto significa que observando la cinta de simulacién de M tras haberse comple-
tado, podremos dar una muestra de una distribucion que esté a distancia variacional
total € de la distribucion que pudiéramos obtener al observar M con entrada x en
tiempo 7. |



2 | Clases de complejidad

2.1 Complejidad en tiempo en el paradigma cuanti-
co

Durante el primer capitulo hemos definido rigurosamente lo que entendemos por
una MTC. Al igual que sucede en el entorno de MT clasicas, estas maquinas tienen
asociado un lenguaje aceptado. Como suele ser habitual, la nocién de aceptacion de
un lenguaje tiene asociada una medida de complejidad computacional, generalmente
espacio y tiempo. Nuestra mision en este capitulo sera la de extender los conceptos de
clases de complejidad clasicos a nuestras nuevas maquinas y si es posible, comparar-
los. La mayoria de relaciones de contencion entre las clases estan aun por determinar,
aunque gracias a Bernstein y Vazirani [4] sabemos que BQP C PSPACE.

Ademas, se cree que NP ¢ BQP. Como veremos en el proximo capitulo, existen
varios algoritmos que resuelven problemas clasicos pero desarrollados en el entrono
de la computacion cuantica. El ejemplo que estudiaremos se debe a David Deutsch y
Richard Jozsa [6], que aportaron un algoritmo cuéntico con oraculo de coste en tiem-
po polinomial que resuelve el problema planteado por el propio Deutsch. Se escoge
especificamente este problema porque no es posible encontrar un algoritmo clasico
con el mismo oraculo que tome tiempo polinomial.

| Definicién 2.1. Sea una MTC M estacionaria, en forma normal y con miltiples
tramos cuyo tltimo tramo tiene alfabeto {#,0,1}. Si ejecutamos M con entrada x en el
primer tramo y la cadena vacia en el resto, la maquina para y observamos la celda de
entrada de su ultimo tramo, veremos un 1 con probabilidad p. Diremos que M acepta x
con probabilidad p y rechaza x con probabilidad 1 — p.

La aceptacion de una cadena esta irremediablemente ligada a fijar una casilla de
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aceptacion y observarla. Puesto que el proceso de observacion tiene una probabilidad
asociada a las magnitudes de la configuracion, nuestra definiciéon de aceptacion de un
lenguaje debe darse en términos probabilisticos como los expuestos anteriormente.

Para un lenguaje genérico £ C (X — #)* tenemos la siguiente definicion.

| Definicion 2.2. Diremos que una MTC M acepta exactamente L si M acepta ca-
da cadena x € L con probabilidad 1 y rechaza cada cadena x € (X — #)* — L con
probabilidad 1.

Esta definicién aun persigue en cierta medida el concepto clasico de aceptar un
lenguaje, puesto que impone que no haya errores al observar. Podemos relajar cuanto
queramos dicha restriccién, aunque generalmente se exige una probabilidad estricta-
mente superior a 1/2.

2.2 Clases de complejidad cuanticas

Una vez aclarado qué entendemos por aceptar un lenguaje en este nuevo marco,
podemos definir una serie de clases de complejidad asociadas al tiempo de compu-
tacion que toma la maquina para aceptar o rechazar un lenguaje.

| Definicion 2.3. Definimos la clase EQP (error-free quantum polynomial time) co-
mo el conjunto de lenguajes que son aceptados exactamente por alguna MTC de tiempo
polinomial.

| Definicién 2.4. Definimos la clase BQP como el conjunto de lenguajes que son acep-
tados con probabilidad 2 /3 por alguna MTC de tiempo polinomial.

Estas son las dos clases principales, aunque existen muchas otras que podrian
llegar a ser utiles. Esta claro que EQP C BQP. Por la caracterizaciéon que vimos en
el capitulo anterior toda MT reversible es un caso especial de MTC, por lo que
P C EQP.

2.3 Comparacion con clases de complejidad clasicas

Antes de entrar en materia, es conveniente recordar la version cléasica de la clase
BQP, para luego comprobar si las contenciones de clases asociadas son iguales en el
mundo clasico como en el cuantico.
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| Definicion 2.5. Definimos la clase BPP como el conjunto de todos los lenguajes que
se pueden computar por una maquina clasica (probabilistica) en tiempo polinomial.

De esta definicion deducimos que BPP C BQP, aunque es recomendable precisar
los detalles al menos una vez:

Sea L un lenguaje en BPP. Entonces existe un polinomio p(n) y una MT deter-
minista de tiempo polinomial M con salida {0, 1} que satisface lo siguiente: Para
cualquier entrada x de longitud n, si llamamos S| al conjunto de 27" qubits compu-
tados por M con entradas (x; y) con y € {0, 1}?™, entonces la proporcién de 1’s en
S es al menos 2/3 siempre que x € L y 1/3 en otro caso. Podemos usar una MTC
para decidir si una cadena x esta en el lenguaje L creando primero una superposicion
que divida equitativamente todos los |x)|y) y luego usar el algoritmo determinista.

Primero, encadenamos una MTC estacionaria y en forma normal que tome x como
entrada y devuelva (x; 07™) con otra MTC estacionaria y en forma normal construida
como sigue. Tomamos como alfabeto {#, 0, 1} y conjunto de estados {q,, q,, 4, 4.4 )
Describimos la funcion de transicién con una tabla:

# 0 1
4o 0)19,)1R) [1)14,)|R)
d, | 1#)1g,)|L)
9 | )1aILY | Z=10)1g,) I R) + Z=ID)Ia,)IR) | 2=10)1g,)IR) = 2=11)1g,) | R)
g | 9lap)IL) 10)g:)IL) I ac)L)
s | 1#)190)|R) 10)190) | R) 11)1g0) | R)

Esta maquina es estacionaria, se encuentra en forma normal y para en tiempo polino-
mial respecto a la entrada. Aunque no se exprese como una funcion total, es sencillo
extender su funcion de transicion para que asi lo sea, sin afectar a la funcionalidad de
la version parcial aqui mostrada.

Esto nos da una MTC estacionaria y en forma normal que con entrada x produce
una superposicion

1

yE(0,1}p(n

Aplicando una vez mas el Teorema [1.2| de sincronizacién para concatenarlo con M
obtenemos una MTC de tiempo polinomial que con entrada x produce la superposi-
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ciéon |
Z W|x>|J’>|M(X; )
ye{0,1 }I](")
Puesto que la proporcién de 1’s en .S, es de al menos 2/3 si x € L y como mucho 1/3
en otro caso, observando el qubit del tercer tramo nos dara la clasificaciéon correcta
de x con probabilidad al menos 2/3. Esto completa la comprobacion de BPP C BQP.

Siguiendo con esta cadena de contenciones observamos que BQP esta dentro de la
clase exponencial en tiempo. Esta cota se puede refinar como veremos posteriormente,
pero antes debemos introducir una clase de maquinas que siguen el mismo patron que
las e-cercanas a unitarias.

| Definicién 2.6. Diremos que dos MTC M y M’ son e-cercanas si tienen el mismo
conjunto de estados, alfabeto y la diferencia entre cada pareja de amplitudes correspon-
diente tiene magnitud acotada por € > 0.

Al igual que ocurria en el caso de maquinas e-cercanas a unitarias, esta clase de
maquinas también tiene un lema técnico que acota la diferencia de los operadores de
evolucion en el tiempo. Como consecuencia, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Sea M = (%£,0Q,6) una MTC bien formada y sea M’ una MTC A=
cercana a M, con /16T = ° y € > 0. Entonces M’ simula M durante T
, 24 card(X) card(Q)T

pasos con precision &.

Los detalles de ambos resultados pueden encontrarse en el texto de Bernstein y
Vazirani [4]].

| Teorema 2.1. BQP C PSPACE.

Demostracion. Sea M = (X, (0, ) una maquina que decida un lenguaje en BQP
con tiempo de computacion p(n). Por el corolario cualquier MTC M’ que sea
/lz(n)-cercana a M simulara M durante p(n) pasos con precision €. Si simulamos M
con precision 1/12, entonces la probabilidad de éxito sera al menos 7/12 . Por tanto,
nos basta trabajar con la MTC M’, donde cada amplitud de M se computara por los

primeros log(288 card(X) card(Q)p(n)) qubits.

Recordamos que la amplitud de cualquier configuracion tras T' pasos es la suma
de las amplitudes de cada posible camino de decisiones en M’ de longitud T desde
la configuracion inicial hasta la deseada. En nuestro caso, si mantenemos a lo mas
p(n) configuraciones intermedias podemos llevar a cabo una busqueda profunda en
el arbol computacional asociado a M para calcular la amplitud de una configuraciéon
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deseada. El coste en tiempo es exponencial, pero el espacio usado es polinomial en las
entradas.

Por ultimo, debemos determinar si una cadena x de longitud » es aceptada por
M . Para ello calculamos la norma de los vectores de magnitud de cada configuracion
alcanzable en tiempo p(n) por M’ con un 1 en la celda de entrada y comparamos con
7/12. Puesto que las unicas configuraciones de aceptacion alcanzables por M’ son
aquellas que tienen un 1 en la casilla inicial y todas las casillas a distancia mayor de
p(n) estan en blanco, so6lo necesitamos espacio de orden polinomial. |

Esta cota puede mejorarse a P* usando el siguiente teorema de [3]], del que no
veremos la prueba por motivos de espacio. Aun asi, es interesante definir los nuevos
conceptos que aparecen en este resultado.

| Definicién 2.7. Definimos la clase BQTime(T (n)) como el conjunto de lenguajes
que son aceptados con probabilidad?2 /3 por alguna MTC cuyo tiempo de funcionamiento
en cualquier entrada de longitud n esté acotado por T (n).

| Definiciéon 2.8. Diremos que una funcién f es constructible en tiempo si existe una
MT M tal que al introducir una cadena {1}", devuelve la representacion binaria de f (n)

en tiempo O(f (n)).

Recordamos que #P es el conjunto de funciones f que mandan una cadena en
un entero para las que existe un polinomio p(n) y un lenguaje £ € P tales que al
introducir x como entrada, el valor f(x) es el nimero de cadenas y de longitud p(|x|)
para los que xy esta contenido en L.

Por ultimo, vamos a entender por una MTC oraculo aquella que tiene un tramo
especial para realizar las preguntas al oraculo. Las MTC oraculo tienen dos estados
distinguidos correspondientes al estado previo a la pregunta g, y al posterior g,. Una
pregunta es ejecutada siempre que la maquina entre en el estado g, con un unico
bloque no vacio de celdas en el tramo destinado a las preguntas.

| Teorema2.2. Siel lenguaje L esta contenido en la clase BQTime(T'(n)), con T (n) >
n y T'(n) constructible en tiempo, entonces para todo € > 0, existe una MTC M' que
acepta L con probabilidad 1 — € y tiene la siguiente propiedad: cuando introducimos una
entrada x de longitud n, M’ opera en tiempo acotado por cT (n), donde c es polinomial en
log(1/¢€), y produce una superposicion final en la que |x)|L(x)), con L(x) =1 six € L
v 0 en otro caso, tiene norma al menos 1 — €.

Este resultado nos permite depurar la cota que vimos anteriormente para BQP de



34 TEORIA DE LA COMPLEJIDAD EN COMPUTACION CUANTICA

la siguiente forma.
| Teorema 2.3. BQP C P*’.

Demostracion. Sea M = (o, Q, 6) una maquina que decida un lenguaje en BQP con
tiempo de observacion p(n). Siguiendo el Teorema [2.2| podemos suponer sin pérdida
de generalidad que M se comporta apropiadamente, tal como indica dicho resultado.

Esta maquina, a su vez, puede simularse por otra MTC M’ que sea /lz(n)-cercana
a M gracias al Teorema[2.1] De hecho, hemos probado que cada amplitud de M pue-
de ser computada para los primeros 1og(288 card(X) card(Q)p(n)) qubits, ademas de
mantener la norma de cada configuracion final de aceptacion por encima de 7/12.

Puesto que queremos demostrar la pertenencia a P*, vamos a usar #P como oracu-
lo para computar la amplitud de la configuracién final (x; 1) de M’ con un error menor
de 1/36 en tiempo T'. Puesto que la amplitud real es como mucho 1, la norma de nues-
tra configuracion aproximada debe estar a distancia 1/12 de la real. Veamos que es
cierto suponiendo que a es el valor real y ||’ — a|| < 1/36,

1 1 1

2P| < e’ = all? 4+ 2fallle’ = all < 5 (24 32 ) < 75

lall? = 10'I] < lla’ = all? + 2lallle’ - all < 5(2+5¢ ) < 15

Dado que la probabilidad de éxito de M’ es al menos 7/12, podemos clasificar x co-
rrectamente.

Resta probar que efectivamente podemos aproximar esta configuracion final. En
primer lugar, podemos estudiar cada amplitud separando parte real e imaginaria, ob-
teniendo asi una suma de 27 términos para cada camino que nos lleve a una configu-
racion en tiempo T'. De nuevo podemos separar esta suma en cuatro: Reales positivos,
reales negativos, imaginarios positivos e imaginarios negativos. Con la ayuda de un
algoritmo en #P podemos computar cada una de estas sumas con un error de magnitu-
des menor de 1/144. Tomando la diferencia entre ellos nos proporcionara la amplitud
de a configuracion deseada con un error de 1/36 a lo sumo.

Por dltimo, computemos la suma de los reales positivos como ejemplo del algorit-
mo. Supongamos que para una constante ¢ polinomial en 7" recibimos las siguientes
entradas (todas de longitud polinomial en T'): El camino p de M’ en T pasos, una
especificacion ¢ de alguno de los 27 términos y un entero w entre 0 y 27,

Entonces es sencillo ver que podemos decidir en tiempo polinomial determinista
en f si p es realmente un camino desde la configuracion inicial de M en x hasta la
configuracion final deseada, si t es real y positivo, y si el término # de la amplitud del
camino p es mayor que w/2¢T. Si fijamos una camino p y un término 7 que satisfaga las
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condiciones anteriores, entonces el nimero de enteros w para los que este algoritmo
acepta, dividido por 2¢7, esta a distancia 1/2°7 del valor del término ¢ del camino p.

Asi, si fijamos tan solo un camino p que satisfaga las condiciones previas, el na-
mero de términos ¢ y enteros w para los que el algoritmo acepta, dividido por 2¢7, esta
a distancia 1/2¢~YT de la suma de términos reales positivos para el camino p.

Por tanto, el nimero de elementos p, ¢, w para los que el algoritmo acepta, dividido
por 1/2¢T esta a distancia N /2¢~DT de la suma de todos los términos reales positivos
de todos los caminos de M’ con T pasos que parten desde la configuracion inicial
y terminan en la configuracion deseada. Puesto que hay 2 card(Z) card(Q) posibles
sucesores de cualquier configuracién, como mucho, eligiendo

log(144) 2 card(X) card(Q) log(T)
T * T

>1+

cumple N /2¢=VT < 1/144 como requeriamos.
El razonamiento para el resto de sumas es analogo. |

2.3.1 NPy BQP

El hecho de que tanto NP como BQP contengan a P nos lleva a plantear qué
relacion existe entre ambas clases. Peter Shor construy6 en [11]] el algoritmo que lleva
sunombre, permitiendo resolver en tiempo polinomial con una MTC el problema de la
factorizacion de enteros, cuya pertenencia a P se desconoce. De igual forma, existen
indicios de que NP ¢ BQP. Cualquier demostracién rigurosa que aclare alguna de

X
estas contenciones se asocia directamente con la respuesta a P = NP.

La aproximacion para estudiar NP ¢ BQP que veremos se basa en la dada por C.H.
Bennett, E. Bernstein, G. Brassard y U. Vazirani [3]. Siguiendo su notacién, llamaremos
BQTime(T'(n))” al conjunto de lenguajes aceptados con probabilidad al menos 2/3
por una MTC con oraculo M* cuyo tiempo de ejecucién esté acotado por T'(n). Aso-
ciado al oraculo A podemos definir una permutaciéon A(x) que consiste en interpretar
la respuesta del oraculo al par (x, i) como el i-ésimo qubit del valor de la funcién. Para
realizar este calculo, el par (x, i) debe escribirse como una cadena binaria.

En lo que resta de capitulo supondremos sin pérdida de generalidad que las maqui-
nas con las que trabajemos tendran como alfabeto {0, 1, #} para cada tramo. Ademas,
todos los tramos comienzan en blanco, excepto la destinada a la entrada.
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Lema 2.1. Sean ¢,y € S tales que ||¢|| = |ly|| = 1y ||¢p — w]|l < €. Entonces la
distancia variacional entre las distribuciones de probabilidad resultantes de medir en
@y y es como maximo 4e.

Demostracion. Sea ¢ = Y. ali), = Y. pliyyn = ¢ -y = Y (a — p)li) =

Y (=r)|i). Entonces podemos expresar la probabilidad de i en y como
2 2
ﬂiﬂ,'* ="+ |ril” + aﬂ’i* + 7’10‘?
Por tanto, la distancia variacional total entre ambas distribuciones es como mucho

Dl +ar +re <& +2alliyll < £ + 2.
i

Finalmente, notamos que al trabajar con superposiciones unitarias, podemos hacer
e <2 |

| Definicion 2.9.  Sea |¢,) la superposicién de M* con entrada x en tiempo i. Deno-
taremos por q,(|¢;)) a la suma de las magnitudes al cuadrado en |¢;) de configuraciones
de M que pregunten al oraculo con la cadena y. Llamaremos a q,(|¢;)) la magnitud de
pregunta dey en |¢,).

| Teorema 2.4. Sea|@,) la superposicion de M* con entrada x en tiempo i. Seae > 0
yF C[0,T — 1] X X* el conjunto de pares tiempo-cadenas tales que

2
2 (o) < =

(i,y)eF

Si suponemos que la respuesta a una pregunta (i, y) € F se modifica para algin a; , pre-
fijado y elegido aleatoriamente y llamamos |¢’) a la superposicién resultante, entonces

llor) — 1d7)| < €.

Demostraciéon. Sea U el operador de tiempo unitario asociado a M 4. Sea A, un oracu-
lo para el que si (i, y) € F entonces A,(y) = a; 'y en otro caso A;(y) = A(y). Sea U,
el operador unitario de M“4i. El error causado por reemplazar A con A; en el paso
i-ésimo sera

|Ei> = Ui|¢i> - U|¢i>-

Aplicando esta diferencia de forma continuada obtenemos

T-1
|br) =Uldr_y) =Urldr_) = |Er_) = ... = U, - Uylghy) — Z Ur_ .- UIE).
=0

Dado que todos los U, son unitarios, |U,_, --- U,| E,)| = || E})|.



2. CLASES DE COMPLEJIDAD 37

La suma de las magnitudes de los E, al cuadrado coincide con Z(i,y)e £ 4,(|9:)), que

2
esta acotado por % segun las hipétesis. Es decir, el cuadrado de las magnitudes de la
suma de los U;_, -+ U,| E;) es como maximo T veces la suma de los cuadrados de las
magnitudes. Por tanto ||¢;) — [¢/.)|* < €. |

Corolario 2.2.  Sea A un oraculo sobre el alfabeto £ = {0,1}. Para y € X", sea A,
cualquier oraculo tal que para todo x # y, A (x) = A(x). Sea |¢;) la superposicion
de M“ con entrada x en tiempo i y |¢,)”” la superposicién de M4 con entrada x en

2
tiempo i. Entonces, para cada € > 0 existe un conjunto .S de cardinalidad a lo mas 2%
13

tal que paratodo y & S, ||¢r) — |¢T>(y)‘ <e.

La prueba es directa tras el Teorema [2.4| visto previamente.

| Teorema 2.5. Para cualquier T'(n) que pertenezca a 0(2"/?), relativo a un ordculo
cualquiera A, con probabilidad 1, BQTime(T (n))* no contiene NP.

Demostracion. Sea L, = {y: 3Ix A(x) = y}. Claramente este lenguaje pertenece a
NP*. Vamos a probar que para cualquier MTC con oraculo M# que opere en tiempo
acotado superiormente por 7T'(n), con probabilidad 1, no acepta dicho lenguaje.

Dado que T(n) € 0(2"/?), para un n suficientemente grande podemos conseguir
T(n) < %. Afirmamos que la probabilidad de que M devuelva la respuesta erréonea
con entrada {1}" es al menos 1/8 por cada forma de fijar las respuestas del oracu-
lo a las entradas de longitud distinta de n. Esta probabilidad esta tomada sobre las
decisiones aleatorias del oraculo con entradas de longitud n.

En efecto, fijemos en primer lugar una permutacion para cadenas de longitud n.
Denotemos por C al conjunto de oraculos consistentes con dicha permutaciéon y por
A al conjunto de oraculos de C tales que {1}" no pertenece a L ,. Si el oraculo res-
ponde a cadenas de longitud » elegidas de forma aleatoria uniformemente, entonces
la probabilidad de que el oraculo esté en A es al menos 1/4. Esto se debe a que la

w2
probabilidad de que {1}" no pertenezca a L, es (22—:1) , que es al menos 1/4 para
un n > 1. Sea B3 el conjunto de oraculos en C tales que {1}" proviene de un tnico ele-

mento. Al igual que antes, la probabilidad de que un oraculo escogido aleatoriamente

n -1
esté en Bes de (22—;1> , que esta acotado superiormente por 1/e paran > 1.

Dado un oraculo A € A, podemos modificar su respuesta para una entrada in-
dividual y en {1}" y asi obtener un oraculo A, € B. Por el Corolario existe un
conjunto .S de a lo sumo 33872(n) cadenas tales que la diferencia entre la i-ésima su-
perposicion de M4y y M4 con entrada {1}" tiene norma 1/13 como méaximo. Usando
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el Lema|2.1]podemos concluir que la diferencia entre las probabilidades de aceptacién
es 1/13-4 < 1/3 como mucho. Puesto que M“» debe aceptar {1}" con probabilidad al
menos 2/3 y M4 rechazarlo con probabilidad 2 /3, podemos afirmar que M no acepta
ni L, nil A

Asi, cada oraculo A € A que decida correctamente {1}" € L, puede transfor-
marse en al menos (2" — card(S)) > 2"~! oraculos diferentes que denotaremos por
A, € B. Estos nuevos oraculos fallan al decidir correctamente si {1}" € L 4 Es mas,
el nimero de oraculos en /3 para los que M falla debe ser al menos la mitad de oracu-
los de A para los que M funciona correctamente. Por tanto, si llamamos a al nimero
de oraculos de A para los que M falla, M debe fallar en al menos a+ %(card(A) —a)de

ellos. Es decir, M falla en decidir si {1}" € L, con probabilidad al menos %P[A] > é
donde P[A] es la probabilidad de que el oraculo esté en A.

En contraposicion, M decide la pertenencia a £, con probabilidad 0 para un
oraculo cualquiera A escogido aleatoriamente de manera uniforme. |

?
Aunque el resultado no tiene implicaciones directas sobre la cuestion NP C BQP,

si plantea un nuevo enfoque con el que atacar problemas NP-completos mediante el
uso de una MTC con oraculo. El algoritmo de Grover (8] es un claro ejemplo de que
esta aproximacion es mas eficiente que la clasica. De hecho, este algoritmo permite
probar que la cota estudiada en el Teorema 2.5 es ajustada.



3 | Algoritmos

Hasta ahora hemos visto como las MTC presentan un nuevo paradigma compu-
tacional, del que muchos piensan que es esencialmente distinto al clasico. Nos hemos
centrado en las teoria computacional de clases que genera y en como se relaciona
con las principales clases de complejidad clasicas. Nuestra misioén en este capitulo
es alejarnos del mundo puramente teérico y dar un ejemplo de algoritmos concretos
que trabajen en MTC. El algoritmo que estudiaremos a continuaciéon fue desarrollado
por Deutsch y Jozsa [6]] en el ano 1992, promoviendo asi la utilidad de maquinas con
oraculos. Este algoritmo no est4 escogido al azar, se trata del primer gran salto en vias
de una mejora en eficiencia en cuanto a implementacién y resolucion de un problema
que aparece con gran frecuencia en computacion.

3.1 De maquina universal a puertas cuanticas

La presentacion del algoritmo de Deutsch-Jozsa se puede hacer con las herramien-
tas que hemos descrito hasta ahora. No obstante, vamos a dar un pequefio rodeo que
simplifica su explicaciéon y nos sirve de excusa para introducir las puertas cuanticas.
Como su propio nombre indica, estas puertas no son mas que la contrapartida de las
puertas logicas clasicas: AND, OR, NOT....

En primer lugar, destacamos los estados |0) y |1) que actian como base del es-
pacio de configuraciones de dimension 2. Ademas de la expresion canodnica, existen
otras formas de elegir los qubits para una base. Un ejemplo de ello es el de la base de
Hadamard definida por

1
—(10) = [1)).
V2

[+) 1= —=(0) + 1)), |-} i=
2
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| Definicion 3.1. Una puerta cuantica que opera sobre un qubit se representa por una
matriz unitaria A € Up(2).

Es decir, muchas de las transformaciones que realizamos durante el primer capitu-
lo son en realidad puertas cuanticas. En lo que resta de capitulo podemos pensar que
trabajamos con MT reversibles. El Teorema [1.1| junto con la Proposicion [1.1|asegura
que el operador asociado es unitario.

La puerta que vamos a mostrar a continuaciéon también lleva el nombre del ma-
tematico francés Jacques Hadamard. Esta puerta es de gran importancia, pues nos
permite crear configuraciones equiprobables.

| Definiciéon 3.2. La puerta de Hadamard para un qubit viene representada por la

matriz unitaria
-t (1)
V2 b

Es interesante estudiar el efecto que tiene la puerta de Hadamard en un estado
basico: .
H: 1))~ —(10) + -1/[0) ).
V2
Esto quiere decir, como ya apuntabamos previamente, que aplicar dicha puerta al qubit
|0) tiene el siguiente efecto:

H|0) = ——[0) + ——|1)

V2 V2

Supongamos que la MTC posee 2" estados, que llamaremos n-qubits para seguir con la
nomenclatura introducida en este capitulo, y que denotaremos por |y ),. Para definir
una puerta equivalente a la anterior necesitamos de la siguiente definicion.

| Definiciéon 3.3. Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimensién n y m respec-
tivamente. El producto tensorial de V' y W, denotado por V- @® W, es un espacio nm-
dimensional cuyos elementos son combinaciones lineales de los simbolos v @ w satisfa-
ciendo:

s c(0 Q@ W)= () Quw =v Q (aw)
» (0, +0,)Quw=(0Qw)+ (v, @ w)
Q@ (w +w) =@ w)+ (v ®uw,)
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cona € C,v,v,v, €V yw,w,w, €W.

Ademas, si tenemos dos operadores lineales A y B definidos sobre V' y W respecti-
vamente, entonces (A @ B)(v @ w) = Av ® Bw es un operador lineal sobre V@ W'.

Siguiendo la notacién de Dirac, el producto tensorial de dos vectores se puede

expresar como |y) ® |§) = |w)|d) = ly ).

En dichas condiciones tiene sentido definir H®" como el producto de n puertas de
Hadamard que producen en el n-qubit |0), la siguiente transformacioén:

®n 21
1 1 1
H®"0), = —10) + —]|1 = E i),
0 (\/§|> \/El >> ﬁj:oll)

Usamos la notacién A®" para distinguir el producto tensorial del usual. Es importante

resaltar que cualquier n-qubit puede representarse como
n—1
18, = la,_, -+ a,a0) = @) la)
i=0

Pasamos a definir la segunda puerta que vamos a necesitar para el algoritmo de
Deutsch-Jozsa.

| Definicion 3.4. Sea f: {0,1}" — {0, 1}" una funcion, la puerta oraculo O esla
transformacion unitaria que tiene el siguiente efecto en los estados basicos:

donde @ es la operacion de disyuncion exclusiva (XOR) aplicada bit a bit.
Existen muchas otras puertas de considerable utilidad, aunque con estas nos es su-

ficiente para abordar el problema que nos ocupa. Para una lista extensa de las puertas
mas usadas nos remitimos al texto de Chuang y Nielsen [9].

3.2 Algoritmo de Deutsch-Jozsa

El algoritmo que veremos a continuacion fue presentado por David Deutsch y Ri-
chard Jozsa [6]). Este sirvié como inspiracién para el algoritmo presentado por Daniel
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R. Simon, que resuelve el problema que el mismo plante6 en [12]]. Basandose en dicho
trabajo, Peter Shor construy6 su rompedor algoritmo cuantico [11]] para la factori-
zacion en primos tomando tiempo polinomial, con las implicaciones que esto tiene
sobre la teoria de la complejidad.

El problema a resolver consiste en dada una funciéon f: {0,1}" — {0,1} que
sea constante para todos sus valores o bien equilibrada en 0 y 1 (i.e. la mitad de las
entradas devuelven un 0 y la otra mitad un 1), determinar si dicha funcion es constante
o equilibrada, permitiendo el uso de dicha funcién como caja negra. Este se conoce
como el problema de Deutsch, que en su version clasica requiera 2"~! + 1 evaluaciones
de la funcion f en el peor caso.

En primer lugar, supondremos que la maquina recibe como entrada |y),, =
|0), ® |1), usando esta notacion para especificar que se trata del producto tenso-
rial entre un n-qubit y un qubit. Por tanto, trabajamos con una MTC de al menos n+1
qubits. El resto del algoritmo consiste en la ejecucion de los siguientes pasos:

Loy, < H®”+1<|llfo>n,1)
2. |W2>n,l < Of(lWl)n,])

3. |W3>n,l <« (H®n ®I) <|W2>n,1>
4. s « medir el n-qubit de |ys)

n,l»
donde puerta notada por I representa la asociada a la matriz identidad. Veamos que
efectivamente el algoritmo resuelve el problema.

En el primer paso se aplica la puerta de Hadamard al (n + 1)-qubit de partida.
Como ya hemos visto anteriormente, la accion de esta puerta sobre el n-qubit |0), es
la de construir una superposicion equiprobable en los estados basicos. Por otro lado,
el qubit |1), que nos es necesario para la posterior aplicacion de la puerta oraculo de
f se convierte en el qubit |—), obteniendo asi el nuevo estado

2"—1
W), = (H2'(0),) @ (HI1)) = ( Z ns > ®|-).

En el segundo paso, la aplicacion del oraculo sobre el estado actual produce las
siguientes transformaciones:

2"—1
W) = < Z 17 ) ®1-) (3.1)
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Usando la linealidad en el operador, podemos establecer que

G = — jof(|j>n®|— - (|>® >\f“>>

5

2"—1

1 Ij)n®|f(j)>—|j>n®I1€Bf(j)>

Jj=0 \/E
21 21
s 10) —|1) 1 s

Tras aplicar la puerta oraculo obtenemos una configuracion de estados parecida a la

I
9
M

I
p—
2

que teniamos previamente. La observacion obvia es que ahora aparece nuestra funcion
S desconocida en las amplitudes cambiando el signo de los estados basicos para los
que f(j) = 1. Alcanzar nuestro objetivo pasara por explotar esta propiedad al aplicar
los pasos restantes del algoritmo.

En el dltimo paso de célculo puro, aplicamos la puerta de Hadamard de dimen-
sion n al n-qubit que contiene la informacién sobre f, mientras que el qubit adicional
quedara invariante. Dado que los calculos son analogos al primer paso, no los deta-
llaremos en exceso:

2n—1 2n—1 /2n—1
H®" ( 1)f(1)|]> ) ( ( 1)f(/)+1!) |l>
(52 > 2\ %

donde j - k representa el producto aplicado bit a bit, visto mddulo 2. Esta forma de

escribirlo es mas concisa y facilmente generalizable a partir de la definiciéon de la
puerta de Hadamard aplicada a un qubit genérico:

1
H(1j) = — = Y-
k=0

<|

Una vez termina el proceso de transformaciones aplicadas a la configuracion de
entrada, que so6lo ha requerido una evaluacién de f actuando como oraculo, medimos
el n-qubit que contiene la informacion sobre f. La maquina devolvera uno de los 2"
posibles estados basicos con una distribucion de probabilidad dada por las amplitudes,
que en nuestro caso tienen la siguiente forma:

2"—1

_ 1 SO+
o= Z;(—l) i,
j:
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La verdadera importancia del paso 3 aparece ahora, al mirar detalladamente la pro-
babilidad asociada al valor i = 0. Sin mas que sustituir, obtenemos

2"—1 2

ool = |5 P~V
2 =

Puesto que f devuelve los valores 0 o 1, es directo comprobar que

PaE 1 si f es constante
a, =
0 0 si f esequilibrada

Por tanto, un simple test que compruebe |0), como posible salida del algoritmo, re-
suelve el problema planteado en esta seccion.

Durante el capitulo 2 hicimos incidencia en varias contenciones entre clases de
complejidad que ain no se conoce si son estrictas. En particular, este algoritmo induce
a pensar que P # EQP, aunque solo confirma que se diferencian bajo la accion de un
oraculo.

Ademas, existen varios herederos del algoritmo de Deutsch-Jozsa. El algoritmo de
Simon es un claro ejemplo, junto con el algoritmo de factorizacion de Shor. Alejado
de ellos se encuentra el algoritmo de busqueda Grover [8]], cuyo nombre se debe al
informatico Lov K. Grover. Gracias a él, se establece como aceptar la clase NP con
una MTC vy el uso de un oraculo en tiempo (2"%). A su vez, Bennett, Bernstein,
Brassard y Vazirani prueban en [3] que la cota es realmente optima, es decir, la clase
NP N co—NP no puede ser aceptada por una MTC con oraculo elegido aleatoriamente
en tiempo (2"/3).

Una guia completa y ordenada de los algoritmos nombrados anteriormente se en-
cuentra en [10].



4 Conclusion

Echando la vista atras, nos hemos adentrado en el mundo de la computacioén cuan-
tica, centrandonos en construir una maquina que generalice, en la medida de lo posi-
ble, la definida en la primera mitad del siglo XX por Alan Turing.

Una vez vistas las propiedades que comparten, avanzamos en busca de las que son
distintas. Nuestro objetivo final era, sin duda, emular cualquier maquina de Turing
cuantica a un bajo precio.

Asociado a este nuevo modelo se construye una teoria de la complejidad compu-
tacional paralela a la clasica. Encontramos dificultades similares a las que plantea el

? . L
problema P = NP, ademas de abrir nuevos problemas atn sin resolver.

Un ejemplo de la potencia de estas maquinas se observa con el algoritmo de Deutsch-
Jozsa. Este resuelve de manera exacta y eficiente un problema especialmente disefiado
para que cualquier algoritmo clasico que lo resuelva sea altamente costoso. Eso, por
supuesto, no quiere decir que las maquinas de Turing cuanticas sean mas potentes. En
2019 la compania Google anuncié que habia alcanzado la ‘supremacia cuéntica’ con
su nueva maquina, aunque gener6 controversia sobre las condiciones en las que tra-
baja y los problemas que puede resolver eficientemente. En general, atin se considera
un problema fisico abierto en el que muchas empresas tecnologicas estan apostando.

Queda patente el interés que suscita el paradigma cuantico a todos los niveles. Un
descubrimiento importante en el campo de complejidad computacional tendria gran
repercusion en las matematicas y la ciencia en general. Lo mismo ocurre si hablamos
de la creacion de nuevos algoritmos eficientes, dado que la mayoria de problemas
clasicos atin no tienen una resolucion elegante que aproveche el potencial de estas
maquinas en sus algoritmos.
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