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Resumen

La extraccién de informacién y resultados de los grandes conjuntos de datos que se
generan dia a dia en todo el mundo se ha convertido en uno de los objetivos principales
a lo largo de la ultima década. El estudio y andlisis de este Big Data mediante el ajuste
de modelos estadisticos tradicionales no es posible. En este trabajo exponemos el BLB
(Bag of Little Bootstraps) como un método viable para el tratamiento de estos datos y
damos una descripcién del mismo y de sus propiedades. Ademas, tratamos brevemente
el Bootstrap y otros dos procedimientos relacionados y comparamos sus rendimientos
con el del BLB. Finalmente, vemos una aplicacion sencilla del BLB con ejemplo en el
software estadistico libre R.
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Abstract

The extraction of information and results from the large data sets that are generated
day by day around the world has become one of the main objectives over the last decade.
The study and analysis of this Big Data by adjusting traditional statistical models are
not possible. In this paper, we expose the Bag of Little Bootstraps (BLB) as a viable
method for the treatment of this data. We also give a description of the aforementioned
method and its proprieties. In addition, we briefly discuss the Bootstrap and two other
related methods and we compare them with BLB. Finally, we see a simple application
of BLB with an example in the free statistical software R.
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Capitulo 1

Introduccion

Cuando hablamos de Big Data nos referimos a conjuntos de datos enormes, masivos
en cuanto a tamano y complejidad, y que no pueden ser tratados con las técnicas y
herramientas habituales de analisis y gestion pues exceden la capacidad del software de
las mismas. El origen del término Big Data parece encontrarse a mediados de los 90,
en conversaciones de sobremesa en Silicon Graphics en la que participaba el reputado
investigador en ciencias de la computacién John Mashey [4]. Estos datos se generan
de forma continua e ininterrumpida a partir de interacciones y transacciones entre
personas y/o sistemas. Gigantes del comercio online como Amazon o multinacionales
como Google producen una cantidad ingente de informacién, miles de millones de datos
cada dfa, sin olvidar, por supuesto, las redes sociales (Facebook, Twitter, Instagram,
etc.) que ponen en contacto a usuarios de todo el mundo. En el ano 2013 se estimé
un peso del orden del ZB para el volumen de datos producidos diariamente con un
crecimiento del 40 % anual [8] .

Se suele hablar de una caracterizacién 3V del Big Data (Volumen, Velocidad y
Variedad) que por lo general esta bastante aceptada [17]. Volumen y Velocidad hacen
referencia a la cantidad y rapidez con la que se generan los datos, asi como al flujo
de los mismos. Por su parte, Variedad abarca la gran diversidad de tipos de datos que
se tratan, muchos de los cuales no estan estructurados de forma tradicional o algunos
incluso no estan ni tan siquiera estructurados, pensemos, por ejemplo, en el estado de
animo o los sentimientos que se extraen de una publicacion en Facebook. Todo esto
trae consigo la acumulacion de “ruido” en el procesamiento de los datos y origina, a
su vez, problemas de viabilidad computacional y estabilidad de los algoritmos. En los
ultimos anos se han incluido 2 nuevas V’s para caracterizar estos macrodatos |13]. Por
un lado se habla de Veracidad para aludir a la calidad de los datos recogidos, pues un
porcentaje de los mismos puede estar contaminado y, por otro, se habla de Valor para
senalar el potencial o la utilidad de estos.

El desarrollo de procedimientos para el ajuste de modelos estadisticos sobre grandes
volimenes de datos es un campo en constante actualizaciéon, el enfoque que buscamos
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en este trabajo es como aplicar estos modelos a Big Data. Los principales escollos a
los que nos vamos a enfrentar son los tiempos de calculo, que pueden ser excesivos, asi
como el tamano de los conjuntos de datos.

Existen procedimientos estadisticos sélidos que son escalables computacionalmente
a enormes conjuntos de datos. La escabilidad (del inglés scalability) se refiere a la
habilidad de adaptaciéon ante un crecimiento en magnitud con la menor pérdida posible
de calidad. Una revisién sobre esto se puede encontrar en [12]. Dichos métodos se pueden
agrupar en cuatro grandes categorias de acuerdo con |26]: métodos de submuestreo, los
algoritmos basados en el divide y venceras, los de memoria externa y los de actualizacion
online.

Los procedimientos basados en el submuestreo utilizan aproximaciones que se fun-
damentan en la idea del uso de submuestras presentada por Politis y Romano, la cual
se recoge en [21]. Entre las distintas técnicas propuestas en [26] destaca el método
BLB (Bag of Little Bootstraps). Se profundizara sobre él a lo largo del documento y se
encuentra a caballo entre esta categoria y la siguiente.

Los algoritmos de dividir y conquistar (o recombinar) se explican a través del dicho
popular del divide y venceras a la hora de afrontar un problema dificil y que viene a
ser separarlo en partes mas simples las veces que sea necesario hasta que su solucién
sea sencilla. Se trata de uno de los paradigmas mas importantes en el diseno de algo-
ritmos en Ciencias de la Computacién y con él se combinan las soluciones de cada uno
de los subproblemas para dar lugar a la solucion del problema original. Este enfoque
se aplica al andlisis estadistico de Big Data, permitiéndonos someter los datos a un
examen profundo y completo, minimizando el riesgo de perder informacién importante
y ofreciéndonos una visualizacion detallada de los mismos. Este tipo de procedimientos
constan en general de las siguientes etapas [9]. En primer lugar, los datos se dividen en
bloques para, a continuacion, ser procesados por separado. La aplicaciéon de métodos
analiticos a cada uno de estos subconjuntos se hace, en la medida de lo posible, en pa-
ralelo. Por tltimo, se agregan las soluciones de dichos bloques para formar una solucion
final para el conjunto de datos completo.

En cuanto a los algoritmos de memoria externa, estos constan tanto de procedi-
mientos para la administracién de los datos como de procedimientos especificos para la
realizacién de cédlculos con los mismos. Esta gestion consiste en almacenar la informa-
cion en el disco y procesarla iterativamente en subconjuntos de datos hasta que dicha
informacion haya sido tratada en su totalidad. Esto se hace debido a que el disco ofrece
mucha mayor capacidad que la memoria RAM pero, por el contrario, el acceso al mis-
mo es considerablemente mas lento que a la RAM. Las técnicas estadisticas deben ser
implementadas de forma que se respete el procesamiento de los datos asi gestionados.
Destaca el paquete bigmemory del software libre R que aprovecha las caracteristicas del
sistema operativo con un lenguaje bajo nivel para proporcionar estructuras de datos
capaces de soportar datos masivos. Estas estructuras son compatibles a su vez con las
subrutinas de dlgebra lineal de otros paquetes [14] .
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Para todas aquellas aplicaciones que generan datos de forma continua, los cuales
llegan a nuestra computadora secuencialmente, se pens6 también en métodos que pu-
dieran tratarlas. La idea de los algoritmos de actualizacién online es, como su propio
nombre indica, ir actualizando repetidamente la estimacion de los parametros de interés
a medida que se van recogiendo los sucesivos datos. En estas aplicaciones, los datos vie-
nen fragmentados en secuencias por lo que interesa analizarlos progresivamente pero
sin almacenarlos. Se desarrollan algoritmos de estimacién iterativos y de inferencia es-
tadistica que se actualizan sucesivamente a medida que llegan los nuevos datos. Estos
algoritmos han sido disenados para ser computacionalmente eficientes y usar el mini-
mo almacenamiento posible ya que no suelen tener acceso a los datos histéricos. Para
profundizar en estos métodos consultar [23].

Una vez vista esta clasificacion de los métodos estadisticos para Big Data, vamos a
centrarnos y profundizar concretamente en el método BLB. Para ello, en el Capitulo
se dard una descripcién del mismo y junto con sus propiedades. También se tratard mas
brevemente del método Bootstrap, anterior a este, junto con los algoritmos m out of
n Bootstrap y Submuestreo, por la relacién que guardan con ellos, y realizaremos una
comparativa. En el Capitulo [3| se mostrara una aplicacién del BLB con R, hablando
previamente de la libreria datadr, la cual sera utilizada, y explicando resumidamente
el modelo de regresion logisitica. Por tltimo, finalizaremos con unas conclusiones de lo
visto en este trabajo.
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Capitulo 2

Bag of Little Bootstraps

En este capitulo se presenta una técnica inscrita en la familia de los métodos de divi-
dir y recombinar que proporciona una via para el ajuste y realizacién de inferencias para
modelos estadisticos en Big Data. Tradicionalmente se considera al Bootstrap como un
medio simple y poderoso para el desempeno de esta tarea, sin embargo, cuando entran
en juego grandes conjuntos de datos, algo que sucede cada vez més frecuentemente,
dicho procedimiento se vuelve mucho menos interesante pues las técnicas basadas en
¢l son prohibitivamente exigentes computacionalmente hablando. Pese a que variantes
como el Submuestreo o el m out of n Bootstrap pueden ser usadas para disminuir el
coste de algunos de estos calculos bootstraps, dichos métodos tienen, por lo general,
escasa solidez en cuanto a la especificacion de sus parametros de ajuste y, ademas, ne-
cesitan normalmente conocer la tasa de convergencia del estimador, cosa que no sucede
con el Bootstrap. La idea propuesta en [15] es el ‘Bag of Little Bootstrap’ (BLB), un
nuevo algoritmo que mezcla aportaciones de los métodos anteriormente mencionados
para proporcionar un medio robusto y computacionalmente eficiente.

2.1. Motivacién y objetivo

El problema inferencial sobre el calculo y la evaluacién de la calidad de los estima-
dores siempre ha estado presente en el mundo de la estadistica. Desde finales del siglo
XX, con el desarrollo del Bootstrap y otros métodos relacionados, los progresos en este
ambito se han visto ligados al avance de la tecnologia informatica y es que el aumento de
la velocidad y la capacidad de almacenamiento de los ordenadores brinda la posibilidad
de que estos procedimientos se amplien a conjuntos de datos mas grandes. Sin embargo,
el crecimiento de dichos conjuntos se esta acelerando cada vez mas, alcanzando muchos
de ellos un volumen masivo. Con el fin de mitigar este inconveniente y poder trabajar
con el Big Data, los recursos computacionales se estan encaminando hacia arquitecturas
paralelas y distribuidas que presentan nuevas capacidades para la manipulacién de los
datos, como la computacion en nube y multinicleo que da acceso a cientos o miles de

13
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procesadores.

En un principio, el Bootstrap podria parecer idéneo para explotar esta tendencia
hacia la computacion paralela y distribuida pues cada unos de los diferentes remuestreos
bootstraps se puede procesar de forma independiente por distintos nodos de computo.
Ademas, este método ofrece otras caracteristicas deseables en la configuracion de datos
masivos como son su naturaleza relativamente automatica y su aplicabilidad a una
amplia variedad de problemas inferenciales. A pesar de ello, la implementacion habitual
de esta rutina implica, como veremos en la Seccion un procedimiento computacional
costoso. Alrededor del 63 % de los datos originales interviene en cada nuevo muestreo [7],
lo cual puede traducirse en un agotamiento de los recursos computacionales cuando estos
son procesados. De hecho, para grandes conjuntos de datos, incluso hallar una tnica
estimacién puntual en la totalidad del conjunto se transforma en un cédlculo bastante
exigente.

Una alternativa viable es trabajar con subconjuntos de datos. Ejemplos existentes
dentro de esta inferencia basada en la simulacién son el Submuestreo [21] y el m out of
n Bootstrap [2]. En ambos casos, la idea es que un conjunto de datos de tamano n se
pueda procesar en multiples conjuntos de tamano m < n, calculando el estimador en
cada uno de ellos. Por tanto, estos métodos parecen remediar inicialmente la deficiencia
computacional clave del Bootstrap al requerir solo un cémputo repetido de las estima-
ciones de las muestras (o submuestras), la cuales se pueden escoger de forma que sean
significativamente més pequenas que el conjunto de datos original. Sin embargo, estos
procedimientos también tienen inconvenientes como se verd en la Seccién [2.4l Esto,
junto con que son menos automaticos y facilmente implementables que el Bootstrap,
hace necesaria la bisqueda de una mejor opcién.

La propuesta de los autores de A scalable Bootstrap for massive data [15] es un
procedimiento automatico y preciso que, como se recoge en el titulo del articulo, es
escalable a grandes conjuntos de datos. Denominado BLB, se trata de un método que,
combinando los aspectos positivos de los anteriormente vistos, cumple con el objeti-
vo perseguido. Caracterizado por ser computacionalmente mas favorable que el resto
de procedimientos, su implementacion es facilmente paralelizable pudiendo aprovechar
las capacidades de las plataformas modernas de procesamiento distribuido. También
mantiene la aplicabilidad genérica del Bootstrap y ofrece propiedades estadisticas y de
consistencia superiores a las otras alternativas mencionadas. Todo esto serd tratado a
lo largo del capitulo.
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2.2. Notacion

Consideremos una muestra Xy,..., X, independiente e idénticamente distribuida
(i.i.d.) a una distribucién subyacente (desconocida) P y denotemos por

]P)n = n_l zn: 5Xi
i=1

la correspondiente distribucién empirica. Basandonos tinicamente en los datos observa-
dos, calculamos una estimacién 6, = 6 (P,,) de un parametro poblacional (desconocido)
0 = 0(P). Para evaluar la calidad de 6, introducimos & (Q,(P), P) como medida, donde
¢ toma valores sobre un espacio vectorial =. Realmente se trata de un resumen de la
distribucién subyacente @,,(P) de una cantidad aleatoria u(PP,, P) con la que trabajare-
mos. En la practica, no podemos calcular £ (Q,,(P), P) de forma directa debido a que no
tenemos conocimiento de Py Q,(P), luego tenemos que estimar £ (Q,(P), P) simple-
mente a través de los datos observados y la forma del estadistico u en cuestion. Notemos
que, con el objetivo de darle un caracter mas general, permitimos que ¢ dependa de P,
ademas de @, (P), pero, por simplicidad, denotaremos & (Q,,(P)) pues a menudo esta
dependencia directa con P tiene una forma simple y solo involucra el parametro 6.

Con el fin de esclarecer un poco la notacién veamos a qué pueden referirse estas can-
tidades ofreciendo algunos ejemplos. Para el caso de én, es posible estimar sencillamente
una medida de correlacién o los coeficientes de un modelo predictivo, y cuando habla-
mos de £ y la eleccion de u, depende de nuestro objetivo inferencial: £ puede tratarse
de la varianza de u(P,, P) = 0(P,), la esperanza de u(P,, P) = 0(P,) — O(P) (es decir,
el sesgo del estimador 6,,) o una regién de confianza de u(P,, P) = /n(6(P,) — 6(P)).

2.3. Bootstrap

El Bootstrap es uno de los métodos estadisticos basados en el remuestreo, entre
los que también se encuentran, por ejemplo, los Tests de Permutaciones o el Jackk-
nife. Este grupo se fundamenta en la generacion de nuevas muestras a partir de la
muestra disponible. Hacen uso de la potencia computacional como alternativa a las
técnicas tradicionales de la inferencia estadistica en aquellos casos en los que no se
dan las condiciones necesarias para emplearlas. Este tipo de métodos es especialmente
util en situaciones en las que el tamano muestral es reducido, se utilizan modelos no
paramétricos o cuando no se cumplen las habituales condiciones de independencia de
observaciones, homocedasticidad, etc. En ciertas ocasiones, dicho proceso de remuestreo
se aplica también a cada una de las muestras generadas a partir de la original.

Particularizando para el procedimiento Bootstrap, su origen se remonta al ano 1979
cuando fue introducido por B. Efron en su articulo Bootstrap Methods: Another Look
at the Jackknife [6]. Este trataba de explicar el jackknife en términos de un método
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mas primitivo y general que funcionara satisfactoriamente en una gran variedad de
problemas de estimacion. Efron da una descripcion detallada del procedimiento que
nosotros resumiremos a continuacién. También expone una serie de ejemplos para la
aplicacion del mismo (varianza de la mediana, tasas de error en un andlisis discriminante
lineal, estimacién de pardmetros de regresion, etc.) y muestra como el Jackknife se puede
considerar como un método de aproximacion lineal para el Bootstrap.

Dada una muestra aleatoria X,..., X, de una distribuciéon desconocida P y una
cantidad especificada u(X7, ..., X,; P), el problema a resolver por el Bootstrap es el
calculo de la distribucién de u sobre la base de los datos observados. Para ello se procede
como sigue:

1. Construimos la distribucién empirica de la muestra IP,,, como sabemos esto se hace
asignando una probabilidad de 1/n a cada uno de los n casos de la muestra. La eleccién
de P, es porque constituye la estimacién no paramétrica de maxima verosimilitud de
la distribucién poblacional P.

2. De la distribucién empirica P,,, extraemos una muestra aleatoria de tamano n con

reemplazamiento y la denotamos por X7,..., X Es lo que se conoce como muestra
bootstrap.

3. Aproximamos la distribucién de muestreo del estadisitico u(Xy,. .., X,; P) por la
distribucién del estadistico bootstrap v* = u(X7,..., X};P,), es decir, la distribucién

de u* esta inducida por el mecanismo de remuestreo visto en 2.

Hemos visto que, en principio, el procedimiento Bootstrap es bastante simple y
es que, en realidad, la complejidad del mismo radica en el cédlculo de la distribucion
bootstrap. De acuerdo con [6], esto se puede hacer mediante uno de estos tres métodos:

» Método 1. Célculo tedrico directo. Sin embargo, en aplicaciones practicas o bien
no se puede conocer por medios analiticos la distribucién del estadistico bootstrap,
o bien es inviable generar todas las muestras bootstraps posibles.

= Método 2. Aproximacion de Monte Carlo a la distribucion bootstrap. Se fija un
entero r > 0 y se generan este nimero de muestras bootstraps de tamano n de
P,. El histograma con los correspondientes valores de uj,...,u; se toma como
una aproximacién a la verdadera distribucién bootstrap.

= Método 3. Este ve restringido su uso a cuando se quiere obtener la media y la
varianza aproximada de la distribucién bootstrap de u*. Consiste en utilizar la
expansion en serie de Taylor.

Debemos notar que con el Método 2 lo que obtenemos son aproximaciones de los
estimadores bootstraps, por lo que ademas de la variabilidad atribuible a la muestra
original se introduce un error o variabilidad debido a este remuestreo. No podemos
olvidar ademas que el Bootstrap proporciona estimaciones en frecuencia aproximadas,
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no estimaciones en verosimilitud aproximadas y, por lo tanto, los problemas de inferen-
cia fundamental persisten, sin importar qué tan bien funcione el método. No obstante,
existen diversos resultados tedricos basados en desarrollos asintéticos que garantizan
que los resultados son generalmente consistentes en las situaciones inferenciales mas
comunes [1]. Sin embargo, hay situaciones donde el Bootstrap falla, por ejemplo, en la
estimacion de regiones de confianza para un extremo, en la de extremos para distribu-
ciones no acotadas o en la de funciones no diferenciables de la distribucién empirica,
como se recoge en [2].

Veamos a continuaciéon cémo aplicar lo visto a nuestro caso. Bajo la notaciéon que
estamos siguiendo, el Bootstrap simplemente nos proporciona, basandose en los datos,
la siguiente aproximacién £ (Q,(P)) ~ £ (Q, (P,)). Sin embargo, como hemos dicho,
€ (@ (P,,)) no puede ser calculada siempre con exactitud, por este motivo recurrimos al
Método 2, es decir, a la aproximacién de Monte Carlo, para su estimacion. Procedemos
entonces remuestreando repetidamente n puntos i.i.d. a P,. Llamando P} a las distri-
buciones empiricas de estas nuevas muestras, calculamos el estadistico u(P?,P,) para
cada muestra bootstrap. Finalmente, sea Q la distribucién empirica de estos valores
de u, aproximamos & (Q,(P)) por £ (Q). Recogemos esto en el Algoritmo

Input: Datos Xi, ..., X,,; r, numero de iteraciones de Monte Carlo; é,
estimador de interés; u, estadistico de trabajo; &, medida de la calidad
del estimador

Output: Una estimacién de 0(P) y & (Qn(P))

// Construir la distribucién empirica de los datos

]Pn — n_1 2?:1 5Xi

for k< 1 tor do

// Remuestrear los datos

Escoger aleatoriamente y con reemplazamiento n indices (ky,. .., k,) del

conjunto {1,...,n}

PZ,;: —nt Z?zl 6in

0% < 0 (Pr )

wh g, u (P Pr)

end

// Promediar los valores de (P; )

O 17" 0; 1

// Aproximar & (Q,(P,))

QX 5u;,k

&+ €(Q)

* *
return 07, £

Algoritmo 1: Bootstrap

Cabe senalar que la mayor parte del coste computacional del algoritmo se encuentra
en la repeticion del calculo de los valores de u, que a su vez requiere un célculo exigente
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y repetido de las estimaciones HA(IP’:‘L) en las muestras.

2.4. Submuestreo y m out of n Bootstrap

Para intentar solventar las limitaciones del Bootstrap en situaciones como las enu-
meradas en la seccién anterior y buscando una gama mas amplia de resultados de
consistencia, se comenzaron a explorar métodos como el Submuestreo y el m out of
n Bootstrap. El desarrollo de los mismos también se vio favorecido por los problemas
computacionales del Bootstrap descritos en el apartado del capitulo.

En cuanto al m out of n Bootstrap, se trata de un esquema de remuestro, basado en
el Bootstrap, pero con menos de n observaciones, en concreto, las nuevas muestras tienen
un tamano m = o(n). En general, el método responde bien, tanto en las situaciones
en las que el habitual Bootstrap no paramétrico funciona, como en las que no, es
mas, si el Bootstrap proporciona aproximaciones consistentes de primer orden, entonces
este procedimiento que estamos tratando es capaz de facilitarnoslas hasta el segundo
orden [2]. La eleccién de m en todo esto es una cuestién clave, aunque la seleccién
de un tamano de remuestreo 6ptimo requiere un célculo significativamente mayor que
puede eliminar cualquier ganancia computacional. El rendimiento depende de esta m,
la intuicién es que para valores pequenos cada estimacion es ruidosa y para valores
grandes hay muy pocas muestras, por lo que es dificil encontrar el valor adecuado para
cada problema tratado (en [3] se discute sobre ello).

En el ambito del submuestreo, la verdadera distribuciéon muestral de un estadistico
determinado se estima mediante una apropiada normalizaciéon de los valores de dicho
estadistico, los cuales se calculan sobre submuestras de los datos. Para el contexto
de muestras aleatorias i.i.d. con n observaciones, se escogen subconjuntos de tamano
m < n. Suponiendo que m — 0o y que m/n — 0, el método es asintétocamente valido
bajo condiciones minimas. Esencialmente, todo lo que se requiere es que el estadistico,
adecuadamente normalizado, posea una distribucion limite bajo el modelo verdadero.
Esto no sucede, por ejemplo, en el Bootstrap, donde es necesario que dicha distribu-
ci6én sea de alguna manera localmente uniforme en funcién del modelo desconocido [22].
Por lo tanto, como no se requiere de tal suavidad en esta teoria, el método es aplica-
ble en entornos bastante complejos. Centrandonos un poco mas en su funcionamiento,
el Submuestreo se comporta bien, pese a tener suposiciones tan débiles, ya que cada
subconjunto de tamano m (tomado sin reemplazo de los datos originales) constituye
en si mismo una muestra de tamano m del modelo verdadero. Intuitivamente, esto
nos permite aproximar la distribucién muestral del estadistico normalizado basandonos
unicamente en m observaciones en lugar de n pues, si hay convergencia débil, las dis-
tribuciones correspondientes a ambos tamanos muestrales deben estar cercanas. Para
profundizar en resultados asintéticos del Submuestreo ver |[19] y consultar [21] para una
revision completa del procedimiento.
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Veamos ahora como adaptar ambos procedimientos a nuestro problema. Para m < n,
el m out of n Bootstrap (el Submuestreo) funciona remuestreando repetidamente m pun-
tos i.i.d. a IP,, (submuestreando sin reemplazamiento m puntos de X7, ..., X,). Llaman-
do Py, a las distribuciones empiricas de estas nuevas muestras, calculamos el estadisti-
co u(P,P,) para cada remuestro (submuestra). Finalmente, sea Q}, la distribucién
empirica de estos valores de u, calculamos € (QF,) ~ £ (Q(P)). La implementacién del
método se detalla en el Algoritmo [2] (Algoritmo [3)).

Input: Datos X, ..., X,,; m, tamano de remuestreo; r, nimero de iteraciones
de Monte Carlo; é, estimador de interés; u, estadistico de trabajo; &,
medida de la calidad del estimador

Output: Una estimacién de 8(P) y & (Qn(P))

// Construir la distribucién empirica de los datos

P, n! Z?zl 6Xi

for k< 1 to r do

// Remuestrear los datos

Escoger aleatoriamente y con reemplazamiento m indices (ki, ..., k) del

conjunto {1,...,n}

P:n,k —m™! Z;L 5in

O < 0 (P 1)

u;‘nk —u (]P’:Lk, ]Pn)

end

// Promediar los valores de (s, 1)

0y, < rt 22:1 ;knk

// Aproximar &(Qn(Py))

QY 5ufn,k

&n  €(Q)

* *
return 0, £

Algoritmo 2: m out of n Bootstrap

Debemos notar que una vez finalizados los algoritmos hay que aplicar una correc-
ci6én analitica (por ejemplo, \/m/n [12]) para, a su vez, aproximar £ (@, (P)). El motivo
es que debido a que la variabilidad de un estimador en una submuestra difiere de la
correspondiente en el conjunto completo de datos, se producen fluctuaciones en las
estimaciones por lo que estos procedimientos deben realizar una reescala de su produc-
cion. Esta nueva escala requiere un conocimiento previo y un uso explicito de la tasa
de convergencia del estimador en cuestion. Este es el principal inconveniente de dichos
métodos, el cual hace que sean un poco menos “faciles de usar” que el Bootstrap.
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Input: Datos X, ..., X,; m, tamano de los subconjuntos; s, nimero de
subconjuntos de la muestra; 0, estimador de interés; u, estadistico de
trabajo; &, medida de la calidad del estimador

Output: Una estimacién de 0(P) y & (Qn(P))

// Construir la distribucién empirica de los datos

Py < nt z?:l 5Xi

for j < 1to sdo

// Submuestrear los datos

Escoger aleatoriamente y sin reemplazamiento un subconjunto de m indices

Ij C {1, . .1. ,Tl}

Py m Ziezj ox,

O, <0 (Pjn’j)

Up j U (]P’* P )

m,jr = n

end

{/ Promediar l?s valores de 0 (]P):n,j)
e D DLy

// Aproximar & (Qn,(P,))

Q;@ «— 3_1 ijl 5“%,3'

Em < §(Q1)

return 67 &

Algoritmo 3: Submuestreo

2.5. BLB

De la conjuncion de los métodos anteriores surge el BLB. La idea basica es escoger
submuestras de menor tamano (y sin reemplazamiento) del conjunto de datos original
para, después, extraer (de estos subconjuntos) muestras bootstraps de tamano igual al
de los datos completos. Se consigue, sin embargo, una ponderacién en estas muestras
que permite calcular las estimaciones puntuales y las medidas de calidad del estimador a
partir del remuestreo con un coste computacional asociado al tamano de las submuestras
y no al de los datos originales. La combinacién de estos resultados procedentes de los
distintos subconjuntos nos permite que el BLB no requiera una reescala analitica de
su salida. Vemos entonces que el método se compone de dos procedimientos anidados,
uno interno que aplica el Bootstrap a cada submuestra, y uno externo que combina
estas multiples estimaciones bootstraps. A continuacién detallamos mas rigurosamente
el funcionamiento siguiendo el esquema de [15].

Dada la muestra aleatoria X1, ..., X, se escogen de ella, de manera uniforme, alea-
toria y sin reemplazamiento, s subconjuntos de tamano m < n. Llamemos Z;, ..., Zs C
{1,...,n} a los correspondientes conjuntos de indices (con |Z;| = m, Vj), a los que
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también se les podria imponer la restriccién de que fueran disjuntos, y sean

Pg)m = m_l Z&XZ

iEIj

las distribuciones empiricas de cada uno de estos subconjuntos, 7 = 1,...,s. Entonces
el BLB combina, por ejemplo en promedio, los s estimadores puntuales calculados sobre
los subconjuntos y ofrece también una estimacién de £(Q,(P)) que viene dada por

s € (Qn ()

Lo fundamental es la utilizacién de @), pese a que la distribucion Pq({ ). se constru-

ye solo a partir de m datos. Sin embargo, generalmente los términos & (Qn(IP’Sf; an)) en
la expresion anterior no se pueden computar de forma analitica, por lo que debemos
calcularlos numéricamente utilizando la aproximacion directa de Monte Carlo (al igual
que en el Bootstrap de la Seccién . Volvemos a muestrear n puntos i.i.d. a szn

y formamos la correspondiente P}, . Seguidamente, calculamos u(FP; Pg )m) en cada

n,m’
nueva muestra para poder formar la distribucién empirica Q, ; de estas estimaciones
) : ) \\ ~ £/ ) : 5
y asf aproximar §(Qn(Prm)) ~ £(Q;, ;). El cdlculo del estimador ¢ en cada uno de los
subconjuntos se hace mediante la media de las estimaciones puntuales determinadas
previamente sobre las » muestras bootstraps de las correspondientes submuestras.

El hecho crucial que debe destacarse es el gran beneficio computacional que acarrea
este método y es que, pese a tener un tamano nominal n, cada nuevo remuestreo en
el BLB alberga como mucho m datos (de los de partida) diferentes entre si. Esto se
traduce, por ejemplo, en que si n = 1000000 y tomamos m = n” con v = 0.7, cada
muestra tendria a lo sumo 15849 datos distintos.

En nuestro caso, las remuestras van a ser generadas por un vector de frecuencias
absolutas de una distribucién multinomial uniforme de n ensayos sobre m objetos o
categorias. Dicha distribucién no es mas que la generalizacion a m dimensiones de la
binomial. Aunque la suma de las componentes del vector de cuentas sea igual a n,
propiedad de la multinomial, la distribuciéon empirica de estas muestras consiste en (a
lo sumo) m datos distintos acompanados por las frecuencias previamente muestreadas.
Como es posible representar cada una de dichas muestras simplemente manteniendo
su distribucién empirica, entonces el espacio de almacenamiento requerido para cada
una de ellas solo crece en O(m). Con esto lo que se consigue es una representacion de
datos ponderada, por lo que, si el estimador que utilizamos puede trabajar con ella,
entonces el coste computacional de la estimacién (tanto con respecto al tiempo como a
la memoria) tampoco escala que n, sino en m. Pese a que esta propiedad no es valida
para todos lo estimadores, si que lo es para los estimadores mas habituales como los
de méaxima verosimilitud o los de estimacién por minimos cuadrados. El Algoritmo
detalla los procedimientos descritos anteriormente para la construccion del método
BLB.



22 CAPITULO 2. BAG OF LITTLE BOOTSTRAPS

Input: Datos X;,..., X,; m, tamano de los subconjuntos; s, nimero de
subconjuntos de la muestra; r, nimero de iteraciones de Monte Carlo; é,
estimador de interés; u, estadistico de trabajo; &, medida de la calidad
del estimador

Output: Una estimacién de 0(P) y £ (Qn(P))

for j < 1 to s do

// Submuestrear los datos

Escoger aleatoriamente y sin reemplazamiento un subconjunto de m indices

i ={j1,---,jm} C {1,...,n} (también es posible seleccionar los Z; de
manera que sean subconjuntos disjuntos de tamano m de una particion
aleatoria de {1,...,n} previamente definida)

// Construir la distribucién empirica de la submuestra

P}, m! > iez, Ox,

for £ < 1 tor do

// Remuestrear los datos

Sample (kj1,- -+, kjm) ~ Multinomial(n, 1,,/m)

P;kz,kj —nt Zlﬂ;l kj,l (Sle

Hz,kj A Q(P:L,kj)

©)
u;.:t,kj — u(]P):L,k‘J ? ]P)nvm)

end
// Promediar los valores de nk;) €n las muestras bootstraps
é;kz,j i é;;,kj
// Aproxinar &(Qu(Pilm))
i r Y e 5u;2,kj
&y < €(Q,)
end

return s~' Y77, é:;j; s G

Algoritmo 4: Bag of Little Bootstraps (BLB)

Pasamos ahora a ver las propiedades estadisticas propiamente dichas del BLB. Nos
referimos a la consistencia asintética (es decir, a la aproximacién en probabilidad de
£(Qn(P))) v al grado de exactitud del método. Enunciamos aqui inicamente los resul-
tados que se obtienen en [15] para el procedimiento, donde también se encuentran las
pruebas de los mismos (ver su Apéndice). La manera de proceder es la habitual de los
analisis bootstraps pero cabe destacar que no se tiene en cuenta explicitamente el error
introducido por la aproximaciéon de Monte Carlo.

Antes de enunciar el primer teorema, debemos introducir los conceptos de diferen-
ciabilidad Hadamard y clase Donsker pues son necesarios para su comprensién. Ambas
definiciones han sido extraidas de [25)].

Definicién 1. Consideremos dos espacios normados P, R. Sea Py un subconjunto de
P que contiene a P. Una aplicacién ¢ : Py — R se llama diferenciable Hadamard en P
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si existe una aplicacion lineal y continua ¢ : Py — R tal que

Hd)(PHht)—d)(P)

t ~ 6 (b)

— 0, cuando t — 0, para cualquier h; — h.
R

La definicién dada requiere que ¢ : P, +— R exista como una aplicacién sobre todo
el espacio R. Si este no es el caso, pero ¢» existe en un subconjunto Ry y la sucesién
hy — h € Ry, entonces ¢ se llama diferenciable Hadamard tangencialmente a este
subconjunto.

Definicién 2. Una clase F de funciones medibles f : X — R se llama P-Donsker si la
sucesion de procesos {G, f = /n(P,f — Pf): f € F},donde P,f =n"t> " f(Xi) y
Pf = [ fdP, converge en el espacio (*°(F), el cual denota el conjunto de las funciones
reales uniformemente acotadas en F. El proceso limite es un proceso Gaussiano Gp con
media cero y covarianza E(GpfGpg) = Pfg — PfPy.

El resultado siguiente demuestra que la estimacion proporcionada por el BLB para
aproximar el valor poblacional £(Q,,(P)) es consistente. Para ello se exigen suposiciones
estandar que se cumplen en la mayoria de los casos practicos de interés y se tiene en
cuenta que m,n — oo. No obstante, por lo general, se considera que m es una funcién
de n que crece lentamente.

Teorema 1. Supongamos que 0, = o(P,) y que 0 = ¢(P), donde ¢ es diferenciable
Hadamard en P tangencialmente a algun subespacio, con P, P, y Pg)m vistas como
aplicaciones de alguna clase Donsker F en R de manera que Fs sea medible para cada
6 >0, donde Fs = {f —g: f,g € F,pp(f —g) < 6} y pp(f) = VP(f - Pf)*
Ademds, asumamos que £(Qn(P)) es una funcion de la distribucion de u(P,, P) =
Vn(d(P,) — &(P)) que es continua en el espacio de tales distribuciones con respecto a

la métrica de la convergencia débil. Entonces,
_ ; P
7)€ (Qn (PR)) —€(Qu(P) =0
j=1
cuando n — 00, para cualquier sucesion m — oo y para cualquier s fijo.

A continuacion, vamos a caracterizar el orden de precision del método BLB, es decir,
la tasa de convergencia a £(Q,(P)). Numerosos trabajos previos han demostrado que
la estimacion £(Q,(P,,)) del Bootstrap converge con una tasa que va como Op(1/n) o
més rapido, suponiendo para ello que & se puede representar asintéticamente como una
expansion en serie en potencias de 1/y/n (ver, por ejemplo, [11]). Se va a ver que este
grado de correccion coincide con el del BLB bajo estas suposiciones estandar siempre
y cuando m y s sean elegidos con un valor suficientemente grande.

Teorema 2. Supongamos que £(Q,(P)) admite (asintdticamente) una expansion en
serie como

D1 Pk 1
EQuP) =24 B et o (),



24 CAPITULO 2. BAG OF LITTLE BOOTSTRAPS

donde z es una constante independiente de P y los pp son polinomios en los momentos
de P. Ademds, consideremos que la version empirica de {(Qn(P)) para cualquier j
admite una expansion similar

~(7) ~(7)
. D D 1
@ #)) = o o (5,

~(J)

donde z es como se definido anteriormente y los p;’’ son polinomios en los momentos de

ng;m obtenidos al reemplazar los momentos de P en los py con los de IP’,(ﬁn Entonces,

suponiendo que m < mn y que E(ﬁ,(cl))2 < 00 para k € {1,2}, se tiene que

2 \/Var p,(j) — pk|Pn
:ZOP ( > +0p (%)JFO( L )

P nk/2\/s m/n

st Zf (Qn (Pglj,zn)) —&§(Qn(P))

Por lo tanto, tomando s = Q(méx{n Var(p\" — p1|P,,), Var(pS"” — po|P,)}) y m = Q(v/n)

obtenemos
1
n

consiguiendo en este caso para el BLB el mismo nivel de correccion de orden superior
que para el Bootstrap.

*125 Qn (PF),)) = £(Qu(P))

Comentamos brevemente que la simbologia introducida para la eleccién de s y m
corresponde a la notaciéon Omega Grande, incluida dentro de la famalia de notaciones
Landau y que viene a referirse a una cota inferior asintdtica, es decir, a partir de
un cierto punto tanto s como m crecen al menos como la expresién que se encuentra
dentro de 2. Sin embargo, valores considerablemente grandes de m pueden seguir siendo
significatiamente menores que n con la condicién m/n — 0 cuando n — co. Ademas,
como Var(]ﬁ,(:) — pi|P,) disminuye en probabilidad a medida que m y n aumentan,
s también puede crecer mas lento que n. Cabe mencionar también que, aunque la
dlstrlbu(non empirica IP’( 2n esté construida a partir de m datos dlstlntos la expansion de
13 (Qn( )) es en potencias de 1/y/n y no de 1/y/m pues Qn( ) es la distribucién de
los valores de u, los cuales se calculan sobre n puntos pese a que estos sean muestreados
de Pg ). El hecho de que en realidad tinicamente estemos “trabajando” con m datos se

A(7) ()

recoge por medio de los p;” ya que si son polinomios en los momentos de esta P .

Por 1ltimo, damos dos resultados que nos ofrecen, respectivamente, un limite supe-
rior general a esta tasa de disminucién de la varianza condicionada del parrafo anterior
y un teorema equivalente al previo que se aplica sobre la variante alternativa del BLB
que trabaja con subconjuntos disjuntos de los datos originales.

Observacion 1. Suponiendo que E(Qﬁ,gl))‘1 < oo, entonces Var(ﬁ,gl)—pkHP’n) = Op(1/y/n)+
O(1/m).
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Teorema 3. Bajo las hipdtesis del Teorema |9, y suponiendo que el BLB usa subcon-
Juntos aleatorios disjuntos de los datos observados (en lugar de submuestras aleatorias
simples), tenemos que

S s @) o () vo ()

Por lo tanto, si s ~n/m ym = Q(y/n), entonces

s (Qn (PR) ¢ @(P))‘ =Or (%) ,

consiguiendo en este caso para el BLB el mismo nivel de correccion de orden superior
que para el Bootstrap.

Para los resultados de esta secciéon hemos dicho que se establecen suposiciones
estandar que se cumplen en la amplia mayoria de casos practicos de interés. Sin ir
mas lejos, los estimadores de maxima verosimilitud o los de estimaciéon por minimos
cuadrados son diferenciable Hadamard (ver [25]). Las hipdtesis que se encuentran en los
teoremas sobre ¢ también se cumplen cuando se trata de un cuantil o un valor de una
funcién de distribucién (ver [11]). Por tanto, lo visto es valido para modelos como el de
regresion lineal o logistica que en concreto son con los que trabajaremos a continuacion.

2.6. Comparacion de modelos

En esta secciéon mostramos un resumen del trabajo realizado en los apartados 4, 5
y 6 del articulo A scalable bootstrap for massive data [15] donde sus autores comparan
el rendimiento estadistico que proporcionan los distintos métodos vistos a lo largo del
capitulo.

En primer lugar, el andlisis empieza llevando a cabo un estudio de simulacién sobre
un unico procesador. Se comienza viendo supuestos en los que los datos son simulados
para asi poder conocer las distribuciones Py @, (P) y, en consecuencia, (Q,,(P)). Esto
es necesario ya que sino no se podria evaluar las correccién estadistica de los distintos
modelos.

Se considera un problema de regresiéon y uno de clasificaciéon y, en ambos casos, los
datos tienen la forma X; = (Xi,YZ-) ~ P, iid. parai=1,...,n,con X; e R: Y; e R
en la regresién e Y; € {0, 1} en la clasificacion. En cuanto a 0, y &, el primero estima
un vector de pardmetros en R? relacionando X}- con Y; y el segundo se define como un
procedimiento que calcula un conjunto de intervalos de confianza marginales al 95 %
con los percentiles 2.5 y 97.5 de cada una de las componentes de la distribucién @, (P).
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Se generan 2000 realizaciones muestrales del conjunto de datos, se estima 6, en cada
una de ellas y, con su totalidad, se construye una aproximacién fidedigna de @,,(P) con
la que determinar el verdadero £(Q,(P)). Luego, para otra realizacién muestral inde-
pendiente, se calcula la estimacion de £(Q,,(P)) de cada uno de los métodos, registrando
sus valores en cada una de las iteraciones, asi como el tiempo de procesamiento acu-
mulado. Para valorar la evaluacién de calidad del estimador (i.e., la &) de los distintos
procedimientos se promedia en cinco de estas realizaciones muestrales (independientes
entre si, por supuesto) el promedio sobre todas las componentes del error relativo de
la anchura de los intervalos de confianza estimados, el cual se calcula como |c — ¢g|/co,
donde ¢y y ¢ hacen referencia, respectivamente, a la anchura verdadera y estimada del
intervalo de confianza de una componente de £(@,(P)). Los tiempos de procesado se
promedian siguiendo el mismo esquema de modo que se puede hacer una representacion
del error relativo frente al tiempo de procesamiento para los distintos procedimientos.
Todo esto se implementa y ejecuta en MATLAB con un tnico procesador considerando,
ademés, r = 100 y m =n?, v € {0.5,0.6,0.7,0.8,0.9} para los diferentes experimentos.

A continuacion, se describen los conjuntos de datos que se generan para los pro-
blemas de regresiéon y de clasificacién. En el primero, la distribucion subyacente P
corresponde a un modelo lineal Y; = X;Ild + €;, con n = 20000 y d = 100, en el que
X, ~ t-Student(3) i.i.d. para j = 1,...,d y donde ¢ ~ Normal(0,10). En cuanto al
segundo, se parte también de un modelo lineal Y; ~ Bernoulli((1 + exp(—X714))™")
manteniendo n y la distribucién de Xi pero ahora con d = 10. El estimador én consis-
te, respectivamebte, en una regresion lineal por minimos cuadrados y en una regresion
logistica ajustada por el método de Newton—Raphson para los dos problemas anterio-
res. A ambos tipos de regresién (la segunda la trataremos méas en profundidad en el
Capitulo |3) se les anade una pequena penalizacion tipo L en el vector de parametros,
con un peso de 107°, para mejorar la estabilidad numérica.
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Figura 2.1: Error relativo vs. tiempo de procesamiento para el problema de regresion.
La imagen izquierda compara el Bootstrap (BOOT) con el BLB, la central con el m
out of n Bootstrap (MOFN), y la de la derecha con el Submuestreo (SS). Para BLB,
MOFN y SS, se tiene m = n” con el valor de v para cada trayectoria dado en la leyenda.
Los graficos son los correspondiente a las letras (c), (f), (i) de la Fig. 1 de [15].

En la Figura [2.1| se muestran los resultados que se obtienen para el problema de
regresién. El Bootstrap se utiliza como modelo de referencia para comparar el resto de
métodos. Se observa que el BLB converge a un error relativo bajo mas rapido que el
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Bootstrap para todos los valores de m = n” que se consideran, sin embargo, esto no
sucede para el caso del m out of n Bootstrap, pues, como puede apreciarse en el grafico
central, su convergencia es deficiente para m < n®%. Por su parte, el rendimiento del
Submuestreo es atn peor, convergiendo a un error relativo pobre incluso para m = n%?.
Se menciona que valores bastante modestos de s son suficientes para conseguir estos
resultados pues, como s indica el nimero de submuestras utilizadas, dichos valores
guardan relacién con el tiempo de procesamiento por lo que se encuentran implicitos
en el eje de abscisas de las representaciones. En estos experimentos, el rango va desde
1-2 para m = n® hasta 10-14 para m = n’?, es decir, menores valores de s requieren
mayores valores de m, de acuerdo con nuestra intuicién y con lo que hemos visto en el

Teorema [3]

La Figura presenta ahora los resultados del problema de clasificacion pero sin
recoger los correspondientes al Submuestreo ya que, como antes, son estrictamente
peores que los del m out of n Bootstrap. El primer grafico muestra que el BLB continua
convergiendo mas rapido a un error relativo bajo, comparable o incluso mejor al del
Bootstrap, excepto para el caso m = n’3, donde se mantiene siempre superior. Del
mismo modo al caso del problema de regresién lineal, el rendimiento del m out of n
Bootstrap sigue siendo pobre cuando m < n%%. Lo dicho en el parrafo previo sobre s
permanece vigente pero el rango ahora va desde 1-2 para m = n"? hasta 10-20 para
m < n06.
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Figura 2.2: Error relativo vs. tiempo de procesamiento para el problema de clasificacién.
La imagen izquierda compara el Bootstrap (BOOT) con el BLB, y la de la derecha con
el m out of n Bootstrap (MOFN). Para BLB y MOFN, se tiene m = n? con el valor de
~ para cada trayectoria dado en la leyenda. Los graficos son los correspondiente a las
letras (c), (f) de la Fig. 2 de [15].

Para profundizar un poco méas en los casos en los que tanto el BLB como el m
out of n Bootstrap convergen a errores relativos que no son comparables con el del
Bootstrap para el problema de clasificacion se expone un estudio del error relativo
(tras la finalizacién del los algoritmos) en funcién de diversos valores de n cuando m
es pequeno. La Figura muestra que los errores relativos del BLB y del m out of n
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Bootstrap son superiores al del Bootstrap para los valores més bajos de m pero que
ambos decrecen hacia el de este ultimo conforme n aumenta, manteniéndose inferior el
del primero con respecto al del segundo. Esta disminucién con el incremento de n se
explica con los resultados tedricos de la seccion anterior.
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Figura 2.3: Error relativo (tras la convergencia) vs. n para Bootstrap (BOOT), BLB y
m out of n Bootstrap (MOFN) en el problema de clasificaciéon. Para BLB y MOFN, se
tiene m = n” con el valor de v para cada trayectoria dado en la leyenda. El grafico es
el correspondiente a la letra (b) de la Fig. 3 de [15].

Una vez finalizado el estudio de simulacion, se vislumbra que el BLB es el procedi-
miento con menor coste pues, por comparativa, es el que consigue un nivel de precision
optimo en el menor tiempo, lo cual es senal de su capacidad de escalado a conjun-
tos de datos masivos (cuyos inconvenientes ya los tratamos con anterioridad en este
documento).

Para confirman lo anterior, los autores se centran en el rendimiento computacional
pero no sobre un solo procesador. En este caso, el andlisis se hace mediante la imple-
mentacién de los algoritmos en una plataforma de computacion paralela y distribuida.
Se comparan ahora el BLB y el Bootstrap para ver cual es el que tiene mejor capacidad
de manejo de estos recursos informaticos de manera efectiva. El estudio de la escabili-
dad con el m out of n Bootstrap y con el Submuestreo no se contempla debido a los
inconvenientes que presentan, ya vistos en esta seccion, y a sus deficiencias con respecto
al BLB.

La ejecucion a escala del Bootstrap en este tipo de plataformas requiere implemen-
tar el estimador de un modo particular. En primer lugar, el conjunto de datos original
se divide en un cluster de nodos de cémputo. A continuacién, se paraleliza a lo largo
de este cluster el calculo, a la misma vez, de la estimacién en cada remuestreo, y se
calculan secuencialmente las siguientes muestras. Pese a que la viabilidad de este plan-
teamiento parece factible, continta teniendo algunos problemas como que, por ejemplo,
para el calculo del estimador, es necesaria una comunicacién intranodo repetida con
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datos intermedios lo que se traduce en un sobrecoste computacional. Ademaés, hay que
tener en cuenta que muchos sistemas de computacion en cluster, almacenan datos solo
en el disco, en lugar de en la memoria. Como dijimos en la introduccién, las lecturas
del disco son érdenes de magnitud mas lentas que las lecturas de la memoria, luego el
Bootstrap, al leer repetidamente un conjunto de datos muy grande en cada estimacion,
incurre también es un costo extremo.

En cuanto al BLB, por cémo es el método en si mismo, su implementacion en una
arquitectura paralela es directa. Las distintas submuestras se distribuyen en diferentes
nodos de computo y, a su vez, se utiliza el paralelismo intranodo para calcular los
remuestreos que se generan a partir de cada uno de estos subconjuntos de datos. Como
para generar y distribuir las submuestras tnicamente se requiere una lectura de los
datos al completo, el acceso al disco se produce una sola vez, y como el tamano de
las submuestras es relativamente pequeno, sus datos se almacenan en memoria para
cuando sean requiridos, de forma que se alcanzan grandes ganancias computacionales
permitiendo una escalabilidad efectiva.

Concretando para el experimento a gran escala, su ejecucién la llevan a cabo en
la plataforma de computaciéon en nube Amazon EC2, implementandose en el lenguaje
de programacién Scala y utilizando el framework de computacién en clister de Spark.
El estudio empirico se realizdé unicamente para el problema de clasificacion bajo las
mismas especificaciones del inicio de esta seccién pero con las siguientes modificaciones
para adaptarse a esta escala mayor y al calculo distribuido. Se generan 200 realizaciones
independientes del conjunto de datos de tamano n (en lugar de 2000) para calcular la
verdadera distribucién @, (P), se selecciona n = 6000000 y d = 3000, de forma que
los datos tienen un peso aproximado de 150 GB, y el ultimo cambio es un factor de
normalizacién en la distribucién de Y; ~ Bernoulli((1+ exp(—X714/v/d))~!) previendo
posibles dificultades a causa del alto valor de d.

Los resultados se muestran en la Figura El gréfico de la izquierza corresponde
a un almacenamiento del conjunto de datos al completo en el disco pues se dispone de
un cluster de 10 nodos de trabajo cada uno con 6 GB de memoria y ocho ntcleos de
computo. Por su parte, en el de la derecha se muestran los resultados obtenidos con un
clister cuya memoria total es de 240 GB (20 nodos de trabajo cada uno con 4 nucleos),
luego los datos se almacenan en caché en la memoria. En ambos casos, el BLB (en el que
se ha usado r = 50, s = 5 y m = n®7) proporciona una salida de gran precisién mucho
mas rapido que el Bootstrap, que tarda un tiempo considerablemente mayor en alcanzar
un error relativo comparable. Ambos métodos mejoran su rendimiento en el experimento
de la derecha. Cabe mencionar que mientras el Bootstrap ofrece resultados conforme
se van procesando los remuestreos, el BLB muestra un solo tiempo de procesamiento y
error relativo debido a que esta completamente paralelizado entre todas las submuestras.

Finaliza asi el estudio del escalado computacional y de la comparativa general de
la puede extraerse claramente el mejor desempeno del BLB con respecto al resto de
métodos.
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Figura 2.4: Error relativo vs. tiempo de procesamiento con datos de 150 GB en el
problema de clasificacién para Bootstrap (BOOT) y BLB (con m = n°7). La imagen
izquierda muestra resultados con los datos guardados en el disco y la imagen derecha los

muestra con los datos almacenados en caché en la memoria. Los graficos corresponden
con la Fig. 4 de [15].

Por ultimo, la seleccién de los parametros de ajuste que controlan el nimero de
submuestras y remuestras asi como el tamano de las primeras es muy importante pa-
ra alcanzar un buen rendimiento estadistico y computacional en el método BLB. Los
autores de [15] sugieren m = n%7 como una opcién razonable y efectiva en multitud
de ocasiones y concluyen también que r > 50 y s > 3 son suficientes para conseguir
un error relativo bajo. No obstante, proponen ademas un sistema adaptativo y au-
tomatizado para la determinacién de r y s evitando asi una elecciéon conservadora e
ineficientemente grande de sus valores. Esto se hace con el Algoritmo [} Para seleccio-
nar r de forma adaptativa en el bucle interno del BLB (ver Algoritmo {]) se procesan
muestras continuadamente y se va actualizando &, ; hasta que deja de fluctuar signifi-

cativamente. Para el caso de s, se procede igual, procesando submuestras pero ahora
-1 s % o1
hasta que s™' > 7, & ; se estabiliza.

Input: Sucesién de vectores 21, ..., 2® € R% w € N, tamaifio de la ventana
(< t); € € R, error relativo objetivo (> 0)

Output: TRUE si y solo si se considera que la sucesion de entrada ha dejado de
fluctuar mas alla del error relativo objetivo
if Vj € [1w], 13 '(Iz—j”' < ¢ then
| return true '
else
| return false

end

Algoritmo 5: Seleccién de Parametros




Capitulo 3

Aplicacién del método BLB

En este capitulo mostramos un ejemplo de aplicacion sencilla del método BLB lle-
vado a cabo en R, un entorno de software libre para computacién estadistica y gréficos.
Se dan unas nociones tedricas sencillas sobre regresion logistica y una breve introduc-
cion al paquete datadr antes de acometer la aplicacion propiamente dicha en la 1iltima
seccion del capitulo.

3.1. Regresion Logistica

La regresion logistica es un modelo que trata de analizar la capacidad de explicacién
de una serie de variables predictoras, que pueden ser cualitativas y/o cuantitativas
(discretas y/o continuas), sobre una variable objetivo dicotémica (binaria). Se busca
encontrar una relacién entre la probabilidad de “éxito” de esta variable de respuesta y
el conjunto de variables regresoras.

El modelo de regresién logisitica es un caso particular del modelo lineal generaliza-
do (GLM, del inglés Generalized Linear Model), el cual se refiere a una amplia clase
de modelos donde se generaliza la regresion lineal ordinaria de manera flexible permi-
tiendo una variable de respuesta cuya distribucién no tiene por qué ser una normal
y permitiendo también que la relacién entre esta variable y una combinaciéon lineal de
predictores sea a través de una funcion arbitraria y, por tanto, no necesariamente lineal.
El GLM consigue unificar varios modelos estadisticos, incluidos los ya mencionados mo-
delos de regresion lineal y logistica pero también otros como la regresion de Poisson o
modelos log-lineales. Para profundizar més sobre este tema consultar [20] donde Nelder
y Wedderbur lo introducen o el libro del primer autor junto con McCullagh [18], aqui
lo trataremos brevemente por no ser el objetivo del trabajo.

En primer lugar, por constituir un modelo de regresién, el GLM consta siempre de
dos componentes:

31
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= La componente aleatoria. Se refiere a una variable de respuesta o dependiente Y
cuya distribucién de probabilidad se encuentra dentro de la familia exponencial,
o de modelos de dispersién exponencial, una gran clase distribuciones con muchas
propiedades que las hacen extremadamente tutiles para el analisis estadistico y
que incluyen la normal, la binomial, la de Poisson o la gamma, entre otras. En
concreto, nuestra funcién de densidad o de probabilidad, dependiendo de si la com-
ponente aleatoria es una variable continua o discreta, escrita en forma canodnica

es del tipo
yﬁ—M@)
¢

donde 6 es el pardmetro natural, ¢ el parametro de escala, a(y, ¢) una funcién de
normalizacién, que asegura que efectivamente tenemos una distribucién, y b() la
funcién acumulativa, que es conocida. Tras unos breves céalculos es posible llegar
aEY)=p="0(0)y var(Y) = ¢b"(6). Habitualmente se denota V(u) = b"(6)
a la varianza cuando el factor de escala es la unidad y se denomina funcion de
varianza.

Fo(4:6.6) = aly, &) exp (

= La componente sistematica. Corresponde a la cantidad que incorpora la informa-

cién sobre las variables explicativas o independientes del modelo X = (X7,..., X,)".
Se trata de un predictor lineal con una serie de pardametros beta desconocidos que
se denota por

77:60+51X1+"‘+/6po

Posteriormente, la relaciéon entre ambas componentes se establece mediante una
funcién link o vinculo, en particular, nos dice coémo es el enlace entre el predictor lineal
y el valor esperado de la respuesta n = g(u). Cuando esta funcién link es tal que
n =6 = g(p) se denomina candnica. Si la relacién se establece a la inversa, es decir,
w=h(n) = g~*(n), lo cual siempre es posible por consideraciones que no trataremos de
la funcién link, entonces h(-) se llama funcién respuesta.

Finalmente, para estimar los parametros desconocidos del modelo, el vector 8 €
RP*! se lleva a cabo una estimacién de maxima verosimilitud, es decir, se escoge co-
mo estimador de £ al argumento que maximiza la funciéon verosimilitud. Recordemos
que maximizar esta funcién es equivalente a maximizar el logaritmo de la misma. Di-
cha estimaciéon es posible alcanzarla mediante el uso de algoritmos iterativos como el
método de minimos cuadrados reponderados iterativamente (IRLS, del inglés Iteratively
Reweighted Least Squares).

Una vez conocidos los aspectos mas importantes del GLM, pasamos a particularizar
para el caso del modelo de regresion logistica. Dado un vector aleatorio X € RP, se desea
predecir su relacion con una variable dependiente dicotémica Y € {0, 1}. Considerando
que X toma el valor x, se establece la hipotesis distribucional de que Y sigue una
Bernoulli de parametro su media g y lo representamos por Y|,__ ~ Bernoulli(u(x)).
Con lo visto anteriormente, en el GLM la componente aleatoria corresponde a una
distribucién Bernoulli(x) en la que el pardmetro de escala es igual a la unidad (¢ = 1) y
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la funcién cumulativa es b(#) = In(1+¢€%). De aquf obtenemos la media, que es mds usual
denotarla en este caso por m = €/(1 + €’) = p, y la varianza, var(Y) = ¢’ /(1 + €%)? =
7(1 — 7). Se escoge una transformacién logit de m como funcién link canénica g(r) =
In(7/(1—m7)) de forma que la funcién respuesta también queda completamente definida
h(n) = e’/(1 + e7). Esto completa la hipdtesis estructural del modelo concluyendo
finalmente que

In <1i(—:()x)> :50+61x1+"'+6pxp:BT£

donde hemos introducido la notacién z = (1,27) € R*P.

En cuanto a la estimacion de parametros, como hemos dicho usamos maxima ve-
rosimilitud, en este caso usando la probabilidad de Y condicionada a X. Suponga-
mos que tenemos una muestra aleatoria (y;,xz7) € R, i = 1,... n. Dado que
PlY = y|X = ;] = 7 (2)" [1 — 7 ()] ¥, entonces la funcién de verosimilitud y la

log-verosimilitud vienen dadas, respectivamente, por

L(B;Y, X) HTI‘ )" | (xz)]lfy"

n

(B Y, X) = fyiln (m (2:)) + (1 = g:) In (1 — 7 (;))]

=1

=3 [, I (14 exp (572,))]

Para maximizar el logaritmo de la verosimilitud, se procede como es habitual, igua-
lando el gradiente a cero. En este caso al gradiente se le suele llamar funcién score, s.
Introducimos también la notacion X para la matriz de datos (dimensién n x (1+4p)) que
forman los z,, y para el vector con los datos y; y 7 para el vector con las probabilidades
7(x;). Asi la ecuacion se ecribe:

o0& (__Hexp(ﬁ%)

s(h) = 9B Lt exp (BTz;)

>:XT(y—7r):0

i=1

Dado que no es posible su resolucién analitica, deben utilizarse técnicas numéricas.
Se puede probar que la funcién ¢ es convexa, luego la ecuacién s(f) = 0 tiene un unica
solucién. Aplicando el método de Newton—Raphson, se puede alcanzar la estimacién
iterativamente a partir de un estimador inicial B ©) de acuerdo con

BED = g0 1 130530

La F(f3) es la matriz de Fisher que corresponde con la opuesta de la matriz Hessiana
y cuya expresion es

F(p) = 850ﬁT ZL%W (1 —7(z;)) = XTWX
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donde W es la matriz diagonal formada con los pesos w; = 7(x;)(1—7(z;)), i = 1,...,n.

Las iteraciones del procedimiento de Newton-Raphson suelen reescribirse por con-
veniencia en la forma

B — (XTWX) T XTW2
consiguiendo asi un paso de minimos cuadrados ponderados sobre la variable Zz =
Xp*) 4+ W (y — 7). Se resuelve repetidamente, ya que, en cada iteracién, # cam-
bia al actualizarse 3 y, por lo tanto, también lo hacen W y Z. Este método es el IRLS,
por resolver el problema de los minimos cuadrados ponderados:

arg Hgn(z — XB)"W(z — X53)

Una vez obtenido el estimador 3, se calculan las probabilidades 7 (2;) = exp(57z;)/(1+
exp(BTgi)). Ademads, gracias a las propiedades asintéticas del estimador es posible
conseguir intervalos de confianza para los coeficientes. Para cada i € {0,1,...,p},
Bi + 21_q/2 X SE (Bl) es un intervalo de confianza con un nivel de confianza asintotico

1 — « para f;, siendo SE (BZ) la raiz cuadrada del elemento diagonal + + 1 de F' _1(3).

Pasamos ahora a dar una interpretacion a los parametros beta. Para ello es necesario
definir el concepto odds. Dada una realizacién muestral z, la variable Y|__ tiene una
probabilidad 7(z) de ocurrir y una probabilidad 1 — 7(z) de no ocurrir. El cociente de
estas probabilidades 7(z)/(1 — 7(z)) se conoce como odds(z) = exp(STz) y representa
la ventaja de la presencia (frente a la ausencia) de Y en individuos con X = z. A su vez,
se define la odds ratio o razén de ventajas de una variable X; como el cociente de las
odds cuando dicha variable se incrementa una unidad or(z;) = odds(x; + 1)/ odds(z;)
y representa cuanto mas verosimil (o inverosimil) es la presencia (o ausencia) de Y en
individuos con X; = x; + 1 que en individuos con X; = x;. De las expresiones

odds(0) = e
odds(x; + 1)
odds(z;)

se deduce que [y no es mas que el log-odds cuando todas las variables explicativas son
cero y f3; corresponde con el log-odds ratio de la variable X;.

or(z;) = = P

Por ultimo, mencionamos la manera de proceder en funcién de la variable explicativa
que tengamos. Sea X; una de las variables explicativas X. Si es numérica (incluye las
binarias), se trata del caso mas sencillo pues se considera el valor de la variable en la
observaciéon muestral. Sin embargo, si no lo es y tenemos una variable cualitativa o
categorica con N > 2 categorias, debemos construir N — 1 variables binarias ficticias,
denominadas dummy. La forma de hacerlo se ilustra con la siguiente matriz

010 ---0
001 ---0
000 --- 1

(N—1)xN
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donde las filas corresponden a las N — 1 variables ficticias dummy y las columnas a las
N categorias de la variable original Xj.

Completamos asi esta revisién del modelo de regresion logistica del que haremos uso
en la Seccién 3.3

3.2. D&R con datadr

El paquete datadr [10] es una de las vias de implementacién del dividir y recombinar
(D&R, Divide and Recombine en inglés) en el entorno de programacion estadistica
R. Se trata de una componente del proyecto de cédigo abierto DeltaRho (http://
deltarho.org/) cuyo objetivo es suministrar métodos y herramientas que permitan
un analisis profundo de datos complejos de gran tamano. D&R persigue proporcionar
a los analistas de datos una mayor facilidad y flexibilidad en sus anélisis estadisiticos
dividiendo estos datos en subconjuntos de tamano significativamente menor, aplicando
métodos analiticos a los mismos y recombinando los resultados. La Figura |3.1] ilustra
visualmente una representacién de este proceso de D&R.

S Subset OQutput Result
7 ) / Statistic
Subset . Output ~. Recombination
o N New D
~d New Data
Subset OUTPUt for Analysis
Sub-Thread
Data |
Analytic
Subset va Output Recombination
-/ -
Subset Output el ] Visual
e Displays
< T
Visualization
Subset Output Recombination
v Analytic Meth :
Divide One Analytic Method Recombine

of Analysis Thread

Figura 3.1: Diagrama esquematico del proceso D&R.

A continuacién, presentamos un breve resumen del paquete comentando los tipos
de datos mas importantes con los que se trabaja, asi como las principales funciones,
entre las que se incluyen las que posteriormente utilizaremos en la siguiente seccion.
Para profundizar sobre esto se recomienda consultar el tutorial http://deltarho.org/
docs-datadr/|y la ayuda propia con la que cuenta R.

Comenzamos por los tipos de datos, los dos méas importantes son el marco de datos
distribuidos (ddf, del inglés distributed data frame) y el objeto de datos distribuidos
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(ddo, del inglés distributed data object). El primero no es més que la divisién de un
data frame en fragmentos, siendo cada fragmento un subconjunto de filas de este, que
pueden localizarse en los nodos de un cluster. En cuanto al segundo, la nocién es
similar pero cada subconjunto, a su vez, puede ser una estructura arbitraria, luego
los ddf se encontrarian dentro de los ddo. Se utiliza una estructura de pares clave-
valor para almacenar ambos tipos de datos, es decir, un ddf/ddo es esencialmente
una lista donde cada elemento de la misma es un par clave-valor, la clave sirve para
etiquetar un subconjunto identificindolo univocamente y el valor es este subconjunto
propiamente dicho. El almacenamiento de los datos se realiza en la memoria, en un
sistema de archivos estdandar (por ejemplo, un disco duro) o en el HDFS (Hadoop
Distributed File System). Con la primera forma no se requiere una conexién a un
servidor (backend), sin embargo, conjuntos de datos que exceden la capacidad de la
memoria si necesitan una conexion backend para ser almacenados en disco o en HDF'S.
Independientemente del backend, la interfaz siempre permanece igual pero no se puede
obviar el tamano del conjunto de datos, como hemos dichos la memoria es ideal para
datos pequenos, los de tamano mediano son perfectos para el disco local y se recomienda
el HDFS para BigData, cuando el volumen de datos ya es muy grande. Para este tltimo
caso es necesaria la utilizacién de RHIPE (R and Hadoop Integrated Programming
Environment) que, como su propio nombre indica, es el motor que nos permite el uso
de Hadoop totalmente desde R.

En lo referente a operaciones de datos, las dos principales funciones son divide y
recombine. La primera fracciona un ddo/ddf ya sea por variables condicionantes o bien
por subconjuntos elegidos al azar y la segunda toma los resultados de haber aplicado un
célculo a un ddo/ddf y los combina de diferentes maneras. Ambas integran el lenguaje
de alto nivel que proporciona datadr para D&R y son suficientes para la mayoria de
las operaciones que un usuario estandar lleva a cabo. En este paquete, a diferencia de
otros marcos informaticos distrbuidos, no existe una nocién predominante de evaluacion
diferida. La tnica excepcion es la funcién addTransform que se encarga de aplicar
transformaciones a cada uno de los subconjuntos de un ddo/ddf y que destaca por no
aplicarlas inmediatamente, sino que las difiere hasta que se realiza alguna operacién de
datos.

El lenguaje de nivel inferior para realizar tares de D&R es MapReduce. El término
en si hace referencia a un modelo de programacién para procesar y generar grandes
conjuntos de datos con un algoritmo paralelizado y distribuido en un cluster, asi como
a su implementaciéon asociada. Se compone de un procedimiento map, que realiza el
filtrado y la clasificacién, y un método de reduccién (reduce), que realiza una operacién
de resumen. El sistema se organiza estableciendo el orden de los servidores distribuidos,
ejecutando las diversas tareas en paralelo y administrando todas las comunicaciones y
transferencias de datos entre las diversas partes de dicho sistema. Se trata de una
especializacién de la estrategia dividir-aplicar-combinar para el andlisis de datos en la
que las contribuciones clave son la escalabilidad y la tolerancia a fallos lograda para
una gran variedad de aplicaciones mediante la optimizacion del motor de ejecucién.
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3.3. BLB con R

En primer lugar, el conjunto de datos con el que trabajaremos sera el conocido como
Census Income de UCI Machine Learning Repository [5]. La informacién que contiene
fue extraida por Barry Becker de la base de datos de 1994 de la Oficina del Censo de
los EE. UU. La recopilacién de dicha informacion perseguia predecir si las ganancias de
un individuo excedian los 50000 délares anuales basandose en datos censales como la
edad, la ocupacién, la educacién (formacién / nivel de estudios), el estado civil, la raza,
el sexo, las horas trabajadas por semana o el pais de nacimiento entre otros. Dentro de
R, este conjunto de datos se encuentra en el paquete datadr bajo el nombre adult.

El objetivo es enfrentarnos a un problema de clasificaciéon comparando las estimacio-
nes de un modelo de regresién logistica global no distribuido con las correspondientes
que resultan de aplicar un procedimiento BLB, comprobando el buen desempeno de
este segundo procedimiento y pretendiendo verificar su extrapolacién para conjuntos
de volumen desorbitado, en los que el primer método carece de viabilidad.

El cédigo completo se encuentra en el Apéndice. Nos disponemos aqui a realizar un
comentario explicativo del mismo siguiendo el orden conforme al cual tendria que co-
rrerse por lo que es recomendable ojearlo conforme se avanza en la lectura. No obstante,
presentamos aqui los resultados principales.

Tras instalar los paquetes necesarios y cargar los datos y su correspondiente libreria
procedemos a realizar una particion de estos. Dividimos los datos de manera aleatoria
de forma que el 75% de los mismos constituye el conjunto de entrenamiento, sobre
el cual construiremos los modelos, y el 25% restante conforma el conjunto test, que
nos servira, como su propio nombre indica, para testear la validez de nuestras predic-
ciones. Debemos hacer notar que, como es habitual, hemos especificado (al azar) una
semilla para la generacién de ntimeros aleatorios en R de forma que produzcamos siem-
pre el mismo fraccionamiento de datos para realizar nuestros calculos y tengamos asi
idénticas condiciones de trabajo que alguien que estuviera interesado en reproducirlos
y comprobarlos.

Cabe mencionar que en nuestro ejemplo los datos correspondientes a los ingresos
estan claramente desbalanceados. Tan solo un 24 % de los individuos gana al ano més
de 50k $, frente al 76 % restante, algo 16gico si tenemos en cuenta que se trata de una
renta anual considerable a la que el grueso de la poblacién no suele llegar. Hablaremos
sobre esto mas adelante.

> # Proporcion de Os y 1s
= prop.table(table(adulteEnt$income))

<=50K =50K
0.7607699 0.2392301

Procedemos a continuacion a aplicar el modelo de regresiéon logistica sobre la to-
talidad del conjunto de entrenamiento. La variable objetivo (binaria, por supuesto) es
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incomebin que toma el valor 0 si los ingresos de una persona son iguales o inferiores a
50k $, y vale 1 en caso contrario. Queremos analizarla basdndonos tinicamente en los
datos correspondientes a la formacién de esa persona, al nimero de horas que trabaja
por semana y a su sexo. De acuerdo con la clasificacion del censo estadounidense, te-
nemos el nivel de estudios dividido en 16 categorias, desde preescolar (minimo) hasta
doctorado (méximo). La variable numérica educationnum serd la que usemos por asig-
nar un valor del 1 al 16 a dichas categorias en orden ascendente de dificultad. Las otras
variables son hoursperweek, que también es numérica, y sex, que es dicotomica entre
Male y Female. Para construir el modelo recurrimos a la funcién glm que ajusta mode-
los lineales generalizados. Especificando mediante una descripcion simbélica la férmula
con la variable de respuesta y el predictor lineal, y seleccionando la distribucion del
error, en nuestro caso la familia binomial, se consigue la regresion logistica.

= rglim

call: glm{formula = incomebin ~ educationnum + hoursperweek + sex,
family = binomial({), data = adulteEnt)

Coefficients:
(Intercept) educationnum hoursperweek sexMale
-7.19077 0.35449 0.03271 1. 20889

Degrees of Freedom: 24419 Total (i.e. Null); 24416 Residual
Null Deviance: 26870

rResidual Deviance: 22100 ATIC: 22110

> oddsratio

educationnum hoursperweek sexMale
1.425457 1.033253 3. 349755

La interpretacion de los pardmetros estimados es interesante. Recordemos del final
de la Seccién que Bg = —7,191 corresponde con el logaritmo neperiano de las
posibilidades de tener ingresos superiores a 50k $ cuando las variables explicativas
valen cero. En este caso las posibilidades son aproximadamente de 1 entre 1250 para
una mujer desempleada sin nivel de estudios. El resto de parametros equivalen a los log-
odds ratio de las distintas variables. Estos nos dicen, por ejemplo, que un hombre tiene
3.35 veces mas posibilidades que una mujer de tener unas ganancias anuales superiores
a los 50000 dolares y que ascender un nivel en el criterio de clasificacion educativo trae
consigo un crecimiento del 43 % de las opciones de estar por encima de ese umbral de
50k $. En cuanto al odds ratio de las horas trabajadas por semana, el coeficiente no es
significativo pues invertir una hora mas de trabajo solo supone un aumento del 3% de
las posibilidades.

Seguidamente, comenzamos a sumergirnos dentro del paquete datadr propiamente
dicho. Como hemos visto en la seccion anterior, esta libreria se maneja con unos tipos
de datos concretos por lo que debemos convertir nuestro conjunto de entrenamiento.
Haciendo uso de la comando ddf inicializamos un distributed data frame. Seleccionamos
también la opcion update para buscar informacién adicional, atributos que es posible
que le falten al ddf y que es 1til tenerlos para posibles calculos posteriores. Por ejemplo,
se detectan valores perdidos o se posibilita la obtenciéon de medidas descriptivas sobre
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el conjunto de datos completo. Es la manera habitual de proceder y trae consigo una
ejecucion automatica de MapReduce para actualizar dichos atributos. Con la impresion
de adultDdf, se observa que la primera linea de la salida nos indica que la estructura
con los pares clave-valor se sustenta en la memoria, lo cual era de esperar por estar tra-
bajando con un ejemplo sencillo en el que el volumen de datos es relativamente pequeno
No obstante, si se usaran los otros backends para almacenar y procesar conjuntos de
datos mas grandes, la interfaz siempre permaneceria igual, lo cual es clave.

= adultbdf = ddf(adultEnt, update = TRUE)
#* punning map/reduce to get missing attributes...
= adultpdf

Distributed data frame backed by "kvMemory® connection

artribute | value

________________ +________________________________________________________
names | age(int), workclass({fac), fnlwgt(int), and 13 more

nr ow | 24420

size (stored) | 1.69 MB

size (object) | 1.69 MB

# subsets | 1

= pther attributes: getkeys(), splitsizebdistn(), splitRowDistn(), summary()

A continuacion, procedemos a realizar la divisién de los datos con la funcién divide.
El criterio que seguimos para dividirlos es un criterio alatorio, la eleccién de filas es ar-
bitraria y, por tanto, también la de los subconjuntos. Para ello usamos la funcion rrDiv
con la que asi mismo podemos especificar el nimero aproximado de sus filas. Ademas,
aplicamos una transformacion a los datos posterior a esta division pero previa al escritu-
ra en memoria, eliminamos columnas de los subconjuntos para quedarnos tinicamente
con las que nos interesan. En la Figura [3.2] presentamos un grafico del tamano del
subconjunto frente al indice como una comprobacién visual de que efectivamente la
dimensién de los 24 subconjuntos formados es aproximadamente la especificada.

> rradult = divide(adultodf, by = rrDoiv{1000), update = TRUE,
+ postTransFn = function(x)

+ ®¥[,c{"incomebin"”, "educationnum",

+ "hoursperweek', "sex")])

#* verifying parameters...

= Applying division...

# punning map/reduce to get missing attributes...

= rradult

Distributed data frame backed by "kvMemory®™ connection

attribute | wvalue

________________ +________________________________________________________
names | incomebin(num), educationnumiint), and 2 more

i ol | 24420

size (stored) | 605.48 KB

size (object) | 605.48 KB

# subsets | 24
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= pther attributes: getkeys(), splitsizebdistn(), splitRowDistn(), summary()
# approx. number of rows in each division: 1000

000

1

size
&0

0 200

Index

Figura 3.2: Representacion del tamano del subconjunto frente al indice. La linea azul
indica el tamano medio de los subconjuntos

El trabajo realizado hasta ahora con los datos del conjunto de entrenamiento (con-
versién a ddf y division del mismo) crea las condiciones necesarias para que el método
BLB pueda ser empleado. Para ello, hacemos uso de la funcién addTransform, explica-
da en la seccion anterior, para aplicar drBLB a cada uno de los subconjuntos aleatorios
formados. drBLB es una funcién propia del paquete datadr, construida basandose en
el Algoritmo [4] y que nos ayuda a implementar directamente el método. Hay que pro-
porcionarle el estadistico (é) que se calcula sobre las muestras bootstraps que debian
tener un tamano igual al nimero de observaciones totales. En este caso vamos a usar
el estimador que ofrece glm pero recordemos que sea cual sea el elegido debe poder tra-
bajar con representaciones ponderadas (aqui se especifican con el comando weights).
Suministramos también a la funcién, ademas del nimero de muestras bootstraps (ite-
raciones de Monte Carlo, escogemos 50 por ser la recomendacién de los autores de [15]
que dijimos en la Seccién , la métrica o medida (§) para la evalucién de la calidad
del estimador. Buscamos un intervalo de confianza al 95 % para los coeficientes de cada
subconjunto por lo que utilizamos quantile (método percetil).

= adultBlb = addTransform{rradult, function{x)
{drBLB(x,
statistic = function(x, weights)
coef(gIm{incomebin -~ educationnum + hoursperweek + sex,
data = x, weights = weights, family = binomial(})),
metric = function{T) c{mean{T),
quantile(T, c(0.025,0.975))),
R = 50,
3! nrow(readult)d i)
#% finding global variables used in "fn'...
found: rradult
package dependencies: datadr, stats
“#% testing "fn' on a subset... ok

s+ + + + + 4+ + +
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= adultBlb

Transformed distributed data object backed by "kvMemory’ connection
attribute
size (stored)

size (object)
# subsets

605.48 KB (before transformation)
605.48 KB (before transformation)

# pther attributes: getkeys()
# Approx. number of rows in each division: 1000

Haciendo uso de combMean conseguimos una recombinacion media tanto de los coefi-
cientes como de los intervalos de confianza que nos proporciona los siguientes resultados:

= ICEBLE

CoefsBLE ICBLE_L ICBLE_U
(Intercept) -7.25533333 -7.46607888 -7.05867092
educationnum 0.35730052 0.34373959 0.37154403
hoursperweek 0.03314598 0.03033059 0.03600495
sexMale 1.21978668 1.14106476 1.29939622

Para poner en contexto las estimaciones BLB debemos tener en cuenta los coeficien-
tes correspondientes que hemos obtenido cuando hemos llevado a cabo una estimacion
global no distribuida con glm. Mostramos a continuaciéon una tabla resumen con los
resultados donde se anaden también los intervalos de confianza asintéticos para los
coeficientes del modelo de regresion logistica global cuya expresiéon habiamos mencio-
nado en la Seccién 3.1} Por comparacion vemos que los resultados son razonablemente
buenos, es mas, inspirandonos en el criterio del error relativo visto en la Seccién [2.6
podemos obtener, por un lado, que el error relativo medio al cotejar los coeficientes
BLB con los coeficientes glm (|39"™ — 3BLB|/|39"™]) es inferior al 1% vy, por otro, que
la anchura relativa media de los intervalos de confianza BLB estimados con respecto a
sus coeficientes no llega al 11 %.

= round{Resumen, 3)

coefsglm ICgIm_L ICglm_U CoefsBLE ICBLB_L ICBLB_U
(Intercept) -7.191 -7.406 -6.976 -7.255% -7.466 -7.059
educationnum 0.354 0. 340 0. 369 0. 357 0. 344 0.372
hoursperweek 0.033 0.030 0.036 0.033 0.030 0.036

sexMale 1.209 1.126 1.292 1.220 1.141 1.299

= rel = c({ReleErrorCoefs = mean(abs{{Coefsglm-CoefsBLB) /Coefsglm)),
+ RelwidthIC = mean{abs{widthBLB/CoefsBLEB)))

= rel

RelErrorCoefs RelwidthIc

0.009796494 0.108741573

Tras confirmar, como cabia esperar, la gran similitud entre el modelo global y el
modelo distribuido pasamos a testear las estimaciones. Lo primero que hacemos es
definir una funcién, que dadas las variables explicativas y los coeficientes, nos calcule
la probabilidad de tener unas ganancias anuales por encima de los 50000 délares. Una
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vez hecho esto, aplicamos esta funcién sobre el conjunto test tanto para la estimacion
global como para la estimacion BLB y creamos las respectivas tablas de contingencia
(Tablas y con los valores reales y los predichos suponiendo que se considera
como 0 aquel individuo cuya probabilidad calculada de ingresar menos de 50k $ por
ano sea menor o igual que 0.5, y como 1 en otro caso.

0 predic | 1 predic 0 predic | 1 predic
0 real | 5760 382 O real | 5760 382
1 real | 1360 639 1 real | 1361 638

Tabla 3.1: Estimacién glm Tabla 3.2: Estimacién BLB

Obviamente, la diferencia entre ambas tablas de contingencia es minima pues las
estimaciones proporcionadas por ambos modelos son muy préximas. En los dos casos,
el porcentaje de ceros acertados es del 93.78 % y, en el de unos, la estimacién global
tiene un acierto més (31.97 %) que la estimaciéon BLB (31.92 %). En total, los aciertos
son del 78.60 % y 78.59 %, respectivamente. Con estos datos se puede considerar que
el testeo es idéntico. Recordemos que nuestro objetivo es comprobar que el método
BLB es una buena alternativa al método de regresiéon logistica global no distribuido
de implementacién inviable cuando se trabaja con enormes conjuntos de datos de com-
plejidad elevada. Sin embargo, esto no significa que en circunstancias sencillas como
las de esta seccién, en la que ambas estimaciones son viables, el procedimiento BLB
deba ofrecernos resultados considerablemente mejores que los de su oponente. No cabe
esperar que esto suceda.

Por ejemplo, supongamos que queremos mejorar el porcentaje de unos que acierta la
estimacion BLB. Para hacerlo, la estimacion glm global también tendria que conseguirlo.
Si recordamos de cuando particionamos los datos, el conjunto de entrenamiento tenia
tres veces menos de individuos con ingresos anuales superiores a 50k $ que con ingresos
inferiores a 50k $ (24 % frente a 76 %). Una posible via para conseguir esta mejora
seria balancear el conjunto de entrenamiento, de forma que los modelos se construyeran
teniendo la misma proporcién de ceros que de unos para que asi tuvieran una mejor
capacidad de estimacion sobre este segundo grupo. Para lograr lo anterior hacemos uso
de la libreria caret [16] que cuenta con las funciones downSample y upSample.

= library{caret)

> #adultent = downSample(adult[ient, -(p-13]1, adultfincome[ient],
= # yname = "income™)

= adultent = upsampleladult[ient, -(p-1)], adult¥incomel[ient],

+ yname = "income")

Si n y N definen los totales de casos en las clases minoritaria y mayoritaria en
el conjunto de entrenamiento de un problema de clasificaciéon binaria, por un lado,
el conocido como método Downsampling aplica una técnica de muestreo en la clase
mayoritaria generando un conjunto de datos balanceado de tamano 2n formado por
los n casos de la clase minoritaria y una seleccion aleatoria también de n casos pero
de entre los N de la mayoritaria. Por otro lado, el Upsampling aplica una técnica
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de remuestreo en la clase minoritaria generando un conjunto de datos balanceado de
tamano 2N en que el tenemos por una parte los N casos de la clase mayoritaria y por
otra una muestra bootstrap de tamano N extraida de los n casos de la clase minoritaria.
Ambos procedimientos se implementan directamente en R con las respectivas funciones
downSample y upSample que acabamos de nombrar. Procediendo como hasta ahora
con este nuevo conjunto de entrenamiento, es decir, corriendo el codigo redefiniendo
adultEnt para que “escriba” sobre el ya cargado, se llega a que ambas técnicas suben
la proporcién de unos clasificados con acierto a costa de perder porcentaje de acierto

total y de ceros correctamente clasificados. Los valores concretos los recogemos en la
Tabla 3.3

Os acertados | 1s acertados | total aciertos
downsampling (glm) 0.7115 0.6728 0.7020
downsampling (BLB) 0.7126 0.6723 0.7027
upsampling (glm) 0.7068 0.6778 0.6997
upsampling (BLB) 0.7069 0.6778 0.6998

Tabla 3.3: Proporcién de estimaciones acertadas con los datos balanceados.

Por 1ltimo, dejando a un lado este pequeno paréntesis sobre datos balanceados y
volviendo con el testeo de nuestra estimaciéon BLB, vamos a visualizar su comporta-
miento como clasificador binario. Para ello realizamos la representaciéon de la curva
ROC (del inglés Receiver Operating Characteristic) en la Figura . Para conseguirlo
recurrimos a las funciones prediction y performance del paquete ROCR [24] que nos
permiten implementarla de manera sencilla. El drea bajo la curva (AUC = 0.7629, del
inglés Area Under Curve), que coincide con el estadistico Wilcoxon-Mann-Whitney, nos
da una medida de la excelencia del clasificador, cuanto mas préxima sea a 1 mejor sera
su desempeno, lo cual indica que nuestra estimacion tiene margen de mejora.

1.0

True positive rate

00 02 04 06 08

False positive rate

Figura 3.3: Razon de verdaderos positivos (tpr, true positive rate) frente a razén de
falsos positivos (fpr, false positive rate). La linea negra corresponde a la curva ROC y
linea azul indica tpr = fpr.
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Conclusiones

Recapitulando lo visto a lo largo de este TFG podemos sacar en claro, de acuerdo
con el Teorema [1| sobre consistencia del método y los Teoremas [2 y |3 sobre el grado de
correccién y exactitud del mismo, que el procedimiento BLB comparte las fortalezas
estadisticas del Bootstrap. Ademas, con la comparativa realizada en la Seccién [2.6] ex-
traemos un rendimiento superior tanto del BLB como del Bootstrap en detrimento del
Submuestreo y el m out of n Bootstrap aun cuando se trabaja con un tnico procesa-
dor. Ahora bien, en el escalado a grandes conjuntos de datos se pone de manifiesto el
fracaso del Bootstrap con respecto a la eficiencia computacional del BLB. Por tltimo,
rematamos en el Capitulo [3| estudiando la probabilidad de tener unos ingresos anuales
por encima de 50000 ddlares en funcién del sexo del individuo, su nivel de estudios y el
numero de horas que trabaja por semana. Comprobamos finalmente que los resultados
estimados aplicando un procedimiento BLB coinciden con los obtenidos por un modelo
de regresion logistica global no distribuido.

Por tanto, se concluye en sintesis que el método BLB es un buen medio para analizar
y obtener resultados de grandes conjuntos de datos y que cuenta con la capacidad de
adaptarse facilmente a las arquitecturas modernas de computacion paralela y distribui-
da. No obstante, no debe verse tampoco como una soluciéon definitiva que no presenta
inconvenientes. Recordemos que sus requisitos de espacio de almacenamiento son de
orden O(m), por lo que para datos muy muy masivos, los subconjuntos con los que
trabaja el BLB pueden ellos mismos ser demasiado grandes, de forma que la aplicacién
del método traiga consigo un coste computacional enorme. Dichas limitaciones hacen
necesaria que la investigacion en este ambito continte, buscando alternativas para estos
problemas con conjuntos de datos muy masivos como podria ser un enfoque con ‘Bag
of Little m out of n Bootstraps’.
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Apéndice

Recogemos aqui el cédigo completo correspondiente a la Seccién [3.3] Para trabajar
con los datos balanceados simplemente hay que descomentar (en la parte de PARTICION
ENTRENAMIENTO/TEST) la carga de la librerfa caret y la técnica que queramos para
implementar el balanceo de datos. Luego, correr el cédigo de nuevo.

#RFRF R RS RS A A S

# PAQUETES NECESARIOS

# Paquete que implementa técnicas de division y recombinancion
#install. packages("datadr™)

# Paquete para el balanceo de datos

#install. packages("caret™)

# Paquete para la curva COR

#install. packages ("ROCR™)

FEEEESEsssSEsEss
# CARGA DE DATOS
Tibrary(datadr)
dataladult)
help(adult)
summary (adult)

e e bbb bbb bbb e b & i

# PARTICION ENTRENAMIENTO/TEST

set.seed(12345) # semilla

n = nrowladult)

p = ncol{adult)

# Muestra del tamafio indicado del wvector 1:n sin reemplazo
jent = sample(l:n, floor(0.75%n))

itest = setdiff(l:n, ient) # diferencia de conjuntos
adultent = adult[ient,] # conjunto de entrenamiento

#library(caret)

#adultent = downsample(adult[ient, -(p-1)], adult$incomel[ient],
# yname = "income") # Downsampling
#adultent = upsample(adult[ient, -(p-1)], adult$income[ient],
# yname = "income") #Upsampling

# Proporcion de 0s y 1s
prop.table(tableladultEntiincome) )
adultTest = adult[itest,] # conjunto test

47
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e e et bt b b et ]
# MODELO DE REGRESION LOGISTICA CON g1m
rglm = gim(incomebin ~ educationnum + hoursperweek + sex,
data = adultent, family = binomial())
rglm
summary Crglm)
coefsglm = coef(rgim) # coeficientes del modelo
SEglm = summary(rglm)fcoefficients[,2] # error estandar de los coefs
alfa = 0.05
# Coeficientes e intervalos de confianza asintoticos
Icgim = chind(Coefsglm,
Icgim_L = Coefsglm - gnorm(l-alfa/2)*seqglm,
Icgim_uU = Coefsglm + gnorm(l-alfa/2)*segim)
oddsratio = exp(Coefsgim[-1]1)
oddsratio

S S S S S S S S S S S S S S S S SIS s ss S SSSssS
# INICIALIZACION DE UMW DISTRIBUTED DATA FRAME
adultodf = ddf (adultent, update = TRUE)
adultodf

summary (adultpdf)

B e
# DIVISION DEL DISTRIBUTED DATA FRAME
rradult = divide(adultodf, by = rrDiv(1000), update = TRUE,
postTransFn = function(x)
®x[,c("incomebin®™, "educationnum"”,
"hoursperweek", "sex")])
rradult
summary (readult)
Nsubconj = length{getkKeys(rradult)) # namero de subconjuntos
size = numeric(NSubconj)
# Bucle for para calcular el tamafo de cada subconjunto
for (1 in 1:NSubconj)
size[i] = nrow(rradulc[[1]]$value)
# Representacion del tamafio del subconjunto frente al indice
plot(size, type = "h", ylim = c(0,1100})
ablineCh = mean(size), Tty = 2, col = "blue")

B ittt
# IMPLEMENTACION DEL METODO BLBE
adultelb = addrransform{rradult, function(x)
{drBLB (X,
statistic = function(x, weights)
coef (gim{incomebin ~ educationnum + hoursperweek + sex,
data = x, weights = weights, family = binomial())),
metric = function(T) c(mean(T),
quantile(T, c(0.025,0.975))),
R
n
adultelhb
# Media de los coeficientes y los intervalos de confianza
coefsBlb = recombine(adultBlb, combMean)
# Presentacion de los resultados BLE
ICELE = matrix(coefsBlh, ncol = 3, byrow = TRUE)
colnames (ICBELB) c{"CoefsBLB", "ICBLB_L", "ICBLB_U")
rownames (ICBLE) c("(Intercept)”, "educationnum", "hoursperweek", "sexMale")

50,
nrow(rradult)) )
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ICBLE

widtheLe ICBLB[,3] - ICBLB[,2] # anchura intervalos BLBE

CoefsBLE = ICBLB[,1] # coeficientes BLBE

# Resumen con las estimaciones glm y BLB

Resumen = cbind(ICglm, ICBLE)

round (Resumen, 3)

# Error relativo de los coeficientes y anchura relativa de los IC BLE

rel = c(relerrorcCoefs = mean{abs{({CoefsgIim-CoefsBLE) 'Coefsglim)),
Relwidthic = mean{abs{(widthBLB, /'CoefsBLB) )

rel

# TESTED DE LAS ESTIMACIOMES
# Funcion para calcular la probabilidad pi(x)
probrlog = function(x, coef)

 comblin = sum(coef ci(1l,x))
explcomblin/(1+exp(comblin)))

-
+

4

# Datos a los que aplicar la funcion anterior

test = data.frame(adultTest[, c("educationnum”, "hoursperwesk”)],
sex = adultTestisex == "male")

head(test)

# Probabilidades estimadas con glm

probtestglm = apply(test, 1, probrlog, coef = Coefsglm)
# Probabilidades estimadas con BLE
probtestBLE = apply(test, 1, probrlog, coef = CoefsBLB)

# Tablas de contingencia
tablagim = table(Real = adultTestiincomebin,
Predicgim = c(0,1) [(probtestglm=0.5)+1])
tablagim
diag({prop.table(tablaglm, 1)) # proporcion de 0s v 1s acertados con glm
sum{diag(prop.table(tablagIm))) # proporcidn total de aciertos con glm
tablaBLE = table(real = adultTestiincomebin,
PredicBLE = c(0,1)[(probtestBLB=0.5)+1])
tablaBLB
diag(prop.table(tablaBLB, 1)) # proporcion de 0Os y 1s acertados con BLB
sum(diag{prop.table(tablaBLB))) # proporcion total de aciertos con BLE
Tibrary(ROCR)
# Representacion de la curva ROC
prediobj = prediction(probtesteLE, adultTestiincomebhin)
plot (performance(prediobj, "tpr", "fpr"))
abline(a = 0, b =1, col = "blue", Tty = 2)
# Area bajo la curwva
auc = as.numeric{performance(prediobj, "auc")@y.values)
cat{"auc test =", auc, "‘\n")
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