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Resumen

En este trabajo estudiamos un tema que conecta elementos de dos areas de
las Matematicas tradicionalmente separadas: los grafos de la Matematica Discre-
ta y las subvariedades de la Geometria Diferencial. Para ello, analizamos cuatro
articulos en los que se desarrolla la teoria de las subvariedades asociadas a grafos,
desde su introduccién como un método de representacion gréafica hasta su genera-
lizacién a espacios vectoriales dotados de una estructura adicional. Abordamos los
problemas fundamentales de dicha teoria: la forma de los grafos y la clasificacién
de las correspondientes subvariedades. Aportamos un buen nimero de ejemplos.

Abstract

In this work we study a subject connecting some elements from two tradi-
tionally separated areas in Mathematics: graphs from Discrete Mathematics and
submanifolds from Differential Geometry. To do so, we analyze four papers in
which the theory of submanifolds associated with graphs has been developed,
from its insertion as a graphic representation method, to its generalization for
vector spaces endowed with an additional structure. We deal with the fundamen-
tal problems in that theory: the shape of graphs and the classification of the
corresponding submanifolds. We show many examples.
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Introduccion

La comprensiéon del comportamiento de una subvariedad bajo la accién de una
estructura casi compleja J de una variedad casi-Hermitica se ha convertido en un
tema de investigacién interesante en la Teoria de Subvariedades. En este sentido,
las subvariedades complejas y las subvariedades totalmente reales son bien cono-
cidas y fueron generalizadas por B.-Y. Chen definiendo las inmersiones slant [6].
Mas tarde, N. Papaghiuc introdujo una nocién mas general, llamadas subvarie-
dades semi-slant [10], que también incluye la clase de las subvariedades CR. En
este trabajo mostramos que, en todos estos casos, podemos encontrar un grafo
estrechamente relacionado con la estructura algebraica en la subvariedad.

La idea de la asociaciéon entre las subvariedades mencionados anteriormen-
te y los grafos correspondientes surge del estudio de las superficies slant. Esta
asociacion, entendida inicialmente tan solo como una representacion gréafica del
comportamiento del tensor J sobre la subvariedad, fue descrita en primer lugar
por A. Carriazo en [3]. Dada una superficie M? f-slant propia en una variedad
casi-Hermitica 4-dimensional (]/\\/[/ 1.7, g), Chen demostré en [6] que podemos consi-
derar una referencia local ortonormal especial, llamada referencia slant adaptada,
{X1, Xs, X3, X4} tal que X, X, son tangentes a M, X3, X; son normales a M y
satisfacen las siguientes igualdades:

g(J X1, X)) = —g(J X3, Xy) = cos0, g(JXy, X3) = g(JXo, Xy) = sind,

g(JXl,X4) = g(JXQ,X3> = 0

Esta claro que las igualdades anteriores determinan completamente el com-
portamiento de la estructura casi compleja J en M. Entonces, parece interesante
dar una expresién grafica de las mismas. Podemos definir facilmente un grafo
utilizando el siguiente método:

1. Consideramos un vértice para cada campo de la referencia, etiquetandolos
con su correspondiente indice natural.

2. La arista {7, j} existe si y solo si g(JX;, X;) # 0.

9



10 Introduccién

3. Asignamos a cada arista su valor, que viene determinado por ¢*(JX;, X;).

Hay que tener en cuenta que como ¢(JX;, X;) = —g(JX;, X;), la definicién
de la existencia de una arista no es ambigua. Aunque seria razonable haberle
asignado el valor g(JX;, X;) a la arista {7, j}, esto no parece conveniente ya que

las aristas no dependen del orden de sus vértices, y por tanto, se le asigna el valor
92 (JXZ, Xj ) .

3 4 3 cos® 6 4
. s 2
sin?@ sin” 6
J
1 2 1 cos? 0 2
Grafo 1 Grafo 2

Figura 1: Grafos asociados a una superficie slant.

En el Grafo 1 de la Figura 1, podemos observar el grafo obtenido al realizar
los pasos 1 y 2. Mientras que en el Grafo 2 de la Figura 1, se obtiene el grafo
correspondiente al realizar también el paso 3. La diferencia entre estos dos grafos
serd un hecho importante: el primero es un grafo ponderado y el segundo no.

El punto de partida de la teoria de subvariedades asociadas a grafos fue es-
tablecer la asociacion entre una base ortonormal del espacio tangente y un grafo
etiquetado (y posiblemente ponderado). Entonces, se pretendié generalizar esa
situacion mediante la introduccién de un nuevo método para asociar espacios vec-
toriales dotados de un producto escalar y grafos, a través de bases ortonormales.
Es necesario senalar que la asociacion entre espacios vectoriales y grafos no es un
tema nuevo (por ejemplo, ver el Capitulo 6 de [9]).

La importancia de esta nueva asociacion reside primero en el hecho de que
surge naturalmente de la asociaciéon (débil) entre subvariedades y grafos y, por
lo tanto, puede reforzar el vinculo establecido entre la Matematica Discreta y la
Geometria Diferencial, dos areas tradicionalmente remotas en Matemaéticas, con-
virtiéndose en un herramienta muy 1til para el problema general de la clasificacién
de subvariedades. El concepto de subvariedades asociadas a grafos fue estudiado
por A. Carriazo y L. M. Fernandez en [4]. Y el concepto de asociacién débil estd
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desarrollado en [5] por A. Carriazo, L. M. Ferndndez y A. Rodriguez-Hidalgo.

Teniendo en cuenta este punto de partida, solo consideraremos los espacios
vectoriales euclideos de dimension par (debido al hecho de que las variedades
casi-Hermiticas también son de dimensién par), donde el producto escalar desem-
pena el papel de la métrica casi-Hermitica. Senalaremos como, en estos espacios,
siempre es posible considerar una isometria F tal que F> = —Id (que correspon-
de a la estructura casi compleja de la Teorfa de Subvariedades). La asociacién
de grafos y espacios vectoriales de dimension par fue estudiada por L. Boza, A.
Carriazo y L. M. Fernandez en [2].

Sin embargo, esta nueva asociacién también es importante por si misma ya
que establece un marco general con muchos problemas interesantes para resolver:
la forma de los grafos que admiten dicha asociacién, su comportamiento ante po-
sibles cambios de bases ortonormales, la caracterizacion de grafos pertenecientes
a familias relevantes, etc.

Aunque la secuencia historica de estos estudios ha sido la nombrada, en es-
te trabajo se ha optado por reordenar estos conceptos, ya que hemos partido de
conceptos generales como son los espacios vectoriales para llegar a conceptos mas
concretos, como son las subvariedades.

Se comienza la presente memoria con una seccion preliminar en la que presen-
tamos los conceptos bésicos y los resultados de la Teoria de Grafos, la Geometria
casi-Hermitica, las distribuciones diferenciables, la Geometria casi-Hermitica y las
subvariedades slant, para su uso posterior.

En el Capitulo 2 presentamos una nueva generalizacion de las subvariedades
complejas y las subvariedades totalmente reales, asi como de las subvariedades
slant o las CR, al dar la definicién de subvariedades bi-slant, y establecemos sus
relaciones con esos tipos de subvariedades previamente conocidos. Probamos algu-
nos resultados generales y senalamos como los subvariedades bi-slant no son solo
una generalizacion trivial de subvariedades slant. Ademés, exponemos el método
que nos permite mostrar el comportamiento mencionado de una subvariedad con
respecto a J y lo usamos para mostrar ejemplos nuevos e interesantes.

A continuacion, en el Capitulo 3 definimos la asociacién entre grafos y bases
ortonormales y proporcionamos varios ejemplos en las dimensiones 2, 4, 6 y 8.
Ademas, estudiamos algunos cambios apropiados de bases produciendo otras muy
practicas y, por supuesto, preservando la asociacion. Posteriormente, se investiga
la forma de estos grafos. Mostramos algunas condiciones generales para ellos y
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demostramos que un grafo estd asociado a una base ortonormal si y solo si cada
uno de sus componentes también lo esta. Usando este hecho, determinamos com-
pletamente los grafos de grado méaximo 3 admitiendo tal asociacién.

Seguidamente, en el Capitulo 4, generalizamos la situacién de las subvarieda-
des bi-slant, definiendo subvariedades asociadas a grafos. Basicamente, primero
construimos un grafo relacionado con el espacio tangente en un punto arbitrario
de una subvariedad, y luego decimos que esta subvariedad estd asociada al grafo
si puede extenderse de manera diferenciable a cada punto de la subvariedad. Se
muestran algunos resultados sobre la posibilidad de que un grafo se asocie con
una subvariedad y los usamos para caracterizar subvariedades CR por medio de
arboles (grafos conexos sin ciclos). También caracterizamos las superficies slant.
Finalmente, estudiamos y caracterizamos las subvariedades asociadas a grafos en
una variedad casi-Hermitica de dimensién 4.

Para finalizar, en el dltimo Capitulo 5 completamos la nociéon de subvarie-
dades asociadas a grafos introduciendo la idea de una “asociacion débil”, que
béasicamente significa no tener en cuenta los pesos de las aristas. Por tanto, el
objetivo principal de este apartado es estudiar los grafos que pueden estar “débil-
mente asociados” con una subvariedad. Para ello, primero se mencionan aquellos
resultados del capitulo anterior que son analogos para la asociacion débil y se
introducen otros sobre como se ven tales grafos. Al usar estos resultados, se anali-
zan estos grafos en las dimensiones 4 y 6 y los determinamos completamente. Por
ultimo también se estudian subvariedades asociadas a algunas familias especiales
de grafos: bosques, ciclos y generalizaciones, y grafos cubicos.

Los conceptos estudiados en este trabajo son especialmente recientes y no hay
mas aportaciones que las mencionadas durante el estudio. Esto provoca que no
sea un tema totalmente cerrado y da lugar a posibles nuevas aportaciones.

Finalmente, me gustaria aprovechar esta introduccién para dar las gracias al
Profesor Dr. D. Alfonso Carriazo Rubio por todo el tiempo y esfuerzo que me ha
dedicado a lo largo del proceso de elaboracion de este trabajo, y sobre todo por
darme siempre animos para continuar.

Gracias también a mis padres, mi hermana, mi familia y amigos por su apoyo y
carino en los momentos buenos y malos.



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo se trataran las definiciones bésicas y los resultados mas im-
portantes que hemos considerado imprescindible para introducir el contexto en
el que se situa el tema del trabajo y llevar a cabo una completa comprensién de
los capitulos posteriores. Aunque se trata de conceptos conocidos en los campos
de Matematica Discreta y Geometria Diferencial, son necesarios para facilitar la
lectura del presente trabajo y para fijar desde el principio la notacion uniforme
que se usara en todo el desarrollo.

Se comienza con una seccién de generalidades acerca de Teoria de Grafos, cuyos
conceptos fueron estudiados en Matematica Discreta, asignatura impartida en el
Grado en Matematicas, lo que justifica que no se incluyan las demostraciones. Los
resultados que aqui se incluyen pueden encontrarse en [7].

1.1. Teoria de Grafos.

Un grafo es un par (V(G), A(G)), donde V(G) es un conjunto finito no vacio
de vértices y A(G) es un conjunto prescrito de pares no ordenados de vértices
distintos de V(G), llamados aristas. Dado un par {i,j} en A(G), i y j se deno-
minan vértices adyacentes y se dice que {7, 7} son incidentes tanto en ¢ como en
j. El grado de un vértice es el nimero de aristas incidentes en él. Un vértice de
grado 0 se denomina vértice aislado. Un subconjunto de vértices es un conjunto
independiente y sus vértices se denominan independientes si no hay dos de ellos
adyacentes. Un grafo se denomina reqular de grado d si todos sus vértices son de
grado d. En particular, un grafo regular de grado 3 se denomina grafo cubico.

El complementario de un grafo G = (V(G), A(GQ)) es el grafo G tal que

V(G) = V(G) y una arista a € A(G) si y sélo si a ¢ A(G). Si G es un grafo
y a es una de sus aristas, el grafo G — a es el obtenido al eliminar la arista a del

13



14 Capitulo 1. Preliminares.

grafo G.

Dados dos grafos Gy y Go, su unién G = G U G, es el grafo tal que V(G) =
V(G1) UV (Gy) y A(G) = A(G1) U A(G2) (es decir, el grafo obtenido al juntar G,
y G sin aristas adicionales entre ellos).

El grafo de n vértices todos ellos de grado maximo n — 1 es denotado por K,
y se llama grafo completo de n vértices.

Un camino es un grafo determinado por un secuencia alternada de vértices y
aristas distintas en las que cada arista incide con los dos vértices inmediatamente
anteriores y posteriores. El camino de n > 2 vértices es denotado por P,. Un ciclo
es un camino cerrado, es decir, un camino que empieza y termina con el mismo
vértice. El ciclo de n > 3 vértices es denotado por C),.

El grafo d—cubo Q4 (d > 1) es el l-estructura del hipercubo de dimensién
d{(z1,...,2q) : 0 <z; <1, j=1,...,d} (es decir, el grafo consistente en los
vértices y las aristas del hipercubo). Obviamente, Q4 es un grafo regular con 29
vértices de grado d. En particular, ()3 es un grafo ctibico.

Un grafo se denomina bipartito si sus vértices pueden ser divididos en dos con-
juntos, llamados conjuntos partitos, de manera que ninguna arista se una a dos
vértices en el mismo conjunto. Un grafo bipartito completo es un grafo bipartito
en el que cada vértice de un conjunto partito es adyacente a otro vértice del otro
conjunto partito. En este caso, si dos conjuntos bipartitos tienen cardinal n y m,
respectivamente, entonces el grafo se denota K, ,,.

A lo largo del trabajo, vamos a etiquetar los grafos al distinguir sus vértices
entre si por numeros naturales consecutivos. Por lo tanto, identificamos el con-
junto de vértices de un grafo con n vértices con el conjunto {1,...,n}. También
trataremos con grafos ponderados, es decir, grafos de manera que cada arista ten-
ga un peso asignado (un nimero real).

En Teoria de Grafos, un isomorfismo entre dos grafos es una correspondencia
biyectiva entre sus conjuntos de vértices que preserva su adyacencia. Se dice que
dos grafos son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos. De esta forma, es
obvio que las etiquetas de los vértices de dos grafos isomorfos deben ser las mismas.
Dado que estamos considerando grafos ponderados y etiquetados, imponemos a
partir de ahora que los isomorfismos preservan las etiquetas y los pesos. Por tanto,
a lo largo de este trabajo un isomorfismo entre dos grafos con n vértices es la
identificacién del conjunto {1,...,n} en si mismo, preservando la adyacencia y
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los pesos de las aristas. Para mas informacion sobre Teoria de Grafos, se puede
consultar [9].

1.2. Distribuciones: Teorema de Frobenius.

En esta seccién hemos omitido las definiciones mas generales sobre las varie-
dades diferenciales, pues éstos se estudian en la asignatura del mismo nombre, del
Grado en Matematicas. Sin embargo, introducimos las definiciones y los resultados
mas relevantes sobre distribuciones diferenciables, sin incluir las demostraciones.

Estos resultados nos seran de gran utilidad para definir las subvariedades bi-
slant y, en concreto, el Teorema de Frobenius es una clave fundamental para
obtener ejemplos de subvariedades, como se indicara.

Definicién 1.2.1 Sea M una variedad diferenciable de dimension m. Una distri-
bucién n-dimensional (1 < n < m) en M es una aplicacién D que a cada punto
p € M le hace corresponder un subespacio vectorial n-dimensional D, de T,,(M).
Entonces, se dice que un campo X € x(M) pertenece a D si X, € D,, para todo
p € M y se escribe:

D={X € x(M) /X, € D,, para todo p € M}.

Definicién 1.2.2 Una distribucién n-dimensional D se dice que es Diferencia-
ble si para cada punto p € M existe un entorno abierto U de p y n campos
diferenciables X1, ..., X,, € x(U), tales que D, =< Xi(q), ..., X,(¢) >, para todo
qeU.

Proposicién 1.2.3 Sea M una variedad diferenciable y sea D una distribucion
n-dimensional en M tal que existen Xy, ..., X, € x(M) con

D, =< X1(p), ... Xu(p) >,

para todo p € M. Entonces, se verifica:

=1

Definicién 1.2.4 Una distribucién D se dice Involutiva (o Completamente Inte-
grable) si dados cualesquiera X,Y € D se verifica que [X,Y] € D.

Definicién 1.2.5 Dadas una variedad diferenciable M y una distribucion D en
M, se dice que una subvariedad (N, f) de M es una Subvariedad Integral de D si
se verifica que, para cualquier punto ¢ € N, f.q(T4(N)) C Dy(y).
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Proposicion 1.2.6 Sea D una distribucion diferenciable en M tal que para cada
punto p € M eziste una subvariedad integral de D de dimension mdzima que pasa
por p. Entonces, D es involutiva.

Teorema 1.2.7 (Teorema de Frobenius) Sea D una distribucion n-dimensional
diferenciable e involutiva en una variedad diferenciable m-dimensional M. Dado
p € M, emiste una subvariedad integral de dimension n de D que pasa por p.
Ademds, existe un sistema local de coordenadas (U, o = (x1,...,2.,)), centrado en
p (estoes,p € U y p(p) =0), tal que las subvariedades integrales de D que pasan
por p son las placas x; =0, 1=n+1,...,m.

Con la ayuda del Teorema de Frobenius, podremos garantizar que dado unos
campos de vectores determinados, existen subvariedades integrales de dimensiones
maximas para todas las distribuciones involutivas que define cualquier eleccion de
un subconjunto de dichos campos. Esto hecho sera muy 1til, para dar representa-
ciones graficas de las subvariedades bi-slant.

1.3. Geometria casi-Hermitica.

La teoria de subvariedades de variedades casi-Hermiticas constituye hoy en dia
una de las dreas mas interesante en la Geometria Diferencial, y es la herramienta
clave para el desarrollo de esta memoria. Por ello se introducen aqui los resultados
imprescindibles para comprender completamente los siguientes capitulos. Dichos
conceptos se pueden encontrar en [12].

Se dice que la terna (M ,J, g) es una variedad casi-Hermitica donde M es una
variedad diferenciable de dimensién par, J es un campo tensorial del tipo (1, 1)
tal que J? = —Id y ¢ una métrica Riemanniana, compatible con el tensor J, es
decir, tal que

g(JX,JY) =9g(X)Y)

para cualesquiera campos de vectores X e Y en M. De la igualdad anterior se
deduce que g(JX,Y) = —g(X, JY) y por tanto g(JX, X) = 0.

En el caso en el que VJ = 0, se dice que (M ,J, g) es una variedad de Kaehler.

Uno de los aspectos mas interesantes de la Teoria de Subvariedades es el com-
portamiento del espacio tangente de la subvariedad con respecto a la estructura
correspondiente. Asi, en la geometria compleja existen dos clases bien conocidas de
subvariedades: las subvariedades complejas y las subvariedades totalmente reales.
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Sea M una subvariedad de una variedad Hermitica M y X un campo de
vectores tangente a M, que puede expresarse como:

JX =TX + FX,

donde T'X es tangente a M y F'X es normal a M. Entonces se dice que M es una
subvariedad compleja si

J(T,M) C T, M,

para todo punto p € M. Es decir, M es una subvariedad compleja de M si y s6lo
si para cada vector no nulo X, tangente a M en un punto cualquiera p, el angulo
entre JX y T,M es igual a cero, o lo que es lo mismo, si ' = 0.

En cuanto a las subvariedades totalmente reales, éstas vienen caracterizadas
por la condicién
J(T,M) C T, M,

para todo p € M. En otras palabras, verifican que, para cada vector no nulo
X € T,M, el angulo entre JX y T,M es igual a /2, independientemente del
punto p € M, es decir, T' = 0.

1.4. Subvariedades slant.

En esta seccién recordamos primero algunas formulas basicas y definiciones
sobre subvariedades slant en Geometria Compleja, que usaremos mas tarde. Para
mas detalles sobre variedades complejas, podemos recurrir a [12]. Gracias a la de-
finicion de distribucién slant, se podran introducir nuevos tipos de subvariedades
en el Capitulo 1.

__A partir de ahora, M serd una subvariedad de una variedad casi-Hermitica
(M, J,g) y también denotamos por g la métrica inducida en M. Entonces, M se
dice que es slant [6] si para cualquier p € M y para cada vector no nulo X, € T,M,
el dngulo 0(X,), 0 < 0(X,) < w/2, entre J,X, y T,M es una constante 6, llama-
do angulo slant de la subvariedad. En este caso, M se dice subvariedad #-slant.
En particular, esta claro que M es una subvariedad compleja (resp. subvariedad
totalmente real) con dangulo slant = 0 (resp. # = 7/2). Si M es una subvariedad
f-slant tal que 0 € (0,7/2), entonces se dice que es una subvariedad slant propia.

Para cualquier campo de vectores tangente X, escribimos JX = TX + FX,
donde T'X es tangente a M y FX es normal a M. Entonces, es conocido [6] que
M es f-slant si y sélo si

T?°X = —cos® 60X, (1.4.1)
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para cualquier campo de vectores X tangente a M. Ademads, también es necesario
otra caracterizacién de subvariedades slant, dado en [8]:

Lema 1.4.1 Dada una referencia local ortonormal {Xy,..., X} de TM, M es
0-slant si y solo si

Zg(JXj, X:)g(J Xy, X;) = 63, cos b,

i=1

para cualesquiera j,k=1,... m.



Capitulo 2

Inmersiones bi-slant.

En [10], N. Papaghiuc introdujo la nocién de subvariedad semi-slant de una
variedad Kaehlariana, definiéndola como aquella subvariedad cuyo fibrado tan-
gente admite una descomposicion ortogonal en dos distribuciones, siendo una de
ellas compleja y la otra slant con angulo no nulo.

Vamos a comenzar el capitulo presentando el concepto de distribucion slant
en una subvariedad M de una variedad casi-Hermitica (M, J, g). A continuacién,
introduciremos la definicién de una clase mas general de subvariedades, las lla-
madas subvariedades bi-slant y, como caso particular de dichas subvariedades, las
subvariedades semi-slant.

Teniendo en cuenta todos estos conceptos, en [3], A. Carriazo se plante6 qué
comportamiento tendria una subvariedad bajo la acciéon de una estructura casi
compleja y expuso un método para obtener una representacion grafica de ello.
Para finalizar el presente capitulo, se pone de manifiesto dicho método y se pro-
porcionan algunos ejemplos para poder visualizarlo graficamente.

En primer lugar vamos a relacionar las distribuciones complejas y las distri-
buciones totalmente reales, vistas en la Seccion 1.3, con las distribuciones slant.

Sea D una distribucién diferenciable en M. Se dice que D es compleja (resp.
totalmente real) si J(D) = D (resp. J(D) C T+M). Por otro lado D se dice que es
una distribucién slant [10] si para cualquier p € M y para cada X, € D,, X, # 0,
el dangulo 0p(X,), 0 < 0p(X,) < /2, entre J,X,, y D, es una constante llamada
angulo slant D. De hecho, 0p(X,) es un angulo entre J, X, y (PT),X,, donde P
denota el operador proyeccion de T'M en D. Encontramos la siguiente relacion
entre estas tres nociones:

19
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Lema 2.0.1 En las condiciones anteriores, tenemos que:

i) D es una distribucion compleja si y solo si es una distribucion slant con
angulo slant 0p = 0.

ii) Si D es una distribucion totalmente real, entonces es una distribucion slant
con dngulo slant 6p = /2.

Demostracion:
Suponemos que D es una distribuciéon compleja. Entonces, estd claro que es
0-slant, ya que JX € D, para cualquier X € D.

Veamos ahora la implicacién reciproca. Supongamos que D es 0-slant. Como

JX,PTX
cosf = % y 6 = 0 se tiene que cos = 1, lo que implica
g(JX,PTX)
|JX||PTX]|

Por otro lado, también se tiene que
g(JX,PTX)=g(TX,PTX) =g(PTX,PTX)=|PTX|".

Luego,
|PTX]?
|JX||PTX|

lo que implica que |[PTX| = |JX| = |X]|,yaque |JX]* = g(JX,JX) = g(X, X) =
| X|2, por ser M una subvariedad isométricamente inmersa en una variedad casi-
Hermitica. Esto implica que JX = PTX € D, para cualquier X € D. Por otro
lado, también se tiene que D C J(D), ya que cada X € D puede ser escrita como
X =J(-JX).
El apartado ii) se sigue inmediatamente de la definicién. 0J
Si D es una distribucion 6-slant, también se puede probar que

(PT)*X = —cos? §X, (2.0.1)

para cualquier X € D.
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2.1. Subvariedades bi-slant

Sea M una subvariedad de una variedad casi-Hermitica (M, .J,g). Vamos a
suponer que existen dos distribuciones ortonormales Dy y Dy en M tales que
TM = Dy & D,. En esta situacion, denotamos por P; a la proyeccién de T'M en
D; y ponemos T; = P;oT', 1 = 1,2. Hasta ahora, ya hay dos tipos de subvariedades
conocidas que satisfacen la descomposicién anterior, definidas como sigue:

— Si Dy es una distribucién compleja y Dy es una distribucion totalmente real,
entonces M se dice que es una subvariedad CR [1].

— Si Dy es una distribucién compleja y Dy es una distribucién slant con el
angulo slant 6 # 0, entonces M se dice que es una subvariedad semi-slant
[10].

La nocién de subvariedad semi-slant claramente generaliza a las de slant y subva-
riedad CR. Ahora, vamos a introducir dos tipos nuevos de subvariedades:

— Si Dy es una distribucién totalmente real y Dy es una distribucién slant
con el dngulo slant 0 # /2, entonces se dice que M es una subvariedad
anti-slant.

— Si Dj es una distribucién #;-slant y D5 es una distribucion #y-slant, entonces
se dice que M es una subvariedad bi-slant. En este caso, nos referiremos a
los dngulos usando la notacién (61, 60z).

Aunque las subvariedades anti-slant se llamaron de tal forma al ser definidas,
posteriormente también se han llamado pseudo-slant o hemi-slant.

Pero, ;cémo se relacionan los tipos de subvariedades descritos anteriormente?
El siguiente teorema nos proporciona la respuesta a nuestra pregunta:

Teorema 2.1.1 Sea M una subvariedad de una variedad casi-Hermitica (M, J,q).
i) M es una subvariedad CR si y solo si es una bi-slant con 6, =0, Oy = w/2.

ii) M es una subvariedad semi-slant si y solo si es una bi-slant con 6; = 0,

92 c (0,71'/2]

iii) Si M es una subvariedad anti-slant entonces es una bi-slant con 0, = /2,

02 S [0,71'/2)

iv) M es una subvariedad semi-slant y una subvariedad anti-slant si y solo si
es slant o CR.
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Demostracion:

Vamos a probar el resultado i). Si M es una subvariedad CR, entonces el Lema
2.0.1 implica que es una subvariedad (0, 7/2) bi-slant. Para la implicacién recipro-
ca, sélo tenemos que probar que D, es una distribucién totalmente real, es decir,
T = 0 en D,. Si tenemos X € Dy, entonces To.X = 0y asi TX = T1X € Dy.
Pero, para cualquier Y € Dy, g(T1 X,Y) = —g(X,TY) =0, ya que TY € D;. Por
tanto, T'X = 0.

Los resultados ii) y iii) se obtienen directamente del Lema 2.0.1.

Con respecto al resultado iv), estd claro que las subvariedades slant y CR
aparecen como casos particulares de las subvariedades semi-slant y anti-slant.
Reciprocamente, vamos a suponer que T'M = Dy & Dis = Doy & Doy, donde
Dy1 (resp. Dop) es una distribucién compleja (resp. distribucién totalmente real)
y Dia (resp. Day) es una distribucién slant con dngulo 015 # 0 (resp. 0o # 7/2).
Podemos pensar que todas estas distribuciones son no-triviales (si no, la demos-
tracién termina inmediatamente). Entonces, dado X € Dy; y Y € Doy, tenemos
que g(X,Y) =g(JX,JY) =0,yaque JX € Dy; y JY € TtM. Por tanto, debe
ser Dig = Doy, 013 = w/2, D13 = Doy y 09 = 0, es decir, M es una subvariedad
CR. O

Obsérvese que el reciproco del punto iii) del Teorema 2.1.1 es cierto cuando
0y = 0, pero no en general. De hecho, podemos mostrarlo en el Ejemplo 2.1.2.

En los ejemplos siguientes, se tiene que los coeficientes que acompanan a los
campos definidos en cada caso, son constantes, por ello, los corchetes [X;, X;| son
todos nulos. Por lo tanto, cualquier eleccion de un subconjunto de estos campos
define una distribucion involutiva. Asi, aplicando el Teorema 1.2.7 de Frobenius,
sabemos que existen subvariedades integrales de dimensiones maximas para todas
esas distribuciones.

Ejemplo 2.1.2 Consideramos R® = C* con coordenadas (z;,v;) y su estructu-
ra Kaehler usual. Dado ay,as € (0,7/2), definimos cuatro campos de vectores
ortonormales en R® de la siguiente forma:

0 . 0 . 0 . . 0
X1 = €os a COs g — —+ Sin (ary COS g —— + COS (g Sin vy —— + sin v sin g —,
81’1 81’2 81’3 8134
0 0 0 0 0
Xy = —sinag— 4+ cosapo—, X3=—, X;=—sinaj— +cosa;—.
’ ’ Y2 ’ OYa ’ oy ! ! 0z, ! Oxo

Ponemos D; = (X1, Xs), Dy = (X3, Xy). Se tiene que D; es una distribucion
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slant con 0; = 7/2 ya que:

g(J X5, X1) = sin ay cos g sin ag — cos ap sin oy sinag = 0

g(J X5, X1) = —sin g cos ag sin aip + €os g sin g sin ap = 0.

Por otro lado, vamos a probar que Dy es una distribucién slant con 0, €
(0,7/2), para ello, tenemos que ver si (P,T)?X = — cos* 6X:

En primer lugar, se tiene que:

0 0

PQTXg = g(JXg,X3>X3 + g(JXg,X4)X4 = — SiIl2 Oéla— + sin Q1 COS Oéla—.

X1 X2

Volvemos a aplicar T al resultado obtenido, y nos queda:

P, T(PyTX3) = g(JPT X3, X3) X5 + g(JPT X3, X4) Xy =

= —sin?a;— = — cos? 6, X5.
oy

Entonces, una subvariedad integral M de D; & D, es una subvariedad bi-slant
con O = /2y 0, € (0,7/2) tal que cos?f, = sin® o, pero no es una subvariedad
anti-slant.

2.2.

Representacion grafica.

Podemos ahora introducir un procedimiento de representacion grdfica para
comprender el comportamiento de M con respecto a J. Para ello, seguimos los
siguientes pasos.

1.

Si denotamos por n (resp. m) la dimensién de la variedad M (resp. la subva-
riedad M), entonces elegimos una base ortonormal local B = {X1,..., X,,},
tal que Xi,...,X,, son tangentes a M y X,,+1,...,X,, son normales a M.

. Consideramos un vértice para cada campo de B, etiquetada con su corres-

pondiente indice natural.

. Decimos que la arista {4, j} existe si y sélo si g(JX;, X;) # 0.
. Asignamos a cada arista el valor dado por ¢*(JX;, X;).

. Finalmente, observamos que obtenemos una informacién visual adicional

al poner los vértices correspondientes a los campos tangentes en una linea
inferior imaginaria y aquellos que corresponden a campos normales es una
linea superior.
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Vamos a usar este método con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.2.1 Consideramos R® como anteriormente. Para cualquier 6,0, €
[0,7/2], sea M la subvariedad dada por:

o1(u,v,w,s) = (ucos by, usin by, wcos by, wsin by, v, 0, s,0).

Elegimos la base ortonormal:

0 0 0 0 0 0
X, = 0 — inf—, Xo=—, X3= fy— +sinlyp—, Xy = —
1 = COS 16331 -+ sin 183:2’ 2 ayl, 3 = COS 28:1;3 -+ sin Qam, 4 8@/3’
0 0 0 0 0 0
Xs=—, Xg=sinj— — 0p—, Xo= —, Xg=sinly— — Oy —
5 ayz, 6 S11 101‘1 COS U1 8@727 7 ay4, 8 S1n 281’3 COS 28$47
El valor asignado a la arista que une los vértices 1 y 2 viene determinada por:
0 o 0
2(JX1, Xs) = ¢? 0, — inf; —, —) = cos? 6.
g°(J X1, X5) = g*(cos 183/1 + sin 18y2’ ayl) cos” 0

De la misma forma se calculan los valores de las demas aristas y obtenemos la
visualizacién grafica mostrada en la Figura 2.1.

5 6 7 8
® L L J
sin® 0, sin” 0,
@ 5 @ [ 5 @
1 cos” 6, 2 3 cos” 0, 4

Figura 2.1: Ejemplo 2.2.1.

Ponemos D; = (X7, X5), Dy = (X3, Xy). Entonces, realizando cdlculos andlo-
gos a los del ejemplo anterior, de la Figura 2.1 esté claro que M es una subvariedad
(01, 05) bi-slant tal que g(JX,Y) = 0, para cualquier X € D; y cualquier Y € D;.
Ademas, si 01 = 0, = 0, entonces M es 6-slant.
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Haciendo un pequeno cambio en ¢;, obtenemos un ejemplo totalmente dife-
rente:

Ejemplo 2.2.2 Para cualquier a € [0, 7/2], elegimos 0 € (0, 7/2] tal que cosf =
(cosa)/v/2. Sea M una subvariedad de R® dado por:

wa(u,v,w,s) = (ucos a,usina,wcosf, wsin b, v,0, s, v).

Mediante el uso de un campo ortonormal

X, = cosa=— +sina—, X5 = i,
B A T % B
? V2 G T ‘ Sl;aﬁécl Cgmc?xQ’
X, = 2 ising— X, = — (<2 _ Y%
3 Cos 98:53 + Sme&m’ 7 ﬂ(azh 83/4)’
X, = i Xg = sin Qi — cos Qi
v 8y37 5 81’3 81'4,

obtenemos la representaciéon mostrada en la Figura 2.2.

sin’ a cos’ 6

2

5 cos” « 7
° ‘6 2 2 8
cos? 6
2
.2 202
sin” o
cos? sin” 0
2 sin® o sin” 6
2 2
@ o

1 cos® a 2 sin’ 6 3 cos’ 0 4

2 2

Figura 2.2: Ejemplo 2.2.2.

Consideramos D; = (X1, Xs), Dy = (X3, X41). Entonces, M es una subvariedad
(0,0) bi-slant pero no es una subvariedad slant.
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Ahora, para cualquier oy, as € (0,7/2), consideramos el campo ortonormal en
R® dado por:

X1 = €0os aq oS avg—— + Sin @y CoS aip—— —+ COS vy Sin ap—— + sin oy sin g ——,
5 31’1 8x2 9 3(133 81'4
Xo = (9_’ X3 = a_a
hn 5 5 Ys
X, = —cosaq sin apg—— — sin aq Sin ap—— + €OS a1 COS iy —— + Sin @y CoS g ——,
a 8x1 a 8[L’2 %[L’g a 81’4
X5 = cosag— + sin ap—, Xg = —sina; — + cosa; —,
3926 Oy 0z O
X7 = —sina;— + cosa; —, Xg = —sinag—— + cos ag—,
0x3 014 Y2 Oy4

Conseguimos una representacién grafica del comportamiento de este campo
bajo la accién de una estructura compleja J en R® mediante el cubo mostrado en
la Figura 2.3.

7 8
5 6
sin? o
3 4
2 )
cos” o sin”
2 2
1 cos“ oy cos” ay 2

Figura 2.3: Representacion cubica.

Usando el campo anterior, obtenemos dos nuevos ejemplos:

Ejemplo 2.2.3 Ponemos D; = (X3, X3), Dy = (X3, X,). Entonces una sub-
variedad integral de D; @ D, es una subvariedad (6,6) bi-slant con cos*6 =
cos? v cos? iy v una subvariedad 4-dimensional o;-slant.

Ejemplo 2.2.4 Ponemos D; = Span{Xi, X2}, Dy = Span{Xs, X4}. Si ay #
7/4, entonces una subvariedad integral de D; @ D; es una subvariedad (6, 6)
bi-slant con 0; # 0, tal que cos®#; = cos? ay cos? ay v cos? Oy = cos® oy sin? ay,

pero no es una subvariedad slant.
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Teniendo en cuenta el Ejemplo 2.1.2 podemos obtener de una forma similar,
simple, eligiendo Dy = Span{ X, Xs}, Dy = Span{Xs,, Xs}. Entonces, de la Fi-
gura 2.3 es claro que D; es una distribucién 7/2-slant y Dy es una distribucién
f,-slant tal que cos? , = sin? ay, como hemos sefialado anteriormente.

El procedimiento de representacién grafica ha sido muy 1til para la bisqueda
y visualizacion de ejemplos. Pero surgen algunas preguntas bésicas:

= Esta representacion grafica, jse puede hacer solo para las subvariedades bi-
slant o es algo més general?

= En tal caso, jcémo serian las subvariedades? ;Y los grafos asociados?

» Es més, ;se puede definir una asociaciéon en un marco mas general? ;Cuales
serfan los elementos bésicos para ello?

Los siguientes capitulos nos proporcionaran respuestas a todas estas preguntas.
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Capitulo 3

Grafos asociados a espacios
vectoriales de dimension par.

En este Capitulo vamos a comprobar que se puede definir una asociacién a
grafos en un marco mas general como es el de espacios vectoriales euclideos de di-
mensién par, los cuales estan dotados de un isomorfismo especial. Desarrollaremos
para ello el contenido del articulo [2]. Se dardn ejemplos donde se podré visua-
lizar graficamente la forma que tienen estos grafos y, analizando dichas formas,
probaremos algunos resultados generales.

3.1. Grafos asociados a bases ortonormales.

Sea V' un espacio vectorial euclideos de dimensiéon 2n dotado con un producto
escalar (denotado por -) y sea F' una isometria en V (es decir, Fv - Fw = v - w,
para cualesquiera v,w € V) tal que F> = —Id. Observamos que, para cualquier
v € V, ocurre que v es ortogonal a Fv porque v-Fv = —F%0-Fv = —Fowv y
entonces, v-Fv = 0.

En estas condiciones siempre es posible construir una base ortonormal especial
de V' como sigue: sea w; cualquier vector unitario de V. Entonces, Fw; también
es un vector unitario, ademas, ortogonal a w;. Por otro lado, si n > 1, sea w-
cualquier vector unitario de V' ortogonal a wy y Fw;. Es facil probar que Fws es
otro vector unitario a wi, Fw, y wsy. Repitiendo este procedimiento, obtenemos
una base ortonormal {wy, ..., wsy,} de V| donde estamos denotando w1 = Fwy,
k=1,...,n. Ademas, se observa que F'w, ., = —wy, para cualquier k =1,...,n.
Las bases ortonormales obtenidas de esta forma se denominan F-bases. Reciproca-
mente, es facil probar que si {wy, ..., wy,} es una base ortonormal de V', entonces
existe una tnica isometria F' en V tal que F? = —Id y {wi,...,wa,} es una

29
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F-bases. En efecto, F' estd definida como Fwyp = w, 1 v Fw,x = —wg, para
cualquier k =1,...,n.
Ahora, sea B = {vy, ..., vy,} cualquier base ortonormal de V. Podemos definir

un grafo Gz siguiendo estos pasos:

1. Consideramos un vértice para cada vector de la base, etiquetado con su
correspondiente indice natural. En realidad, a veces identificaremos vectores
y vértices usando la misma notacion.

2. Se dice que la arista {v;, v;} existe siy sélo si F'v;-v; # 0. Se observa que no
hay lazos en G, ya que Fv;-v; = 0, para cualquier ¢ = 1,...,2n, como ya
hemos senalado anteriormente.

Decimos que un grafo G etiquetado y ponderado y las bases B estan asociadas si
G es isomorfo a Gp.

Vamos a presentar algunos ejemplos, para poder visualizar graficamente algu-
nos grafos.

Ejemplo 3.1.1 Sean V un espacio vectorial euclideo de dimensiéon 2 y F' una
isometria de V tal que F> = —Id. Si consideramos una F-base, {wy, ws}, entonces
estd asociada al grafo Ky que se muestra en la Figura 3.1, ya que Fwi-ws =
Fw-Fuy = wy-wy = 1.

® ®
2

Figura 3.1: El grafo K.

Ejemplo 3.1.2 Sean V un espacio vectorial euclideo de dimensiéon 4 y F' una
isometria de V tal que F? = —Id. Si consideramos una F-base, {wy,ws, w3, wy}.
Entonces, esta asociada al grafo Ky U Ky de la Figura 3.2.

Ahora, sea 0 € (0,7/2). Si elegimos:
v = cos bwy + sin Qwq, vy = w3, V3 = Wy, vy = — sinw; + cos Owo,

veamos que {vq, vy, v3,v4} €s una base ortonormal de V' asociada al grafo C; mos-
trado en la Figura 3.2.
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Efectivamente:

Fuy - vy = (cos 0 Fwy + sin 0 Fwy) - w3 = (cos fws + sin Qwy) - ws = cos b,

Fuy - v3 = (cos 0 Fw; 4 sin 0 Fws) - wy = (cos Bws + sin bwy) - wy = sin b,

Fuy - vy = (cos ws + sin Qwy) - (— sin bw; + cos Qwy) = 0,

Fuy-v3 = Fws - wy = F(Fwy) - wy = F?w; - wy = 0,

Fuy - vy = Fws - (—sin Qwy + cos bwy) = F(Fwy) - (— sin Qwy + cos bwy) =
= F?w; - (— sin 6w, + cos fw,) = sin 6,

Fus vy = Fwy - (—sin Qw; + cos Owy) = F(Fw,) - (— sin Qw; + cos Qwsy) =
= F?w, - (— sin Ow; + cos fw,) = — cosb.

Finalmente, si elegimos:
U1 = cos Bvy + sin Qvg, Uy = sin vy — cos Ovy, U3 = V3, Uy = V4,

entonces, {v1, U2, U3, U4} es una base ortonormal de V' asociada al grafo K4 que se
muestra en la Figura 3.2.

4 sl ]4 SI I4
3 1 2 1 2
C4 K4

Figura 3.2: Caso de dimensién 4.

Ko U Kj

En realidad, estos tres grafos de la Figura 3.2 son los tinicos no isomorfos que
pueden ser asociados a una base ortonormal en un espacio vectorial de dimension
4, como se muestra mas adelante.

Ejemplo 3.1.3 Sean V' un espacio vectorial euclideo de dimensién 6, oy, ag, a3 €
(0,7/2) y F una isometria de V tal que F? = —Id. Vamos a elegir una F-base

{wy, wa, w3, wy = Fwy,ws = Fwg,ws = Fws}.

Si consideramos las bases ortonormales dadas en la Tabla 3.1, entonces éstas estan
asociadas a los grafos indicados en la Figura 3.3. En realidad, algunos de estos
grafos son muy conocidos. Por ejemplo, G5 es K33y G2 es K.

Las comprobaciones son sencillas y andlogas a las expuestas en el ejemplo ante-
rior, aunque demasiado largas y por ello se ha considerado oportuno no incluirlas.
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Grafos Bases ortonormales correspondientes

V1 = Wy, V2 = Wy,
G = Gg = 3K, U3 = Wa; V4 = Ws;
V5 = W3; Vg = Weg.

U1 = Wy; Vg = Wy4; U3z = W3;

Gy = Ggs = Oy UKy V4 = SIN QqWo — COS v We;
Vs = COS (1 Wo + SiN (v Wg;
Vg = Ws.

G3 =G = K4 UKy UBZ%WS_%(U&‘FUM);
v4:\/i§w3+%(w2+w6);

Vs = Ws, UGZ%(wa—wg).

G4=G154=K3,3—€ 032\%(105—1114);
U4—\/i§(w2—|—w6);

1 )
v =5 (sin ajwy + cos aqws + ws) ;
_ 1 .
Vo = 75(’11]44—11)6),
Gs = Ghia = K33 V3 = COS QWi — SIN Qi Wa; Uy = Ws;
Vs = \/Li (sin aywy 4 cos aywy — ws) ;

\/Lﬁ (11)6 — w4) .

Ve

1
2
Ge = Groa = K13U Ky U3 = %w3+%(w6—w2>5
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Grafos

Bases ortonormales correspondientes

G7:G202:P4U2K1

012\%(101—@02);

UQZ\/Lﬁ(’lUAL—F’LU@);
03:%(1U1+ZU2+@U3+U)5);

%(w1+w2—w3—w5);
05:\%(104—106);

UGZ%(U@,—U]{,).

GS = G204 - 3_1(2

v1 = sin aywy + cos aiqwo;
Vg = SIN 3wy + COS A3Wg;
VU3 = Sin apWws3 + COS QoW
VU4 = Sin Qqwy — COS Qi W1
V5 = SIN QW5 — COS QlpW3;
Vg = SiN ar3wWg — COS (3Wy.

Gy = Gops = Ps UK,

U1 = We; V2 = %(wﬁ_wS);

Vg = 5 (w1 - wz) - \%UM;
1

Vs =
Vg —

Gro = Gaos = 2K, U 2K,

01:%(w1+w2+w3+w5);
vgz\%(wl—wg);
U3 :%(wg—w5)+\/i§w4;
v4:%(w1—|—w2—w3—w5);

Gi1 = Ga7 = K¢ — ¢

U1 = Wy, V2 = Wa;
1

vy = %(—3103 + wy + 2ws + wg);
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Grafos

Bases ortonormales correspondientes

v = 3 (w1 + ws + ws + ws) ;
U2:%w4+%(w1—w2);

03:%?116—%(103—1115);
Gr2 = Gaos = K Vg = % (w1 — wg) — \%UM;
vs = 3 (w3 — ws) + J5wWe;

2
vg = 3 (w1 + wy — wy — ws) .

Cuadro 3.1: Grafos y bases ortonormales del ejemplo
3.1.3.
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r——e  o&—  o—°

=R
g X B
AA A
-8

Figura 3.3: Grafos asociados a las bases ortonormales de dimensién 6 correspon-
dientes al Ejemplo 3.1.3.
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Ejemplo 3.1.4 Sean V un espacio vectorial euclideo de dimension 8, ay,as €
(0,7/2) y F una isometria de V tal que F? = —Id. Consideramos una F-base

{wy, we, w3, wy, ws = Fwy, wsg = Fwg, wy; = Fws, wg = Fw,}.
Entonces, si elegimos:

U1 = COS (1 COS QiaWq + Sin rq COS QaWso + COS (1 SiN oWz + Sin @vq SiN AWy,

V2 = Ws,
U3 = Wry,
V4 = — COS (¥ SiN QW — SIN ;1 SIN Wy + COS (v COS QraWs3 + SiN (i COS AWy,
U5 = COS QoWg + SIN oWy,
Vg = — sin Wy + CoS a;j wWa,
V7 = — sin w3 + COS vy Wy,
Vg = — SIN (pWg + COS oW,
es facil ver que {vy,...,vs} es una base ortonormal de V' asociada al grafo ciibico

que se muestra en la Figura 3.4.

Figura 3.4: El grafo Q3.

Una primera pregunta acerca de esta asociaciéon puede ser su dependencia en
la eleccion de bases ortonormales. Por ejemplo, vamos a considerar n = 2 y la
base B = {wy,...,ws} dada en el Ejemplo 3.1.2, la cual estd asociada al Gra-
fo 1 (K3 U K3) mostrado en la Figura 3.5. Si ahora tomamos B = {v/2/2(w; +
ws), V2/2(wy —wy), ws, wy }, entonces B es también base ortonormal de V asocia-
da al Grafo 2 (K35) de la Figura 3.5. Obviamente, estos dos grafos estén lejos de
ser isomorfos.

Por tanto, es interesante mirar el cambio apropiado de las bases que conservan
las asociaciones con los grafos. En este sentido, introducimos algunos operadores,
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Grafo 1 Grafo 2

Figura 3.5: Cambio de bases.

que permiten simplificar la estructura de la base ortonormal asociada al grafo
dado. Entonces, dados una F-base, B = {wy,...,wq,}, de V y un vector v € V
n n

escrito como v = E arwy + E brwy 1 podemos definir los siguientes operadores:
k=1 k=1

(i) Para cada entero p tal que 1 < p < mn,

n

0p(v) = Z apwy + Z bpWn ik — apwy — byt sy
k=1,k+£p k=1k#p
(ii) Para cada entero p tal que 1 < p < n y cualquier o € [0, 27|,

n

Ppa(v) = Z Wy + Z brWy g

k=1,k#p k=1,k#p
+(ay, cos a — by, sin a)w, + (b, cos o + a, sin o)Wy 4p.

(iii) Para cualesquiera p # ¢ tal que 1 < p, ¢ < n y cualquier « € [0, 27],

n

PpgalV) = Z arWy + Z brWy 1k

k=1,k#p,q k=1,k#p,q
+(ay, cos a — agsin a)w, + (aq cos a + a, sin a)w,
(

+(bp cos @ — by sin @) wp4p + (bg cOs @ + by sin ) w4 4.

El operador o,(v) consiste en cambiar el signo de los elementos que se encuen-
tran en la posicién p. En cambio, los operadores ¢, (V) ¥ ¢pq4.(v) cambian los
elementos de las posiciones p y n+p por combinaciones lineales de senos y cosenos.

En primer lugar, tenemos el siguiente resultado:
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Lema 3.1.5 Para cualesquiera enteros p # q tal que 1 < p,q < n y cualquier
a € (0,27, los operadores descritos anteriormente son isométricos, conmutan
con Iy, por tanto, se satisfacen las siguientes propiedades, para cualesquiera
v, eV

(i) F(0p(v))-0p(v') = Fo-v'.
(”) F(¢p,a(v))'¢p,a(U,) = Fou.

(1) F($p.g.0(0)) @pgalt') = Fo-v'.

Demostracion:
En primer lugar, se tiene que

Fv' = (Zakak+Zbkan+k>-v' = Zakb;@ — Zbka;.
k=1 - k=1 o k=1 k=1

Wn+k

Vamos a comprobar que se cumplen los tres puntos del lema:

(i) F(op(v))-0,(v") :( Z ay Fwy, + Z b Fwyt, —a, Fw, —b, Fwn+p).

k=Lk#p  w,., k=Lk#p —wp, Wntp —wp

n n
/ / / /
( E a,wy + E by Wnt — a,w, — bpwn+p>
k=1,k#p k=1,k#p
n

= — Z CL;Cbk + Z CLkb;i, — a;bp + CLpb;.

k=1,k#p k=1,k#p

Por tanto, F(0,(v))-0,(v") = Fu-v'.

(i) F(¢pa(v))-dpal(v') =

ap Fw, + by, Fw,41 +(a,cosa — b, sina) Fw, +
(3 wbms 3 nbuto et i

k=Lk#p o, k=Lk#p -

(b, cosa — a,sin ) Fwnﬂ,) : ( Z ajwi + Z by W p+

k=1,k#p k=1,k#p
—wp



3.1. Grafos asociados a bases ortonormales.

39

n
/ e / s o /
(a, cos o — b, sin a)wy, + (by, cos a + @y, sin @) wy g, | = — E a b+
k=1,k#p

n

E axby, + (ay, cos o — by, sin ) (b, cos a + a;, sin o) —
k=1,k#p

n

n
(by cos a + ay sin ) (aj, cos o« — by, sin ) = — Z aybr + Z apby+
k=1,k#p k=1,k#p

/ 2 I / e i 2
+ ayb, cos” a + aya, sin a cos a — byb, sin v cos a« — bya;, sin” a—

/ 2 /2 /o /A _
— (bpay, cos™ a — a,by, sin® v — bpb), sin v cos a + a,a;, sin avcos o) =

n

n
=— E ayby, + E arby, + a,b), cos® a — byar, sin® a—
k=1,k#p k=1,k#p

n n
/ 2 /o2 / / / /
— a,b, cos” a + apby, sin” a = — E a by, + E arby + apb, — a,bp.
k=1,k#p k=1,k#p

Y se obtiene, que efectivamente, F(¢p, 0 (v))-¢pq(v)) = Fo-v'.

n

(ill) Flepga(®)paa) = D aFuwg+ > b Fuwn,+

k=1k#p,q  w,,, k=Lk#Dgq

+(a, cos v — agsin o) Fw,, +(aq cos a + a, sin o) Fw, +
~—~ ~—

—wg

Wn+p Wn+q

+(bp cos @ — by sin ) Fw,4p +(by cosa + by sin ) Fw,iy | - @pga(v’) =
N—— S——

—Wp —Wq
n n

- Z ayby + Z axby, + (a, cos a — agsin a) (b, cos a — b, sin o)+

k=1,k#p,q k=1k#p.g
+ (aq cos a 4 ay, sin ) (by, cos a + b sina) — (b, cos o — by sin av)-

(ay, cos o — ay sin ) — (bg cos a + by sin a) (ay cos o 4 ay, sin o) =

n n
!/ / / / / !/
— E a by, + E agby + ayb, + a,by, — a,b, — aby.
k=1,k#p.q k=1,k#p,q

Y por tanto, se cumple también que F(¢, 4.0(V)) @pga(t) = Fov'.

Se tiene, por tanto, el siguiente corolario inmediato.
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Corolario 3.1.6 Para cualesquiera enteros p # q tal que 1 < p,q < n y cualquier
[0,27], una base ortonormal asociada a un grafo es transformada por los
operadores Oy, Opa, Ppg.a €N 0tra base ortonormal asociada al mismo grafo.

Los siguientes resultados nos van a proporcionar bases con buenas propiedades.

Teorema 3.1.7 Sea B = {ws,...,wy,} una F-base y sea G su grafo asocia-
do a una cierta base ortonormal. Entonces, existe otra base ortonormal B
{v1,...,v9,}, asociada a G y, para cualquier j =1,...,2n, tenemos:

[ w, if j=1,

J Jj—
Zakak -+ ij,kwn—i-k Zf 2 S] S n,
k:? k:l

Za]kwk—i—z:b FWnyr tf n+1<75<2n.
\ k=2

Ademds, se puede suponer que ayy > 0, para cualquier k =2,...,n.

Demostracion:
Sea {vy, ..., v} una base ortonormal asociada a GG. Para cualquier j = 1, ..., 2n,

identificamos v; = E a; KWy, + E b; xWnr con el vector
k=1 k=1

7]‘ = (ajvl, e ,am, bj71, ey bj7n)‘

El objetivo es anular los b;, con k = 1,...,n. Para ello, el término (b, cos a +
a, sin a)wy,, del operador ¢, ,(v) debe ser nulo, es decir,

b, cos v = —a, sin a.

b
De aqui, se obtiene que o = — arctan | 2
a

p

Entonces, si aplicamos sucesivamente a cualquier 7 los operadores ¢, — arctan(by 4 /a1.p)5
con 1 < h < n, entonces, el vector 71 cambia a uno como

(@), 01 ,,0,...,0).

n

Asi, podemos suponer sin pérdida de generalidad que by, = 0, para cualquier
h =1...,n. Ahora, si aplicamos sucesivamente a cualquier 7j los operadores

Spl,h,farctan(al,h/al,l)y 2 S h S n,
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el vector 71 cambia a
/
(a11,0,...,0).
——
2n—1
Por tanto, también podemos suponer sin pérdida de generalidad que a; 5, = 0, para
cualquier h = 2,...,n. Finalmente, aplicando oy, si es necesario, para cualquier
j, conseguimos que el vector 1 sea transformado a

(1,0,...,0).
——
2n—1
Dado que 7j, con 2 < 7 < 2n, es ortogonal a 71, tenemos que a;; = 0.
En lo siguiente, denotaremos de nuevo por a;; y bj los coeficientes de 7j.

Si aplicamos sucesivamente a cualquier 7j los operadores @p, — arctan(by.j, /as.,)> CON
2 < h < n, el vector 72 cambia a uno como

(0, a'2’2, . ,ag’n, /271, 0,...,0)
n—1
y suponemos sin pérdida de generalidad que by, = 0, para cualquier h = 2,...,n.

Ahora, si aplicamos sucesivamente a cualquier 7j los operadores

¥2,h,— arctan(az 5 /az2,2)s 3<h< n,
el vector 72 es transformado en
(0, a’w, 0,...,0, b’271, 0,...,0).
n—2 n—1

Entonces, podemos suponer sin pérdida de generalidad que as ), = 0, para cual-
quier h = 3,...,n. Si ay, < 0, podemos aplicar 0 para obtener que el coeficiente
de 75 es no negativo.

Como anteriormente, denotamos por a; v b;; los coeficientes de 7]-. Al usar
un proceso inductivo, supongamos que
Uy =(0,ap2,. . 0pp,0,...,0,bp1,. .., byp-1,0,...,0)
N—— ——
n—p n—p+1
para un cierto valor de p € {2,...,n — 1} y a,, > 0. A continuacién, vamos

a aplicar sucesivamente a cualquier 7j los operadores ¢h7_arctan(bp infapi1n)y CON
p+ 1< h <n, para que el vector 7p+1 se transforme en

(0,a al bl v 0 0)
_,’_1727..., +1,n) _,’_171,..., +1,pr 0y .
p prL,n’p PTL,p7 ,

n—p
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Por tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que b,11, = 0, para
cualquier h =p+1,...,n. Ahora, si aplicamos sucesivamente a cualquier 7j los
operadores

Pp+1,h,— arctan(ap 1,n/ap+1,p+1)

con p+ 2 < h <n, el vector 7p+1 cambia a

(0, CL/ CL/ 0 0 b/ b, 0)
172, e e ey 1’ 17 900y ) +1’17 L] +1’ 9 e e ey )
P+ p+1,p+17 ) P p+Lp
n—p—1 n—p

asi podemos suponer sin pérdida de generalidad que a,y1, = 0, para cualquier

h=p+2,...,n. Finalmente, si a},,, ,,, < 0, sélo tenemos que aplicar o, para
obtener un coeficiente no negativo (p + 1)-th en 7p+1, lo que completa la prueba
inductiva de este resultado. Il
Teorema 3.1.8 Sea B = {wy,...,wy,} una F-base y sea G su grafo asociado
a una cierta base ortonormal tal que sus primeros r vértices son independientes.
Entonces, existe otra base ortonormal B' = {vy,...,va,}, asociada a G y, para
cualquier j = 1,...,2n, tenemos:
( ’LUJ Zf j S r,
J Jj—1
Z a; Wy + Z bjrWnir 1f T+1<j<n,
Ui = k=r+1 k=1
n n
Z ajpwy + Z bjrwnyr 1f n+1<7<2n,
\ k=r+1 k=1
con ap > 0, para cualquier k =r+1,... n.
Demostracion:
Sea {v1, ..., v, } una base ortonormal asociada a G dada por el Teorema 3.1.7.

Entonces, v; = w;.

A continuacion, usando un proceso inductivo, suponemos que existe una base

ortonormal {vy,...,vs,} asociada a G tal que v; =w;sij<p<r—1y
p+1 P
Upt1 = E Ap41,kWE + E bpt1 ke Wht k-
k=2 k=1

Como v;-vp41 = 0, tenemos que a,11,; = 0. Por otro lado, del Teorema 3.2.9 se
sigue que r < n y asi, p +1 < n. Por tanto, v,,;-v,41 = 0 y obtenemos que
b

p+1,; = 0. De esta forma, v,11 = app1 pr1Wpt1-
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Ahora, como vp41-Upy1 = 1y app1pr1 > 0, tenemos que api1p41 = 1 lo que
completa la prueba inductiva de v; = w; si j <.

Finalmente, si k < ry j > r 41, como v,-v; = 0, se sigue que a;; = 0y el
resultado se mantiene. O

Ejemplo 3.1.9 En el Ejemplo 3.1.4, dimos una base ortonormal {vy, ..., vg} aso-
ciado al cubo )3. Ahora, si reordenamos poniendo:

U1 = Vg; V2 = U7; U3 = V1, V4 = Vg5 U5 = U3; Vg = U2; U7 = Ug; U = Us
y consideramos el operador

D = Pax 0 P30047 O P2401-F O P23E O P12 +T,

entonces obtenemos:

(I)(fl\)/z) = w;, 1= 1,...,4,

O (v5) = — sin aywg + os oy sin apwy + €os ay cos apws,
O (vg) = — sin ayws + €os a COs Qw7 — COS (v Sin A ws,
O (v7) = — cos g sin aws + oS vy Cos AW + sin ayws,
O (vg) = cos oy cos aws + €os aq sin apwg + sin aywsy.

Notamos que {®(v1),...,P(vs)} es una base ortonormal asociada al cubo @3,
teniendo la forma descrita en el Teorema 3.1.8 con r = 4.

3.2. La forma de los grafos asociados a bases or-
tonormales.

En esta seccién vamos a estudiar como puede ser un grafo asociado a una base
ortonormal. En lo siguiente, consideramos grafos etiquetados.

Proposicion 3.2.1 Un grafo asociado a una base ortonormal no tiene vértices
aislados.

Demostracion:

Suponemos que un grafo G con un vértice aislado estd asociado a una base
ortonormal {vy,...,v9,}. Sea v; el vector correspondiente al vértice aislado. En-
tonces F'v;-v; = 0 para cualquier j, lo que implica que F'v; = 0. Pero esto es una
contradiccién con el hecho de que F' es una isometria. O

Ahora, presentamos dos resultados generales:
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Teorema 3.2.2 Sea G un grafo con 2n vértices vy, ..., vs, tal que:

1. vy,...,v,_1 son vértices independientes.
2. v, no es adyacente a nNingun vVpyq 0 Upis.
3. v, es adyacente a alguno de v,y3, ..., V.

4. Ups1 Y Unyo SOn adyacentes.
Entonces, G no estd asociado a ninguna base ortonormal.
Demostracion:

Suponemos que G esta asociado a una base ortonormal. Entonces, haciendo uso
del Teorema 3.1.8, estas bases pueden ser escritas como

n—1
Qp W + Z bn,kwnJrk Zf ] =n,
v = k=1
jnWn + Y bt if n+1<j< 2,
\ k=1
donde {wy, ..., we,} es una F-base. Asi,
n—1
Fvn = QpnpW2n — an,kwky (321)
k=1
Fvn+1 = Ap4+1,nWon — Z bn+17kwk. (322)
k=1

Teniendo en cuenta que v, no es adyacente a ningin v,.1 0 Vp49, de (3.2.1) y
(3.2.2) se sigue que:
0= Fvn *Upy1 = an,nbn—l—l,n

y
0= Fuo, - Uni2 = an,nbn+2,n-

Si ap, # 0, entonces byt1, = bpyo, = 0y asi,
Fvn—l-l *Upy2 = _an+2,nbn+1,n + an+1,nbn+2,n — 07
lo que es una contradiccion con el hecho de que v,11 v v,12 sean adyacentes. Por

tanto, debe ser a,,, = 0.

Ahora, si j > n+3, Fv,-vj; = ap,b;j, = 0, pero esto es contradiccién con que
v, es adyacente a algin v,y3, ..., ws, y queda probado el teorema. O
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Teorema 3.2.3 Dado un grafo, si tenemos dos conjuntos de vértices W1 y W,
no necesariamente disjuntos, tal que

(i) Wy tiene my vértices (my > 2) y Wy tiene mo vértices con my < my,
(11) cualquier vértice W1 es adyacente a, al menos, un vértice de W, y

(111) los vecinos comunes de cualquier par de vértices de Wi siempre estdn en

W27

entonces el grafo no puede asociarse a ninguna base ortonormal.

Demostracion:
Suponemos que el grafo estd asociado a una base ortonormal, dada por {vy, ..., vs, }.
Vamos a elegir vy, v, € Wi, h # k y denotaremos por wi, ..., w,, a los vértices

de W5. Entonces,

2n m2

0= Z(th-vi)(ka-vi) = Z(th-w;)(ka-w;).

i=1 i=1
Como consecuencia, los vectores de R™2,
!/ !/ / /
(Fupwy, ..., Fopw,,,)) y (Fogwy, ..., Fogw,,)

son ortogonales. Por tanto, tenemos que m; vectores no nulos y ortogonales 2 a 2
en R™2, lo que es una contradiccion. (]

Los dos teoremas anteriores nos proporcionan algunas condiciones para que
un grafo no esté asociado a una base ortonormal. Sin embargo, hay grafos que
no estan asociados pero que no los satisfacen, como mostramos en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.2.4 Sea G un grafo de 8 vértices {vq,...,vs} y aristas

{{Uh U4}7 {Uh U7}> {Ulv U8}7 {U27 'U4}7 {'U27 U7}7 {U27 US}? {1}3’ U4}’ {U3’ U5}a {U?n U6}7
{U37 US}? {1)4, UG}? {U47 U7}7 {U47 US}? {U57 Uﬁ}? {U5= U7}7 {057 U8}7 {Uﬁﬂ U7}7 {U77 US}}a

tal y como se muestra en la Figura 3.6.

Vamos a suponer que G esta asociado a una base ortonormal denotada también
por {vy,...,vs}. Ya que vy, v9 y v3 son vértices independientes, usando el Teorema
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Figura 3.6: Grafo del Ejemplo 3.2.4.

3.1.8, las bases se pueden escribir como:

3
(g 4Wy + Z byrwayr tf =4,
vj = k=1
4
4wy + Z bjrwarr if 5<j <8,
\ k=1
donde {wy, ..., ws} es una F-base. Dado que las aristas {vy,vs}, {v1,v6}, {ve, v5},

{va,v6} v {vs,v7} no pertenecen al grafo, se deduce que bs; = Fuv; - v5 = 0,
b572 :FUQ'U5:O, b671 :Fvl'UGZO, b672:F1)2"U6:0yb773:Fl)3"U7:0.

Ahora, como {v4, vs} es una arista de G, se tiene que 0 # Fvy - vg = 4464 y
entonces, a44 7# 0y bg4 # 0. Ademds, como {vs,vs} y {vs, vs} son también aristas
del grafo, 0 # Fvs - vs = bs 3y 0 # Fug - vg = bg 3, es decir, bs 3, b3 # 0. Por ulti-
mo, como {vy, v5} no es una arista de G, 0 = Fvy-v; = aq4-bs 4, entonces bs 4 = 0.

A continuacion, si aplicamos que la base es ortonormal, 0 = v4 - v5 = a4 4054+
ba3bs 3, 1o que implica que
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Ademas, 0 = vy - v6 = ag4a6.4 + by 3bs 3, que implica

b4,3b(5,3
g4 = ——
Q4.4

(a3 4 4 0% 3)bs.3bs 3

2
Ay 4

0 =wus-v6 = asaa64 + bs3b63 = )
lo que contradice que as4 # 0, bs3 # 0y bs3 # 0. Como consecuencia,el grafo ¢
no esta asociado a ninguna base ortonormal.

Sin embargo, el Teorema 3.2.3 es muy 1til para determinar algunas propiedades
sobre la forma de grafos asociados a bases ortonormales. Por ejemplo, en el caso
my1 = 2, se obtiene el siguiente resultado inmediato:

Corolario 3.2.5 Si dos vértices de un grafo G asociado a una base ortonormal
tienen un vecino comin, entonces tienen otro vértice comun. En consecuencia:

(i) La componente conexa de cualquier vértice de grado 1 es K.

(11) El unico posible ciclo aislado contenido en G es Cy. En particular, G no
tiene triangulos aislados.

Se sabe (ver [13]) que hay 11 grafos no isomorfos con 4 vértices. De la Propo-
sicién 3.2.1 y del corolario anterior, es facil probar que solo los grafos de la Figura
3.2 pueden ser asociados a una base ortonormal. De hecho lo son, como se muestra
en el Ejemplo 3.1.2.

Tenemos consecuencias més interesantes del Teorema 3.2.3:

Corolario 3.2.6 Sean G un grafo asociado a una base ortonormal y v; un vértice
de G con gradot > 2 yvj,,...,v,, sus vértices adyacentes. Si hay otro vértice vy,
diferente de ellos, que es adyacente a cualquiera de los vértices v; , 1 < r < t,
entonces vy, también es adyacente, al menos, a otro de los vértices dev;,, 1 < k <1

yk#r.

Demostracion:
Si suponemos que vy, no es adyacente a ningtin v;,, k # r, entonces, aplicamos
el Teorema 3.2.3 para los subconjuntos Wy = {v;, v} y Wa = {v;, }. O

Puede verse una representaciéon grafica de este resultado en la Figura 3.7.
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Figura 3.7: Representacion grafica del Corolario 3.2.6.

Corolario 3.2.7 Sea G un grafo asociado a una base ortonormal y v; un vértice
de G con grado 2. Denotamos por vj, vy sus vértices adyacentes. Entonces, v; y
v no pueden ser vértices adyacentes. Ademds, si hay otro vértice v;, diferente de
v; Y Uk, que es adyacente a vj, entonces vy también es adyacente a vy.

Demostracion:

Suponemos que v; y vy son vértices adyacentes. Entonces, es suficiente aplicar
el Teorema 3.2.3 a los subconjuntos Wy = {v;,v;} y Wy = {v;}. La segunda parte
del resultado es un caso particular del Corolario 3.2.6. O

En la Figura 3.8 se muestra una representacion grafica de este resultado.

Figura 3.8: Representacion grafica del Corolario 3.2.7.
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Otro caso particular del Corolario 3.2.6 es el siguiente:

Corolario 3.2.8 Sea G un grafo asociado a una base ortonormal y v; un vértice
de G con grado 3. Denotamos por vj, v, v; sus vértices adyacentes. Se cumplen
las siguientes propiedades:

(1) Siv; y v, son adyacentes, entonces v, es adyacente tanto a v; como a vy.

(11) Si hay otro vértice vy, diferente de v;,vg, v que es adyacente a vj, entonces,
v, también es adyacente a vy o0 V.

La Figura 3.9 muestra una representacion gréafica de este resultado.
j
i©<k |

J
i ok 1
J h
1

Figura 3.9: Representacion grafica del Corolario 3.2.8.

Observamos que, en realidad, el apartado (i) de este corolario puede obtenerse
del apartado (ii). De hecho, implica que si hay un tridngulo en un grafo asociado
a una base ortonormal y uno de sus vértices tiene grado 3, entonces el tridngulo
se encuentra en un tetraedro.

Al usar los resultados generales anteriores, ahora podemos analizar los casos
de dimensién 4 y 6.
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De los posibles grafos de 4 vértices, usando la Figura 3.10 y los resultados
anteriores, podemos eliminarlos todos, salvo los grafos 3,8 y 11, que corresponden
con los grafos de la Figura 3.2, que ya sabemos que estan asociados.

[ ] [ ] r——:=_e r—=@Q
o o [ ) [ ] r—
Grafo 1 Grafo 2 Grafo 3

[ ]
Grafo 4 Grafo 5 Grafo 6
[ ]
Grafo 7 Grafo 8 Grafo 9
Grafo 10 Grafo 11

Figura 3.10: Posibles grafos asociados a una base ortonormal de dimensién 4.
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En cuanto a la dimensién 6, hay 156 grafos diferentes (en el sentido de no-
isomorfos) de 6 vértices; se pueden encontrar en las paginas 9-11 de [13]. Echando
un vistazo a estos grafos, nos damos cuenta de que es posible rechazar todos ellos,
excepto posiblemente 15, que podrian estar asociados a una base ortonormal.

En el Ejemplo 3.1.3 hemos demostrado que 12 de ellos, denotados por G; —
G12 (ver Figura 3.3), estan, de hecho, asociados a bases ortonormales, dando
especificamente tales bases en la Tabla 3.1. Los otros tres, que denotamos por
G135 — G5, podemos verlos en la Figura 3.11. Es facil probar, usando el Teorema
3.2.3, que G13 v G14 no estan asociados a ninguna base ortonormal, tomando,
en ambos casos, W; como el conjunto cuyos elementos tienen tres de los vértices
de minimo grado del grafo correspondiente y W5 el conjunto cuyos elementos
tienen dos vértices de maximo grado. ;Qué ocurre con G157 Para encontrar una
respuesta, necesitamos dar un nuevo resultado.

Gis Gy Gis

Figura 3.11: Grafos G13 — G1s.

Teorema 3.2.9 FEl numero de vértices independientes de un grafo asociado a una
base ortonormal es, a lo sumo, la mitad de su numero total de vértices. Ademds,
si en tal grafo con 2n vértices hay n de ellos independientes, entonces los otros n
vértices también lo son.

Demostracion:

Sea G un grafo con 2n vértices asociado a una base ortonormal {vy,...,ve,}
y suponemos que existen n + k (0 < k < n) vértices independientes en G. Sea
Wi el conjunto de tales vértices independientes y W5 un conjunto de n + k — 1
vértices de G que contiene los n — k vértices del conjunto complementario de W.
Al usar el hecho de que G no tiene vértices aislados, es facil mostrar que Wy y Ws
satisfacen las condiciones del Teorema 3.2.3 y, como consecuencia, G no puede ser
asociado a una base ortonormal, lo cual es una contradiccion. Por tanto, G tiene,
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al menos, n vértices independientes.

Ademas, suponemos que v,.1, ..., Vs, son vértices independientes, es decir,
2n
Fup-v, = 0 cuando n + 1 < h,k < 2n. Como Z(va-vj)2 = 1, para cualquier
j=1
p=1,...,2n, entonces:
2n 2n 2n n n 2n
3D SLIRTED DD DLIETES 3 SR
p=n-+1 j=1 p=n+1 j=1 Jj=1 p=n+1
n 2n n 2n
=2 2 Fopw) =3 ) (Fupv)”
J=1 p=n+1 p=1 j=n+l

Por otro lado,

n  2n n n n 2n
n= ZZ(FUP'UJ')2 = ZZ(FUP'UJ')2 + Z Z (va'vj)Q =
p=1 j=1 p=1 j=1 p=1 j=n+1

Como consecuencia, Fv,v; = 0si 1 < p, 7 <ny los primeros n vértices son
también independientes. O

Usando este teorema podemos probar que el grafo G5 de la Figura 3.11 no
puede ser asociado a una base ortonormal porque los tres vértices de grado 3
son vértices independientes y los otros no. Esto completa el estudio del caso 6-
dimensional.

Otra consecuencia inmediata de los teoremas anteriores es el siguiente corola-
rio:

Corolario 3.2.10 Si un grafo bipartito G de 2n vértices estd asociado a una base
ortonormal, entonces G' es un subgrafo de K, ,,.

A continuacién, una idea natural para continuar el estudio de la forma de gra-
fos asociados a bases ortonormales podria ser incrementar el ntimero de vértices
de los grafos (equivalentemente, la dimensién del espacio vectorial) a 8, 10, 12,y
asi. Pero, en realidad, esto no es una buena idea porque el niimero de estos grafos
crece demasiado. Sin embargo, podemos ofrecer mas resultados generales.
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Recordamos ahora que un subespacio vectorial W de V se dice invariante
por F' si Fw € W, para cualquier w € W. Es fé4cil probar, usando el mismo
razonamiento visto anteriormente, que cualquier subespacio invariante de V' es de
dimension par y admite una F-base.

Lema 3.2.11 Sea G un grafo asociado a una base ortonormal. Entonces, los
vértices de una componente de G generan un subespacio invariante de V. Ademds,
dos de tales subespacios son ortogonales.

Demostracion:

Vamos a denotar por B’ = {vy, ..., v,} la base ortonormal asociada a G y por
W; el subespacio generado por los vértices de una componente G; de G. Podemos
suponer que {vq,...,0,} son los vectores de B’ que generan W;. Por lo tanto,

m

para cualquier w = Z agvr, € W; y cualquier h € {m +1,...,2n}, tenemos que

. k=1
Fwwvy, = Z apFug-v, =0y asi Fw debe estar en W.
k=1
Ademds, si @ # j, entonces W; y W, son ortogonales porque las componentes
correspondientes G; y G; no tienen vértices adyacentes. O

Teorema 3.2.12 Un grafo estd asociado a una base ortonormal si y solo si cual-
quiera de sus componentes también lo esta.

Demostracion:

Sea G un grafo asociado a una base ortonormal {vy,...,v,} y sea G; una
componente de GG. Denotamos por W; al subespacio de V' generado por los vec-
tores {vj,,...,v;, } correspondientes a los vértices de G;. Consideramos en W; el
producto escalar inducido por V' y la aplicacién lineal F; = F|w, que es un endo-
morfismo de V; debido al Lema 3.2.11. Esta claro que F; es una isometria de W;
tal que F? = —Id y que G; estd asociado a la base ortonormal {v;, ..., v;, }.

Para la implicacion reciproca, suponemos que cualquier componente G; (i =

1,...,7) de G esta asociado a una base ortonormal. Entonces existen un espacio
vectorial V; (dotado con un producto escalar y una isometria F; de V; tal que
F? = —Id) y una base ortonormal {v}, ..., v}, } de V; asociada a G;. Consideramos

la suma directa V' = @;V; con su producto escalar natural de componente a
componente y la isometria F' de V dado por Fv =), Fjv;, paracadav =) . v; €
V. Es claro que F? = —Id y que G estéd asociado a una base ortonormal

1 1 r r
{vl,...,inl,...,vl,...,v%r}
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lo que concluye la demostracion. 0

Finalmente, utilizando los resultados anteriores, vamos a estudiar la forma de
los grafos cuyos vértices tienen grado menor o igual que 3 y estan asociados a una
base ortonormal.

Teorema 3.2.13 Un grafo cibico estd asociado a una base ortonormal si y sélo
s1 sus componentes conexas son Ky, K33 o ()s.

Demostracion:
Sea GG un grafo cubico asociado a una base ortonormal y sea C' una de sus
componentes conexas. Tenemos los siguientes casos:

Caso 1: K3 3 es un subgrafo de C. Denotamos por v; y v5 los vértices de grado
3 en el subgrafo Kj3 y por vg,v3 y vs4 sus vecinos comunes. Sea vg el vecino de
V9 que no es ni v; ni vs. Usando el Corolario 3.2.8 (ii), vs es adyacente a v3. Si
también es adyacente a vy, entonces C' debe ser K33. Por otro lado, si vg no es
adyacente a vy, sea vy vecino de vg que no es ni v; ni vs. Del Corolario 3.2.8 (ii),
de nuevo, v; debe ser adyacente a vy 0 v3, pero esto es imposible porque G es un
grafo cubico.

V1 V5
Ve

V3 V4

Figura 3.12: Representacion grafica del caso 1.

Caso 2: K3 es un subgrafo de C. Sean vy, v9 y v3 los vértices de K3 y vy el otro
vecino de v;. Usando el Corolario 3.2.8 (i), v4 es adyacente a vy y v3. Entonces, C'

debe ser Kj.
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0

V2 \/3

Figura 3.13: Representacién gréfica del caso 2.

Caso 3: Ni K33 ni K3 es subgrafo de C. Sea v; cualquier vértice de C'y
Vg, Vg, U5 sus vecinos. Como K3 no es subgrafo de C', vy, v4 ¥ v5 no son adyacentes
dos a dos. Ahora, sea v3 un vecino de vy diferente de v;. Por el Corolario 3.2.8
(ii), vs es adyacente a v4 0 v5. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
vz es adyacente a v4. Por tanto, no puede ser también adyacente a vs porque K 3
no es subgrafo de C'. Sean wvg,v; v vg los vecinos de vy, v3 y vy, respectivamente,
no pertenecientes a {vy, va, v3,v4}. Puesto que, ni Ky 3 ni K3 es subgrafo de C, es
facil ver que vy, vg, v7 v vg son diferentes dos a dos. Del Corolario 3.2.8 (ii), vs y
vy son adyacentes a vg v vg, v C es Q3.

V,

V.

A V.

v
V3

Figura 3.14: Representacién gréfica del caso 3.

Reciprocamente, si las componentes del grafo cibico son Ky, K33 v @3, en-
tonces es suficiente aplicar el Teorema 3.2.12 y la existencia de la base ortonormal
asociada a Ky, K33y Q3 (ver Ejemplo 3.1.2, G5 del Ejemplo 3.1.3 y el Ejemplo
3.1.4, respectivamente). O
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Teorema 3.2.14 Los unicos grafos de grado mdzximo al menos 3 que estdn aso-
ciados a una base ortonormal son aquellos cuyas componentes conexas son Ko,

Cy, Ky, K3,3 — € K3,3 0 Qs.

Demostracion:

Hemos mostrado ya en los Ejemplos 3.1.1-3.1.4 que Ky, Cy, Ky, K33 —e = Gy,
K33y @3 estan asociados a una base ortonormal. Asi, del Teorema 3.2.12, cual-
quier grafo que tenga algunos de ellos como sus componentes conexas también lo
es.

Para probar la unicidad, sea G un grafo de grado méximo al menos 3 asociado
a una base ortonormal y vamos a considerar cualquier componente conexa C' de
G. Entonces, si G es un grafo cibico, usando el Teorema 3.2.13, C es Ky, K33 0
(3. Por otro lado, si hay vértices de grado 1 en C', del Corolario 3.2.5, C' es Kj.
Por tanto, s6lo tenemos que considerar el caso en el que todos los vértices de C'
tienen grado 2 o 3 con al menos uno de ellos de grado 2. Denotamos este por v;.
Sea vy y v3 sus vecinos. Del Corolario 3.2.5, existe otro vecino comtun v4 de vy y
v3. Se tienen entonces dos casos:

Caso 1: v, es de grado 2. Suponemos que vz es de grado 3 y v su vecino que
no es ni v; ni vy. Entonces, del Corolario 3.2.5, v; y v5 tienen un vecino comun
diferente de v3. Sin embargo, el tinico vecino de v; diferente de v3 es wvo, pero,
como v es de grado 2, no puede ser adyacente a vs, que es una contradiccion y
asi, vs es de grado 2. A continuacién, si vy tiene un vecino, diremos vs, diferente
de vy vy w3, del Corolario 3.2.5, vy y v5 tienen otro vértice comin, que no es vy.
Pero el tinico vecino de vy, diferente de vy, es vy, que no es adyacente a vs y se
deduce que v4 no puede ser de grado 3. Como consecuencia, C' es Cy.

\% \ Vi
1 @ ‘3 N~ 5

®
V.
2 Vy

Figura 3.15: Representacién gréfica del caso 1.
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Caso 2: v, es de grado 3. Sea v5 vecino de v5 que no es ni vy ni v4. Del Corolario
3.2.5, v1 y v tienen otro vértice en comun, pero como v; es de grado 2, este vértice
comun tiene que ser vs. Ahora, usando el Teorema 3.2.3 para m = 3 y ya que v;
es de grado 2, vy y v5 tienen un vecino comun, diremos vg, diferente de vy y vs.
Entonces, vg no puede ser de grado 3 porque, si existe un vértice, denotado por
vy, adyacente a vg, que no es ni vy ni vs, del Corolario 3.2.5, v4 y v; deben tener
otro vecino comun, diferente de vg, pero vy y v3, los otros vecinos de vy, no pueden
ser adyacentes a v;. Como consecuencia, vg es de grado 2 y C' es Gy. O

V.
2 Vg

\7
5 2 V7

Figura 3.16: Representacién gréfica del caso 2.
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Capitulo 4

Subvariedades asociadas a grafos.

Como hemos visto en el capitulo anterior, se puede definir una asociacién entre
espacios vectoriales de dimension par y grafos. Se pretende ahora definir esa aso-
ciacién, pero en un marco diferente, el de subvariedades y con una clara diferencia,
teniendo en cuenta, en este caso, los pesos de las arista. Por esta razon, algunos
de los resultados obtenidos en el Capitulo 3 seran andlogos en este contexto.

En este capitulo presentamos una relacién interesante entre Teoria de Grafos y
Geometria Diferencial al definir subvariedades de variedades casi-Hermiticas aso-
ciadas a ciertos tipos de grafos. Estos conceptos fueron estudiados por A. Carriazo
y L. M. Ferndndez en [4]. Vamos a mostrar algunos resultados sobre la posibilidad
de que un grafo se asocie con una subvariedad. Para finalizar, concluimos con
una seccién donde caracterizamos las subvariedades asociadas a los grafos en una
variedad casi-Hermitica de dimensién 4.

4.1. Subvariedades asociadas a grafos.

Sea M™ una variedad Riemanniana isométricamente inmersa3 en una variedad
casi-Hermitica (M™, J, g). Sea B = {X,..., X, } una referencia local ortonormal
definida en un entorno U del punto p € M. Entonces, para cualquier g € U, defi-
nimos el grafo ponderado G, dado por el conjunto de vértices de {1,...,n} tal
que la arista {7} existe si y solo si gq(J;Xiq, Xjq) # 0, con peso g2(JXiqg, Xjq)-
Hay que tener en cuenta que esto es solo una generalizacion del procedimiento de
construccién estudiado en el Capitulo 2 para las subvariedades bi-slant.

Ahora podemos introducir la idea de asociacién entre subvariedades y grafos.
Sea M™ una subvariedad de una variedad casi-Hermitica (M",J,g) vy sea G un
grafo ponderado con vértices {1,...,n}. Entonces, se dice que M estd asociado

59
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a G si para cualquier p € M existen un entorno U(p) y una referencia local
ortonormal B = {X1,..., X,,} en U que satisfacen las siguientes condiciones:

a) {X1,...,X,,} son tangentes a M y {X,,41,...,X,,} son normales a M.

b) Para cualquier ¢ € U, el grafo G, es isomorfo a G.

El concepto de isomorfismo es, en este caso, en el sentido de que dos grafos
seran isomorfos si conservan la adyacencia y los pesos de sus aristas. También
pediremos que el isomorfismo conserve las etiquetas, por lo que sera realmente la
aplicacion identidad en {1, ..., n}, conservando la adyacencia y los pesos. Es decir,
se construyen los grafos G, Vg € U y se pide que sean todos “iguales”.

Ejemplo 4.1.1 Como hemos mostrado anteriormente, cada superficie #-slant en
una variedad casi-Hermitica 4-dimensional estd asociada al Grafo 2 de la Figura
1. Es facil probar que las superficies complejas y las superficies totalmente reales
estan asociadas al mismo grafo, desapareciendo las aristas correspondientes cuan-
do 8 =0y 6 = /2, respectivamente.

Esta situacion puede ser generalizada a subvariedades slant con dimensién
arbitraria, considerando una referencia slant adaptada (ver [6, pp. 84-85]). Por
tanto, vemos que, en general, una subvariedad #-slant estd asociada al grafo de la
Figura 4.1.

m+1 m+ 2 2m —1 2m 1 n—1 n

sin% 0

cos? m-—1 m

Figura 4.1: Subvariedades slant.

Ejemplo 4.1.2 Siguiendo el mismo procedimiento que en el Ejemplo 4.1.1, se
tienen subvariedades semi-slant asociadas al grafo mostrado en la Figura 4.2.

Hay que tener en cuenta que la anterior definicién depende de la referencia
ortonormal elegida. Por ejemplo, si consideramos una superficie totalmente real
M? en una variedad casi-Hermitica M*, es facil probar que M estd asociada al
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sin?@

1 cos? f)

Figura 4.2: Subvariedades semi-slant.

Grafo 1 que se muestra en la figura 4.3. De hecho, es suficiente considerar una
referencia local ortonormal { X7, X, JX7, JX5} en un entorno de cada punto. Sin
embargo, podemos tomar también el campo

V2 V2
{T(Xl + Xa), T(Xl - Xy), J X, JXQ};
asi, M estd asociada también con el Grafo 2 de la Figura 4.3 (que se denota nor-

malmente por Kj»).

3 4 3 4
® ®
1 1 / 2
o o
1 2 1 2
Grafo 1 Grafo 2

Figura 4.3: Superficies totalmente reales.

Si comparamos este resultado con la Figura 3.5 que corresponde con un cam-
bio de base del Ejemplo 3.1.2 dado en el capitulo anterior, observamos que es el
mismo grafo que el de la Figura 4.3, salvo los pesos de las aristas. Esto se debe a
que las bases tomadas son las mismas y a que la asociacion de grafos a espacios
vectoriales de dimension par tiene en cuenta grafos no ponderados, mientras que
los grafos asociados a subvariedades si son ponderados.
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Ahora, vamos a mostrar algunos resultados generales que tiene que satisfacer
un grafo para estar asociado a una subvariedad. Pero tenemos que tener en cuenta
lo estudiado anteriormente. Si consideramos, para cada p € M, V = T,(M) con el
producto escalar g, y la isometria .J,, podemos aplicar los resultados ya obtenidos
en el Capitulo 3, exceptuando los que atienden a los pesos de las aristas, pues los

grafos asociados a espacios vectoriales de dimension par no eran ponderados.

Lema 4.1.3 Sea M una subvariedad asociada a un grafo G. Entonces, la suma
de los pesos de las aristas incidentes de cada vértice de G debe ser igual a 1.

Demostracion:
Se sigue directamente de la compatibilidad entre la métrica y las estructuras
casi complejas en una variedad casi-Hermitica. O

Los siguientes resultados son consecuencias de la Proposicion 3.2.1 y el Coro-
lario 3.2.5 del capitulo anterior.

Lema 4.1.4 Sea M una subvariedad asociada a un grafo G. Entonces, G no tiene
vértices aislados.

Proposicion 4.1.5 Sea M una subvariedad asociada a un grafo G. Entonces, G
no contiene triangulos aislados.

Proposicion 4.1.6 Sea M una subvariedad asociada a un grafo G. Sea v un
vértice en G de grado 1. Entonces, la componente conexa que contiene a v en G
es Ky.

Usando esta proposicion, podemos obtener la siguiente caracterizacion de sub-
variedades CR por medio de drboles (grafos conexos sin ciclos) y bosques (uniones
disjuntas de arboles; ver [7]).

Teorema 4.1.7 Una subvariedad estda asociada a un bosque si y solo si es una
subvariedad CR. En este caso, cada drbol es un Ks.

Demostracion:

Suponemos que una subvariedad M esté asociada a un bosque G. Por la Propo-
sicién 4.1.6, cada componente conexa de GG tiene que ser un K5, ya que cada arbol
tiene vértices de grado 1 (ver [7]). Entonces, podemos suponer que el grafo G se
parece al de la Figura 4.4, reordenando la referencia local ortonormal dado por la
asociacion, si es necesario, donde d; +dy = m. Consideramos d; = 0 (resp. dy = 0)
si no hay aristas tangente horizontal (resp. vertical) en G. Ahora, dado p € M,
podemos definir D; = (Xy,...,X4) v D2 = (Xg41,- -+, Xdy+dp) €0 un entorno
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de p. Se sigue que D; y D, son dos distribuciones diferenciables bien definidas en
M tal que TM = Dy ® Dy. Ademads, D; (resp. Ds) es una distribucién compleja
(resp. totalmente real), y asi, M es una subvariedad CR.

En cuanto a la implicacion reciproca se sigue de un calculo directo. 0

[ ]
1 2 d; d; +dy

Figura 4.4: Subvariedades CR.

Anteriormente hemos mostrado cémo este trabajo fue motivado por el estu-
dio de las superficies slant. Ahora, podemos probar que la asociacion con grafos
realmente caracteriza este tipo de subvariedades.

Teorema 4.1.8 Sea M? una superficie isométricamente inmersa en una variedad
casi-Hermitica. Entonces, M es slant si y solo si existe un grafo G tal que M estd
asociado a G.

Demostracion:

Sabemos ya que una superficie slant esta asociada a un grafo. Reciprocamente,
suponemos que una superficie M estd asociada a un grafo G. Sea i, j los vértices
tangentes de GG. Si estos vértices no son adyacentes, entonces esta claro que M es
una superficie totalmente real. Ahora, suponemos que i y j son adyacentes. Si no
hay otros vértices adyacentes a i o j, entonces el peso de la arista {i, 7} debe ser
1 y M es una subvariedad compleja. Si no, denotamos por u el peso de la arista
{i,7}, 0 < u < 1. En este caso, tenemos que P?> = —puld, por tanto, M es una
subvariedad slant con dngulo 6 tal que cos? 0 = p. O

4.2. El caso 4-dimensional.

En esta seccién vamos a estudiar las subvariedades asociadas a grafos en una
variedad casi-Hermitica M* de dimensién 4. Se sabe que hay solo 11 grafos dife-
rentes con 4 vértices [7]. Pero, en virtud del Lema 4.1.3, la Proposicién 4.1.5 y la
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Proposicién 4.1.6, podemos ver que, si M es una subvariedad de M* asociada a
un grafo G, entonces G' debe ser uno de los grafos que se muestran en la Figura
4.5. Este resultado es andlogo a lo ya obtenido para dimensién 4 en el Capitulo
anterior.

Figura 4.5: Posibles grafos asociados a subvariedades en un espacio de dimensién
4.

Hemos mostrado previamente que, si una subvariedad esta asociada a un grafo,
entonces este grafo no es tinico. Por tanto, podemos decir que dos grafos pondera-
dos y etiquetados Gy G’ son equivalentes, G ~ G, si para cualquier subvariedad
M asociada a GG, entonces M estéd asociada a G’ y cualquier subvariedad M’ aso-
ciada a G’, entonces M’ estd asociada a G. Obviamente esto es una relacién de
equivalencia entre las clases de grafos asociados a subvariedades. Nuestro objeti-
vo es ahora clasificar las subvariedades asociadas a grafos haciendo uso de esta
relacién.

Primero, consideramos curvas en M. Es facil ver que, si M es una curva en M
asociada a un grafo G, entonces, bajo isomorfismos, G debe ser uno de los grafos
de la Figura 4.6.

Tenemos los siguientes resultados:

Teorema 4.2.1 Todos los grafos que se muestran en la Figura 4.6 son equivalen-
tes.

Demostracion:

Podemos ver facilmente que los grafos G1,Gs vy G5 son equivalentes, simple-
mente reordenando las referencias locales ortonormales apropiados. Vamos a ver
ahora que G es equivalente a G4(a?, b*), para cualquier a, b tal que a®+* = 1. Si
M es una subvariedad asociada a G; mediante una referencia local { X7, ..., X4}
y definimos la nueva referencia ortonormal

Yi=X1, Yo=aXo+0Xy, Y3=X3 Y,=0X;—aXy,
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2
ai by

Figura 4.6: Grafos asociados a curvas.

entonces, M estd asociado a G4 mediante {Y7,...,Y,}. Reciprocamente, es sufi-
ciente considerar el cambio

X1 =Y, Xo=mYo+hY, Xs=Y3 X4=hYo—hYy,

donde hy = g(JY1,Ys) y he = g(JY1,Y)). De forma similar, tenemos que Gy ~ G5
y Gg ~ G6.

Finalmente, probamos que Gy(a? + b?, c?) ~ Gr(a?,b? c?), para cualesquiera
a,b, c tales que a* + b* + ¢* = 1. Como anteriormente, si {Xy,..., Xy} (resp.
{Y1,...,Y,}) es una referencia local ortonormal asociada a Gy(a? + b?,c?) (resp.
Gr7(a?,b?,c*)), entonces solo es necesario tener en cuenta los cambios

Yi=X1, YYo= XXo+mXs, Ys=mXo—2AX5 VYi=2Xy



66 Capitulo 4. Subvariedades asociadas a grafos.

con A2 = a?/(a® + b%), 2 = b*/(a®> + b?) y
X1=Y1, Xo=AYo+ Vs, X3z=puYo—AYs, X,;=Y),

con A = g(JY1,Ys)/vVa? + b2, o = g(JY1,Y3)/vVa? + b2 Dado que ~ es una rela-

cion de equivalencia, se concluye la prueba. O

Por tanto, no encontramos diferentes clases de curvas asociadas a grafos. En
particular, vemos que cualquier curva asociada a un grafo es una subvariedad
totalmente real. Esto es un hecho general conocido para curvas en variedades
casi-Hermiticas.

Si estudiamos superficies en M , la situacion es bastante diferente. Los grafos
asociados a superficies aparecen en la Figura 4.7. Denotamos por [G;] las clases
de equivalencias definidas por G;.

3 4 3 4 3 4
) ] CLZ a2
1 1
b b?
1 Gl 2 1 GQ 2 1 G3 2
1
9
3 4
Gy
1
e
1 2
3 @ 4 3 2 4 3 @ 4
bZ b2 02 l 02
bZ bZ '
1 a’ 2 1 @ 2 1 a 2
Gs Gs G

Figura 4.7: Grafos asociados a superficies.
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Teorema 4.2.2 Si consideramos los grafos de la Figura 4.7, entonces tenemos
las siguientes clases de equivalencias:

i) [G1] = [Ga] = [G3(a?,b%)], para cualquier a,b € R tal que a® + b* = 1;

iii) para cada a® > 0, obtenemos una clase de equivalencia diferente [Gs(a?, b))
= [Gg(a?,b%)] = [G7(a?, ?,d%)], cualesquiera b,c,d € R que sean tales que
A+ =a*+3A+d>=1.

Ademds, dada una superficie M? en M‘l, M estd asociado a la clase [G1] (resp.
[G4]) si y solo si es una superficie totalmente real (resp. superficie compleja), y
M estd asociada a [G5(a®,b%)] si y solo si es una superficie slant adecuada con
dngulo slant 0 tal que a® = cos®0.

Demostracion:

La equivalencia entre los grafos G; y Gy (resp. G5 v Gg) se sigue de la reor-
denacién de los campos correspondiente. Vamos a ver ahora que, dados a,b € R
con a®+ b*> = 1, entonces G es equivalente a Gs(a?, b*). Si M es una subvariedad
asociada a G mediante una referencia local {X;, ..., X4} y definimos los nuevos
campos ortonormales

Yi =aX, +0Xy, Yo=0X;—aXy, Y3=X3 Y;=X,
entonces, M estd asociada a Gs(a?,b*) mediante {Y1,..., Yy}

Reciprocamente, suponemos que M’ es una subvariedad asociada a Gs(a?, b?)
mediante un campo local {Y3,...,Y;}. Por tanto, podemos deducir de J* = —Id
que:

9(JY1, Ys)g(JY2, Ya) — g(JV1, Ya)g(JY2, Y3) = +1,

g(JY1,Y5)g(JY1,Ys) 4+ g(JY2,Y5)g(JY2,Ys) = 0.

Entonces, para probar que M’ estd asociada a GG, es suficiente considerar el cambio
X1 =—Yi+hYs, Xo=hYi+hYs, X3z=Y; Xy=Y
donde hy = g(JYs,Y4) v ha = g(JY1, Yy).

Dados a,b,c,d € R con a® +b* = a®> + ¢* + d* = 1, para probar que G5(a?, b?)
y G7(a?, ¢, d?) son equivalentes, solo tenemos que tener en cuenta los cambios

Vi=A+mXe, Yo=mXi—AXy, Y3=X3 Y,=2X,
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con N2 =2/ 12 =d*/V?y
Xy = _)\+/“L2}/27 Xo :M2Y1+)‘}/2) X3 :Y3; Xy :}/47

con A = g(JYp, Ya) /b, iz = g(J¥1,Y2) /b, donde {Xy,..., Xa} (resp. {Vi...,Yi})

es una referencia local ortonormal asociado a Gs(a?,b?) (resp. Gr(a?, 2, d?)).

Finalmente, es facil ver que G, G4 v G5 no son equivalentes entre si, ya que
representan comportamientos totalmente diferentes de una subvariedad con res-
pecto a la estructura casi compleja J. Por tanto, podemos terminar la prueba
siguiendo la del Teorema 4.1.8. OJ

En este caso, vemos que la clasificacién de grafos también clasifica superficies
asociadas a grafos,f@tendiendo a sus comportamientos con respecto a la estructura
casi compleja de M. Hemos encontrado diferentes clases de superficies: superfi-
cies totalmente reales, superficies complejas y superficies slant. De hecho, hemos
probado que toda superficie asociada a un grafo en una variedad casi-Hermitica
de dimensién 4 es una superficie slant, que es un caso particular del Teorema 4.1.8.

Finalmente, la situacién de hipersuperficies asociadas a grafos es parecida a la
de las curvas. Podemos probar el teorema similar correspondiente:

Teorema 4.2.3 Todos los grafos asociado a hipersuperficies de M* son equiva-
lentes.

Esta claro que una subvariedad asociada al grafo mostrado en la Figura 4.8 es
una subvariedad CR. Asi, se sigue del Teorema 4.2.3 que cada hipersuperficie de
M?* asociada a un grafo es una subvariedad CR.

K]

@ [ ]
> 3

Figura 4.8: Hipersuperficies CR.



Capitulo 5

Subvariedades débilmente
asociadas a grafos.

Este capitulo es una continuacion del capitulo anterior, por lo que se tienen
las mismas asociaciones pero, en este caso, sin considerar pesos en las aristas.
Por tanto, guardara gran parecido , en cuanto a los resultados esperados, con el
Capitulo 3.

Estos resultados fueron dados por A. Carriazo, L. M. Fernandez y A. Rodriguez-
Hidalgo y podemos encontrarlos de forma mas detallada en [5].

En primer lugar, vamos a introducir los conceptos de isomorfismos débiles y
asociacion débil.

Un isomorfismo débil entre dos grafos etiquetados con n vértices es una iden-
tificacién del conjunto {1,...,n} en si mismo, conservando la adyacencia. Se dice
que dos grafos son débilmente isomorfos si existe un isomorfismo débil entre ellos.

Teniendo en cuenta la definicién de asociacién entre subvariedades y grafos
dada al comienzo del Capitulo 4, el concepto de asociacion débil es analogo, cam-
biando “isomorfo” por “débilmente isomorfo”, lo que significa basicamente no
tener en cuenta el peso de las aristas.

5.1. Subvariedades (débilmente) asociadas a gra-
fos.

En el Capitulo 4, hemos definido la asociaciéon entre subvariedades y grafos.
Obviamente, toda subvariedad asociada a grafos también esta débilmente asocia-
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da a él, ya que los grafos isomorfos son en particular grafos débilmente isomorfos.
Por otro lado, no es necesario que G sea un grafo ponderado para que defina una
asociacion débil.

Hay que tener en cuenta que la definicién de asociacién entre subvariedades
y grafos depende de la referencia ortonormal elegida. Sin embargo, este hecho ha
sido estudiado en el Capitulo 4, dando una relaciéon de equivalencia entre grafos
asociados a subvariedades. De hecho, dos grafos etiquetados ponderados Gy G’ se
dicen equivalentes si para cualquier subvariedad M asociada a GG, M esté asociada
a G’ y para cualquier subvariedad M’ asociada a G’, M’ estd asociada a G. Por
tanto, las subvariedades asociadas a grafos pueden ser clasificadas a través de esta
relacién (por ejemplo, el caso de dimensién 4 del Capitulo 4), pero el objetivo de
esta Seccién es otro.

La asociacién débil de subvariedades con grafos no es tan extrana. De he-
cho, el siguiente resultado muestra que es un hecho local natural para cualquier
subvariedad.

Teorema 5.1.1 Dada cualquier subvariedad M de una variedad casi-Hermitica,
ezxiste una subvariedad abierta de M que estd asociada débilmente con un grafo.

Demostracion: s

Sean M™ una subvariedad de una variedad casi-Hermitica (M™,J,g), y B =
{X1,..., X, } una referencia local ortonormal definida en un subconjunto abierto
U tal que {Xj, ..., X,,} son tangentes a M y {X,,41,..., X, } son normales a M.
Consideramos las funciones f;; = ¢g(JX;, X;), i < j, las cudles son diferenciable
en U.

Consideramos ahora: {(i,7) / 4,7 =1,...,n, i < 5} = {(i1,51), -, (ir, Jr) }-
Entonces, podemos llevar a cabo el siguiente procedimiento de construccion. Po-
nemos Uy = U. Para cada k =1,...,7r,si f;,j, =0 en U,_4, entonces Uy = Uy_;.
Si no, usando las propiedades de continuidad, sabemos que existe un subconjunto
abierto no vacio Uy, C Uy_; tal que f;, ;. (¢) # 0, para cualquier ¢ € Uy. Por ltimo,
obtenemos un subconjunto abierto U, que satisface que, si existe un punto q € U,
con f;;(q) = 0, entonces f;; = 0 en U,. Por tanto, esta claro que, si construimos los
grafo Gz, para cualquier p € U,, todos son débilmente isomorfos entre si, y como
consecuencia la subvariedad abierta U, esta débilmente asociada a tales grafos. [

Sin embargo, estamos interesados en estudiar subvariedades que presentan
dicha asociacién de forma global (y diferenciable). Primero podemos dar algunos
ejemplos:
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Ejemplo 5.1.2 En el Capitulo 4 hemos probado que una subvariedad #-slant esta
asociado a los grafos que se muestran en la Figura 4.1. De forma similar, podemos
ver que toda subvariedad casi-slant M tal que 8, € (0, 7/2), para cualquier p € M,
estd débilmente asociada al mismo grafo.

Ejemplo 5.1.3 De forma similar, si tenemos una subvariedad bi-slant con dis-
tribuciones slant D; y Dy que satisfacen g(JX,Y) = 0 para cualquier X € D; e
Y € D,, entonces esta asociada al grafo mostrado en la Figura 4.2 del Capitulo 4.

En el Capitulo 4, se ha determinado y clasificado completamente las subva-
riedades asociadas a los grafos en dimension 4, examinando directamente todos
los grafos con 4 vértices. Para hacerlo, ha sido muy 1til saber cémo se veia un
grafo asociado a una subvariedad. En este punto, queremos estudiar, para su uso
posterior, cual es la “forma” de un grafo débilmente asociado a una subvariedad
M de una variedad casi-Hermitica (M, J, g). De ahora en adelante, sea G un grafo.
Sea p € M y sea {X3,...,X,} una referencia local ortonormal que determina la
asociacion entre M y G en un entorno U(p) de p. Si A denota la matriz

A=(9(JX,, X,)), 1 <rs<n,
entonces, como J2 = —Id y g es compatible con J, es facil probar que:
A? = (a,,) = —1d. (5.1.1)

A continuacion, se dan una serie de resultados del Capitulo 4, que son analogos
a la asociacién débil:

Lema 4.1.4.

Proposicién 4.1.5.

Proposicién 4.1.6.

Teorema 4.1.7.

También seran validos los siguientes resultados, correspondientes al Capitulo

= Corolario 3.2.6.
= Corolario 3.2.7.

s Corolario 3.2.8.
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Estos resultados nos proporcionan informacién acerca de la restriccion de la
forma de los grafos. Si hay un tridngulo en un grafo débilmente asociado a una
subvariedad, entonces todos sus vértices deberian tener grado mayor o igual que
3. En el caso de que haya un tridngulo en un grafo asociado débilmente con
una subvariedad y uno de sus vértices tiene grado 3, entonces el triangulo es un
tetraedro.

5.2. Casos de dimension baja.

El objetivo de esta seccién es determinar los grafos que pueden ser débilmente
asociados a subvariedades de una variedad casi-Hermitica de dimensién 4 o 6.

En el primer caso, el trabajo esta realizado basicamente en el Capitulo 3. En
este Capitulo no se ha considerado la asociacién débil, pero, usando los resultados
mencionados en la seccion anterior, se puede ver facilmente que los grafos con 4
vértices que pueden ser débilmente asociados a subvariedades son los que aparecen
en la figura 4.5 del Capitulo 3.

Ahora, nos centramos en el caso de dimensién 6, es decir, en los grafos con
6 vértices. Como hemos senalado anteriormente, hay 156 grafos. Estos pueden
verse en las paginas 9-11 de [13]. Razonando en cada espacio tangente 7,,(M) con
producto escalar g, e isomorfismo .J,,, podemos usar los resultados del Capitulo 3
para enunciar el siguiente resultado:

Teorema 5.2.1 57 una subvariedad de una variedad casi-Hermitica de dimension
6 estd débilmente asociada a un grafo, entonces su grafo debe ser uno de los
G, — G123 de la Figura 3.3.

Ahora, una pregunta natural es: ;Estan realmente todos ellos débilmente aso-
ciados a una subvariedad? La respuesta es positiva. De hecho, vamos a presentar
un ejemplo de subvariedad asociada (no solo débilmente) con cada uno de ellos.

Consideramos R® con las coordenadas cartesianas (1, T2, T3, Y1, Y2, y3) vy dota-

do con su estructura estandar casi-Hermitica dada por el campo de tensores g y
J definido por

9 0N s (29N (22 s
g 8:62-’(9%- - Y g ('3xi’8yj - 7g aylaayj - Yy

0 0 0 0
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La estructura de los ejemplos que vamos a presentar es la siguiente: para cada
Gi, i =1,...,12 etiquetado, como anteriormente, de arriba a abajo y de izquier-
da a derecha, le daremos una referencia ortonormal B = {Xj,..., Xs} en R® tal
que los correspondientes grafos G, son isomorfos a G, y satisfacen que todos
los [X;, Xj] sean nulos. Por tanto, cualquier distribucién generada por alguno de
estos campos de vectores es involutiva y la correspondiente subvariedad integral
es la deseada.

La referencia ortonormal correspondiente para los grafos GG; — G2 aparece en
las tablas 5.1-5.3.

También se pueden obtener a partir de la Tabla 3.1, haciendo los cambios de
notacion oportunos.
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’ Grafo \ Referencia Ortonormal Correspondiente
i X1=%;X2=%;X3=a%;2;
1
Xy ainSXE) = aixg;xﬁ = (‘%3
X, = %;XQ = %;Xg = ai} X4 = smozaix2 — cosozaiy3
G
2 X5:cosa6%2+sinaai%;)(6:aiy2;a€(O,g).
| ek iR )
3
5= a3 (o) = 3= 5 (o o)
4
%= 5 (o ) = 3 (o) o=
0 0 1 0 0
7 (smaa—xl —i—cosoza—%2 + 8_:103) Xy = E <8_y1 8_y3) ;
X3 = cosoz%1 — smoz(()i2 X, = %;
G
e (s el - L) (22,
a € (0, g)

Cuadro 5.1: Referencias Ortonormales correspondientes a los grafos Gy — Gf.
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’ Grafos \ Referencia Ortonormal Correspondiente
1 0 0 1 0 1/ 0 0
Xi=—|— Xo=—— | — — —
! V2 <8$2 + 8:53) 2= V20x3 2 (8y3 8@)
1 0 1 0 0
G Xs=—F==—+2 +—;
’ P V20 <8y3 ) (dyl 8yz)

1 0 0 0
X5 = — Xeg= —
’ \/_ (ayz ayl) o oxy’

0 0 0 0
X =sina— 4 cosa—; Xy =siny— + cosy—;
oy Y3

8:1:1 8.1'2
: 0 0 0
X3 = smﬂ8—Ig + cosﬁa Xy = 5111048—962 — (:08046)—x1
Gy

= smﬁ— — cosﬂ 0 1 Xg = sinyi — cosvi;

Ox3 dys oy

s
0476”7 S (Oa E)

1/ 0 0 1 0 1/ 0 0 0
6 %= (0~ m) * o =5 (ot o 0

1
X, ==
' <8x1 dry O3 | Oy

0 0 0 0 1 0 0
+ o+ +—>;X2_—<———

)

\/5 8!)31 81‘2
1/ 0 0 1 0 1/ 0 0 0 0
G Xg=-| — — — — Xy == — —— )
) 3 2 <8I3 8y2) + \/503/1’ 4 2 (8371 + aﬂ}g 8133 8y2> ’
1/ 0 0 1 0 0
Xsg=-|—-— ) ——=—: Xg= —.
i (ax:% 8y2) V20 "% s
Cuadro 5.2: Referencias Ortonormales correspondientes a los grafos Gg — Gy.
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’ Grafos \ Referencias Ortonormales Correspondientes ‘
: X3:%(ail+ai+ai3+a%>;
10
X‘*:%(aiﬁaiz_aig_a%);
Xl:%(ail +ai+aig+a%>;
; XQ_%(ail ai ai{a%)*x a%
11
X4 = aiy;X“” - % (ail ai ai?, (%1) ;
Ko = % (ail aiz B aig B a%)
X1 = % (ail * ai * a(zg a%) ’
12
%0=3 (o ~am) ~ o2 (o o) * oo
Ko = % (ail * aig aig - a%)

Cuadro 5.3: Referencias Ortonormales correspondientes a los grafos Gig — G1s.
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5.3. Algunas familias relevantes de grafos.

Como el nimero de grafos crece muy rapido con respecto al nimero de sus
vértices, en este momento la tarea de analizar los grafos débilmente asociados a
subvariedades en dimensiones mayor que 6 parece inaccesible. Por tanto, pensa-
mos que es mas interesante lidiar con algunas familias particulares de grafos.

Como hemos mostrado anteriormente, las subvariedades asociadas débilmente
con grafos sin ciclos (bosques) estan completamente determinados. En consecuen-
cia, en esta seccién estudiamos subvariedades débilmente asociadas a grafos que
contienen ciclos. Comenzamos considerando esta pregunta cuando los grafos son
justamente ciclos.

Los primeros ejemplos de tales subvariedades son casos particulares de aquellos
del Ejemplo 2.1.2.

Ejemplo 5.3.1 Las superficies #-slant propias inmersas en una variedad casi-
Hermitica de dimensién 4 son subvariedades asociadas al Grafo 1 que aparece
en la Figura 1. Por otro lado, si M es una subvariedad casi-slant de M* tal que
6, € (0,7/2) para cualquier p € M, entonces M es una subvariedad débilmente
asociada al Grafo 2 de la Figura 1.

Podemos construir algunos ejemplos nuevos.

Ejemplo 5.3.2 Consideramos R* con las coordenadas cartesianas usuales
($1,$2791, y2) Yy ponemos

e

oy 0y

0 0 0 200 0
_+_)7X3:_7X4:£( )
Oy Oy O, 2

Entonces, es claro que la distribucién D generada por X, Xo, X3 es integrable y

asi, se determina una foliaciéon de subvariedades asociadas a los grafos ciclicos Cy 5

mostrados en la Figura 5.1, con a® = b* = 1/2.

Ejemplo 5.3.3 Toda curva regular en una variedad casi-Hermitica de dimension
4 es una subvariedad asociada a los grafos ciclicos Cy ; mostrados en la Figura 5.1,
para cualquier a, b tal que a? + b> = 1. Para probar esto, es suficiente considerar
el campo de vectores tangente unitario X a lo largo de la curva y el campo de
vectores Y tal que {X,JX,Y, JY'} es una referencia local ortonormal. Entonces,
definimos la referencia de asociacion

X=X, Xo=aJX+bJY Xs5=Y, Xy =bJX —alY.

Del mismo modo, tenemos lo siguiente.
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Ejemplo 5.3.4 Toda hipersuperficie orientable M de una variedad casi-Hermiti-
ca de dimension 4 es una subvariedad asociada a los grafos ciclicos (4 5 mostrados
en la Figura 5.1, para cualquier a, b tal que a®+0* = 1. En este caso, solo elegimos
una referencia local ortonormal {JC, X, JX,C} donde C es normal a M y X es
tangente a M, y definimos

X1:CLJX+Z7JC, XQZX, X3:bJX—GJC, X4:C

Cug

Figura 5.1: Ciclos débilmente asociados a subvariedades.

Por tanto, vemos que hay amplios ejemplos de subvariedades asociadas a un
ciclo de 4 vértices (Cy). De hecho, el siguiente resultado muestra que esta es la
unica posibilidad para el nimero de vértices de un ciclo débilmente asociado a
una subvariedad:

Teorema 5.3.5 Sea (M", J, g) una variedad casi-Hermitica. Suponemos que exis-

te un punto p € M 1y una referencia local ortonormal de campo de wvectores
B={Xi,...,X,} en un entorno de p tal que un ciclo aislado C, (r < n) aparece
en el grafo Gg,. Entonces, r = 4.
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Este resultado se demuestra usando el apartado (ii) del Corolario 3.2.5.

Entonces obtenemos el siguiente corolario directo.

Corolario 5.3.6 Sea (M", J,g) una variedad casi-Hermitica. Si existe una sub-
variedad débilmente asociada a un grafo en M"™, entonces n = 4. En particular,
este ciclo es Cy.

Por tanto, cada ciclo débilmente asociado a una subvariedad debe ser uno de
los dibujados en la Figura 5.1 (en realidad, todos ellos son isomorfos, en el sentido
general, a Cy). Notemos que los tres primeros ciclos solo difieren en el etiquetado
de los vértices. Lo mismo ocurre en los tres 1ltimos. Por otro lado, es claro que
Cu1, Ci2y Cy3 corresponden a curvas, Cy 4 estd débilmente asociada a superficies
y Cu5, Cy6y Cy7 representan hipersuperficies.

Si queremos estudiar subvariedades asociadas a estos grafos, necesitamos asig-
nar los pesos a2, b? como se muestra en la figura, tal que a® +b> = 1. Esto se sigue
del Lema 4.1.3 del Capitulo 4, y nos referimos a ese Capitulo para un analisis
detallado de subvariedades asociadas a grafos en dimension 4.

Ahora, podemos estudiar grafos que consisten en uniones finitas disjuntas de
Cy y Ks. Por ejemplo, el grafo mostrado en la Figura 4.2 es un grafo de esta forma.
En realidad, los siguientes resultados muestran que este tipo de grafos caracteriza
una generalizacion de subvariedades bi-slant que aparecen en el Ejemplo 5.1.3.

Teorema 5.3.7 Una subvariedad M de una variedad casi-Hermitica (]TI/", J,q)
estd asociada a un grafo consistente de una union finita disjunta de algunos Cjy
y Ky si y solo si sus fibrados tangentes admiten una descomposicion ortogonal
directa

TM=D®D" " &D:®---®D,

tal que D es una distribucion compleja, D+ es una distribucion totalmente real v,
para cualquieri =1...r, D; es una distribucion 0;-slant que satisface g(JX,Y) =
0 para cualquier X € D; y cualquier Y € D;, i # j.

Demostracion:

Esta demostracion se puede hacer directamente razonando a través de las refe-
rencias de asociacion, simplemente teniendo en cuenta que los vértices correspon-
dientes a la tangente horizontal de K5 define la distribuciéon compleja, los vértices
tangente que aparecen en la vertical de K5 define una distribuciéon totalmente real
y los que corresponden a cada grupo de Cy con el mismo peso horizontal determi-
nan una distribucién que se puede demostrar que es slant. Ademaés, la definicién
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de la distribucién no depende de la referencia de asociaciéon elegida. El reciproco
se sigue de elegir referencias adecuadas adaptadas. O

Hay que tener en cuenta que estas subvariedades son un caso particular de
subvariedades skew CR (ver [11]).

El siguiente paso en nuestro estudio podria ser tratar con grafos que consisten
en una union de ciclos no disjunta, es decir, la union de ciclos con algunas aristas
que los conectan. Una idea para determinar la forma de un grafo de este tipo es
elegir un vértice e intentar fijar las aristas necesarias que inciden en él, trabajan-
do en cada paso con los grados mas pequenos posibles. En este sentido, hemos
obtenido la siguiente proposicion.

Proposicién 5.3.8 Sea G un grafo que consiste en una union no-disjunta de dos
Cy tal que uno de estos vértices tiene grado 2 y con los menores grados posibles
en los demds vértices. St G esta débilmente asociado a una subvariedad, entonces
debe ser el grafo de la Figura 5.2.

Figura 5.2: Unién no disjunta de Cj.

Demostracion:

Sea i1 uno de los vértices de G con grado 2, y denotamos por is, i3 sus vértices
adyacentes (que estdn, por supuesto, en el mismo Cy que 41). Si suponemos que
12 y i3 tienen también grado 2, entonces el vértice restante del ciclo, llamemos
14, deberia ser adyacente al menos a uno de los vértices del otro ciclo, llamemos
i5. Pero, si aplicamos el Corolario 3.2.7 a los vértices iy, ig, 14,45 (con iz como el
vértice con grado 2), se sigue que i5 debe ser adyacente a i1, lo que es imposible.
Por tanto, i5 0 i3 debe tener grado minimo de 3. En realidad, vamos a probar que
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ambos tienen un grado mayor o igual a 3:

Del Corolario 3.2.7 sabemos que no pueden ser adyacentes entre si. Por tanto,
si 19 tiene grado d > 3, entonces es adyacente a i; (por supuesto), al vértice res-
tante del ciclo i4, y a d — 2 vértices del otro ciclo. Pero, si aplicamos el Corolario
3.2.7 a los vértices iy, 9, i3, 15 (con i; como el vértice con grado 2), i5 es cualquie-
ra de esos vértices d — 2 adyacentes a 15, entonces deducimos que i5 es también
adyacente a i3, y asi el grado de estos vértices es también mayor o igual a 3. Se
puede seguir un argumento similar si suponemos que i3 tiene grado d > 3 para
probar la misma propiedad para is.

Volvamos y supongamos que s tiene solo grado 3. Como hemos senalado an-
teriormente, ya sabemos que es adyacente a i, al vértice restante del ciclo 74 y
a un vértice del otro ciclo, digamos i5, que es adyacente, a su vez, a i3. Vamos a
denotar por g, 77 a los vértices adyacentes a i5 en el segundo ciclo. Podemos apli-
car ahora el Lema Corolario 3.2.8 (ii) a los vértices i1, ia, 14,15, g (con iy como el
vértice con grado 3) y tenemos que ig debe ser adyacente a i4. Ademads, aplicando
el mismo resultado a 1, 79, 14, 5, i7, tenemos que 7 es adyacente a 74. En este pun-
to, ya hemos obtenido un grafo isomorfo (en sentido general) al de la Figura 5.2.

Curiosamente el grafo de la Figura 5.2 es el mismo del Ejemplo 2.2.2 del
Capitulo 2.

Finalmente, vamos a ofrecer un resultado relacionado con otra familia de gra-
fos relevante: grafos cibicos. Un grafo se dice grafo ciibico si todos sus vértices
tienen grado 3. En el Capitulo 4 se ha demostrado que el tnico grafo ciibico con
4 vértices (conocido como el tetraedro y llamado grafo completo K en teoria de
grafos) estd asociado a algunas subvariedades. Con respecto al grafo ctbico con 6
vértices, hay dos de ellos (ver [13]), y hemos visto en la seccién anterior que solo
uno puede estar asociado a subvariedades (el grafo G5 de la Figura 3.3, conocido
como K33 en teorfa de grafos). También hemos dado algunos ejemplos de tal aso-
ciacién. Ahora, obtenemos el siguiente teorema sobre grafos cibicos de 8 vértices.

Teorema 5.3.9 Sea G un grafo cibico débilmente asociado a una subvariedad
de una variedad casi-Hermitica de dimension 8. Entonces, G debe ser la union
disjunta de dos tetraedros o un cubo (ver Figura 5.3).

Demostracion:
Sea i, cualquier vértice de G cuyos grados deben ser 3 ya que G es un gra-
fo cubico. Entonces, denotemos por is,i3,74 sus vértices adyacentes y sea H el
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Figura 5.3: Grafos cibicos asociados a una subvariedad en dimensién 8.

subgrafo de G inducido por sus vértices no adyacentes. Hay dos casos a tener en
cuenta:

Caso I. Hay al menos dos vértices adyacentes entre i, i3 € i4. Asi, del Corolario
3.2.8 (i), i1, 12,13 € i4 inducen un tetraedro. Ademads, como los vértices de H son
de grado 3 y no son adyacentes a i1 — i4, se tiene que H es otro tetraedro.

Caso I1. No hay vértices adyacentes entre 19,73 € 74. Entonces, como todos los
vértices de H tienen grado 3, se prueba facilmente que H tiene tres aristas.

En esta situacion, si cualquier vértice de H es de grado 2 en H, tiene que ser
adyacente a exactamente uno de iy —i4 ya que es de grado 3 en G, pero este hecho
contradice el Corolario 3.2.8 (ii). Como consecuencia, hay un vértice en H, diga-
mos i5, que es adyacente a los otros tres vértices de H, todos ellos de grado 1 en
H porque H solo tiene 3 aristas, y asi, adyacente exactamente a 2 vértices de io—iy.

Denotemos los vértices adyacentes a iy € i5, por ig € 77 v los vértices adyacentes
a i5 Pero no a is por ig. Si i3 es adyacente a ig € 77, entonces el vértice i4 no puede
ser adyacente a cualquiera de ellos y asi, es adyacente solo a i y tal vez a ig, lo
que es una contradiccién porque 74 es de grado 3. Por tanto, i3 es adyacente a ig
y a uno entre ig € ir, digamos 7¢. Finalmente, 74 deberia ser adyacente a iy e ig ya
que todos sus vértices son de grado 3. Por tanto, G es isomorfo a un cubo y esto
completa la prueba. O

Este teorema también podria haberse obtenido aplicando directamente el Teo-
rema 3.2.13. De hecho, ese teorema nos permitiria obtener los grafos cibicos aso-
ciados a subvariedades en cualquier dimension: aquellos cuyas componentes son
K4, K33 0 Q3.
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En realidad, tenemos algunos ejemplos de subvariedades asociados a grafos de
la Figura 5.3. Con respecto al grafo K, LI K4 que consiste en la unién disjunta de
dos tetraedros, hemos probado en el Ejemplo 5.1.3 que una subvariedad bi-slant
M con angulos slant 0,6, € (0,7/2) y distribuciones slant D; y D, satisface
que g(JX,Y) = 0 para cualquier X € Dy e Y € Ds, estd asociado a la unién
disjunta de dos C; (etiquetado, como en la Figura 4.2, de abajo hacia arriba y
de izquierda a derecha). Entonces, si denotamos por {Xj,..., Xg} la referencia
asociada correspondiente, solo tenemos que tener en cuenta los cambios

Yi=MX1+mXo, Yo=mX) —MXs, Y5 =MXs+ 12Xy, Vi = p12X3 — Xy,

Y;=X;, j=5,...,8

con \2 = ¢2/sin?0;, u? = d?/sin®0;, c;,d; nimeros reales tal que ¢ + d? =
sin?@;, i = 1,2. Por tanto, M estd asociada a K, LI Ky mediante {Yi,..., Yz},
con los pesos apropiados en el grafo (cos?6; en las aristas horizontales, ¢7 en las
verticales y d? en las diagonales, i = 1,2.)

Por otro lado, algunos ejemplos diferentes de subvariedades asociadas a un
cubo los hemos estudiado en el Capitulo 3. Pero también podemos entender el
cubo como la unién no disjunta de dos Cy (por ejemplo, sus caras inferior y
superior). Asi, tenemos el siguiente corolario del Teorema 5.3.9.

Corolario 5.3.10 Sea G un grafo que consiste en la union no disjunta de dos C
tal que sus vértices tienen grado 3. St G estd débilmente asociado a una subvarie-
dad, entonces debe ser un cubo.
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