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Sumario

El objetivo de la Légica es la formalizacién del conocimiento y su razonamiento. En
este trabajo, estudiaremos elementos de la l6gica proposicional desde la perspectiva
teorica de First—Order Logic and Automated Theorem Proving [4] de Melvin Fitting. En
particular, nos centraremos en la sintaxis y la semdntica, concluyendo con la versién
proposicional del lema de Hintikka sobre la satisfacibilidad de una clase determinada
de conjuntos de féormulas. Siguiendo la inspiracion de Propositional Proof Systems [10]
por Julius Michaelis y Tobias Nipkow, los resultados expuestos seran formalizados me-
diante Isabelle: un demostrador interactivo que incluye herramientas de razonamiento
automaético para guiar al usuario en el proceso de formalizacién, verificaciéon y automa-
tizacion de resultados. Concretamente, Isabelle/HOL es una especializaciéon de Isabelle
para la l6gica de orden superior. Las demostraciones de los resultados en Isabelle/ HOL
se elaboraran siguiendo dos tacticas distintas a lo largo del trabajo. En primer lugar,
cada lema sera probado de manera detallada prescindiendo de toda herramienta de ra-
zonamiento automatico, como resultado de una buisqueda inversa en cada paso de la
prueba. En contraposicion, elaboraremos una demostraciéon automatica alternativa de
cada resultado que utilice todas las herramientas de razonamiento automatico que pro-
porciona el demostrador. De este modo, se evidenciara la capacidad de razonamiento
automatico de Isabelle.

Logic’s purpose is about knowledge’s formalisation and its reasoning. In this project,
we will approach Propositional Logic’s elements from the theoretical perspective of
First—Order Logic and Automated Theorem Proving [4] by Melvin Fitting. We will focus on
the study of Syntax and Semantics to reach propositional version of Hintikka’s lemma,
which determinate the satisfiability of a concrete type of formula set. Inspired by Propo-
sitional Proof Systems [10] by Julius Michaelis and Tobias Nipkow, these results will be
formalised using Isabelle: a proof assistant including automatic reasoning tools to guide
the user on formalising, verifying and automating results. In particular, Isabelle/HOL
is the specialization of Isabelle for High-Order Logic. The processing of the results for-
malised in Isabelle/HOL follows two directions. In the first place, each lemma will be
proved on detail without any automation, as the result of an inverse research on every
step of the demonstration until it is only completed with deductions based on elemen-
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tary rules and definitions. Conversely, we will alternatively prove the results using all
the automatic reasoning tools that are provide by the proof assistant. In this way,
Isabelle’s power of automatic reasoning will be shown as the contrast between these
two different proving tactics.



Introduccion

El objetivo de la Légica es la formalizacion del conocimiento y el razonamiento sobre el
mismo. Tiene su origen en la Antigua Grecia con Aristételes y su investigacion acerca
de los principios del razonamiento vélido o correcto, recogidos fundamentalmente en
su obra Organon. De este modo, dio lugar a la légica silogistica, que consistia en la
deduccién de conclusiones a partir de dos premisas iniciales.

Posteriormente, los estoicos (400-200 a.C) comenzaron a cuestionarse temas rela-
cionados con la semdntica, como la naturaleza de la verdad. Formularon la paradoja del
mentiroso, que plantea una incongruencia acerca de la veracidad del siguiente predicado.

Esta oracién es falsa.

Sin embargo, no fue hasta el siglo XVII que el matematico y filésofo Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646 — 1716) instaura un programa légico que propone la busqueda de
un sistema simbdlico del lenguaje natural junto con la matematizacién del concepto de
validez. Estas ideas fueron la principal motivacién del desarrollo de la 16gica moderna
del siglo XIX de la mano de matemaéticos y filésofos como Bernard Bolzano (1781 —1848),
George Boole (1815 — 1864), Charles Saunders Pierce (1839 — 1914) y Gottlob Frege (1848
—1925). Fue este tltimo quien introdujo el primer tratamiento sistemético de la 16gica
proposicional. Frege basé su tesis en el desarrollo de una sintaxis completa que com-
bina el razonamiento de deduccién de la silogistica aristotélica con la nocién estoica
de conectivas para relacionar ideas. Paralelamente desarroll6 una seméntica asociada a
dicha sintaxis que permitiese verificar la validez de los procesos deductivos. La légica
proposicional de Frege form¢ parte de la escuela denominada logicismo. Su objetivo
consistia en investigar los fundamentos de las matemaéticas con el fin de formalizarlos
l6gicamente, para asi realizar deducciones y razonamientos validos.

En las dltimas décadas, el desarrollo de la computacién y la inteligencia artificial
ha permitido la formalizacién de las matematicas y la l16gica mediante el lenguaje com-
putacional. Concretamente, el razonamiento automético es un area que investiga los
distintos aspectos del razonamiento con el fin de crear programas y algoritmos para ra-
zonar de manera practicamente automatica. Se fundamenta en el programa légico de-
sarrollado por Leibniz, estructurado en base a dos principios: la formalizacion rigurosa
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de resultados y el desarrollo de algoritmos que permitan manipular y razonar a partir
de dichas formalizaciones. Entre las principales aplicaciones de este ares se encuentra
la verificacién y sintesis automédticas de programas. De este modo, podemos validar
distintos razonamientos, asi como crear herramientas de razonamiento automético que
permitan el desarrollo de nuevos resultados.

En este contexto nace Isabelle en 1986, desarrollada por Larry Paulson de la Uni-
versidad de Cambridge y Tobias Nipkow del Techniche Universitdt Miinchen. Isabelle
es un demostrador interactivo que, desde el razonamiento automaético, facilita la for-
malizacion légica de resultados y proporciona herramientas para realizar deducciones.
En particular, Isabelle/HOL es la especializacién de Isabelle para la 16gica de orden su-
perior. Junto con Coq, ACL2 y PVS, entre otros, constituye uno de los demostradores
interactivos mas influyentes.

Como demostrador interactivo, Isabelle permite automatizar razonamientos guia-
dos por el usuario, verificando cada paso de una deduccién de manera precisa. Ademas,
incorpora herramientas de razonamiento automético para mejorar la productividad
del proceso de demostracién. Para ello, cuenta con una extensa libreria de resultados
16gicos y matematicos que han sido formalizados y contintian en desarrollo por parte
de proyectos como The Alexandria Project: Large—Scale Formal Proof for the Working Ma-
thematician. Este proyecto comienza en 2017, dirigido por Lawrence Paulson desde la
Universidad de Cambridge. Tiene como finalidad la formalizacién de distintas teorias
para ampliar la libreria de Isabelle, junto con la creacién de herramientas interactivas
que asistan a los matemaéticos en el proceso de formalizacién, demostracién y buisqueda
de nuevos resultados.

El objetivo de este trabajo es la formalizacion de elementos y resultados destacados
de la légica proposicional en Isabelle/HOL. Esta inspirado en la primera seccién de la
publicacion Propositional Proof Systems [10] de Julius Michaelis y Tobias Nipkow. Del
mismo modo, cabe citar los articulos Constructive Formalization of Classical Modal Logic
[3] de Christian Doczkal y Gert Smolka, y Propositional Calculus in Coq [13] de Floris van
Doorn, por la influencia ejercida en el desarrollo de este trabajo. El contenido tedrico
del mismo se fundamenta en el libro First—Order Logic and Automated Theorem Proving
[4] de Melvin Fitting. Los tres capitulos tratados consisten en la sintaxis, seméntica y,
finalmente, la versién proposicional del lema de Hintikka. Este tltimo fue desarrollado
por el fil6sofo y légico Jaakko Hintikka (1929- 2015) como herramienta para probar la
completitud de la 16gica de primer orden.

En el primer capitulo sobre sintaxis se establecen inicialmente las variables proposi-
cionales que conforman los elementos basicos del alfabeto, junto con una serie de conec-
tivas que acttan sobre ellas. De este modo, se define por recursién el conjunto de las
férmulas proposicionales como el menor conjunto de estructuras sintdcticas con dicho
alfabeto y conectivas que contiene a las férmulas basicas (una constante L y las propias
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variables proposicionales, llamadas férmulas atémicas) y es cerrado mediante proce-
dimientos de formacioén de nuevas férmulas a partir de otras, en los que intervienen
las conectivas. Como es habitual, dada esta definicién recursiva, se dispone de un es-
quema de induccién sobre férmulas que nos permitird probar los resultados expuestos.
Del mismo modo, se define recursivamente el conjunto de subférmulas de una férmula,
mostrando propiedades que describen la estructura de las mismas en relacién con las
propias férmulas. Finalmente se presenta la férmula T a partir de la constante L, y
dos conectivas generalizadas que permiten extender conectivas binarias a una lista de
térmulas.

En el siguiente capitulo precisamos la semantica asociada a las estructuras sintacticas.
Para ello, se define una interpretacién como una aplicacién que asocia un booleano a
cada variable proposicional. Por recursién sobre la estructura de las férmulas proposi-
cionales, podemos definir el valor de una férmula en una interpretaciéon dada. De este
modo, se prueba que dicho valor queda univocamente determinado por la imagen que
la interpretacion asocia a cada variable proposicional que aparece en la férmula. Las no-
ciones semdnticas se extienden analogamente a las férmulas formadas con conectivas
generalizadas.

Posteriormente se introducen dos definiciones semdnticas fundamentales: modelo
de una férmula y férmula satisfacible. La primera hace referencia a una interpretacién
en la que el valor de una férmula dada es verdadero, mientras la segunda se trata de una
férmula para la que existe una interpretacion que sea modelo suyo. Ambas nociones se
extienden a conjuntos de férmulas. Por otro lado, se define el concepto de tautologia
como aquella férmula cuyo valor es verdadero en toda interpretacién. Para concluir la
seccién, daremos una nocién formal de consecuencia légica.

El capitulo tercero, y dltimo, tiene como objetivo probar el lema de Hintikka, que
manifiesta la satisfacibilidad de ciertos conjuntos de férmulas. Para ello define dicha
clase de conjuntos, llamados conjuntos de Hintikka, de modo que para cada uno de
ellos se determina paralelamente una interpretacién asociada, garantizando que esta es
modelo de cada férmula del conjunto.

En lo referente a las demostraciones asistidas por Isabelle/HOL de los resultados
formalizados a lo largo de las secciones, se elaborardn dos tipos de pruebas correspon-
dientes a dos tacticas distintas. En primer lugar, se probard cada resultado siguiendo
un esquema de demostracién detallado. En él utilizaremos tnicamente y de manera
precisa las reglas de simplificaciéon y definiciones incluidas en la libreria de Isabelle,
prescindiendo de las herramientas de razonamiento automatico del demostrador. Para
ello, se realiza una btusqueda inversa en cada paso de la demostracién automatica hasta
llegar a un desarrollo de la prueba basado en deducciones a partir de resultados ele-
mentales que la completen de manera rigurosa. En contraposicién, se evidenciara la ca-
pacidad de razonamiento automatico de Isabelle/HOL mediante la realizacién de una
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prueba alternativa siguiendo un esquema de demostracién automatico. Para ello se uti-
lizaran las herramientas de razonamiento que han sido elaboradas en Isabelle/HOL con

el objetivo de realizar deducciones de la manera mds eficiente.

Este trabajo estd disponible en la plataforma GitHub mediante el siquiente enlace:

https:/ /github.com/sofsanfer /TFG


https://github.com/sofsanfer/TFG
https://github.com/sofsanfer/TFG

Capitulo 1

Sintaxis

1.1 Foérmulas

En esta seccioén presentaremos una formalizacion en Isabelle de la sintaxis de la légica
proposicional, junto con resultados y pruebas sobre la misma. En lineas generales,
primero daremos las nociones de forma clésica y, a continuacién, su correspondiente
formalizacién.

En primer lugar, supondremos que disponemos de los siguientes elementos:

Alfabeto: Es una lista infinita de variables proposicionales. También pueden ser lla-
madas dtomos o simbolos proposicionales.

Conectivas: Conjunto finito cuyos elementos interactian con las variables. Pueden ser
monarias que afectan a un tnico elemento o binarias que afectan a dos. En el
primer grupo se encuentra la negacién (—) y en el segundo la conjuncién (A), la
disyuncién (V) y la implicacién (—).

A continuacién definiremos la estructura de férmula sobre los elementos anteriores.
Para ello daremos una definicién recursiva basada en dos elementos: un conjunto de
térmulas bésicas y una serie de procedimientos de definicién de férmulas a partir de
otras. El conjunto de las férmulas sera el menor conjunto de estructuras sintécticas
con dicho alfabeto y conectivas que contiene a las bésicas y es cerrado mediante los
procedimientos de definicién que mostraremos a continuacion.

Definicién 1.1.1 El conjunto de las férmulas proposicionales estd formado por las siguientes:

* Las formulas atémicas, constituidas tinicamente por una variable del alfabeto.

e [aconstante L.

11
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Dada una formula F, la negaciéon — F es una formula.

Dadas dos formulas F y G, la conjunciéon F N\ G es una formula.

Dadas dos formulas F y G, la disyunciéon F V G es una formula.

Dadas dos férmulas F y G, la implicacion F — G es una formula.

Intuitivamente, las férmulas proposicionales son entendidas como un tipo de rbol
sintactico cuyos nodos son las conectivas y sus hojas las férmulas atémicas. Veamos,
por ejemplo, el arbol sintactico de la férmulap — (- q V p).

p—(=qVp)

/N

p —qVvp

/N

-q P
|
q

A continuacién, veamos la representacion en Isabelle de la estructura de las férmulas
proposicionales.

datatype (atoms: 'a) formula =

Atom 'a
| Bot (1)
| Not ‘a formula (=)

| And 'a formula 'a formula  (infix A 68)
| Or 'a formula 'a formula  (infix V 68)
| Imp 'a formula ‘a formula  (infixr — 68)

Como podemos observar representamos las férmulas proposicionales mediante un
tipo de dato recursivo, formula, con los siguientes constructores sobre un tipo cualquiera:

Férmulas bésicas :

e Atom ::'a = 'a formula

e | ::'aformula
Férmulas compuestas :

e —::'a formula = 'a formula

e (A)::'aformula = 'a formula = 'a formula
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e (V) ::aformula = 'a formula = 'a formula

e (=) :: 'a formula = 'a formula = 'a formula

Cabe sefialar que los términos infix e infixr nos sefialan que los constructores que
representan a las conectivas se pueden usar de forma infija. En particular, infixr se trata
de un infijo asociado a la derecha.

Por otro lado, la definicién de formula genera autométicamente los siguientes lemas
sobre la funcion atoms :: 'a formula = 'a set, que obtiene el conjunto de dtomos de una
férmula.

atoms (Atom x1.0) = {x1.0}

atoms L. =@

atoms (— x3.0) = atoms x3.0

atoms (x41.0 A\ x42.0) = atoms x41.0 U atoms x42.0
atoms (x51.0 V x52.0) = atoms x51.0 U atoms x52.0
atoms (x61.0 — x62.0) = atoms x61.0 U atoms x62.0

A continuacién veremos varios ejemplos de férmulas y el conjunto de sus varia-
bles proposicionales obtenido mediante atoms. Se observa que, por ser conjuntos, no
contienen elementos repetidos.

notepad
begin
fixpgr:'a

have atoms (Atom p) = {p}
by (simp only: formula.set)

have atoms (— (Atom p)) = {p}
by (simp only: formula.set)

have atoms ((Atom p — Atom q) V Atomr) = {p,q,r}
by auto

have atoms ((Atom p — Atom p) V Atom r) = {p,r}
by auto
end
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En particular, el conjunto de simbolos proposicionales de la férmula Bot es vacio.
Ademas, para calcular esta constante es necesario especificar el tipo sobre el que se

construye la férmula.

notepad
begin
fixp::

have atoms L =@
by (simp only: formula.set)

have atoms (Atomp vV L) = {p}
proof —
have atoms (Atom p V L) = atoms (Atom p) U atoms Bot
by (simp only: formula.set(5))
also have ... = {p} U atoms Bot
by (simp only: formula.set(1))
alsohave ... = {p} UD
by (simp only: formula.set(2))
also have ... = {p}
by (simp only: Un-empty-right)
finally show atoms (Atomp vV L) = {p}
by this
qed

have atoms (Atomp vV L) = {p}
by (simp only: formula.set Un-empty-right)

end

value (Bot::nat formula)

Una vez definida la estructura de las formulas, vamos a introducir el método de
demostracion que seguiran los resultados que aqui presentaremos, tanto en la teoria

cladsica como en Isabelle.

Seguin la definicién recursiva de las férmulas, dispondremos de un esquema de

induccidn sobre las mismas:

Teorema 1.1.2 (Principio de induccién sobre férmulas proposicionales) Sea P una pro-

piedad sobre formulas que verifica las sigquientes condiciones:

* Las formulas atémicas la cumplen.
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 La constante L la cumple.
* Dada F féormula que la cumple, entonces — F la cumple.

® Dadas F y G formulas que la cumplen, entonces F x G la cumple, donde * simboliza
cualquier conectiva binaria.

Entonces, todas las férmulas proposicionales tienen la propiedad P.

Andlogamente, como las férmulas proposicionales estdn definidas mediante un
tipo de datos recursivo, Isabelle genera de forma automaética el esquema de induccién
correspondiente. De este modo, en las pruebas formalizadas utilizaremos la tactica in-
duction, que corresponde al siguiente esquema.

Ax. P(Atom x)

Pl

Ax.Px = P(—x)

Ax1 x2.Px1 AN Px2 =P (x1 A\ x2)
Ax1x2.Px1 ANPx2= P (x1V x2)
Ax1x2.Px1 A Px2 =P (x1 — x2)

P formula

Como hemos sefialado, el esquema inductivo genera asi seis casos distintos como
se muestra anteriormente. Ademas, todas las demostraciones sobre casos de conectivas
binarias son equivalentes en esta seccién, pues la construccion sintactica de férmulas es
idéntica entre ellas. Estas se diferencian esencialmente en la connotacién semantica que
veremos mds adelante.

A continuacién el primer resultado de este apartado:
Lema 1.1.3 EI conjunto de los dtomos de una férmula proposicional es finito.

Para proceder a la demostracion, consideremos la siguiente definicién inductiva de
conjunto finito. Cabe afiadir que la demostracién seguira el esquema inductivo relativo
a la estructura de férmula, y no el que induce esta altima definicién.

Definicién 1.1.4 Los conjuntos finitos son:

e FEl vacio.
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* Dado un conjunto finito A y un elemento cualquiera a, entonces {a} U A es finito.

La formalizacién en Isabelle de la definicién anterior es precisamente finite pertene-
ciente a la teorfa FiniteSet.thy. Dicha definicién inductiva genera dos reglas andlogas a
las anteriores que definen a los conjuntos finitos y que emplearemos en la demostracion
del resultado.

fold-graph fz @ z (emptyl)

x & AN fold-graphfz Ay
fold-graph fz ({x} UA) (fxy)

(insertl)

De este modo, en Isabelle podemos especificar el lema como sigue.

lemma finite (atoms F)
oops

A continuacion, veamos la demostracion clasica del lema.

Demostracién: La prueba es por induccién sobre el tipo recursivo de las férmulas.
Veamos cada caso.

Consideremos una férmula atémica p cualquiera. Entonces, su conjunto de varia-
bles proposicionales es {p}, finito.

Sea la formula L. Entonces, su conjunto de 4&tomos es vacio y, por lo tanto, finito.

Sea F una férmula cuyo conjunto de variables proposicionales sea finito. Entonces,
por definicién, — F y F tienen igual conjunto de 4tomos y, por hipétesis de induccién, es
tinito.

Consideremos las férmulas F y G cuyos conjuntos de a&tomos son finitos. Por
construccién, el conjunto de variables de FxG es la unién de sus respectivos conjuntos
de dtomos para cualquier * conectiva binaria. Por lo tanto, usando la hipétesis de in-

duccién, dicho conjunto es finito.
O

Veamos ahora la prueba detallada en Isabelle. Mostraremos con detalle todos los
casos de conectivas binarias, aunque se puede observar que son completamente andlogos.
Para facilitar la lectura, primero demostraremos por separado cada uno de los casos
segln el esquema inductivo de férmulas, y finalmente afiadiremos la prueba para una
férmula cualquiera a partir de los anteriores.

lemma atoms-finite-atom:
finite (atoms (Atom x))


https://n9.cl/x86r
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proof —
have finite @
by (simp only: finite.emptyl)
then have finite {x}
by (simp only: finite-insert)
then show finite (atoms (Atom x))
by (simp only: formula.set(1))
qed

lemma atoms-finite-bot:
finite (atoms L)
proof —
have finite @
by (simp only: finite.emptyl)
then show finite (atoms L)
by (simp only: formula.set(2))
qed

lemma atoms-finite-not:
assumes finite (atoms F)
shows finite (atoms (— F))
using assms
by (simp only: formula.set(3))

lemma atoms-finite-and:
assumes finite (atoms F1)
finite (atoms F2)
shows finite (atoms (F1 A F2))
proof —
have finite (atoms F1 U atoms F2)
using assms
by (simp only: finite-Unl )
then show finite (atoms (F1 A F2))
by (simp only: formula.set(4))
qed

lemma atoms-finite-or:
assumes finite (atoms F1)
finite (atoms F2)
shows finite (atoms (F1 V F2))
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proof —
have finite (atoms F1 U atoms F2)
using assms
by (simp only: finite-Unl )
then show finite (atoms (F1 V F2))
by (simp only: formula.set(5))
qed

lemma atoms-finite-imp:
assumes finite (atoms F1)
finite (atoms F2)
shows finite (atoms (F1 — F2))
proof —
have finite (atoms F1 U atoms F2)
using assms
by (simp only: finite-Unl )
then show finite (atoms (F1 — F2))
by (simp only: formula.set(6))
qed

lemma atoms-finite: finite (atoms F)
proof (induction F)

case (Atom x)

then show ?case by (simp only: atoms-finite-atom)
next

case Bot

then show ?case by (simp only: atoms-finite-bot)
next

case (Not F)

then show ?case by (simp only: atoms-finite-not)
next

case (And F1 F2)

then show ?case by (simp only: atoms-finite-and)
next

case (Or F1 F2)

then show ?case by (simp only: atoms-finite-or)
next

case (Imp F1 F2)

then show ?case by (simp only: atoms-finite-imp)
qed
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Su demostracién automaética es la siguiente.

lemma finite (atoms F)
by (induction F) simp-all

1.2 Subférmulas

Veamos la nocion de subférmulas.

Definicién 1.2.1 EI conjunto de subformulas de una férmula F, notada Subf (F), se define re-
cursivamente como:

o {F} si F es una formula atémica.
e {1}siFes L.
e {F} U Subf(G) si F es —G.

e {F} U Subf(G) U Subf(H) si F es GxH donde * es cualquier conectiva binaria.

Para proceder a la formalizacién de Isabelle, seguiremos dos etapas. En primer
lugar, definimos la funcién primitiva recursiva subformulae. Esta nos devolverad la lista
de todas las subférmulas de una férmula original obtenidas recursivamente.

primrec subformulae :: 'a formula = 'a formula list where
subformulae (Atom k) = [Atom k|

| subformulae L =L

= (

]
| subformulae (— F) — F) # subformulae F
| subformulae (F A G) = (F A G) # subformulae F @ subformulae G
| subformulae (FV G) = (F V G) # subformulae F @ subformulae G
| subformulae (F — G) = (F — G) # subformulae F @ subformulae G

Observemos que, en la definicién anterior, # es el operador que afiade un elemento
al comienzo de una lista y @ concatena varias listas.

Siguiendo con los ejemplos, apliquemos subformulae en las distintas férmulas. En
particular, al tratarse de una lista pueden aparecer elementos repetidos como se muestra
a continuacion.

notepad
begin
fixp::
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have subformulae (Atom p) = [Atom p]
by simp

have subformulae (— (Atom p)) = [— (Atom p), Atom p]
by simp

have subformulae ((Atom p — Atom q) V Atomr) =
[(Atom p — Atom q) V Atom r, Atom p — Atom q, Atom p,
Atom q, Atom r]
by simp

have subformulae (Atomp N\ L) = [Atomp A L, Atom p, 1]
by simp

have subformulae (Atom p V Atom p) =
[Atom p V/ Atom p, Atom p, Atom p]
by simp
end

En la segunda etapa de formalizacién, definimos setSubformulae, que convierte al
tipo conjunto la lista de subférmulas anterior.

abbreviation setSubformulae :: ‘a formula = ‘a formula set where
setSubformulae F = set (subformulae F)

De este modo, la funcién setSubformulae es la formalizacién en Isabelle de Subf(-).
En Isabelle, primero hemos definido la lista de subférmulas pues, en algunos casos, es
mas sencilla la prueba de resultados sobre este tipo. Algunas de las ventajas del tipo
conjuntos son la eliminacién de elementos repetidos o las operaciones propias de teoria
de conjuntos. Observemos los siguientes ejemplos con el tipo de conjuntos.

notepad
begin
fixpgr:'a

have setSubformulae (Atom p V Atom p) = {Atom p V Atom p, Atom p}
by simp

have setSubformulae ((Atom p — Atom q) V Atom r) =
{(Atom p — Atom q) V Atom r, Atom p — Atom q, Atom p,
Atom q, Atom r}
by auto
end
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Por otro lado, debemos sefialar que el uso de abbreviation para definir setSubformulae
no es arbitrario. No es una definicién propiamente dicha, sino una forma de nombrar
la composicién de las funciones set y subformulae.

En primer lugar, veamos que setSubformulae es una formalizacién de Subf en Isa-
belle. Para ello utilizaremos el siguiente resultado sobre listas, probado como sigue.

lemma set-insert: set (x #ys) = {x} U set ys
by (simp only: list.set(2) Un-insert-left sup-bot.left-neutral)

Por tanto, obtenemos la equivalencia como resultado de los siguientes lemas, que
aparecen demostrados de manera detallada.

lemma setSubformulae-atom:
setSubformulae (Atom p) = {Atom p}
by (simp only: subformulae.simps(1) list.set)

lemma setSubformulae-bot:
setSubformulae (L) = { L}
by (simp only: subformulae.simps(2) list.set)

lemma setSubformulae-not:
shows setSubformulae (= F) = {— F} U setSubformulae F
proof —
have setSubformulae (— F) = set (— F # subformulae F)
by (simp only: subformulae.simps(3))
also have ... = {— F} U set (subformulae F)
by (simp only: set-insert)
finally show ?thesis
by this
qed

lemma setSubformulae-and:
setSubformulae (F1 N F2)
= {F1 A F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)
proof —
have setSubformulae (F1 A F2)
= set ((F1 A F2) # (subformulae F1 @ subformulae F2))
by (simp only: subformulae.simps(4))

also have ... = {F1 A F2} U (set (subformulae F1 @ subformulae F2))
by (simp only: set-insert)
also have ... = {F1 A F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)

by (simp only: set-append)
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finally show ?thesis
by this
qed

lemma setSubformulae-or:
setSubformulae (F1 \V F2)
= {F1 V F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)
proof —
have setSubformulae (F1 V F2)
= set ((F1 V F2) # (subformulae F1 @ subformulae F2))
by (simp only: subformulae.simps(5))

also have ... = {F1 V F2} U (set (subformulae F1 @ subformulae F2))
by (simp only: set-insert)
also have ... = {F1 V F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)

by (simp only: set-append)
finally show ?thesis
by this
qed

lemma setSubformulae-imp:
setSubformulae (F1 — F2)
= {F1 — F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)
proof —
have setSubformulae (F1 — F2)
= set ((F1 — F2) # (subformulae F1 @ subformulae F2))
by (simp only: subformulae.simps(6))

also have ... = {F1 — F2} U (set (subformulae F1 @ subformulae F2))
by (simp only: set-insert)
also have ... = {F1 — F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)

by (simp only: set-append)
finally show ?thesis
by this
qed

Una vez probada la equivalencia, comencemos con los resultados correspondientes
a las subférmulas. En primer lugar, tenemos la siguiente propiedad como consecuencia
directa de la equivalencia de funciones anterior.

Lema 1.2.2 Toda formula es subformula de ella misma.

Demostracion: La demostracion se hace en cada caso de la estructura de las féormulas.
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Sea p férmula atémica cualquiera. Por definicién, tenemos que su conjunto de
subférmulas es {p}, luego se tiene la propiedad.

Sea la féormula L. Por definicion, su conjunto de subférmulas es { L}, luego se
verifica el resultado.

Sea la férmula — F. Veamos que pertenece a su conjunto de subférmulas. Por
definicion, tenemos que el conjunto de subférmulas de — F es {— F} U Subf(F). Por
tanto, = F pertence a su propio conjunto de subférmulas como queriamos demostrar.

Sea * una conectiva binaria cualquiera y las férmulas F y G Veamos que FxG pertenece
a su conjunto de subférmulas. Por definicién, tenemos que el conjunto de subférmulas
de FxG es {FxG} U Subf(F) U Subf(G). Por tanto, FxG pertence a su propio conjunto de
subférmulas como queriamos demostrar.
O

Formalicemos ahora el lema con su correspondiente demostracién detallada.

lemma subformulae-self: F € setSubformulae F
proof (cases F)
case (Atom x1)
then show ?thesis
by (simp only: singletonI setSubformulae-atom)
next
case Bot
then show ?thesis
by (simp only: singletonI setSubformulae-bot)
next
case (Not F)
then show ?thesis
by (simp only: singletonl Unl1 setSubformulae-not)
next
case (And F1 F2)
then show ?thesis
by (simp only: singletonl Unl1 setSubformulae-and)
next
case (Or F1 F2)
then show ?thesis
by (simp only: singletonl Unl1 setSubformulae-or)
next
case (Imp F1 F2)
then show ?thesis
by (simp only: singletonl Unl1 setSubformulae-imp)
qed
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La demostracién automatica es la siguiente.

lemma F € setSubformulae F
by (cases F) simp-all

Procedamos con los demds resultados de la seccion. Como hemos sefialado con
anterioridad, utilizaremos varias propiedades de conjuntos pertenecientes a la teoria
Set.thy de Isabelle, que apareceran en el glosario final.

Ademads, definiremos dos reglas adicionales que utilizaremos con frecuencia.

lemma subContUnionRev1:
assumes AUB C C
shows A CC
proof —
have ACCABCC
using assms
by (simp only: sup.bounded-iff)
then show A C C
by (rule conjunct1)
qed

lemma subContUnionRev2:
assumes A UB C C
shows B C C
proof —
have ACCABCC
using assms
by (simp only: sup.bounded-iff)
then show B C C
by (rule conjunct2)
qed

Sus correspondientes demostraciones automadticas se muestran a continuacion.

lemmaAUBCC—ACC
by simp

lemmaAUBCC—BCC
by simp

Veamos ahora los distintos resultados sobre subfé6rmulas.

Lema 1.2.3 Todas las formulas atémicas de una formula son subférmulas.


https://n9.cl/qatp

1.2. Subférmulas 25

Demostracién: Aclaremos que el conjunto de las férmulas atémicas de una férmula
cualquiera estd formado a partir de cada elemento de su conjunto de variables proposi-
cionales. Queremos demostrar que este conjunto estd contenido en el conjunto de
subférmulas de dicha férmula. De este modo, la prueba seguird el esquema inductivo
para la estructura de férmulas. Veamos cada caso:

Consideremos la férmula atémica p cualquiera. Como su conjunto de dtomos es
{p}, el conjunto de sus férmulas atémicas correspondiente serd {p}. Por otro lado, su
conjunto de subférmulas es también {p}, luego el conjunto de sus férmulas atémicas
estd contenido en el conjunto de sus subférmulas como queriamos demostrar.

Sea la férmula L. Como su conjunto de 4tomos es vacio, es claro que el conjunto
de sus férmulas atémicas es también el vacio y, por tanto, estd contenido en el conjunto
de sus subférmulas.

Sea la férmula F tal que el conjunto de sus férmulas atémicas esta contenido en el
conjunto de sus subférmulas. Probemos el resultado para — F. En primer lugar, sabe-
mos que los conjuntos de variables proposicionales de F y — F coinciden, luego tendran
igual conjunto de férmulas atémicas. Por lo tanto, por hipétesis de induccién tenemos
que el conjunto de férmulas atémicas de F estd contenido en el conjunto de subférmulas
de F. Por otro lado, como el conjunto de subférmulas de — F estd definido como
Subf(— F) = {—= F} U Subf (F), tenemos que el el conjunto de subférmulas de F esta con-
tenido en el de — F. Por tanto, por propiedades de contencién, tenemos que el conjunto
de férmulas atémicas de — F estd contenido en el conjunto de subférmulas de = F como
queriamos demostrar.

Sean las férmulas F y G tales que sus conjuntos de férmulas atémicas estan con-
tenidos en sus conjuntos de subférmulas respectivamente. Probemos ahora el resultado
para FxG, donde * simboliza una conectiva binaria cualquiera. En primer lugar, sabe-
mos que el conjunto de d&tomos de FxG es la unién de sus correspondientes conjuntos
de &tomos. De este modo, el conjunto de férmulas atémicas de FxG serd la unién del
conjunto de férmulas atémicas de F y el correspondiente de G. Por tanto, por hipétesis
de induccién tenemos que el conjunto de férmulas atémicas de FxG esta contenido en
la unién del conjunto de subférmulas de F y el conjunto de subférmulas de G. Como el
conjunto de subférmulas de F*G se define como
Subf(FxG) = {FxG} U Subf(F) U Subf(G), tenemos que la unién de los conjuntos de
subférmulas de F y G estd contenida en el conjunto de subférmulas de FxG. Por tanto,
por propiedades de la contencién, tenemos que le conjunto de férmulas atémicas de

FxG esta contenido en el conjunto de subférmulas de FxG como queriamos demostrar.
O

En Isabelle, se especifica como sigue.

lemma Atom “atoms F C setSubformulae F



26 Capitulo 1. Sintaxis

oops

Debemos observar que Atom “ atoms F construye las formulas atémicas a partir de
cada uno de los elementos de atoms F, creando un conjunto de férmulas atémicas. Para
ello emplea el infijo * definido como notacién abreviada de (“) que calcula la imagen de
un conjunto en la teoria Set.thy.

fA={y|IxeA.y=fx} (image-def)

Para aclarar su funcionamiento, veamos ejemplos para distintos casos de férmulas.

notepad
begin
fixpgr:'a

have Atom ‘atoms (Atomp V L) = {Atom p}
by simp

have Atom ‘atoms ((Atom p — Atom q) V Atom r) =
{Atom p, Atom q, Atom r}
by auto

have Atom ‘atoms ((Atom p — Atom p) V Atomr) =
{Atom p, Atom r}
by auto
end

Ademads, esta funcion tiene las siguientes propiedades sobre conjuntos que uti-
lizaremos en la demostracion.

f'(AUB)=f"AUf’'B (image-Un)
f'({a}UB)={fa} Uf'B (image-insert)
ffo=0 (image-empty)

Una vez hechas las aclaraciones necesarias, comencemos la demostracién estruc-
turada. Esta seguird el esquema inductivo sefialado con anterioridad.

lemma atoms-are-subformulae-atom:

Atom * atoms (Atom x) C setSubformulae (Atom x)
proof —

have Atom ‘ atoms (Atom x) = Atom * {x}
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by (simp only: formula.set(1))
also have ... = {Atom x}
by (simp only: image-insert image-empty)
also have ... = set [Atom x|
by (simp only: list.set(1) list.set(2))
also have ... = set (subformulae (Atom x))
by (simp only: subformulae.simps(1))
finally have Atom *atoms (Atom x) = set (subformulae (Atom x))
by this
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
qed

lemma atoms-are-subformulae-bot:
Atom “atoms L C setSubformulae L
proof —
have Atom *atoms | = Atom " @
by (simp only: formula.set(2))
alsohave... =0Q
by (simp only: image-empty)
also have ... C setSubformulae L
by (simp only: empty-subsetl)
finally show ?thesis
by this
qed

lemma atoms-are-subformulae-not:
assumes Atom “atoms F C setSubformulae F
shows Atom *atoms (- F) C setSubformulae (— F)
proof —
have Atom ‘ atoms (— F) = Atom * atoms F
by (simp only: formula.set(3))
also have ... C setSubformulae F
by (simp only: assms)
also have ... C {— F} U setSubformulae F
by (simp only: Un-upper2)
also have ... = setSubformulae (— F)
by (simp only: setSubformulae-not)
finally show ?thesis
by this
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qged

lemma atoms-are-subformulae-and:
assumes Atom “atoms F1 C setSubformulae F1
Atom “atoms F2 C setSubformulae F2
shows Atom *atoms (F1 N F2) C setSubformulae (F1 A F2)
proof —
have Atom “atoms (F1 A F2) = Atom * (atoms F1 U atoms F2)
by (simp only: formula.set(4))
also have ... = Atom " atoms F1 U Atom " atoms F2
by (rule image-Un)
also have ... C setSubformulae F1 U setSubformulae F2
using assms
by (rule Un-mono)
also have ... C {F1 A F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)
by (simp only: Un-upper2)
also have ... = setSubformulae (F1 N F2)
by (simp only: setSubformulae-and)
finally show ?thesis
by this
qed

lemma atoms-are-subformulae-or:
assumes Atom “atoms F1 C setSubformulae F1
Atom “atoms F2 C setSubformulae F2
shows Atom *atoms (F1V F2) C setSubformulae (F1 V F2)
proof —
have Atom “atoms (F1 V F2) = Atom * (atoms F1 U atoms F2)
by (simp only: formula.set(5))
also have ... = Atom " atoms F1 U Atom " atoms F2
by (rule image-Un)
also have ... C setSubformulae F1 U setSubformulae F2
using assms
by (rule Un-mono)
also have ... C {F1V F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)
by (simp only: Un-upper2)
also have ... = setSubformulae (F1 V F2)
by (simp only: setSubformulae-or)
finally show ?thesis
by this
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qged

lemma atoms-are-subformulae-imp:
assumes Atom “atoms F1 C setSubformulae F1
Atom “atoms F2 C setSubformulae F2
shows Atom *atoms (F1 — F2) C setSubformulae (F1 — F2)
proof —
have Atom * atoms (F1 — F2) = Atom * (atoms F1 U atoms F2)
by (simp only: formula.set(6))
also have ... = Atom " atoms F1 U Atom " atoms F2
by (rule image-Un)
also have ... C setSubformulae F1 U setSubformulae F2
using assms
by (rule Un-mono)
also have ... C {F1 — F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)
by (simp only: Un-upper2)
also have ... = setSubformulae (F1 — F2)
by (simp only: setSubformulae-imp)
finally show ?thesis
by this
qed

lemma atoms-are-subformulae:

Atom * atoms F C setSubformulae F
proof (induction F)

case (Atom x)

then show ?case by (simp only: atoms-are-subformulae-atom)
next

case Bot

then show ?case by (simp only: atoms-are-subformulae-bot)
next

case (Not F)

then show ?case by (simp only: atoms-are-subformulae-not)
next

case (And F1 F2)

then show ?case by (simp only: atoms-are-subformulae-and)
next

case (Or F1 F2)

then show ?case by (simp only: atoms-are-subformulae-or)
next
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case (Imp F1 F2)
then show ?case by (simp only: atoms-are-subformulae-imp)
qed

La demostracién automaética queda igualmente expuesta a continuacion.

lemma Atom “atoms F C setSubformulae F
by (induction F) auto

La siguiente propiedad declara que el conjunto de 4tomos de una subférmula est4
contenido en el conjunto de 4&tomos de la propia férmula.

Lema 1.2.4 Dada una férmula, los dtomos de sus subférmulas son dtomos de ella misma.

Demostraciéon: Procedemos mediante induccion en la estructura de las férmulas segin
los distintos casos:

Sea p una férmula atémica cualquiera. Por definicién de su conjunto de subférmulas,
su Unica subférmula es ella misma, luego se verifica el resultado.

Seala férmula L. Por definicién de su conjunto de subférmulas, su tinica subférmula
es ella misma, luego se verifica andlogamente la propiedad en este caso.

Sea la férmula F tal que para cualquier subférmula suya se verifica que el conjunto

de sus dtomos esta contenido en el conjunto de &tomos de F. Supongamos G subférmula
cualquiera de — F. Vamos a probar que el conjunto de d&tomos de G estd contenido en el
de — F. Por definicién, tenemos que el conjunto de subférmulas de — F es de la forma
Subf(— F) = {— F} U Subf (F). De este modo, tenemos dos opciones posibles:
G € {= F} 0 G € Subf(F). Del primer caso se deduce G = — Fy, por tanto, tienen igual
conjunto de atomos. Observando el segundo caso, por hipoétesis de induccién, se tiene
que el conjunto de 4tomos de G estd contenido en el de F. Ademads, como el conjunto de
atomos de F y — F coinciden, se verifica el resultado.

Sea F1 una férmula proposicional tal que el conjunto de los d4tomos de cualquier
subférmula suya estd contenido en el conjunto de d&tomos de F1. Sea también F2
cumpliendo dicha hipétesis de induccién para sus correspondientes subférmulas. Su-
pongamos ademads que G es subférmula de FI1xF2, donde * simboliza una conectiva
binaria cualquiera. Vamos a probar que el conjunto de 4tomos de G esta contenido en el
conjunto de 4tomos de F1xF2. En primer lugar, por definicién tenemos que el conjunto
de subférmulas de F1xF2 es de la forma
Subf (F1xF2) = {F1xF2} U (Subf (F1) U Subf(F2)). De este modo, tenemos dos posibles
opciones: G € {F1xF2} o G € Subf(F1) U Subf(F2). Si G € {F1xF2}, entonces G = F1*F2
y tienen igual conjunto de atomos. Por otro lado, si G € Subf(F1) U Subf(F2) tenemos
dos nuevas posibilidades: G es subférmula de F1 o G es subférmula de F2. Suponiendo
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que fuese subférmula de F1, aplicando hipétesis de induccién tendriamos que el con-
junto de dtomos de G estd contenido en el de F1. De este modo, como el conjunto de
atomos de F1xF2 se define como la unién de los conjuntos de atomos de F1 y F2, por
propiedades de la contencién se verifica que el conjunto de d&tomos de G esta contenido
en el de F1xF2. Observemos que si G es subférmula de F2, se demuestra andlogamente

cambiando los subindices correspondientes. Por tanto, se tiene el resultado.
O

Formalizado en Isabelle:

lemma G € setSubformulae F = atoms G C atoms F
oops

Veamos su demostracion estructurada.

lemma subformulas-atoms-atom:
assumes G € setSubformulae (Atom x)
shows atoms G C atoms (Atom x)
proof —
have G € {Atom x}
using assms
by (simp only: setSubformulae-atom)
then have G = Atom x
by (simp only: singletonD)
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
qed

lemma subformulas-atoms-bot:
assumes G € setSubformulae L
shows atoms G C atoms L
proof —
have G e {1}
using assms
by (simp only: setSubformulae-bot)
then have G = L
by (simp only: singletonD)
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
qed

lemma subformulas-atoms-not:
assumes G € setSubformulae F = atoms G C atoms F
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G € setSubformulae (— F)
shows atoms G C atoms (— F)
proof —
have G € {— F} U setSubformulae F
using assms(2)
by (simp only: setSubformulae-not)
then have G € {—~ F} V G € setSubformulae F
by (simp only: Un-iff)
then show atoms G C atoms (— F)
proof (rule disjE)
assume G € {— F}
then have G = - F
by (simp only: singletonD)
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
next
assume G € setSubformulae F
then have atoms G C atoms F
by (simp only: assms(1))
also have ... = atoms (= F)
by (simp only: formula.set(3))
finally show ?thesis
by this
qed
qed

lemma subformulas-atoms-and.:
assumes G € setSubformulae F1 = atoms G C atoms F1
G € setSubformulae F2 = atoms G C atoms F2
G € setSubformulae (F1 A F2)
shows atoms G C atoms (F1 A F2)
proof —
have G € {F1 A F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)
using assms(3)
by (simp only: setSubformulae-and)
then have G € {F1 A F2} V G € setSubformulae F1 U setSubformulae F2
by (simp only: Un-iff)
then show ?thesis
proof (rule disjE)
assume G € {F1 A F2}
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then have G = F1 A F2
by (simp only: singletonD)
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
next
assume G € setSubformulae F1 U setSubformulae F2
then have G € setSubformulae F1 V G € setSubformulae F2
by (simp only: Un-iff)
then show ?thesis
proof (rule disjE)
assume G € setSubformulae F1
then have atoms G C atoms F1
by (rule assms(1))
also have ... C atoms F1 U atoms F2
by (simp only: Un-upper1)
also have ... = atoms (F1 A\ F2)
by (simp only: formula.set(4))
finally show ?thesis
by this
next
assume G € setSubformulae F2
then have atoms G C atoms F2
by (rule assms(2))
also have ... C atoms F1 U atoms F2
by (simp only: Un-upper2)
also have ... = atoms (F1 A\ F2)
by (simp only: formula.set(4))
finally show ?thesis
by this
qed
qed
qed

lemma subformulas-atoms-or:
assumes G € setSubformulae F1 = atoms G C atoms F1
G € setSubformulae F2 = atoms G C atoms F2
G € setSubformulae (F1 V F2)
shows atoms G C atoms (F1 V F2)
proof —

have G € {F1 V F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)
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using assms(3)
by (simp only: setSubformulae-or)
then have G € {F1 V F2} V G € setSubformulae F1 U setSubformulae F2
by (simp only: Un-iff)
then show ?thesis
proof (rule disjE)
assume G € {F1V F2}
then have G = F1 V F2
by (simp only: singletonD)
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
next
assume G € setSubformulae F1 U setSubformulae F2
then have G ¢ setSubformulae F1 vV G € setSubformulae F2
by (simp only: Un-iff)
then show ?thesis
proof (rule disjE)
assume G € setSubformulae F1
then have atoms G C atoms F1
by (rule assms(1))
also have ... C atoms F1 U atoms F2
by (simp only: Un-upper])
also have ... = atoms (F1 V F2)
by (simp only: formula.set(5))
finally show ?thesis
by this
next
assume G € setSubformulae F2
then have atoms G C atoms F2
by (rule assms(2))
also have ... C atoms F1 U atoms F2
by (simp only: Un-upper2)
also have ... = atoms (F1 V F2)
by (simp only: formula.set(5))
finally show ?thesis
by this
qed
qed
qed
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lemma subformulas-atoms-imp:
assumes G € setSubformulae F1 = atoms G C atoms F1
G € setSubformulae F2 = atoms G C atoms F2
G € setSubformulae (F1 — F2)
shows atoms G C atoms (F1 — F2)
proof —
have G € {F1 — F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)
using assms(3)
by (simp only: setSubformulae-imp)
then have G € {F1 — F2} V G € setSubformulae F1 U setSubformulae F2
by (simp only: Un-iff)
then show ?thesis
proof (rule disjE)
assume G € {F1 — F2}
then have G = F1 — F2
by (simp only: singletonD)
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
next
assume G € setSubformulae F1 U setSubformulae F2
then have G ¢ setSubformulae F1 V G € setSubformulae F2
by (simp only: Un-iff)
then show ?thesis
proof (rule disjE)
assume G € setSubformulae F1
then have atoms G C atoms F1
by (rule assms(1))
also have ... C atoms F1 U atoms F2
by (simp only: Un-upper1)
also have ... = atoms (F1 — F2)
by (simp only: formula.set(6))
finally show ?thesis
by this
next
assume G € setSubformulae F2
then have atoms G C atoms F2
by (rule assms(2))
also have ... C atoms F1 U atoms F2
by (simp only: Un-upper2)
also have ... = atoms (F1 — F2)



36 Capitulo 1. Sintaxis

by (simp only: formula.set(6))
finally show ?thesis
by this
qed
qed
qed

lemma subformulae-atoms:

G € setSubformulae F = atoms G C atoms F
proof (induction F)

case (Atom x)

then show ?case by (simp only: subformulas-atoms-atom)
next

case Bot

then show ?case by (simp only: subformulas-atoms-bot)
next

case (Not F)

then show ?case by (simp only: subformulas-atoms-not)
next

case (And F1 F2)

then show ?case by (simp only: subformulas-atoms-and)
next

case (Or F1 F2)

then show ?case by (simp only: subformulas-atoms-or)
next

case (Imp F1 F2)

then show ?case by (simp only: subformulas-atoms-imp)
qed

Por ultimo, su demostracion automatica.

lemma G € setSubformulae F = atoms G C atoms F
by (induction F) auto

A continuacién vamos a introducir un lema para facilitar las siguientes demostra-
ciones detalladas mediante contenciones en cadena.

Lema 1.2.5 Sea G una subférmula de F, entonces el conjunto de subformulas de G estd con-
tenido en el de F.

Demostraciéon: La prueba es por induccién en la estructura de férmula.
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Sea p una férmula atémica cualquiera. Por definicién, el conjunto de sus subférmulas
es {p}, luego su tnica subférmula es ella misma y, por tanto, tienen igual conjunto de
subférmulas.

Sea la formula L. Por definicién, el conjunto de sus subférmulas es { L}, luego su
tinica subférmula es ella misma y, por tanto, tienen igual conjunto de subférmulas.

Sea una férmula F tal que para toda subférmula suya se tiene que el conjunto de
sus subférmulas estd contenido en el conjunto de subférmulas de F. Supongamos G
subférmula de — F. Vamos a probar que el conjunto de subférmulas de G esta con-
tenido en el de — F. En primer lugar, por definicién se cumple que el conjunto de
subférmulas de — F es de la forma Subf (— F) = {— F} U Subf (F). Como hemos supuesto
G subférmula de — F, hay dos opciones posibles: G € {— F} o G € Subf(F). Del primer
caso se obtiene que G = — F y, por tanto, tienen igual conjunto de subférmulas. Por
otro lado si suponemos que G es subférmula de F, por hipétesis de induccién tene-
mos que el conjunto de subférmulas de G estd contenido en el de F. Como, a su vez, el
conjunto de subférmulas de F estd contenido en el de — F segtin la definicién anterior,
por propiedades de la contencién de verifica que el conjunto de subférmulas de G esta
contenido en el de = F, como queriamos demostrar.

Sean las férmulas F1 y F2 tales que para cualquier subférmula de F1 el conjunto de
sus subférmulas estd contenido en el conjunto de subférmulas de F1, y para cualquier
subférmula de F2 el conjunto de sus subférmulas estd contenido en el conjunto de
subférmulas de F2. Supongamos G subférmula de F1xF2 donde * simboliza una conec-
tiva binaria cualquiera. Vamos a probar que el conjunto de subférmulas de G esta con-
tenido en el de FI1+F2. En primer lugar, por definicién se cumple que el conjunto de
subférmulas de F1xF2 es de la forma {F1xF2} U (Subf(F1) U Subf (F2)). De este modo,
tenemos dos opciones: G € {F1xF2} o G € Subf(F1) U Subf(F2). De la primera opcién
se deduce G = F1xF2 y, por tanto, tienen igual conjunto de subférmulas. Por otro lado,
si G € Subf(F1) U Subf(F2), tenemos a su vez dos opciones: G es subférmula de F1 o
G es subférmula de F2. Supongamos que fuese subférmula de FI1. En este caso, por
hipétesis de induccién se tiene que el conjunto de subférmulas de G esta contenido en
el de F1. Por la definicién anterior del conjunto de subférmulas de F1xF2, se verifica
que el conjunto de subférmulas de F1 estd contenido en el de F1xF2. Por tanto, por
propiedades de contencién se tiene que el conjunto de subférmulas de G estd contenido
en el conjunto de subférmulas de F1xF2. El caso de G subférmula de F2 se demuestra
analogamente cambiando el indice de la férmula correspondiente. Por tanto, se verifica
el resultado en este caso.

O

Veamos su formalizacién en Isabelle junto con su demostracién estructurada.

lemma subContsubformulae-atom:
assumes G € setSubformulae (Atom x)
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shows setSubformulae G C setSubformulae (Atom x)
proof —
have G € {Atom x} using assms
by (simp only: setSubformulae-atom)
then have G = Atom x
by (simp only: singletonD)
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
qed

lemma subContsubformulae-bot:
assumes G € setSubformulae L
shows setSubformulae G C setSubformulae 1
proof —
have G € {1}
using assms
by (simp only: setSubformulae-bot)
then have G = L
by (simp only: singletonD)
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
qged

lemma subContsubformulae-not:
assumes G € setSubformulae F = setSubformulae G C setSubformulae F
G € setSubformulae (— F)
shows setSubformulae G C setSubformulae (— F)
proof —
have G € {— F} U setSubformulae F
using assms(2)
by (simp only: setSubformulae-not)
then have G € {—~ F} V G € setSubformulae F
by (simp only: Un-iff)
then show setSubformulae G C setSubformulae (— F)
proof
assume G € {— F}
then have G = - F
by (simp only: singletonD)
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
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next
assume G € setSubformulae F
then have setSubformulae G C setSubformulae F
by (simp only: assms(1))
also have setSubformulae F C setSubformulae (— F)
by (simp only: setSubformulae-not Un-upper2)
finally show ?thesis
by this
qed
qed

lemma subContsubformulae-and:
assumes G € setSubformulae F1
—> setSubformulae G C setSubformulae F1
G € setSubformulae F2
= setSubformulae G C setSubformulae F2
G € setSubformulae (F1 N\ F2)
shows setSubformulae G C setSubformulae (F1 N F2)
proof —
have G € {F1 A F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)
using assms(3)
by (simp only: setSubformulae-and)
then have G € {F1 A F2} V G € setSubformulae F1 U setSubformulae F2
by (simp only: Un-iff )
then show ?thesis
proof (rule disjE)
assume G € {F1 A F2}
then have G = F1 A F2
by (simp only: singletonD)
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
next
assume G € setSubformulae F1 U setSubformulae F2
then have G € setSubformulae F1 vV G € setSubformulae F2
by (simp only: Un-iff)
then show ?thesis
proof
assume G € setSubformulae F1
then have setSubformulae G C setSubformulae F1
by (simp only: assms(1))
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also have ... C setSubformulae F1 U setSubformulae F2
by (simp only: Un-upperl)
also have ... C setSubformulae (F1 N\ F2)
by (simp only: setSubformulae-and Un-upper2)
finally show ?thesis
by this
next
assume G € setSubformulae F2
then have setSubformulae G C setSubformulae F2
by (rule assms(2))
also have ... C setSubformulae F1 U setSubformulae F2
by (simp only: Un-upper2)
also have ... C setSubformulae (F1 N\ F2)
by (simp only: setSubformulae-and Un-upper2)
finally show ?thesis
by this
qed
qed
qed

lemma subContsubformulae-or:
assumes G € setSubformulae F1
— setSubformulae G C setSubformulae F1
G € setSubformulae F2
= setSubformulae G C setSubformulae F2
G € setSubformulae (F1 V F2)
shows setSubformulae G C setSubformulae (F1 V F2)
proof —

have G € {F1 V F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)

using assms(3)

by (simp only: setSubformulae-or)
then have G € {F1 V F2} V G € setSubformulae F1 U setSubformulae F2

by (simp only: Un-iff)
then show ?thesis
proof (rule disjE)

assume G € {F1 V F2}

then have G =F1 V F2

by (simp only: singletonD)
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
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next
assume G € setSubformulae F1 U setSubformulae F2
then have G € setSubformulae F1 V G € setSubformulae F2
by (simp only: Un-iff)
then show ?thesis
proof (rule disjE)
assume G € setSubformulae F1
then have setSubformulae G C setSubformulae F1
by (simp only: assms(1))
also have ... C setSubformulae F1 U setSubformulae F2
by (simp only: Un-upper1)
also have ... C setSubformulae (F1 V F2)
by (simp only: setSubformulae-or Un-upper2)
finally show ?thesis
by this
next
assume G € setSubformulae F2
then have setSubformulae G C setSubformulae F2
by (rule assms(2))
also have ... C setSubformulae F1 U setSubformulae F2
by (simp only: Un-upper2)
also have ... C setSubformulae (F1 V F2)
by (simp only: setSubformulae-or Un-upper2)
finally show ?thesis
by this
qed
qed
qed

lemma subContsubformulae-imp:
assumes G < setSubformulae F1
— setSubformulae G C setSubformulae F1
G € setSubformulae F2
—> setSubformulae G C setSubformulae F2
G € setSubformulae (F1 — F2)
shows setSubformulae G C setSubformulae (F1 — F2)
proof —

have G € {F1 — F2} U (setSubformulae F1 U setSubformulae F2)

using assms(3)
by (simp only: setSubformulae-imp)
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then have G € {F1 — F2} V G € setSubformulae F1 U setSubformulae F2
by (simp only: Un-iff)
then show ?thesis
proof (rule disjE)
assume G € {F1 — F2}
then have G = F1 — F2
by (simp only: singletonD)
then show ?thesis
by (simp only: subset-refl)
next
assume G € setSubformulae F1 U setSubformulae F2
then have G € setSubformulae F1 V G € setSubformulae F2
by (simp only: Un-iff)
then show ?thesis
proof (rule disjE)
assume G € setSubformulae F1
then have setSubformulae G C setSubformulae F1
by (simp only: assms(1))
also have ... C setSubformulae F1 U setSubformulae F2
by (simp only: Un-upper])
also have ... C setSubformulae (F1 — F2)
by (simp only: setSubformulae-imp Un-upper2)
finally show ?thesis
by this
next
assume G € setSubformulae F2
then have setSubformulae G C setSubformulae F2
by (rule assms(2))
also have ... C setSubformulae F1 U setSubformulae F2
by (simp only: Un-upper2)
also have ... C setSubformulae (F1 — F2)
by (simp only: setSubformulae-imp Un-upper2)
finally show ?thesis
by this
qed
qed
qed

lemma
G € setSubformulae F = setSubformulae G C setSubformulae F
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proof (induction F)

case (Atom x)

then show ?case by (rule subContsubformulae-atom)
next

case Bot

then show ?case by (rule subContsubformulae-bot)
next

case (Not F)

then show ?case by (rule subContsubformulae-not)
next

case (And F1 F2)

then show ?case by (rule subContsubformulae-and)
next

case (Or F1 F2)

then show ?case by (rule subContsubformulae-or)
next

case (Imp F1 F2)

then show ?case by (rule subContsubformulae-imp)
qed

Finalmente, su demostracién automadtica se muestra a continuacion.

lemma subContsubformulae:
G € setSubformulae F = setSubformulae G C setSubformulae F
by (induction F) auto

El siguiente lema nos da la nocién de transitividad de contencién en cadena de
las subférmulas, de modo que la subférmula de una subférmula es del mismo modo
subférmula de la mayor.

Lema 1.2.6 Sea H una subférmula de G que es a su vez subférmula de F, entonces H es subférmula
de F.

Demostracion: La prueba estd basada en el lema anterior. Hemos demostrado que si H
es subférmula de G, entonces el conjunto de subférmulas de H estd contenido en el con-
junto de subférmulas de G. Del mismo modo, como G es subférmula de F, su conjunto
de subférmulas estd contenido en el conjunto de subférmulas de F. Por la transitividad
de la contencién, tenemos que el conjunto de subférmulas de H estd contenido en el
de F. Por otro lema anterior, como H es subférmula de ella misma, es decir, pertenece
a su conjunto de subférmulas, por la contencién anterior se verifica que pertenece al

conjunto de subférmulas de F como queriamos demostrar.
O
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Veamos su formalizacién y prueba estructurada en Isabelle.

lemma
assumes G € setSubformulae F
H ¢ setSubformulae G
shows H € setSubformulae F
proof —
have 1: setSubformulae G C setSubformulae F
using assms(1)
by (rule subContsubformulae)
have setSubformulae H C setSubformulae G
using assms(2)
by (rule subContsubformulae)
then have 2: setSubformulae H C setSubformulae F
using 1
by (rule subset-trans)
have H € setSubformulae H
by (simp only: subformulae-self )
then show H € setSubformulae F
using 2
by (rule rev-subsetD)
qed

A continuacion su demostracién automatica.

lemma subsubformulae:
G € setSubformulae F
= H & setSubformulae G
= H € setSubformulae F
by (drule subContsubformulae, erule subsetD)

Presentemos ahora otro resultado que relaciona las conectivas con los conjuntos de
subférmulas.

Para la demostracion en Isabelle, probaremos cada caso de forma independiente.

lemma subformulas-in-subformulas-not:
assumes — G < setSubformulae F
shows G € setSubformulae F
proof —
have G € setSubformulae G
by (simp only: subformulae-self )
then have G € {— G} U setSubformulae G
by (simp only: Unl2)
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then have 1:G € setSubformulae (— G)
by (simp only: setSubformulae-not)
show G € setSubformulae F using assms 1
by (rule subsubformulae)
qed

lemma subformulas-in-subformulas-and:
assumes G A H € setSubformulae F
shows G € setSubformulae F \ H € setSubformulae F
proof (rule conjI)
have G € setSubformulae (G A H)
by (simp only: subformulae-self UnI2 Unl1 setSubformulae-and)
with assms show G € setSubformulae F
by (rule subsubformulae)
next
have H € setSubformulae (G A H)
by (simp only: subformulae-self UnI2 Unl1 setSubformulae-and)
with assms show H € setSubformulae F
by (rule subsubformulae)
qed

lemma subformulas-in-subformulas-or:
assumes G V H € setSubformulae F
shows G ¢ setSubformulae F \ H € setSubformulae F
proof (rule conjI)
have G € setSubformulae (G V H)
by (simp only: subformulae-self UnI2 Unl1 setSubformulae-or)
with assms show G € setSubformulae F
by (rule subsubformulae)
next
have H € setSubformulae (G V H)
by (simp only: subformulae-self UnI2 Unl1 setSubformulae-or)
with assms show H € setSubformulae F
by (rule subsubformulae)
qed

lemma subformulas-in-subformulas-imp:

assumes G — H & setSubformulae F

shows G € setSubformulae F \ H € setSubformulae F
proof (rule conjI)
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have G € setSubformulae (G — H)
by (simp only: subformulae-self UnI2 Unl1 setSubformulae-imp)
with assms show G € setSubformulae F
by (rule subsubformulae)
next
have H € setSubformulae (G — H)
by (simp only: subformulae-self UnI2 Unl1 setSubformulae-imp)
with assms show H € setSubformulae F
by (rule subsubformulae)
qed

lemmas subformulas-in-subformulas =
subformulas-in-subformulas-and
subformulas-in-subformulas-or
subformulas-in-subformulas-imp
subformulas-in-subformulas-not

1.3 Conectivas generalizadas

En esta seccién definiremos nuevas conectivas y férmulas a partir de las ya definidas en
el apartado anterior, junto con varios resultados sobre las mismas. Veamos el primero.

Definicién 1.3.1 Se define la formula T como la implicacion 1. — L.

Se formaliza del siguiente modo.
definition Top (T ) where
T=1l—1

Como podemos observar, se define mediante una relaciéon de equivalencia con otra
férmula ya conocida. El uso de dicha equivalencia justifica el tipo definition empleado
en este caso.

Por la propia definicién, es claro que T no contiene ninguna variable proposicional,
como se verifica a continuacion en Isabelle.

lemma atoms T = @
by (simp only: Top-def formula.set Un-absorb)
A continuacién vamos a definir dos conectivas que generalizan la conjuncién y la
disyuncion para una lista finita de férmulas.

En Isabelle esta predefinido el tipo listas de la siguiente manera:
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Definiciéon 1.3.2 Las listas de un tipo de elemento cualquiera se definen recursivamente como
sigue.

La lista vacia es una lista.

Sea x un elemento, y xs una lista de elementos de su mismo tipo. Entonces, x#xs es una
lista.

La conjuncién y disyuncién generalizadas se definen sobre listas de férmulas de
manera recursiva:

Definicién 1.3.3 La conjuncion generalizada de una lista de formulas se define recursivamente
como:

* La conjuncion generalizada de la lista vacia es —_L.

* Sea F una férmula y Fs una lista de férmulas. Entonces, la conjuncion generalizada de
F#Fs es la conjuncion de F con la conjuncién generalizada de Fs.

Definicién 1.3.4 La disyuncion generalizada de una lista de férmulas se define recursivamente
como:

* La disyuncién generalizada de la lista vacia es L.

* Sea F una férmula y Fs una lista de formulas. Entonces, la disyuncién generalizada de
F#Fs es la disyuncion de F con la disyuncion generalizada de Fs.

Notemos que al referirnos simplemente a disyuncién o conjuncién en las siguientes
definiciones nos referiremos a la de dos elementos.

Su formalizacién en Isabelle es la siguiente:

primrec BigAnd :: 'a formula list = 'a formula (\-) where

Al = (=1)
| AN(F#Fs) = F A \Fs

primrec BigOr :: 'a formula list = 'a formula (\/-) where

V[ =1
| \/(F#Fs) = F V \/Fs

Ambas nuevas conectivas se definen con el tipo funciones primitivas recursivas.
Estas se basan en los dos casos descritos anteriormente segtin la definicién recursiva de
listas que se genera en Isabelle: la lista vacia representada como |[] y la lista construida
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afiadiendo una férmula a una lista de formulas. Ademads, se observa en cada definicién
el nuevo simbolo de notacién que aparece entre paréntesis.

Por otro lado, como es habitual, de acuerdo a la definicidon recursiva de listas, Isa-
belle genera automdticamente un esquema inductivo que emplearemos més adelante.

Vamos a mostrar una propiedad sobre la conjuncién plural.

Lema 1.3.5 EI conjunto de dtomos de la conjuncion generalizada de una lista de formulas es la
union de los conjuntos de dtomos de cada férmula de la lista.

Demostracién: La prueba se hace por induccién sobre listas, en particular, listas de
térmulas. Para ello, demostremos el resultado en los casos siguientes.

En primer lugar lo probaremos para la lista vacia de férmulas. Es claro por definicién
que la conjuncién generalizada de la lista vacia es = L. De este modo, su conjunto de
atomos coincide con los de L, luego es el vacio. Por tanto, queda demostrado el resul-
tado, pues el vacio es igual a la unién del conjunto de d4tomos de cada elemento de la
lista vacia de férmulas.

Supongamos ahora una lista de férmulas Fs verificando el enunciado. Sea la férmula
F, vamos a probar que F#Fs cumple la propiedad. Por definicién de la nueva conectiva,
el conjunto de atomos de la conjuncién generalizada de F#Fs es igual al conjunto de
atomos de la conjuncién de F con la conjuncién generalizada de Fs. De este modo, por
propiedades del conjunto de d&tomos de la conjuncién, tenemos que dicho conjunto es
la unién del conjunto de atomos de F y el conjunto de atomos de la conjuncién gene-
ralizada de Fs. Aplicando ahora la hipétesis de induccién sobre Fs, tenemos que lo
anterior es igual a la unién del conjunto de 4tomos de F con la unién (generalizada) de
los conjuntos de 4tomos de cada férmula de Fs. Luego, por propiedades de la unién,
es equivalente a la unién de los conjuntos de dtomos de cada elemento de F#Fs como

queriamos demostrar.
0

En Isabelle se formaliza como sigue.

lemma atoms-BigAnd:
atoms (\Fs) = | (atoms * set Fs)
oops

Observemos el lado izquierdo de la igualdad. Fs es una lista de férmulas, luego
la conjuncién generalizada de dicha lista se trata de una férmula. Al aplicarle atoms
a dicha férmula, obtenemos finalmente el conjunto de sus d4tomos. Por otro lado, en el
lado derecho de la igualdad tenemos el conjunto set Fs cuyos elementos son las férmulas
de la lista Fs. De este modo, al aplicar atoms “ a dicho conjunto obtenemos la imagen
por atoms de cada uno de sus elementos, es decir, un conjunto cuyos elementos son los
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conjuntos de 4tomos de cada férmula de Fs. Por tltimo, mediante la unién se obtiene el
conjunto de los 4tomos de cada férmula de la lista inicial.

Veamos ahora la demostracién detallada. Esta seguird el esquema de induccién
sobre listas. Previamente vamos a probar cada caso por separado.

lemma atoms-BigAnd-nil:
atoms (A\[]) = U (atoms * set Nil)
proof —
have atoms (\[]) = atoms (- L)
by (simp only: BigAnd.simps(1))

also have ... =atoms L

by (simp only: formula.set(3))
alsohave... =0

by (simp only: formula.set(2))
alsohave... = @

by (simp only: Union-empty)
also have ... = |J (atoms * @)

by (simp only: image-empty)
also have ... = |J (atoms “set [])

by (simp only: list.set)
finally show ?thesis
by this
qed

Mostramos el siguiente lema auxiliar que utilizaremos en la demostracién del tltimo
caso de induccién.

lemma union-imagen: faU J (f'B) =U (f* ({a} UB))
by (simp only: Union-image-insert
insert-is-Un[THEN syml))

Se trata de una modificacion del lema Union-image-insert en Isabelle para adaptarlo
al caso particular.

U (" ({atuB))=faul (f’B) (Union-image-insert)
Para ello empleamos el lema insert-is-Un.
inserta A= {a} UA (insert-is-Un)

De esta manera, la unién de un conjunto de un solo elemento y otro conjunto
cualquiera es equivalente a insertar dicho elemento en el conjunto. Ademads, aplicamos
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el lema seguido de [THEN sym| para mostrar la equivalencia en el sentido en el que
acaba de ser enunciada por simetria, pues en Isabelle aparece en sentido opuesto. Por
tanto, el lema auxiliar union-imagen es fundamentalmente el lema de Isabelle
Union-image-insert teniendo en cuenta las equivalencias anteriores.

Procedamos a la demostracion del altimo caso de induccion.

lemma atoms-BigAnd-cons:
assumes atoms (\Fs) = J (atoms * set Fs)
shows atoms (\(F#Fs)) = U (atoms * set (F#Fs))
proof —
have atoms (\(F#Fs)) = atoms (F A \Fs)
by (simp only: BigAnd.simps(2))

also have ... = atoms F U atoms (\Fs)
by (simp only: formula.set(4))

also have ... = atoms F U | (atoms * set Fs)
by (simp only: assms)

also have ... = |J (atoms * ({F} U set Fs))
by (simp only: union-imagen)

also have ... = | (atoms * set (F#Fs))

by (simp only: set-insert)
finally show atoms (\(F#Fs)) = | (atoms * set (F#Fs))
by this
qed

Por tanto, la demostracion detallada completa es la siguiente.

lemma atoms (A\Fs) = | (atoms * set Fs)
proof (induction Fs)

case Nil

then show ?case by (rule atoms-BigAnd-nil )
next

case (Cons a Fs)

assume atoms (\Fs) = | (atoms * set Fs)

then show ?case

by (rule atoms-BigAnd-cons)

qed

Por altimo, su demostracién automatica.

lemma atoms-BigAnd:
atoms (\Fs) = U (atoms " set Fs)
by (induction Fs) simp-all
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Semantica

2.1 Semantica

En esta seccion presentaremos la seméntica de las férmulas proposicionales y su for-
malizacién en Isabelle/HOL.

Definicién 2.1.1 Una interpretacion es una aplicacion del conjunto de variables proposicionales
en el conjunto B de los booleanos.

De este modo, las interpretaciones asignan valores de verdad a las variables proposi-
cionales.

En Isabelle, se formaliza como sigue.

type-synonym 'z valuation = 'a = bool

Como podemos observar, ‘a valuation representa una funcién entre elementos de
tipo 'a cualquiera que conforman los dtomos de una férmula proposicional a los que les
asigna un booleano. Se define mediante el tipo type-synonym, pues consiste en renom-
brar una construccién ya existente en Isabelle.

Dada una interpretacién, vamos a definir el valor de verdad de una férmula proposi-
cional en dicha interpretacion.

Definicién 2.1.2 Para cada interpretacion A existe una tinica aplicacion L 4 desde el conjunto
de formulas al conjunto B de los booleanos definida recursivamente sobre la estructura de las
férmulas como sigue:

Sea F una férmula cualquiera,

* Si F es una formula atémica de la forma p, entonces

Z(F) = Alp).

51
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e SiFeslaformula 1, entonces Z 4(F) = False.

* SiFesdela forma — G para cierta formula G, entonces
Ta(F) =~Za(G).

* SiFesdelaforma G N\ H para ciertas formulas G y H, entonces
Za(F)=2a(G) NI 4(H).

* Si F es dela forma GV H para ciertas formulas G y H, entonces
ZA(F)=TZu(G) vV Ia(H).

* Si Fes de la forma G — H para ciertas formulas G y H, entonces
ZA(F)=TZu(G) — Za(H).

En estas condiciones se dice que T 4(F) es el valor de la formula F en la interpretacion A.

En Isabelle, dada una interpretacion A y una férmula F, vamos a definir Z 4(F)
mediante la funcién formula-semantics A F, notado como A |= F.

primrec formula-semantics :
'a valuation = 'a formula = bool (infix = 51) where
A= Atomk = Ak

| A = L = False

| A=NotF= (- A=F)

| AEANdFG=(A=EFANAEG)

|AEOrFG=(A=FVAEGQG)

| AEImpFG=(AEF— AEG)

Como podemos observar, formula-semantics es una funcién primitiva recursiva, como
indica el tipo primrec, notada con el simbolo infijo |=. De este modo, dada una inter-
pretacion A sobre variables proposicionales de un tipo z cualquiera y una férmula, se
define el valor de la férmula en la interpretaciéon A como se muestra. Veamos algunos
ejemplos.
notepad
begin

fix A :: nat valuation

have (A (1 := True, 2 := False, 3 := True)
= (= ((Atom 1 Vv Atom 2)) — Atom 3)) = True
by simp

have (A (1 := True) = Atom 1) = True
by simp
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have (A (1 := True) = — (Atom 1)) = False
by simp

have (A (1 := True, 2 := False) = — (Atom 1) N\ (Atom 2)) = False
by simp

have (A (1 := True, 2 := False, 3 := False)
E (= ((Atom 1 A\ Atom 2)) — Atom 3)) = False
by simp

end

En los ejemplos anteriores se ha usado la notacién para funciones
f (a:=Db). Dicha notacién abreviada se corresponde con la defincion de fun-upd fa b.

fla:=b) = (Ax.ifx =athenb elsef x) (fun-upd-def)

Es decir, f (a:=b) es la funcién que para cualquier valor x del dominio, si x = a,
entonces devuelve b. En caso contrario, devuelve el valor f x.

A continuacién veamos una serie de definiciones sobre férmulas e interpretaciones.
En primer lugar, la nocién de modelo de una férmula.

Definicién 2.1.3 Una interpretacion es modelo de una formula si el valor de la férmula dada
dicha interpretacion es Verdadero.

En Isabelle se formaliza de la siguiente manera.
definition isModel AF = A |=F

Veamos cudles de las interpretaciones de los ejemplos anteriores son modelos de
las férmulas dadas.

notepad
begin
fix A :: nat valuation

have isModel (A (1 := True)) (Atom 1)
by (simp add: isModel-def )

have — isModel (A (1 := True)) (- (Atom 1))
by (simp add: isModel-def )
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have — isModel (A (1 := True, 2 := False)) (— (Atom 1) A (Atom 2))
by (simp add: isModel-def )

have — isModel (A (1 := True, 2 := False, 3 := False))
(- ((Atom 1 N\ Atom 2)) — Atom 3)
by (simp add: isModel-def )

have isModel (A (1 := True, 2 := False, 3 := True))
(— ((Atom 1V Atom 2)) — Atom 3)
by (simp add: isModel-def )

end

Demos ahora la nocién de férmula satisfacible.
Definicién 2.1.4 Una formula es satisfacible si tiene algiin modelo.

Se concreta en Isabelle como sigue.
definition satF(F) =3 A. A= F

Mostremos ejemplos de férmulas satisfacibles y no satisfacibles. Estas tltimas son
también llamadas contradicciones, pues son falsas para cualquier interpretacion.

notepad
begin
fix A :: nat valuation

have satF (Atom 1)
by (meson formula-semantics.simps(1) satF-def)

have satF (Atom 1 A\ Atom 3)
using satF-def by force

have — satF (Atom 2 N\ (— (Atom 2)))
using satF-def by force

end

Como podemos observar, isModel y satF se han formalizado usando el tipo definition
pues, en ambos casos, hemos renombrado una construccién no recursiva ya existente en
Isabelle/HOL.
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Continuemos con la nocién de férmula valida o tautologia.

Definicién 2.1.5 F es una formula vdilida o tautologia (|= F) si toda interpretacion es modelo
deF.

Es decir, una tautologia es una férmula que es verdadera para cualquier inter-
pretacién. En otras palabras, toda interpretacion es modelo de dicha férmula. En Isa-
belle se formaliza de la siguiente manera.

abbreviation valid (}= - 51) where
FEF=VA AEF

Por otro lado, podemos observar que se ha definido mediante el tipo abbreviation,
introduciendo una nueva notacién para la construccién formada por un cuantificador
universal aplicado al primer argumento de formula-semantics.

Veamos un ejemplo cldsico de tautologia: el principio del tercio excluso.

notepad
begin
fix A :: nat valuation

have |= (Atom 5 V (= (Atom 5)))
by simp

end

Otro ejemplo de tautologia se muestra con el siguiente lema.
Lema 2.1.6 La formula T es una tautologia.

Veamos su prueba.

Demostracién: Sea una interpretaciéon cualquiera .A. Es obvio que, aplicando la

propiedad reflexiva de la implicacién, tenemos que Verdadero es equivalente a suponer
que valor de L en A se implica a si mismo. Por definicién, se tiene que la implicacién
anterior es, a su vez, equivalente al valor de la férmula 1 — L en la interpretacion
A. Segun la definiciéon de T, tenemos que esto es igual al valor de la férmula T en la
interpretacion A. Finalmente, mediante esta cadena de equivalencias se observa que el

valor de T en una interpretacion A cualquiera es Verdadero como queriamos probar.
O

En Isabelle se enuncia y demuestra de manera detallada como sigue.

lemma A=T
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proof —
have A1 — AR L

by (rule imp-refl)
thenhave A |= (L — 1)

by (simp only: formula-semantics.simps(6))
thus A |= T unfolding Top-def by this
qed

Se demuestra automaticamente como sigue.

lemma fop-semantics: A =T
unfolding Top-def by simp

Una vez presentados los conceptos y ejemplos anteriores, continuemos con el si-
guiente resultado de la seccion.

Lema 2.1.7 Sea una férmula F de modo que p es una variable proposicional que no pertenece a
su conjunto de dtomos. Entonces, el valor de F en una interpretacion no depende del valor de la
variable p en dicha interpretacion.

En Isabelle se formaliza de la siguiente manera empleando la notacién de fun-upd.

lemmap ¢ atoms F = (A(p:=V)) =F<+— A=F
oops

Veamos ahora la prueba del lema.

Demostracién: Vamos a probar el resultado por induccién en la estructura recursiva
de las férmulas. Para ello, dada una interpretaciéon cualquier A y una variable p que
no pertenece al conjunto de dtomos de una férmula, definimos la interpretacion A’
como aquella que devuelve A(g) para cualquier variable g distinta de p, y un valor
cualquiera V' en caso contrario. Para demostrar que el valor de una férmula en una in-
terpretacion no depende del valor de p en dicha interpretacién, basta probar que el valor
de la férmula en A coincide con su valor en .4’ segtin la definicién dada anteriormente.
Demostremos los siguientes casos.

Sea q una férmula atémica cualquiera tal que p no pertenece al conjunto de sus
atomos {g}. De este modo, se tiene g # p. Por definicion, el valor de la férmula atémica
g en la interpretaciéon A’, es A’(g). Como hemos visto que g # p, tenemos a su vez
A'(q) = A(g) segtin la definicién de A’. A su vez, A(g) es el valor de la férmula atémica
g en la interpretacion 4, luego se tiene finalmente que ambos valores coinciden.

Sea la formula L. Por definicién, el valor de dicha férmula es Falso en cualquier
interpretacion, luego se verifica el resultado en particular.
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Sea F una férmula tal que para cualquier variable que no pertenezca al conjunto
de sus dtomos, entonces el valor de F en la interpretacién A coincide con su valor en
la interpretaciéon A’ construida como se indica en el enunciado. Vamos a demostrar el
resultado para la formula — F considerando una variable p cualquiera que no pertenezca
al conjunto de 4tomos de — F. Como los conjuntos de 4tomos de F y — F son el mismo,
entonces p tampoco pertenece al conjunto de d&tomos de F. De este modo, por hipétesis
de induccidn, el valor de la férmula F en la interpretacién A coincide con su valor en la
interpretacién A’. Por otro lado, por definicién tenemos que el valor de la férmula - F
en A es la negacion del valor de F en A. Por lo visto anteriormente segtin la hipétesis de
induccidn, esto es igual a la negacion del valor de F en A’. Por tultimo, por definicion,
esto es igual al valor de — F en A/, como queria demostrar.

Sean ahora las férmulas G y H tales que, para cada una, su valor en la interpretacién
A coincide con su valor en la interpretacion A’ construida como se indica en el enun-
ciado a partir de una variable que no pertenezca al conjunto de sus 4tomos. Veamos
que se verifica el resultado para la férmula G A H. Sea p una variable proposicional que
no pertenece al conjunto de d&tomos de G A H. Por definicién, dicho conjunto es igual
a la unién del conjunto de d&tomos de G y el conjunto de d&tomos de H. Por tanto, en
particular p no pertenece al conjunto de 4tomos de G y, por hipétesis de induccion, el
valor de G en la interpretacién A coincide con su valor en la interpretacién A’. Por el
mismo motivo, p no pertenece al conjunto de 4tomos de H y, por hipétesis de induccién,
el valor de H es el mismo en las interpretaciones Ay A’. Aclaradas estas observaciones,
se tiene por definicién que el valor de la férmula G A H en la interpretacion A’ es la
conjuncién del valor de G en A’y el valor de H en A’. Por lo demostrado anteriormente
segun las hipétesis de induccidn, esto es igual a la conjuncion del valor de G en A y el
valor de H en A. Aplicando la definicién, esto es el valor de G A H en la interpretacién
A. Por tanto, queda probada la equivalencia en este caso.

Sean las férmulas G y H cumpliendo las hipétesis supuestas para el caso anterior.
Veamos que el resultado se verifica para la férmula G V H. Sea p una variable proposi-
cional que no pertenece al conjunto de 4tomos de G V H. Por definicién, dicho conjunto
es la unién de los conjuntos de dtomos de G y H. Por tanto, como se ha probado en
el caso anterior, tenemos que p no pertenece al conjunto de 4tomos de G. Por tanto,
aplicando la hipétesis de induccién se tiene que el valor de G en la interpretacién A
coincide con su valor en la interpretaciéon A’. Andlogamente ocurre para la férmula H
como vimos en el caso anterior, de modo que p no pertenece al conjunto de d&tomos de
H. Por tanto, por hipétesis de induccion, el valor de H es el mismo en Ay A’ Veamos
la equivalencia. Por definicién tenemos que el valor de la férmula G V H en la inter-
pretacion A’ es la disyuncion entre el valor de G en A’y el valor de H en A’. Por lo
probado anteriormente segtn las hipétesis de inducicon, esto es igual a la disyunciéon
entre el valor de G en A y el valor de H en A. Por definicién, se verifica que es igual al
valor de G V H en la interpretaciéon A, como queriamos demostrar.
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Probemos finalmente el tiltimo caso considerando las férmulas G y H bajo las condi-
ciones de los dos casos anteriores. Sea p una variable proposicional que no pertenece al
conjunto de 4tomos de G — H. Como dicho conjunto es la unién del conjunto de &tomos
de G y el de H, p no pertenece ni al conjunto de 4&tomos de G ni al de H. Por lo tanto,
por hipétesis de induccion, el valor de G es el mismo en las interpretaciones Ay A’, y lo
mismo ocurre para H. Veamos ahora la cadena de equivalencias. Por definicién tenemos
que el valor de la férmula G — H en la interpretacién A’ es la implicacién del valor de
G en A’y el valor de H en A’. Analogamente a los casos anteriores por las hip6tesis
de induccidn, esto es igual a la implicaciéon del valor de G en A y el valor de H en A.
Por definicion, esto es igual al valor de G — H en la interpretacién .4, probando asi el

resultado.
O

Veamos a continuacién la demostracion detallada del lema en Isabelle/HOL. Para
facilitar la lectura, inicialmente se ha probado el resultado para cada caso de la estruc-
tura de las férmulas como es habitual. Ademads, se han empleado los lemas auxiliares
irrelevant-atom-atomic-11, irrelevant-atom-not-11, irrelevant-atom-and-11,
irrelevant-atom-or-11 e irrelevant-atom-imp-l1 para mostrar resultados sobre la no perte-
nencia a los conjuntos de d&tomos en cada caso. Es facil observar que no ha sido nece-
sario el uso de lemas auxiliares en el caso de la férmula L, pues su conjunto de 4tomos
es el vacio.

lemma irrelevant-atom-atomic-11:
assumes p ¢ atoms (Atom x)
shows x # p
proof (rule notl)
assume x = p
then have p € {x}
by (simp only: singleton-iff )
also have ... = atoms (Atom x)
by (simp only: formula.set(1))
finally have p € atoms (Atom x)
by this
with assms show False
by (rule notE)
qed

lemma irrelevant-atom-atomic:

assumes p ¢ atoms (Atom x)

shows (A(p:=V)) | (Atom x) +— A |= (Atom x)
proof —

have x # p
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using assms
by (rule irrelevant-atom-atomic-I1)
have (A(p:=V)) E (Atomx) = (A(p:=V)) x
by (simp only: formula-semantics.simps(1))
also have... = Ax

using (x # p)
by (rule fun-upd-other)
also have ... = A |= (Atom x)

by (simp only: formula-semantics.simps(1))
finally show ?thesis
by this
qed

lemma irrelevant-atom-bot:
assumes p ¢ atoms L
shows (A(p:=V))EL+— AL
by (simp only: formula-semantics.simps(2))

lemma irrelevant-atom-not-I1:
assumes p ¢ atoms (— F)
shows p ¢ atoms F
proof
assume p € atoms F
then have p € atoms (= F)
by (simp only: formula.set(3))
with assms show False
by (rule notE)
qed

lemma irrelevant-atom-not:

assumes p ¢ atoms F = A(p:=V)=F«+— A|=F

p & atoms (— F)
shows A(p:=V)E—-F+— A= ~-F
proof —
have p & atoms F
using assms(2) by (rule irrelevant-atom-not-11)
thenhave A(p:=V)=F<+«— AEF
by (rule assms(1))
have A(p:=V)E—-F=(-A(p:=V) =F)
by (simp only: formula-semantics.simps(3))
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alsohave ... = (- A=F)
by (simponly: (A(p:=V) =F<+— AED)
alsohave... = A= —F

by (simp only: formula-semantics.simps(3))
finally show A(p:=V)E—-F+—> AT
by this
qged

lemma irrelevant-atom-and-11:
assumes p ¢ atoms (F A G)
shows p ¢ atoms F
proof
assume p € atoms F
then have p € atoms F U atoms G
by (rule Unll)
then have p € atoms (F A G)
by (simp only: formula.set(4))
with assms show False
by (rule notE)
qed

lemma irrelevant-atom-and-12:
assumes p ¢ atoms (F A G)
shows p ¢ atoms G
proof
assume p € atoms G
then have p € atoms F U atoms G
by (rule Unl2)
then have p € atoms (F A G)
by (simp only: formula.set(4))
with assms show False
by (rule notE)
qed

lemma irrelevant-atom-and:

assumes p ¢ atoms F = A(p:=V)=F«+— A|=F

péatomsG=— A(p:=V)EG+— AEG
p & atoms (F N\ G)
shows A(p:=V) = (FAG)+— A (FAG)
proof —
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have p & atoms F
using assms(3)
by (rule irrelevant-atom-and-I1)

thenhave HF: A(p:=V)EF<+— AETF
by (rule assms(1))

have p & atoms G
using assms(3)
by (rule irrelevant-atom-and-I12)

then have HG: A(p :=V) =G+— AEG
by (rule assms(2))

have A(p:=V) = (FAG)=(Ap:=V)=EFANA(p:=V) =G)
by (simp only: formula-semantics.simps(4))

alsohave... = (AE=FAAE=G)
by (simp only: HF HG)
alsohave... = A= (FAG)

by (simp only: formula-semantics.simps(4))
finally show A(p:=V) = (FAG) «— A= (FAG)
by this
qed

lemma irrelevant-atom-or-11:
assumes p ¢ atoms (F V G)
shows p ¢ atoms F
proof
assume p € atoms F
then have p € atoms F U atoms G
by (rule Unl1)
then have p € atoms (F V G)
by (simp only: formula.set(5))
with assms show False
by (rule notE)
qged

lemma irrelevant-atom-or-12:
assumes p ¢ atoms (F V G)
shows p & atoms G
proof
assume p € atoms G
then have p € atoms F U atoms G
by (rule Unl2)
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then have p € atoms (F V G)
by (simp only: formula.set(5))
with assms show False
by (rule notE)
qed

lemma irrelevant-atom-or:
assumes p ¢ atoms F = A(p:=V)=F+— AEF
patomsG=—= Ap=V)EG+— AEG
p & atoms (F V G)
shows A(p:=V)E(FVG)+— A= (FVG)
proof —
have p & atoms F
using assms(3)
by (rule irrelevant-atom-or-I1)
then have HF: A(p:=V)EF+— A[EF
by (rule assms(1))
have p & atoms G
using assms(3)
by (rule irrelevant-atom-or-12)
then have HG: A(p :=V) =G+— AEG
by (rule assms(2))
have A(p:=V)=(FVG)=(A(p:=V)=FVA(p:=V) =G)
by (simp only: formula-semantics.simps(5))

alsohave... = (AEFV AEG)
by (simp only: HF HG)
alsohave ... = A= (FV G)

by (simp only: formula-semantics.simps(5))
finally show A(p:=V) = (FVG) +— A= (FV G)
by this
qged

lemma irrelevant-atom-imp-I1:
assumes p ¢ atoms (F — G)
shows p & atoms F

proof
assume p € atoms F
then have p € atoms F U atoms G

by (rule Unll)

then have p € atoms (F — G)
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by (simp only: formula.set(6))
with assms show False
by (rule notE)
qed

lemma irrelevant-atom-imp-12:
assumes p ¢ atoms (F — G)
shows p ¢ atoms G
proof
assume p € atoms G
then have p € atoms F U atoms G
by (rule Unl2)
then have p € atoms (F — G)
by (simp only: formula.set(6))
with assms show False
by (rule notE)
qed

lemma irrelevant-atom-imp:
assumes p ¢ atoms F=— A(p:=V)EF+— AETF
pgatomsG=—= A(p:=V)EG+— AEG
p & atoms (F — G)
shows A(p:=V) = (F—>G)+— A= (F—>G)
proof —
have p & atoms F
using assms(3)
by (rule irrelevant-atom-imp-I1)
then have HF: A(p:=V)EF+— A[E=F
by (rule assms(1))
have p & atoms G
using assms(3)
by (rule irrelevant-atom-imp-I12)
then have HG: A(p :=V) =G+— AEG
by (rule assms(2))

have A(p:= V) = (F— G) = (A(p:=V) =F — A(p:=V) = G)

by (simp only: formula-semantics.simps(6))

alsohave... = (AE=F— AE=G)
by (simp only: HF HG)
also have ... = A= (F — G)

by (simp only: formula-semantics.simps(6))
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finally show A(p:=V) = (F > G) «— A= (F—> G)
by this
qed

lemmap ¢ atomsF = (A(p:=V)) EF+— AET
proof (induction F)

case (Atom x)

then show ?case by (rule irrelevant-atom-atomic)
next

case Bot

then show ?case by (rule irrelevant-atom-bot)
next

case (Not F)

then show ?case by (rule irrelevant-atom-not)
next

case (And F1 F2)

then show ?case by (rule irrelevant-atom-and)
next

case (Or F1 F2)

then show ?case by (rule irrelevant-atom-or)
next

case (Imp F1 F2)

then show ?case by (rule irrelevant-atom-imp)
qed

Por dltimo, su demostracién automaética.

lemma irrelevant-atom:
p & atomsF = (A(p:=V))EF<— AEF
by (induction F) simp-all

Procedamos con el siguiente lema de la seccién.

Lema 2.1.8 Si dos interpretaciones coinciden sobre el conjunto de dtomos de una formula, en-
tonces dicha formula tiene el mismo valor en ambas interpretaciones.

Su formalizacién en Isabelle es la siguiente.

lemma Vk € atoms F. A1 k= Ao k= A1 =F+— A =F
oops

Vamos a probar el resultado.
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Demostracién: La prueba sigue el esquema de induccién sobre la estructura de las
férmulas. De este modo, procedamos con la demostracién de cada caso.

En primer lugar sea una férmula atémica p, donde p es una variable proposicional
cualquiera. Sean las interpretaciones 4; y A, tales que toman los mismos valores sobre
el conjunto de dtomos de p. Veamos que el valor de p en A; coincide con su valor en
Aj. Por definicién, el valor de p en la interpretacion A; es A; (p). Como el conjunto de
atomos de p es {p}, se tiene por hipétesis que A;(p) = Az(p). Finalmente, aplicando la
definicion, esto es igual al valor de la férmula p en la interpretacién Ay, como queriamos
probar.

Consideremos ahora la féormula | y dos interpretaciones en las condiciones del
enunciado. Es facil observar que, como el valor de L es Falso en cualquier interpretacion,
se tiene en particular el resultado.

Sea una férmula F tal que, si dos interpretaciones coinciden sobre el conjunto de
atomos de F, entonces el valor de F es el mismo en ambas interpretaciones. Sean dos
interpretaciones cualesquiera A; y A que toman los mismos valores sobre el conjunto
de atomos de — F. Vamos a probar que el valor de — F en .4; coincide con su valor en
Aj. Observemos que, como el conjunto de atomos de F y — F coinciden, se tiene por
hipétesis de induccién que el valor de F en A; coincide con su valor en Aj,. Por otro
lado, por definicidn, el valor de — F en A; es la negacién del valor de F en A;. Por la
observacion anterior, esto es igual a la negacion del valor de F en A, que, por definicién,
es el valor de — F en A, probando asi el resultado.

Consideremos las férmulas F y G con las mismas hipétesis que la férmula del caso
anterior. Sean las interpretaciones A; y A tales que coinciden sobre el conjunto de
atomos de F A G. Vamos a probar que el valor de F A G en A; es el mismo que en A,.
Como el conjunto de atomos de F A G es la unién del conjunto de d4tomos de F y el
conjunto de dtomos de G, tenemos que A; y A, coinciden sobre los elementos de dicha
unién. En particular, coinciden sobre los elementos del conjunto de 4&tomos de F y, por
hipétesis de induccién, tenemos que el valor de F en A; coincide con su valor en A,.
Del mismo modo, las interpretaciones anteriores coinciden también sobre los elementos
del conjunto de dtomos de G luego, aplicando andlogamente la hipétesis de induccién,
tenemos que el valor de G es el mismo en las interpretaciones A; y A;. Veamos ahora
que el valor de F A G también coincide en dichas interpretaciones. Por definicién, el
valor de F A G en A;j es la conjuncion del valor de F en A; y el valor de G en A;. Por
lo obtenido anteriormente por las hipétesis de induccién, tenemos que esto es igual a la
conjuncioén del valor de F en A; y el valor de G en A,. Por tltimo se tiene que esto es
igual al valor de F A G en A, tras aplicar la definicion.

Volvamos a considerar F y G en las condiciones anteriores y dos interpretaciones
A; y A que coinciden sobre el conjunto de dtomos de F V G. Vamos a probar que el
valor de dicha férmula es el mismo en ambas interpretaciones. De manera analoga al
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caso anterior, como el conjunto de 4&tomos de F \V G es la unién del conjunto de dtomos
de F y el conjunto de dtomos de G, tenemos que las interpretaciones coinciden sobre
los elementos de esta unién. En particular, coinciden sobre el conjunto de atomos de F.
Por tanto, por hipétesis de induccién, el valor de F en A; coincide con su valor en Aj.
Igualmente obtenemos que las interpretaciones coinciden sobre el conjunto de 4tomos
de Gy, aplicando de nuevo hipétesis de induccién, el valor de G es el mismo en ambas
interpretaciones. Por otra parte, por definicién tenemos que le valor de F V G en la
interpretacion A; es la disyuncién entre el valor de F en A; y el valor de G en A;. Por
las observaciones anteriores derivadas de las hip6tesis de induccién, tenemos que esto
es igual a la disyuncion entre el valor de F en A; y el valor de G en A;. Por definicién,
esto es el valor de F V G en Ay, como querfamos demostrar.

Veamos el dltimo caso de las férmulas. Sean F y G férmulas en las condiciones de
los casos anteriores. Consideremos las interpretaciones .A; y A, que coinciden sobre
los elementos del conjunto de 4tomos de F — G. Probemos que el valor de F — G es el
mismo en ambas interpretaciones. Por definicién, el conjunto de 4tomos de
F — G eslaunién de los conjuntos de atomos de F y G. Por tanto, dichas interpretaciones
coinciden sobre los elementos de dicha unién. Como hemos visto en casos anteriores,
en particular coinciden sobre los &tomos de F luego, por hipétesis de induccién, el valor
de F en A; coincide con su valor en A;. Andlogamente, las interpretaciones coinciden
sobre los 4tomos de Gy, por hipétesis de induccién, el valor de G es el mismo en ambas
interpretaciones. Probemos que también coincide el valor de F — G en A; y A,. Por
definicion, el valor de F — G en A;j es la implicacion entre el valor de F en A; y el
valor de G en A;. De esta manera, por las observaciones anteriores tenemos que esto es
igual a la implicacién entre el valor de F en A; y el valor de G en A;. Finalmente, por
definicién, esto es el valor de F — G en la interpretacion A, probando asf el resultado.

O

Probemos ahora el lema de forma detallada en Isabelle, haciendo cada caso de la
estructura de las férmulas por separado y empleando lemas auxiliares sobre la perte-
nencia a los conjuntos de 4tomos cuando sea necesario.

lemma relevant-atoms-same-semantics-atomic-11:
x € atoms (Atom x)
proof
show x € {x}
by (simp only: singleton-iff )
next
show {x} C atoms (Atom x)
by (simp only: formula.set(1))
qed
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lemma relevant-atoms-same-semantics-atomic:
assumes V k € atoms (Atom x). Ay k = Ay k
shows A = Atom x +— Aj = Atom x
proof —
have Ay = Atomx = A; x
by (simp only: formula-semantics.simps(1))
alsohave ... = A, x
using assms(1)
by (simp only: relevant-atoms-same-semantics-atomic-11)
also have ... = A, = Atom x
by (simp only: formula-semantics.simps(1))
finally show ?thesis
by this
qed

Para las formulas atémicas, se observa el uso del lema auxiliar

relevant-atoms-same-semantics-atomic-I. Sigamos con los siguientes casos.

lemma relevant-atoms-same-semantics-bot:
assumes Vk € atoms 1. A1 k= A, k
shows .Al |: 1 +— ./42 |: L
by (simp only: formula-semantics.simps(2))

lemma relevant-atoms-same-semantics-not:
assumes Vk € atoms F. Ayk= A k= Ay =F+— A =F
Vk € atoms (- F). A1 k= Ay k
shows A; = (= F) «— Ay, = (—F)
proof —
have Vk € atoms F. A k = A k using assms(2)
by (simp only: formula.set(3))
then have H:A; =F+— Ay |=F
by (simp only: assms(1))
have A; |= (= F) = (= A1 = F)
by (simp only: formula-semantics.simps(3))

alsohave... = (- Ay EF)
using H by (rule arg-cong)
alsohave... = Ay = (= F)

by (simp only: formula-semantics.simps(3))
finally show ?thesis
by this
qed
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Para los casos de la formula L y la negacién — F no han sido necesarios los lemas
auxiliares pues, en el primer caso, el conjunto de dtomos es el vacio y, en el segundo
caso, el conjunto de atomos de — F coincide con el de F. Finalmente, introducimos los
siguientes lemas auxiliares para facilitar las demostraciones detalladas en Isabelle de
los casos correspondientes a las conectivas binarias.

lemma forall-union1:
assumes Vx €c AUB.Px
showsVxec A. Px
proof (rule balll)
fix x
assume x € A
then havex € AUB
by (simp only: Unll)
then show P x
by (simp only: assms)
qed

lemma forall-union2:
assumes Vx c AUB.Px
shows Vx € B. P x
proof (rule balll)
fix x
assume x € B
then havex c AUB
by (simp only: Unl2)
then show P x
by (simp only: assms)
qed

Empleando dichos resultados, veamos las demostraciones detalladas de los tres
ultimos casos. Después se mostrara la demostracién detallada del lema completo en
Isabelle.

lemma relevant-atoms-same-semantics-and:
assumes Vk € atoms F. Ay k= A k= Ay =F+— A =F
Vk eatoms G. A k= A k —= A |:G<—>A2 |:G
Vk €atoms (FAG). A1k= Ay k
shows A1 = (FAG)+— A = (FAG)
proof —
have H:Vk € atoms F U atoms G. Ay k = Ay k using assms(3)
by (simp only: formula.set(4))
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then have Vk € atoms F. A1 k= Ay k
by (rule forall-union1)
then have HI: A =F +— A, =F
by (simp only: assms(1))
have Vk € atoms G. A1 k= Ay k
using H by (rule forall-union2)
then have H2:A; EG+— A =G
by (simp only: assms(2))
have A, |:P/\G: (./41 IZF/\.Al |: G)
by (simp only: formula-semantics.simps(4))

alsohave... = (A, =FA A =G)
using H1 H2 by (rule arg-cong2)
alsohave... = A, FFAG

by (simp only: formula-semantics.simps(4))
finally show ?thesis
by this
qged

lemma relevant-atoms-same-semantics-or:
assumes Vk € atoms F. A1 k= A k= A1 EF+— A F
Vkeatoms G. A k= A k= A1 =EG<+— A |:G
Vk €atoms (FVG). At k= Ay k
shows A; = (FVG) «— A, = (FVG)
proof —
have H:V k € atoms F U atoms G. A1 k = Aj k using assms(3)
by (simp only: formula.set(5))
then have Vk € atoms F. A1 k= A, k
by (rule forall-union1)
then have HI: Ay =F <— A, =F
by (simp only: assms(1))
have Vk € atoms G. A1 k= Ay k
using H by (rule forall-union2)
then have H2: A4, =G +— A =G
by (simp only: assms(2))
have 41 =FFVG= (A EFV A EG)
by (simp only: formula-semantics.simps(5))

alsohave... = (A =FV A, =G)
using H1 H2 by (rule arg-cong2)
alsohave... = A, FFVG

by (simp only: formula-semantics.simps(5))
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finally show ?thesis
by this
qed

lemma relevant-atoms-same-semantics-imp:
assumes Vk € atoms F. A1 k= A k= A1 EF+— A, F
VkeatomsG. A k=A k= A1 EG+— A =G
Vk €atoms (F— G). A1 k= Ay k
shows 4, = (F > G) +— A, = (F > G)
proof —
have H:Vk € atoms F U atoms G. A1 k = Ay k using assms(3)
by (simp only: formula.set(6))
then have Vk € atoms F. A1 k= A, k
by (rule forall-union1)
then have HI: Ay =F +— A, =F
by (simp only: assms(1))
have Vk € atoms G. A1 k= Ay k
using H by (rule forall-union2)
then have H22A; EG+— A, =G
by (simp only: assms(2))
have /41 FF>G=(A1FF— A1 EG)
by (simp only: formula-semantics.simps(6))

alsohave... = (A, =F — A, =G)
using H1 H2 by (rule arg-cong2)
alsohave... = A, =F—>G

by (simp only: formula-semantics.simps(6))
finally show ?thesis
by this
qed

lemmaVk € atomsF. Ay k= A k= Ay =EF+— A, =F
proof (induction F)
case (Atom x)

then show ?case by (rule relevant-atoms-same-semantics-atomic)
next

case Bot
then show ?case by (rule relevant-atoms-same-semantics-bot)
next

case (Not F)
then show ?case by (rule relevant-atoms-same-semantics-not)
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next

case (And F1 F2)

then show ?case by (rule relevant-atoms-same-semantics-and)
next
case (Or F1 F2)

then show ?case by (rule relevant-atoms-same-semantics-or)
next

case (Imp F1 F2)

then show ?case by (rule relevant-atoms-same-semantics-imp )
qed

Su demostracion automaética es la siguiente.

lemma relevant-atoms-same-semantics:
Vk e€atomsF. A1 k= A k —= A ’:FHAZ |:P
by (induction F) simp-all

2.2 Semadntica de férmulas con conectivas generalizadas

En este apartado mostraremos varios resultados relativos a la semantica de las férmulas
construidas con conectivas generalizadas.

Lema 2.2.1 Una interpretacion es modelo de la conjuncion generalizada de una lista de formulas
si y solo si es modelo de cada formula de la lista.

Su formalizacién en Isabelle es la siguiente.

lemma (A = AFs) «— (Vf € set Fs. A =f)

oops

Como podemos observar, en el enunciado de la derecha hemos empleado set para
cambiar al tipo de los conjuntos la lista de férmulas, pues esto permite emplear el cuan-
tificador universal.

Procedamos con la prueba del lema.

Demostracién: La prueba se basa en el esquema de induccién sobre listas. Para ello,
demostraremos el resultado mediante cadenas de equivalencias en los siguientes casos.

En primer lugar, lo probamos para la lista vacia de férmulas. Sea la interpretacién
A tal que es modelo de la conjuncién generalizada de la lista vacia. Por definicién de
la conjuncién generalizada, A es modelo de = L. Aplicando la definicién del valor
de una férmula en una interpretacién para el caso de la negacién, tenemos que esto es
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equivalente a que A no es modelo de L. Andlogamente, como sabemos que el valor de
L es Falso en cualquier interpretacién, se tiene que lo anterior es equivalente a — Falso,
es decir, Verdadero. Por otro lado, por propiedades del conjunto vacio, se tiene que toda
propiedad sobre sus elementos es verdadera. Por tanto, lo anterior es equivalente a
decir que A es modelo de todos los elementos del conjunto vacio. Es decir, A es modelo
de todos los elementos de la lista vacia, como queriamos demostrar.

Consideramos ahora la interpretaciéon A y la lista de férmulas Fs de modo que A
es modelo de la conjuncién generalizada de Fs si y solo si es modelo de cada férmula
de Fs. Veamos ahora que se verifica la propiedad para la lista F#Fs formada al afiadir la
féormula F. En primer lugar, si .4 es modelo de la conjuncién generalizada de F#Fs, por
definicién de dicha conjuncién, esto es equivalente a que A es modelo de la conjuncién
de F y la conjuncién generalizada de Fs. Segtn el valor de una férmula en una inter-
pretacion, esto es a su vez equivalente a la conjuncién de ”.A es modelo de F” y " A es
modelo de la conjuncién generalizada de Fs”. Aplicando la hipétesis de induccién sobre
el segundo término de la conjuncién, es equivalente a la conjuncién de ”.A es modelo
de F”y ”.A es modelo de toda férmula del conjunto formado por los elementos de Fs”.
Equivalentemente, A es modelo de toda férmula del conjunto formado por la unién de
{F} y el conjunto de los elementos de Fs. Es decir, A es modelo de toda férmula del

conjunto formado por los elementos de F#Fs, probando asi el resultado.
O

Veamos ahora su demostracién detallada en Isabelle. Primero se probardn los dos
casos correspondientes a la estructura de listas por separado.

lemma BigAnd-semantics-nil: (A |= A[]) «— (Vf €set [|. A= f)
proof—
have (A = AlJ) = A = (1)
by (simp only: BigAnd.simps(1))

alsohave... = (- AE 1)

by (simp only: formula-semantics.simps(3))
also have ... = (— False)

by (simp only: formula-semantics.simps(2))
also have ... = True

by (simp only: not-False-eq-True)
alsohave ... = (Vf € @. A EY)

by (simp only: ball-empty)
alsohave... = (Vf eset[|. A=)
by (simp only: list.set)
finally show ?thesis
by this
qed
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Para el caso de la lista formada afiadiendo un elemento, vamos a emplear el si-
guiente lema auxiliar.

lemma Bigpropl: (Vx€({a} UB).Px) = (Pa A (Vx€B.Px))
by (simp only: ball-simps(7)
insert-is-Un[THEN sym))

Se trata de una adaptacion del séptimo apartado del lema ball-simps en Isabelle,
para adecuarlo a nuestro caso particular.

(VxeinsertaB.Px) <— (Pa A (Vx€B.Px)) (ball-simps(7))

Para ello, empleamos el lema insert-is-Un seguido de [THEN sym| como hemos he-
cho anteriormente.

Procedamos, asi, con la demostracién del caso del lema correspondiente. Por altimo,
mostraremos también su demostracién detallada completa.

lemma BigAnd-semantics-cons:
assumes (A = A\Fs) +— (Vf €set Fs. A E=f)
shows (A = \(F#Fs)) «— (Vf € set (F#Fs). A |=f)
proof —
have (A = A\(F#Fs)) = A=F A A\Fs
by (simp only: BigAnd.simps(2))

alsohave ... = (A|=F A A |= AFs)
by (simp only: formula-semantics.simps(4))

alsohave... = (A=FA (Vf €set Fs. A|=f))
by (simp only: assms)

also have ... = (Vf € ({F} Uset Fs). A |=f)
by (simp only: Bigprop1)

also have ... = (Vf € set (F#Fs). A =f)

by (simp only: set-insert)
finally show ?thesis
by this
qed

lemma (A = AFs) +— (Vf € set Fs. A =f)
proof (induction Fs)

case Nil

then show ?case by (rule BigAnd-semantics-nil)
next

case (Cons a Fs)

then show ?case by (rule BigAnd-semantics-cons)
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qged

Su demostracién automaética es la siguiente.

lemma BigAnd-semantics:
(A= AFs) «— (Vf €set Fs. A= f)
by (induction Fs) simp-all

Finalmente, un resultado sobre la disyuncién generalizada.

Lema 2.2.2 Una interpretacion es modelo de la disyuncion generalizada de una lista de formulas
si y solo si existe una formula en la lista de la cual sea modelo.

Su formalizacién en Isabelle es la siguiente.

lemma (A |= \/Fs) «+— (3f €set Fs. A=f)

oops

Procedamos con la demostracion del resultado.

Demostraciéon: La prueba sigue el esquema de induccién sobre la estructura de listas.
Vamos a probar los dos casos mediante cadenas de equivalencias.

Sea la lista vacia de férmulas y una interpretaciéon cualquiera A. Por definicién de
la disyuncién generalizada, si A es modelo de la disyuncién generalizada de la lista
vacia, equivalentemente tenemos que es modelo de _L, es decir, Falso. En particular,
esto es equivalente a suponer que existe una férmula en el conjunto vacio tal que A es
modelo suyo.

Consideremos ahora la lista de férmulas Fs y una interpretaciéon A tal que es mo-
delo de Fs si y solo si es modelo de cada férmula del conjunto formado por los elemen-
tos de Fs. Vamos a probar el resultado para la lista F#Fs dada cualquier férmula F. Si
A es modelo de la disyuncién generalizada de F#Fs, por definicién, es equivalente a la
disyuncién entre A es modelo de F” y ”.A es modelo de la disyuncién generalizada
de Fs”. Aplicando la hipétesis de induccién, tenemos equivalentemente la disyuncién
entre A es modelo de F” y "existe una férmula perteneciente al conjunto de elementos
de Fs tal que A es modelo suyo”. Por tanto, por propiedades de la disyuncion, esto es
equivalente a que exista una férmula perteneciente a la unién de {F} y el conjunto de
los elementos de Fs que tiene a .A como modelo. Finalmente, tenemos que esto ocurre
si y solo si existe una férmula en el conjunto de los elementos de F#Fs de la cual A sea

modelo, como queriamos demostrar.
O

A continuacién lo probamos de manera detallada con Isabelle/HOL, haciendo pre-
viamente cada paso por separado.
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lemma BigOr-semantics-nil: (A = V[]) «+— (3f €set []. AEf)
proof —
have (A= V[)) = A= L
by (simp only: BigOr.simps(1))
also have ... = False
by (simp only: formula-semantics.simps(2))
alsohave ... = (3f € 0. A =)
by (simp only: bex-empty)
alsohave ... = (3f €set [|. A=)
by (simp only: list.set)
finally show ?thesis
by this
qed

Para el segundo caso de las listas emplearemos el siguiente lema auxiliar.

lemma Bigprop2: (3xe{a} UB.Px) = (PaV (3x€B.Px))
by (simp only: bex-simps(5)
insert-is-Un[THEN sym))

De forma similar al resultado sobre conjuncién generalizada, se trata de una modi-
ticacion del quinto apartado del lema bex-simps en Isabelle para adaptarlo al caso parti-
cular.

(Ix€insertaB.Px) «— (PaV (3x€B.Px)) (bex-simps(5))

Para modificarlo, empleamos andlogamente el lema insert-is-Un seguido de [THEN
sym|, procediendo de manera similar a los casos en los que se ha usado con anterioridad.

Seguimos, asi, con la demostracién detallada del lema.

lemma BigOr-semantics-cons:
assumes (A = \/Fs) «+— (3f €set Fs. A E=f)
shows (A |= \/(F#Fs)) «— (3f € set (F#Fs). A =)
proof —
have (A = V(F#Fs)) = A =F V \/Fs
by (simp only: BigOr.simps(2))

alsohave ... = (A=FV A = VFs)
by (simp only: formula-semantics.simps(5))
alsohave ... = (A=FV (3f €set Fs. A=f))
by (simp only: assms)
alsohave ... = (3f € ({F} Uset Fs). A E=f)

by (simp only: Bigprop2)
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also have ... = (3f € set (F#Fs). A = f)
by (simp only: set-insert)
finally show ?thesis
by this
qed

lemma (A = \/Fs) «— (3f €set Fs. A E=f)
proof (induction Fs)
case Nil

then show ?case by (rule BigOr-semantics-nil)
next

case (Cons a Fs)
then show ?case by (rule BigOr-semantics-cons)
qed

lemma BigOr-semantics:

(A= VFs) «— (3f €set Fs. A= f)
by (induction Fs) simp-all

2.3 Semantica de conjuntos de formulas

Veamos definiciones y resultados relativos a la semdntica de un conjunto de férmulas.

En primer lugar, extendamos la nocién de modelo a un conjunto de férmulas.

Definicién 2.3.1 Una interpretacion es modelo de un conjunto de férmulas si es modelo de

todas las formulas del conjunto.

Su formalizacién en Isabelle es la siguiente.

definition isModelSet AS=VF.(Fe€S— A=F)

Continuando con los ejemplos anteriores, veamos una interpretaciéon que es mo-

delo de un conjunto de férmulas.

notepad
begin
fix A :: nat valuation

have isModelSet (A (4 := True))
{Atom 4, (Atom 4 N\ Atom 4) — Atom 4}
by (simp add: isModelSet-def )
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end

El siguiente resultado relaciona los conceptos de modelo de una férmula y modelo
de un conjunto de férmulas en Isabelle. La equivalencia se demostrard facilmente me-
diante las definiciones de isModel e isModelSet.

lemma modelSet:
isModelSet AS =VF. (F € S — isModel AF)
by (simp only: isModelSet-def isModel-def)

Veamos la nocién de satisfacibilidad para un conjunto de férmulas.
Definicién 2.3.2 Un conjunto de formulas es satisfacible si tiene algiin modelo.

En Isabelle se formaliza de la siguiente manera.

definitionsat S=3A.VFeS. AEF

En otras palabras, la satisfacibilidad de un conjunto de férmulas depende de la
existencia de una interpretaciéon que sea modelo de dicho conjunto, es decir, que sea
modelo de todas las férmulas del conjunto.

El siguiente lema muestra una forma alternativa de definir un conjunto de férmulas
satisfacible en Isabelle empleando isModelSet y sat, segtn la observacién anterior.

lemma sat S = 3 A. isModelSet A S
oops

Veamos sus demostraciones detallada y automatica. Para ello, introducimos ini-
cialmente el lema auxiliar forall-set.

lemma forall-set:
(Vx.(xeA— Px))=(Vx€A. Px)
proof (rule iffl)
assume HI:Vx. (x € A — Px)
show Vxc A. Px
proof (rule balll)
fix x
havex € A — Px
using H1 by (rule allE)
thusxc A= Px
by (rule mp)
qed
next
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assume H2: Vx € A.Px
show Vx. (x € A — Px)
proof (rule alll)
fix x
showxc A — Px
proof (rule impl)
assume x € A
show P x
using H2 (x € A) by (rule bspec)
qed
qed
qed

lemma sat S = 3 A. isModelSet A S
proof —
have sat S = (3 A. isModelSet A S)
proof (rule iffl)
assume H1:3 A. isModelSet A S
obtain A where isModelSet A S
using H1 by (rule exE)
then have VF. (Fe S — A [EF)
by (simp only: isModelSet-def )
then have VF € S. A |=F
by (simp only: forall-set)
then have 3A.VFeS. AT
by (simp only: exI)
thus sat S
by (simp only: sat-def)
next
assume sat S
then have H2:3 A VF€S. A=F
by (simp only: sat-def)
obtain A where VF € S. A=F
using H2 by (rule exE)
then have VF. (F€S — A|=F)
by (simp only: forall-set)
then have isModelSet A S
by (simp only: isModelSet-def )
thus 3 A. isModelSet A S
by (simp only: exI)



2.3. Semdntica de conjuntos de férmulas 79

qed
thus sat S = 3 A. isModelSet A S
by (simp only: atomize-eq)
qed

lemma satAlt:
sat S = 3 A. isModelSet A S
by (smt isModelSet-def sat-def)

Mostremos algunos ejemplos de conjuncto satisfacible. Por definicién, se observa
que el conjunto de férmulas utilizado en el ejemplo de modelSet es satisfacible. Por otro
lado, un caso de conjunto de férmulas no satisfacible es cualquiera que incluya una
contradiccién entre sus elementos.

Por otra parte, en particular, se puede definir un conjunto de férmulas finitamente
satisfacible.

Definicién 2.3.3 Un conjunto de formulas es finitamente satisfacible si todo subconjunto finito
suyo es satisfacible.

Su formalizacién en Isabelle se muestra a continuacion.

definition fin-sat S = (Vs C S. finite s — sat s)

Continuemos con la nocién de consecuencia légica.

Definicién 2.3.4 Una férmula es consecuencia légica de un conjunto de formulas si todos los
modelos del conjunto son modelos de la formula.

Teniendo en cuenta la definiciéon de modelo de una férmula y modelo de un con-
junto de férmulas, su formalizacién en Isabelle es la siguiente.

definition entailment ::
'a formula set = 'a formula = bool ((- |=/ -)
[563,53] 53) where
TEF=VA (VGeT.AEG) — (AEF)))

Hagamos varias observaciones sobre esta definicién. En primer lugar, hemos usado
el tipo definition. Por otro lado, no hemos empleado isModel ni isModelSet para su
definicién ya que, de este modo, no tenemos que desplegar dichas definiciones en las
demostraciones detalladas y automaéticas de los lemas posteriores. Finalmente se puede
observar la notacién |=. En la teoria cldsica no se suele emplear una nueva notacién, ya
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que se diferencia por el contexto. En Isabelle/HOL es imprescindible aclarar la diferen-
cia.

Mostremos algtn ejemplo de férmula que sea consecuencia légica de un conjunto.

notepad
begin
fix A :: nat valuation

have {Atom 1 — Atom 2, Atom 2 — Atom 3} |= (Atom 1 — Atom 3)
by (simp add: entailment-def )

end

Llegamos asi al tltimo lema de la seccién.
Lema 2.3.5 L es consecuencia l6gica de un conjunto si y solo si el conjunto es insatisfacible.

Su formalizacién en Isabelle es la siguiente.

lemmarl |= L «— —satT
oops

Comencemos las demostraciones del resultado.

Demostracién: Vamos a probar la doble implicacién mediante una cadena de equiva-
lencias.

Sea un conjunto de férmulas I tal que la férmula _L es consecuencia légica de dicho
conjunto. Por definicién, esto es equivalente a que toda interpretacion que sea modelo
de I es, a suvez, modelo de L. Como el valor de _L es Falso en cualquier interpretacién,
ninguna interpretacion es modelo suyo. Por tanto, por la hipétesis inicial, se verifica
que ninguna interpretacién es modelo del conjunto I'. Es decir, no existe ninguna inter-
pretacion que sea modelo de dicho conjunto. Segtin la definicién, esto es equivalente a
que el conjunto I' es insatisfacible, como queriamos demostrar.

O

Procedamos con las pruebas en Isabelle/HOL.

lemmarl |= L «— —satT
proof —
havel'|= L =(VA. (VGeTlLA=G) — AE 1))
by (simp only: entailment-def)
alsohave... = (VA. (VG eT. A= G) — False))
by (simp only: formula-semantics.simps(2))
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alsohave... = (VA. -(VGeT. A= QG))
by (simp only: not-def)

alsohave... = (7(3A.VGeT. AE=G))
by (simp only: not-ex)

also have ... = (- satT)

by (simp only: sat-def)
finally show ?thesis
by this
qed

Finalmente su demostraciéon automatica es la siguiente.

lemma entail-sat:
I'lEL<+— —satT
unfolding sat-def entailment-def
by simp
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Capitulo 3

Lema de Hintikka

3.1 Conjuntos de Hintikka y propiedades basicas

En esta seccién presentaremos un tipo de conjuntos de férmulas: los conjuntos de Hin-
tikka. Probaremos finalmente que todo conjunto de Hintikka es satisfacible.

Definicién 3.1.1 Se llama conjunto de Hintikka a todo conjunto de formulas S que verifica las
siguientes condiciones:

1. L ¢5S.

2. Dada p una férmula atémica cualquiera, no se tiene simultdneamente que
peSy—-pes.

3. SiFANGe S, entoncesF € Sy G € S.

SiFV GeS, entoncesF € SoG € S.

SR

SiF —-GeS, entonces ~FeSoG e S.

6. Si—(—F) € S, entonces F € S.

7. Si—(FAG) €S, entonces - Fe€ So—-G€S.
Si—(FV G) €S, entonces = FeSy—-GeS.
(

9. Si~(F— G) € S,entonces Fe Sy -G € S.

En Isabelle se formaliza mediante el tipo definition como sigue.

definition Hintikka S =

83
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(Lés

A (Yk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
ANVFG.FAGeS—FeSAGeS)
ANVFG.FVGeS—FeSVGeS)
AN(VFGF—>GeS— —FeSVGeS)
AN(VF. = (—-F)eS—F€S)

/\(VFG (F/\G)GS—>ﬂFES\/—|G€S)
AN(VFG. ~(FVG)eS— "FeESA-GES)
AN(NVFG.~(F>G)eS—FeSA-GES))

A continuacién ilustramos con un ejemplo de conjunto de férmulas de Hintikka.

notepad
begin

have Hintikka {Atom 0 A ((— (Atom 1)) — Atom 2),
((— (Atom 1)) — Atom 2),
Atom 0, —~(— (Atom 1)), Atom 1}
unfolding Hintikka-def by simp

end

En contraposicién, el siguiente conjunto de férmulas no es de Hintikka, pues no
cumple la segunda condicién de la definicién anterior.

notepad
begin

have — Hintikka {Atom O A\ ((— (Atom 1)) — Atom 2),
((— (Atom 1)) — Atom 2),
Atom 0, —~(— (Atom 1)), Atom 1, ~(Atom 1) }
unfolding Hintikka-def by auto

end

En adelante presentaremos una serie de lemas auxiliares derivados de la definiciéon
de conjunto de Hintikka que nos facilitardn posteriormente las demostraciones en Isa-
belle/HOL.

El primer lema expresa que la conjuncion de las nueve condiciones de la definiciéon
anterior es una condicién necesaria para que un conjunto sea de Hintikka.

lemma auxEg:
assumes Hintikka S
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shows | ¢ S
A (Vk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
A(VFG.FAGES—FESAGES)
A(VFG.FVGES—FeSVGES)
AN(VFGF—>GeS— —FeSVGeS)
AN(VF. = (—-F)eS—F€S)
/\(VFG —“(FAG)eES—FeSVGES)
AN(VFG. ~(FVG)eS— "FeESA-GES)
AN(NVFG.~(F>G)eS—FeSA-GeS)
proof —
haveHintikkaS:(J_¢S
A (Vk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
A(VFG.FAGES—FESAGES)
(VEG.FVGeS—FeSVGeS)
(VFG.F>G€S— FeSVGES)
(VF.—= (~F)€S—F€S)
(VEG.~(FAG) €S —~FESV-GES)
(VFG.~(FVG)€S— ~FESA=GES)
AN(NNVFG.~(F>G)eS—FeSA-GES))
using Hintikka-def by (simp only: atomize-eq)
then show ?thesis
using assms by (rule iffD1)
qed

A
A
A
A
A

Asimismo presentaremos nueve lemas correspondientes a cada condicién de la

definicién de conjunto de Hintikka.

Lema 3.1.2 Si S es un conjunto de Hintikka, 1 & S.

Lema 3.1.3 Sea S un conjunto de Hintikka. Si p es una formula atomica tal que p € S, entonces

—pé&S.

Lema 3.1.4 Sea S un conjunto de Hintikka.
Lema 3.1.5 Sea S un conjunto de Hintikka.
Lema 3.1.6 Sea S un conjunto de Hintikka.
Lema 3.1.7 Sea S un conjunto de Hintikka.

Lema 3.1.8 Sea S un conjunto de Hintikka.

SiFNGeES, entoncesF € SyG € S.
SiFV Ge S, entoncesF€SoG€S.
SiF — Ge S, entonces - FeSoGeS.
Si—(=F) € S, entonces F € S.

Si—~(FAG) €S, entonces - FESo—-G€S.
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Lema 3.1.9 Sea S un conjunto de Hintikka. Si =(F V G) € S, entonces - F € Sy = G € S.
Lema 3.1.10 Sea S un conjunto de Hintikka. Si =(F — G) € S, entonces F € Sy = G € S.

Como se puede observar, los lemas anteriores se corresponden con cada condicién
necesaria de la definicién de conjunto de Hintikka. De este modo, la prueba de estos
resultados se obtiene directamente de dicha definicién al suponer que S es un conjunto
de Hintikka.

Su formalizacién y demostracion en Isabelle/HOL son las siguientes.

lemma

assumes Hintikka S

shows L ¢ S

proof —

have L ¢S

A (Yk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
AN(VFG. FAGeS—FeSANGES)

(VFG.FVGeS—FeSVGeS)

(VFG.F>G€S— FeSVGES)

(VEFG.A(FAG)eS— "FeSVGES)

(VFG.~(FVG)eS— " FESAGES)
ANVFG. ~(F+G)eS—FeSAGeS)
using assms by (rule auxEq)

thus | ¢ S by (rule conjunctl)

qed

A
A
A
A
A

lemma Hintikka-11:
Hintikka S =— 1 ¢ S
using Hintikka-def by blast

lemma

assumes Hintikka S

shows Atomk € S — — (Atomk) ¢ S

proof (rule impI)

assume H:Atom k € S

have L ¢ S

A (Vk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
AN(NVFG.FAGeS—FeSAGES)
AN(NFG.FVGeS—FeSVGeS)
AN(NVFGF—-GeS— FeSVGeS)
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AN(VF. = (-F)eS—F€S)
ANNVFG.A(FAG)eES— nFeSVGES)
/\(VFG —(FVG)eS— " FeSA-GES)
ANNVFG.~(F>G)eS—FeSAGeS)
using assms by (rule auxEq)
then have (Vk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
by (iprover elim: conjunct2 conjunctl)
then have Vk. Atomk € S — — (Atomk) ¢ S
by (simp only: not-def)
then have Atomk € S — — (Atomk) ¢ S
by (rule allE)
thus — (Atomk) ¢ S
using H by (rule mp)
qed

lemma Hintikka-12:
Hintikka S =— (Atomk € S — — (Atom k) ¢ S)
by (smt Hintikka-def)

lemma
assumes Hintikka S
shows FAGeS—FeSAGeES
proof (rule impl)
assume FAGES
have | ¢S
A (Yk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
AN(VFG.FAGeES—FeSANGES)
NNVFGFVGeS—FeSVGeS)
NNVFGF—-GeS— FeSVGeS)
/\(VF.—l(ﬂF)ES—>F€S)
AN(NVFG.~(FAG)eS—FeSVGeS)
/\(VFG.ﬁ(F\/G)GS—>—|F€S/\—|G€S)
ANNVFG.~(F+G)eS—FeSANGeS)
using assms by (rule auxEq)
thenhave VFG.FAGEeS —FeSNGEeS
by (iprover elim: conjunct2 conjunctl)
thenhave FAGEeS—FcSANGES
by (iprover elim: allE)
thus FESANGES
using (F A G € S) by (rule mp)
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qged

lemma Hintikka-13:
Hintikka S— (FAGE€S—FeSAGES)
by (smt Hintikka-def)

lemma
assumes Hintikka S
showsFVGeS—FeSVGeS
proof (rule impI)
assume H:F V G € S
have 1 ¢ S
A (Vk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
AYFG.EAGES—FeSAGES)
AN(NVFG.FVGeS—FeSVGeS)
AN(VFGF—-Ge€S— FeSVGeS)
AN (VF. =~ (—F)eS—F€S)
AN(VFG. ~(FAG)€S— FeSVGeS)
/\(VFG —(FVG)€S—FESA-GES)
AN(NVFG.~(F>G)eS—FeSAGeS)
using assms by (rule auxEq)
thenhave VFG. FVGEeS—FcSVGES
by (iprover elim: conjunct2 conjunctl)
thenhave FVGeS—FcSVGeS
by (iprover elim: allE)
thusFeSVGeS
using H by (rule mp)
qed

lemma Hintikka-14:
Hintikka S=—= (FVG€S—Fe€SVGeS)
by (smt Hintikka-def)

lemma
assumes Hintikka S
showsF - GeS—-FeSVGeS
proof (rule impl)
assume H:F - G € S
have | ¢ S
A (Vk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
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(VFG.FAGES—FeSAGES)
(VFG.FVGeS—FeSVGeS)
(VFG.F—GES—-FESVGES)
(VF.= (—=F)eS— F€S)
(VFG.~(FAG)eS—FeSV-GeS)
(VFG.7(FVG)eS— "FeESAGES)
AN(VFG.~(F>G)eS—FeSAGeS)
using assms by (rule auxEq)

then have VFG.F - Ge€S—FeSVGeS
by (iprover elim: conjunct2 conjunctl)
thenhave F - Ge€S— FeSVGeS
by (iprover elim: allE)

thus -FeSVGeS

using H by (rule mp)

qed

A
A
A
A
A
A

lemma Hintikka-15:
Hintikka S = (F—GeS—»~FeSVGeS)
by (smt Hintikka-def)

lemma

assumes Hintikka S

shows (- (—F) € S— F€S)
proof (rule impl)

assume H:— (—F) € §

have 1 ¢ S
A (Yk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
A(YEG.FAGES—FESAGES)
(VFG.FVGES—FeSVGES)
(VFG.F>GeS— FeSVGES)
(VF.= (~F)€S—F€S)
(VEG.~(FAG) €S — ~FeSV-GeS)
(VFG.~(FVG)eS—"FeSAGES)
AN(VFG.~(F>G)eS—FeSA-GeS)
using assms by (rule auxEq)
then have VF. = (-F) € S— F€ S

by (iprover elim: conjunct2 conjunctl)
then have - (-F) € S— F€ S

by (rule allE)
thusFe S

A
A
A
A
A
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using H by (rule mp)
qged

lemma Hintikka-16:
Hintikka S — — (-F) € S— F€ S
by (smt Hintikka-def)

lemma
assumes Hintikka S
shows -(FAG)€S— " FeSV-GeES
proof (rule impl)
assume H:—~(FAG) € S
have 1 ¢ S
A (Vk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
AN(NVFG.FAGeES—FeSAGES)
AN(NVFGFVGeS—FeSVGeS)
AN(VFGF—-GeS—FeSVGeS)
A (VF. = (=F) €S — F€S)
AN(NNVFG.~(FAG)eS— 2 FeSVGeS)
/\(VFG —(FVG)€S—FeESA-GES)
AN(NVFG.~(F>G)eS—FeSAGES)
using assms by (rule auxEq)
then have VFG. ~-(FAG) €S — - FeSV—-GeS
by (iprover elim: conjunct2 conjunctl)
then have =(FAG) €S — - FeSV-GeS
by (iprover elim: allE)
thus - FeSVv-GeS
using H by (rule mp)
qed

lemma Hintikka-17:
Hintikka S = —~(FAG) €S — " FeSV-GeS
by (smt Hintikka-def)

lemma

assumes Hintikka S

shows 7(FVG)eS— "FeSA-GES
proof (rule impl)

assume H:—~(FV G) € S

have | ¢S
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A (Yk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
AN(VFG. FAGeS—FeSANGEeS)
ANVFG.FVGES—FeSVGES)
A(VFG.F—>GES—s~FESVGES)
/\(VF._l(_lF)ES—>F€S)
AN(NVFG.~(FAG)eS— " FeSVaGeS)
ANNVFG.A(FVG)eES— " FESAGES)
ANNVFG. ~(F+G)eS—FeSAGeS)

using assms by (rule auxEq)

then have VFG. ~(FVG) €S — " FeSA-GES

by (iprover elim: conjunct2 conjunctl)

then have -(FVG)eS— " FeSA-GES

by (iprover elim: allE)

thus - FeSA-GeS

using H by (rule mp)
qed

lemma Hintikka-18:
Hintikka S — (~(FVG) €S — " FeSAGES)
by (smt Hintikka-def)

lemma
assumes Hintikka S
shows =-(F +-G) € S— FeSA—-GeS
proof (rule impI)
assume H:—~(F - G) € S
have 1 ¢ S
A (Vk. Atomk € S — — (Atom k) € S — False)
AYFG.EAGES—FeSAGES)
AN(NVFGFVGeS—FeSVGeS)
AN(NVFGF—-Ge€S— FeSVGeS)
AN (VF.—~ (—F)eS—F€S)
AN(VFG. ~(FAG)€S— FeSVGeS)
/\(VFG —(FVG)€S—FeESA-GES)
ANNVFG.~(F>G)eS—FeSAGeS)
using assms by (rule auxEq)
then have VFG. -(F -G)€S—FeSA-GeS
by (iprover elim: conjunct2)
then have =(F - G) € S— FeSA—-GES
by (iprover elim: allE)
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thusFeESA—-GeS
using H by (rule mp)
qed

lemma Hintikka-19:
Hintikka S = ~(F +G) € S— F€SA-GeS
by (smt Hintikka-def)

Las pruebas anteriores siguen un esquema similar en Isabelle. En primer lugar, me-
diante el lema auxEg, al suponer inicialmente que el conjunto es de Hintikka, se verifica
la conjuncién de las condiciones de su definicién. Posteriormente se emplean distintos
métodos para disgregar estas condiciones en los distintos lemas. Para este propdsito se
utiliza, en particular, la tactica de demostracion (iprover elim: (rules)). Con esta tactica
aplicamos reiteradamente una o varias reglas y reducimos pasos en la prueba de Isa-
belle/HOL. Para ello, nos hemos servido del método de demostracién elim que permite
aplicar repetidamente reglas de eliminacién especificadas. En nuestro caso, hemos uti-
lizado las reglas de eliminacion de la conjuncién y la regla de eliminacién del cuan-
tificador existencial. Por otro lado, iprover es uno de los métodos automaticos de de-
mostracion en Isabelle/HOL que depende del contexto y de las reglas o métodos es-
pecificamente declarados a continuaciéon del mismo.

Finalmente, veamos un resultado derivado de las condiciones exigidas a los con-
juntos de Hintikka.

Lema 3.1.11 Dado un conjunto de Hintikka, una formula no pertenece al conjunto si su ne-
gacion si pertenece al mismo. Es decir, si S es un conjunto de Hintikkay — F € S, entonces

F¢&SsS.

Antes de pasar a la demostracién del resultado, cabe afiadir que para su prueba
utilizaremos la regla 16gica modus tollens.

Lema 3.1.12 (Modus tollens) Si P implica Q y Q es falso, entonces P es también falso.

Teniendo esto en cuenta, la demostracion del lema es la siguiente.

Demostracién: Sea S un conjunto de Hintikka y F un férmula. Hay que probar que si
—F € S, entonces F ¢ S. La prueba se realiza por induccién sobre la estructura de las
férmulas proposicionales. Veamos los distintos casos.

Caso 1: F = p, férmula atémica.

Supongamos que - p € S.Sip € S por definicién de conjunto de Hintikka,
—p & S, en contra de la hipotesis.
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Caso 2:

Caso 3:

Caso 4:

Caso 5:

F=1

Supongamos que — L € 5. Como S es un conjunto de Hintikka, por definicién se
tiene que L ¢ S, como queriamos demostrar.

F = = G, y G verifica la hipétesis de induccion.

Es decir, G verificaH: - G€ S— G ¢ S.

Probemos que ~F€ S= F ¢ S.

En efecto,

= G €S (S es conjunto de Hintikka)
= . G¢S (HIy contraposicion)
=

F = G N Hy tanto G como H verifican la hipétesis de induccion.
Es decir, se verifica H: ~G€S=G¢Sy-HecS=H¢ZS.
Probemos que -~ F € S=F ¢ S.

En efecto,
~FeS
— - (GAH)€S
—> - GeSV-HEeS (Sesconjuntode Hintikka)
— G¢SVH¢S (HI)

Por otra parte, si F € S se tiene que G € S A H € S, por ser S conjunto de Hintikka,
lo que contradice lo anterior. Por tanto, F € S.

F =GV Hy tanto G como H verifican la hipétesis de induccién.
Es decir, se verifica H: ~G€S=—=G¢Sy-He€S=—H¢{ZS.
Probemos que ~F € S=F ¢ S.

En efecto,
-~FeS
— - (GVH)eS
— - GeSA-HEeS (Sesconjuntode Hintikka)
— G¢SANH¢S (HI)

Por otra parte, si F € S se tieneque G € SV H € S, por ser S conjunto de Hintikka,
en contra de lo obtenido anteriormente. Por tanto, F ¢ S.
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Caso 6: F =G — H y tanto G como H verifican la hipétesis de induccion.
Es decir, se verificaH: - G€S=—=G¢Sy-~HcS=H¢S.
Probemos que ~F € S=F ¢ S.

En efecto,

-~FeS
— - (G—H)ES
— GeSA-HEeS (Sesconjuntode Hintikka)
— - G¢SA-HeS (HIy contraposicion)
— ~G¢SAH¢S (HI)

Por otra parte, si F € S se tieneque = G € SV H € §, por ser S conjunto de Hintikka,
lo que contradice lo anterior. Por lo tanto, F ¢ S.

Con lo que termina la demostracion.

Por otra parte, su enunciado se formaliza en Isabelle de la siguiente forma.

lemma Hintikka S = (W F€S — F ¢ S)
oops

Antes de proceder con las distintas pruebas en Isabelle/HOL, vamos a formalizar la
regla modus tollens usada en las demostraciones. Esta regla no estd definida en Isabelle,
de modo que se introducird a continuacién como lema auxiliar. Ademads, mostraremos
su prueba detallada.

lemma mt:
assumes F — G
-G
shows = F
proof —
have -G — —F
using assms(1) by (rule not-mono)
thus - F
using assms(2) by (rule mp)
qed

Procedamos con la demostraciéon del lema en Isabelle/HOL de manera detallada.
Como es habitual para facilitar dicha prueba, se hard cada caso de la estructura de
térmulas por separado.

lemma Hintikka-110-atom:
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assumes Hintikka S
shows — (Atom x) € S — Atomx ¢ S
proof (rule impl)
assume — (Atom x) € S
then have — (— (Atom x) ¢ S)
by (rule contrapos-pn)
have Atomx € S — — (Atom x) ¢ S
using assms by (rule Hintikka-12)
thus Atomx & S
using (—(— (Atom x) ¢ S)) by (rule mt)
qged

lemma Hintikka-110-bot:

assumes Hintikka S

shows—~ 1 €S — 1 ¢85
proof (rule impl)

assume L €S

show 1. £ S

using assms by (rule Hintikka-11)

qed

lemma Hintikka-110-not:
assumes Hintikka S =— - Fe€S—F ¢S
Hintikka S
shows = (W F) €S — F¢8S
proof (rule impl)
assume - (= F) €S
have - (nF)eS—Fe€S
using assms(2) by (rule Hintikka-16)
then have F € S
using (— (= F) € S by (rule mp)
then have = (F ¢ S)
by (rule contrapos-pn)
have - F€S—F¢S
using assms by this
thus - F ¢S
using (— (F ¢ S)) by (rule mt)
qed

Para facilitar las pruebas de los casos correspondientes a las conectivas binarias em-
plearemos los siguientes lemas auxiliares. Estos nos permitirdn, a partir de la negacién
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de un predicado, introducir la negacién de una conjuncién o disyuncién de dicho pre-
dicado con otro cualquiera.

lemma notConj1:
assumes — P
shows = (P A Q)
proof (rule notl)
assume P A\ Q
then have P
by (rule conjunctl)
show False
using assms (P) by (rule notE)
qed

lemma notConj2:
assumes — Q
shows = (P A Q)
proof (rule notl)
assume P A Q
then have Q
by (rule conjunct?2)
show False
using assms (Q) by (rule notE)
qed

lemma notDisj:
assumes — P
- Q
shows — (P V Q)
proof (rule notI)
assume P V Q
then show False
proof (rule disjE)
assume P
show False
using assms(1) (P) by (rule notE)
next
assume Q
show False
using assms(2) (Q) by (rule notE)
qed
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qged

Comencemos las pruebas detalladas de los casos correspondientes a las conectivas
binarias. Una vez terminadas, se mostrard la prueba detallada del lema completo.

lemma Hintikka-110-and:
assumes Hintikka S=—= -GS —G ¢S
Hintikkae S— - He€S —H ¢ S
Hintikka S
shows - (GAH)eS—GAH¢S
proof (rule impl)
assume = (GAH) €S
have - (GAH) €S —~GeSV—-HES
using assms(3) by (rule Hintikka-17)
thenhave -GcSV-HecS
using (— (G A H) € S by (rule mp)
thenshow GAH ¢ S
proof (rule disjE)
assume G €S
have - Ge€S—G¢S
using assms(1) assms(3) by this
then have G ¢ S
using (— G € S) by (rule mp)
then have - (GeE SAH€S)
by (rule notConj1)
have GAHeS —GeSAHES
using assms(3) by (rule Hintikka-13)
thusGAHES
using (—~ (G€ SAHE€S)) by (rule mt)
next
assume " H €S
have ~-HeS—H¢S
using assms(2) assms(3) by this
then have H ¢ S
using (- H € S) by (rule mp)
then have - (GESAH€S)
by (rule notConj2)
have GAHeS —GeSANHES
using assms(3) by (rule Hintikka-13)
thusGAH ¢S
using (- (G € S A H € S)) by (rule mt)
qed
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qged

lemma Hintikka-110-or:
assumes Hintikka S =—= -G €S —G ¢S
Hintikka S = - H&S—H¢S
Hintikka S
shows - (GVH)eS— GVH¢S
proof (rule impl)
assume - (GV H) €S
have - (GVH) €S — (-GeSA—-HES)
using assms(3) by (rule Hintikka-18)
then have C:(-G&eSA—-HeES
using (- (G V H) € S) by (rule mp)
then have -G ¢ S
by (rule conjunctl)
have -GS —G¢S
using assms(1) assms(3) by this
then have G ¢ S
using (= G € S) by (rule mp)
have ~H€ S
using C by (rule conjunct2)
have - HeS —H ¢S
using assms(2) assms(3) by this
then have H ¢ S
using (— H € S) by (rule mp)
have - (G€ SV HEYS)
using (G ¢ S) (H ¢ S by (rule notDisj)
have (GVHES — GeSVHES)
using assms(3) by (rule Hintikka-14)
thusGVHES
using (= (G € SV H € S)) by (rule mt)
qed

lemma Hintikka-110-imp:
assumes Hintikka S — - GeS—G ¢S
Hintikka S =— - H&€S —H&S
Hintikka S
shows - (G—H)eS—G—>H¢S
proof (rule impl)
assume © (G— H) €S
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have - (G—H)eS— (GeSA-HES)
using assms(3) by (rule Hintikka-19)
thenhave CGeSA—-HeES
using (— (G — H) € S by (rule mp)
then have G € S
by (rule conjunctl)
then have = (G ¢ S)
by (rule contrapos-pn)
have - GcS—G¢S
using assms(1) assms(3) by this
then have -G ¢ S
using (— (G ¢ S)) by (rule mt)
have ~H€ S
using C by (rule conjunct2)
have ~-HeS—H¢¢S
using assms(2) assms(3) by this
then have H ¢ S
using (- H € S) by (rule mp)
have - (-G€SVHES)
using (— G ¢ S) (H ¢ S by (rule notDisj)
haveG—+>HcS —-GeSVHEeS
using assms(3) by (rule Hintikka-15)
thusG—H¢S
using (- (= G € SV H € S)) by (rule mt)
qed

lemma Hintikka S — - Fe€S —F ¢S
proof (induct F)
case (Atom x)

then show ?case by (rule Hintikka-110-atom)
next

case Bot

then show ?case by (rule Hintikka-110-bot)
next

case (Not F)

then show ?case by (rule Hintikka-110-not)
next

case (And F1 F2)

then show ?case by (rule Hintikka-110-and)
next
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case (Or F1 F2)

then show ?case by (rule Hintikka-110-or)
next

case (Imp F1 F2)

then show ?case by (rule Hintikka-110-imp)
qged

Por ultimo, su demostracién automatica es la que sigue.

lemma Hintikka-110:
Hintikka S =— —~F€S—F ¢S

apply (induct F)

apply (meson Hintikka-12)

apply (simp add: Hintikka-11)

using Hintikka-16 apply blast

using Hintikka-13 Hintikka-17 apply blast

apply (smt Hintikka-def)

using Hintikka-15 Hintikka-19 by blast

3.2 Lema de Hintikka

Una vez definida la nocién de conjunto de Hintikka y conocidas las propiedades que
se deducen de ella, nuestro objetivo serd demostrar que todo conjunto de Hintikka es
satisfacible. Por definicion, para probar que un conjunto es satisfacible basta hallar una
interpretacion que sea modelo suyo. De este modo, definimos el siguiente tipo de inter-
pretaciones.

Definicién 3.2.1 Sea un conjunto de formulas cualquiera. Se define la interpretacion asociada
al conjunto como aquella que devuelve Verdadero sobre las variables proposicionales cuya corres-
pondiente formula atémica pertence al conjunto, y Falso en caso contrario.

En Isabelle se formalizard mediante el tipo definition como se expone a
continuacion.

definition setValuation ::
('a formula) set = 'a valuation where
setValuation S = Ak. Atomk € S

Presentemos ahora ejemplos del valor de ciertas férmulas en la interpretacién aso-
ciada a los conjuntos siguientes.

notepad
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begin

have (setValuation {Atom 0 A\ ((— (Atom 1)) — Atom 2),
((— (Atom 1)) — Atom 2), Atom 0,
—(— (Atom 1)), Atom 1}) = Atom 1 — Atom 0 = True
unfolding setValuation-def by simp

have (setValuation {Atom 3 V (= (Atom 1)),
= (= (Atom 6))}) = Atom 2V Atom 6 = False
unfolding setValuation-def by simp

end

Previamente a probar que los conjuntos de Hintikka son satisfacibles y con el fin de
facilitar dicha demostracion, introducimos el siguiente resultado.

Lema 3.2.2 La interpretacion asociada a un conjunto de Hintikka es modelo de una férmula
si esta pertenece al conjunto. Ademds, dicha interpretacion no es modelo de una férmula si su
negacion pertenece al conjunto.

Su formalizacién en Isabelle es la siguiente.

lemma Hintikka S = (F € S — isModel (setValuation S) F)
A (= F €S — (— (isModel (setValuation S) F)))
oops
Procedamos a la demostracion del resultado.

Demostracién: Sea S un conjunto de Hintikka y denotemos por Zs a la interpretacion
asociada a S. Sea F una férmula, hay que probar lo siguiente:

(FGS:>15|:F)/\(_\F€S:> Isly'éF)

La prueba se realiza por induccién sobre la estructura de las férmulas proposi-
cionales. Veamos los distintos casos.

Caso 1: F = p, formula atémica.
Sip € S, entonces Zs(p) = True por definicion de la interpretacion asociada a S.
Por otro lado, si = p € S, entonces p € S por ser S de Hintikka. Por tanto,
Zs(p) = False por definicién de Zs.

Caso2: F=_1
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Si L €S, como por definicién de conjunto de Hintikka sabemos que L ¢ S, se
tendria una contradiccién. Luego, en particular, tenemos el resultado.

Por otra parte, si = L € S, Zg no es modelo de L pues el valor de L es Falso en
cualquier interpretacion.
Caso 3: F = G, y G verifica la hipétesis de induccién.
Esdecir, H: (GES=—=ZsFG) AN (- G€S=T5 [~ G)
Probemos que (F€ S=Zs=F) AN (nFe€S= Zs [~ F)

En efecto,
FeSs
— ~GeS
=  Zs(G)=False (HI)
= Zg(— G)= True
— -ZS |: F
Anélogamente,
- FesS
-—GeS

G €S (S es conjunto de Hintikka)
Zs(G)= True (HI)
Zs(— G)= False
Zs(F)= False
Is W~ F

Caso4: F =G A Hy tanto G como H verifican la hip6tesis de induccién.

FEEEel

Es decir, se verifican

HIl: (GES—TZs =G)A(~GeS— Ts i~ G)
HI2: (HES:>IS |:H)/\(_|HES:> Ls \;&H)

Probemos que (F€ S=Zg|=F) AN (nFe€S= Zgs}~F)

En efecto,

FeSs
GANHeS
GeSANHeS (Sesconjunto de Hintikka)

Is=GATsl=H (HIyHD)

Zs(G) NIg(H)= True

Zs(G AN H)= True

Zs(F)= True

IsEF

POV
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Por otra parte,

-FeS

~(GAH) €S
~GeSV-HEeS (Sesconjunto de Hintikka)

Ts -GV IgltH (HIyHI)

~(Zs FGAZIs=H)

Zs(G) N Zs(H)= False

Zs(G A H)= False

Zs(F)= False

IsF

FEEEEell

Caso 5: F =G V Hy tanto G como H verifican la hipétesis de induccion.

Es decir, se verifican

HIl: (GeS=ZsEG) A (-GeS= I5}G)
HI2: (HeS=Zs=H)AN(~HeS= ZsH)

Probemos que (F€ S=Zg}=F) AN (nFeS=ZIs [~ F)

En efecto,

Fes
GVHeS
GeSVHEeES (Sesconjunto de Hintikka)

Ts=GVIg=H (HIyHD)

Zs(G) VIs(H)= True

Zs(GV H)= True

Zs(F)= True

IsEF

IRy

Por otra parte,

-~FeS

- (GVH)eS
~GeSAN-HEeS (Sesconjunto de Hintikka)

Ts - GATs = H (HIyHI2)

~(Zs FGVZIs=H)

Zs(G) vV Zs(H)= False

Zs(G V H)= False

Zs(F)= False

Ts £ F

FEEEeell
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Caso 6: F =G — H y tanto G como H verifican la hipétesis de induccion.

Es decir, se verifican

HIl: (GeS=ZsEG) AN (-GeS= I5}G)
HI2: ( HeS=Zs=H)AN(~HeS= ZsH)

Probemos que (FES=—=Zs=F) AN (~F€S= ZIs|£F)

En efecto,

—> - GeSVHES (Sesconjuntode Hintikka)

Veamos que Zg |= F considerando ambos casos de la disyuncién anterior.

-GeS
— Ts G (HI)
== Is=G—1Is=H
—> Z5(G) — Zs(H)= True
— Zs(G — H)= True
— Zs(F)= True
- Ls |:F
HesS
— Is =H (HI2)
- Ls |: G—1g |: H
—> Z5(G) — Zs(H)= True
- Zs(G — H)= True
— Zs(F)= True
— Ls |:F
Probando el resultado para este caso.
Por otra parte,
—~FesS
-(G—H)ES

GeSAN-HeS (Sesconjuntode Hintikka)
Is=GATs - H (HILyHI2)
~(IsEFG—Zs =H)
Zs(G) — Zs(H)= False
Zs(G — H)= False
Zs(F)= False
IsEF

PERLEEEL
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Queda probada la segunda afirmacion.

Con lo que termina la demostracién.
O

Una vez terminada la prueba anterior, procedemos a las distintas demostraciones
del lema mediante Isabelle/HOL. En primer lugar aparecerdn las demostraciones de-
talladas de cada caso de la estructura de las férmulas por separado. Posteriormente se
mostrara la prueba detallada del lema completo.

lemma
assumes Hintikka S
shows Ax. (Atom x € S — isModel (setValuation S) (Atom x)) N\
(= (Atom x) € S — — isModel (setValuation S) (Atom x))
proof (rule conjI)
show Ax. Atom x € S — isModel (setValuation S) (Atom x)
proof
fix x
assume Atom x € S
hence (setValuation S) x
by (simp only: setValuation-def)
hence setValuation S |= Atom x
by (simp only: formula-semantics.simps(1))
thus isModel (setValuation S) (Atom x)
by (simp only: isModel-def)
qed
next
show
Ax. = (Atom x) € S — — isModel (setValuation S) (Atom x)
proof
fix x
assume — (Atom x) € S
have — (Atomx) € S — Atomx & S
using assms by (rule Hintikka-110)
then have Atom x ¢ S
using (— (Atom x) € S) by (rule mp)
also have (— (Atom x € S)) = (— (setValuation S) x)
by (simp only: setValuation-def )

also have ... = (= ((setValuation S) = (Atom x)))
by (simp only: formula-semantics.simps(1))
also have ... = (= isModel (setValuation S) (Atom x))

by (simp only: isModel-def)
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finally show — isModel (setValuation S) (Atom x)
by this
qed
qed

lemma HI2-1:
assumes Hintikka S
shows Ax. (Atom x € S — isModel (setValuation S) (Atom x)) A
(= (Atom x) € S — — isModel (setValuation S) (Atom x))
by (simp add: Hintikka-110 assms isModel-def set Valuation-def )

lemma
assumes Hintikka S
shows (L € S — isModel (setValuation S) L)
A (=L €S — (—(isModel (setValuation S) L)))
proof (rule conjI)
show L € S — isModel (setValuation S) L
proof (rule impl)
assume 1 €S
have | ¢S
using assms by (rule Hintikka-I1)
thus isModel (setValuation S) L
using (L € S) by (rule notE)
qed
next
show - | € S — — isModel (setValuation S) L
proof (rule impl)
assume - L €85
have — (setValuation S) |= L
proof (rule notl)
assume setValuation S = |
thus False
by (simp only: formula-semantics.simps(2))
qed
also have (— (setValuation S) = L) = (- isModel (setValuation S) L)
by (simp only: isModel-def)
finally show — isModel (setValuation S) L
by this
qed
qed
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lemma HI2-2:
assumes Hintikka S
shows (L € S — isModel (setValuation S) L)
A (= L €S — (= (isModel (setValuation S) L)))
by (simp add: Hintikka-11 assms isModel-def)

lemma
assumes Hintikka S
NF. (F € S — isModel (setValuation S) F) A
(= F € S — —isModel (setValuation S) F)
shows AF. (- F € S — isModel (setValuation S) (= F)) A
(= (= F) € S — —isModel (setValuation S) (= F))
proof (rule conjI)
show AF. = F € S — isModel (setValuation S) (— F)
proof
fix F
assume " F € S
have -~ F € S — — isModel (setValuation S) F
using assms(2) by (rule conjunct2)
then have — isModel (setValuation S) F
using (— F € S) by (rule mp)
also have (— isModel (setValuation S) F) = (— (setValuation S) = F)
by (simp only: isModel-def)

also have ... = setValuation S |= (= F)
by (simp only: formula-semantics.simps(3))
also have ... = isModel (setValuation S) (— F)

by (simp only: isModel-def)
finally show isModel (setValuation S) (— F)
by this
qed
next
show A\F. = (= F) € S — —isModel (setValuation S) (— F)
proof
fix F
assume — (= F) €S
have = (mF)eS—Fe€S
using assms(1) by (rule Hintikka-16)
then have F ¢ S
using (— (= F) € S by (rule mp)
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have F € S — isModel (setValuation S) F
using assms(2) by (rule conjunctl)

then have isModel (setValuation S) F
using (F € S) by (rule mp)

then have (— (— isModel (setValuation S) F))
by (rule contrapos-pn)

also have (— (= isModel (setValuation S) F)) =

(= (= (setValuation S) = F))

by (simp only: isModel-def)

also have ... = (- (setValuation S) |= (= F))
by (simp only: formula-semantics.simps(3))
also have ... = (= isModel (setValuation S) (- F))

by (simp only: isModel-def)
finally show — isModel (setValuation S) (— F)
by this
qed
qged

lemma HI2-3:
assumes Hintikka S
shows AF. (F € S — isModel (setValuation S) F) N\
(- F € S — —isModel (setValuation S) F) =—>
(= F € S — isModel (setValuation S) (= F)) A
(= (= F) € S — —isModel (setValuation S) (= F))
using Hintikka-16 assms isModel-def formula-semantics.simps(3) by blast

lemma
assumes Hintikka S
AF1. (F1 € S — isModel (setValuation S) F1)
(— F1 € S — —isModel (setValuation S) F1)
NF2. (F2 € S — isModel (setValuation S) F2)
(- F2 € S — —isModel (setValuation S) F2)
shows AF1 F2. (F1 N\ F2 € S — isModel (setValuation S) (F1 A F2)) N\
(= (F1 A F2) € S — —isModel (setValuation S) (F1 N F2))
proof (rule conjI)
show A\F1 F2.F1 A F2 € S — isModel (setValuation S) (F1 A F2)
proof
fix F1 F2
assume FINF2 €S
have FINF2e€S —F1e€SAF2e€S

A\

A
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using assms(1) by (rule Hintikka-13)
then have C:F1I€ SAF2€ S
using (F1 A F2 € S by (rule mp)
then have F1 € S
by (rule conjunctl)
have F1 € S — isModel (setValuation S) F1
using assms(2) by (rule conjunctl)
then have isModel (setValuation S) F1
using (F1 € S) by (rule mp)
then have [1:(setValuation S) |= F1
by (simp only: isModel-def)
have F2 € S
using C by (rule conjunct2)
have F2 € S — isModel (setValuation S) F2
using assms(3) by (rule conjunctl)
then have isModel (setValuation S) F2
using (F2 € S) by (rule mp)
then have [2:(setValuation S) |= F2
by (simp only: isModel-def)
have ((setValuation S) |= F1) A ((setValuation S) = F2)
using I1 I2 by (rule conjI)
then have (setValuation S) |= (F1 A F2)
by (simp only: formula-semantics.simps(4))
thus isModel (setValuation S) (F1 N\ F2)
by (simp only: isModel-def)
qed
next
show A\F1 F2. = (F1 A F2) € S — — isModel (setValuation S) (F1 N\ F2)
proof
fix F1 F2
assume — (FI ANF2) € S
have = (FIAF2) €S — ~F1€SV ~F2€ S
using assms(1) by (rule Hintikka-17)
then have - F1€ SV -~ F2¢€S
using (— (F1 A F2) € S) by (rule mp)
then show — isModel (setValuation S) (F1 N F2)
proof (rule disjE)
assume - F1 €S
have = F1 € S — — isModel (setValuation S) F1
using assms(2) by (rule conjunct2)
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then have — isModel (setValuation S) F1
using (— F1 € S) by (rule mp)

also have (— isModel (setValuation S) F1) = (— (setValuation S) = F1)
by (simp only: isModel-def)

finally have — (setValuation S) |= F1
by this

then have — ((setValuation S) |= F1 A (setValuation S) = F2)
by (rule notConj1)

also have (— ((setValuation S) = F1 A (setValuation S) |=F2)) =

(= ((setValuation S) = F1 A F2))

by (simp only: formula-semantics.simps(4))

also have ... = (= isModel (setValuation S) (F1 A F2))
by (simp only: isModel-def)

finally show (— isModel (setValuation S) (F1 N F2))
by this

next

assume 7 F2 €S

have = F2 € S — — isModel (setValuation S) F2
using assms(3) by (rule conjunct2)

then have — isModel (setValuation S) F2
using (— F2 € S) by (rule mp)

also have (— isModel (setValuation S) F2) = (— (setValuation S) |= F2)
by (simp only: isModel-def)

finally have — (setValuation S) = F2
by this

then have — ((setValuation S) |= F1 A (setValuation S) = F2)
by (rule notConj2)

also have (— ((setValuation S) = F1 A (setValuation S) |=F2)) =

(= ((setValuation S) |= (F1 A F2)))

by (simp only: formula-semantics.simps(4))

also have ... = (- isModel (setValuation S) (F1 A F2))
by (simp only: isModel-def)

finally show — isModel (setValuation S) (F1 N F2)
by this

qed
qed
qed

lemma HI2-4:
assumes Hintikka S
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shows AF1 F2.
(F1 € S — isModel (setValuation S) F1) N\
(= F1 € S — —isModel (setValuation S) F1) =
(F2 € S — isModel (setValuation S) F2) N\
(= F2 € S — —isModel (setValuation S) F2) —>
(F1 A\ F2 € S — isModel (setValuation S) (F1 A F2)) A
(= (FI1 AF2) € S — — isModel (setValuation S) (F1 A F2))
by (meson Hintikka-13 Hintikka-17 assms isModel-def formula-semantics.simps(4))

lemma
assumes Hintikka S
NF1. (F1 € S — isModel (setValuation S) F1)
(= F1 € S — —isModel (setValuation S) F1)
NF2. (F2 € S — isModel (setValuation S) F2)
(— F2 € S — —isModel (setValuation S) F2)
shows AF1 F2. (F1V F2 € S — isModel (setValuation S) (F1 V F2))
A (= (F1V F2) € S — = isModel (setValuation S) (F1 V F2))
proof (rule conjI)
show A\ F1F2.F1V F2 € S — isModel (setValuation S) (F1 V F2)
proof
fix F1 F2
assume F1VF2e€ S
have FIVF2€eS—FI€SVF2€S
using assms(1) by (rule Hintikka-14)
thenhave F1€ SV F2¢€ S
using (F1 V F2 € S) by (rule mp)
then show isModel (setValuation S) (F1 V F2)
proof (rule disjE)
assume F1 € S
have F1 € S — isModel (setValuation S) F1
using assms(2) by (rule conjunctl)
then have isModel (setValuation S) F1
using (F1 € S) by (rule mp)
then have (setValuation S) |= F1
by (simp only: isModel-def)
then have (setValuation S) |= F1 V (setValuation S) = F2
by (rule disjI1)
then have (setValuation S) |= (F1 V F2)
by (simp only: formula-semantics.simps(5))
thus isModel (setValuation S) (F1 V F2)

A\

A\
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by (simp only: isModel-def)
next
assume F2 ¢ S
have F2 € S — isModel (setValuation S) F2
using assms(3) by (rule conjunctl)
then have isModel (setValuation S) F2
using (F2 € S) by (rule mp)
then have (setValuation S) |= F2
by (simp only: isModel-def)
then have (setValuation S) |= F1 V (setValuation S) = F2
by (rule disjI2)
then have (setValuation S) = (F1 V F2)
by (simp only: formula-semantics.simps(5))
thus isModel (setValuation S) (F1 V F2)
by (simp only: isModel-def)
qed
qed
next
show A\F1 F2. = (F1V F2) € S — — isModel (setValuation S) (F1 \V F2)
proof (rule impl)
fix F1 F2
assume — (F1 V F2) € S
have = (FIVF2)€S— - F1€SA-F2€S
using assms(1) by (rule Hintikka-18)
then have C:(= FI€ SA—-F2€ S
using (— (F1 V F2) € S) by (rule mp)
then have - F1 € S
by (rule conjunctl)
have = F1 € S — — isModel (setValuation S) F1
using assms(2) by (rule conjunct2)
then have — isModel (setValuation S) F1
using (— F1 € S) by (rule mp)
also have (— isModel (setValuation S) F1) = (— (setValuation S) = F1)
by (simp only: isModel-def)
finally have D1:— (setValuation S) |= F1
by this
have - F2 € S
using C by (rule conjunct2)
have = F2 € S — — isModel (setValuation S) F2
using assms(3) by (rule conjunct2)
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then have — isModel (setValuation S) F2
using (— F2 € S) by (rule mp)

also have (— isModel (setValuation S) F2) = (— (setValuation S) = F2)
by (simp only: isModel-def)

finally have D2:— (setValuation S) |= F2
by this

have — ((setValuation S) |= F1 V (setValuation S) |= F2)
using D1 D2 by (rule notDisj)

also have (— ((setValuation S) = F1 V (setValuation S) |=F2)) =

(= (setValuation S) |= (F1 V F2))

by (simp only: formula-semantics.simps(5))

also have ... = (= isModel (setValuation S) (F1 V F2))
by (simp only: isModel-def)

finally show — isModel (setValuation S) (F1 V F2)
by this

qed
qged

lemma HI2-5:
assumes Hintikka S
shows AF1 F2.
(F1 € S — isModel (setValuation S) F1) N\
(= F1 € S — —isModel (setValuation S) F1) =
(F2 € S — isModel (setValuation S) F2) N\
(= F2 € S — —isModel (setValuation S) F2) —>
(F1V F2 € S — isModel (setValuation S) (F1 V F2)) A
(= (F1V F2) € S — —isModel (setValuation S) (F1 V F2))
by (smt Hintikka-def assms isModel-def formula-semantics.simps(5))

lemma
assumes Hintikka S
AF1. (F1 € S — isModel (setValuation S) F1)
(= F1 € S — —isModel (setValuation S) F1)
AF2. (F2 € S — isModel (setValuation S) F2)
(= F2 € S — —isModel (setValuation S) F2)
shows A\F1 F2. (F1 — F2 € S — isModel (setValuation S) (F1 — F2))
A (= (F1 — F2) € S — = isModel (setValuation S) (F1 — F2))
proof (rule conjI)
show AF1 F2. F1 — F2 € S — isModel (setValuation S) (F1 — F2)

A\

A
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proof (rule impl)
fix F1 F2
assume F1 — F2 ¢S
haveF1 - F2€S— F1€SVF2eS§
using assms(1) by (rule Hintikka-15)
then have - FI € SV F2¢€ S
using (F1 — F2 € S) by (rule mp)
then show isModel (setValuation S) (F1 — F2)
proof (rule disjE)
assume - F1 €S
have — F1 € S — —isModel (setValuation S) F1
using assms(2) by (rule conjunct2)
then have — isModel (setValuation S) F1
using (= F1 € S) by (rule mp)
also have (— isModel (setValuation S) F1) = (— (setValuation S) |= F1)
by (simp only: isModel-def)
finally have — (setValuation S) |= F1
by this
have (setValuation S) |= F1 — (setValuation S) |= F2
proof (rule impl)
assume (setValuation S) = F1
show (setValuation S) |= F2
using (— (setValuation S) |= F1) (setValuation S) |= F1) by (rule notE)
qed
then have (setValuation S) = (F1 — F2)
by (simp only: formula-semantics.simps(6))
thus ?thesis
by (simp only: isModel-def)
next
assume F2 € S
have F2 € S — isModel (setValuation S) F2
using assms(3) by (rule conjunctl)
then have isModel (setValuation S) F2
using (F2 € S) by (rule mp)
then have (setValuation S) |= F2
by (simp only: isModel-def)
have (setValuation S) = F1 — (setValuation S) |= F2
proof (rule impl)
assume (setValuation S) |= F1
show (setValuation S) = F2
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using ((setValuation S) |= F2) by this
qed
then have (setValuation S) |= (F1 — F2)
by (simp only: formula-semantics.simps(6))
thus ?thesis
by (simp only: isModel-def)
qed
qed
next
show AF1 F2. = (F1 — F2) € S — —isModel (setValuation S) (F1 — F2)
proof (rule impl)
fix F1 F2
assume — (F1 - F2) € S
have = (F1 - F2)€e S—F1€SA—F2€S
using assms(1) by (rule Hintikka-19)
then have C:F1€ SA—F2¢ S
using (- (F1 — F2) € S) by (rule mp)
then have F1 € S
by (rule conjunctl)
have F1 € S — isModel (setValuation S) F1
using assms(2) by (rule conjunctl)
then have isModel (setValuation S) F1
using (F1 € S) by (rule mp)
then have (setValuation S) |= F1
by (simp only: isModel-def)
have = F2 € S
using C by (rule conjunct2)
have - F2 € S — — isModel (setValuation S) F2
using assms(3) by (rule conjunct2)
then have — isModel (setValuation S) F2
using (— F2 € S) by (rule mp)
also have (— isModel (setValuation S) F2) = (— (setValuation S) |= F2)
by (simp only: isModel-def)
finally have — (setValuation S) = F2
by this
have — ((setValuation S) |= F1 — (setValuation S) = F2)
proof (rule notl)
assume (setValuation S) |= F1 — (setValuation S) = F2
then have (setValuation S) |= F2
using ((setValuation S) = F1) by (rule mp)
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show False
using (— (setValuation S) |= F2) ((setValuation S) |= F2) by (rule notE)
qed
also have (— ((setValuation S) = F1 — (setValuation S) = F2)) =
(= (setValuation S) |= (F1 — F2))
by (simp only: formula-semantics.simps(6))
also have ... = (= isModel (setValuation S) (F1 — F2))
by (simp only: isModel-def)
finally show — isModel (setValuation S) (F1 — F2)
by this
qed
qed

lemma HI2-6:

assumes Hintikka S

shows AF1 F2.
(F1 € S — isModel (setValuation S) F1) N\
(= F1 € S — —isModel (setValuation S) F1) =
(F2 € S — isModel (setValuation S) F2) N\
(= F2 € S — —isModel (setValuation S) F2) —>
(F1 — F2 € S — isModel (setValuation S) (F1 — F2)) A
(= (F1 — F2) € S — — isModel (setValuation S) (F1 — F2))

by (meson Hintikka-15 Hintikka-19 assms isModel-def formula-semantics.simps(6))

lemma Hintikkas-lemma-12:
assumes Hintikka S
shows (F € S — isModel (setValuation S) F)
A (= F € S — (—(isModel (setValuation S) F)))
proof (induct F)
fix x
show (Atom x € S — isModel (setValuation S) (Atom x)) N\
(- (Atom x) € S — — isModel (setValuation S) (Atom x))
using assms by (rule HI2-1)
next
show (L € S — isModel (setValuation S) L) A
(- L €S — —isModel (setValuation S) L)
using assms by (rule HI2-2)
next
fix F
show (F € S — isModel (setValuation S) F) A
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(= F € S — —isModel (setValuation S) F) =—>
(= F € S — isModel (setValuation S) (= F)) A
(= (= F) € S — —isModel (setValuation S) (= F))
using assms by (rule HI2-3)
next
fix F1 F2
show (F1 € S — isModel (setValuation S) F1) A
(= F1 € S — —isModel (setValuation S) F1) =
(F2 € S — isModel (setValuation S) F2) N\
(= F2 € S — —isModel (setValuation S) F2) —>
(F1 N\ F2 € S — isModel (setValuation S) (F1 A F2)) A
(= (F1 AF2) € S — — isModel (setValuation S) (F1 A F2))
using assms by (rule HI2-4)
next
fix F1 F2
show (F1 € S — isModel (setValuation S) F1) A
(= F1 € S — — isModel (setValuation S) F1) =
(F2 € S — isModel (setValuation S) F2) N\
(= F2 € S — —isModel (setValuation S) F2) —>
(F1V F2 € S — isModel (setValuation S) (F1 V F2)) A
(= (F1 Vv F2) € S — —isModel (setValuation S) (F1 V F2))
using assms by (rule HI2-5)
next
fix F1 F2
show (F1 € S — isModel (setValuation S) F1) A
(= F1 € S — —isModel (setValuation S) F1) —>
(F2 € S — isModel (setValuation S) F2) N\
(= F2 € S — —isModel (setValuation S) F2) —>
(F1 — F2 € S — isModel (setValuation S) (F1 — F2)) A
(- (F1 — F2) € S — —isModel (setValuation S) (F1 — F2))
using assms by (rule HI2-6)
qed

Para concluir, demostremos el Lema de Hintikka empleando el resultado anterior.
Teorema 3.2.3 (Lema de Hintikka) Todo conjunto de Hintikka es satisfacible.

Demostracién: Consideremos un conjunto de férmulas S tal que sea un conjunto de
Hintikka. Queremos demostrar que S es satisfacible, es decir, que tiene algin modelo.
En otras palabras, debemos hallar una interpretaciéon que sea modelo de S.
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En primer lugar, probemos que la interpretacion asociada a S es modelo de S. Por
definicién de modelo de un conjunto, basta comprobar que es modelo de toda férmula
perteneciente al mismo. Fijada una férmula cualquiera, hemos visto anteriormente que
la interpretacion asociada a S es modelo de la férmula si esta pertenece al conjunto. Por
tanto, dicha interpretacion es, en efecto, modelo de todas las férmulas que pertenecen a
S. Luego la interpretacion asociada a S es modelo de S.

En conclusién, hemos hallado una interpretaciéon que es modelo del conjunto. Por

lo tanto, S es satisfacible, como se queria probar.
O

Por su parte, la prueba detallada en Isabelle emplea el lema auxiliar Hintikka-model.
Con él se demuestra la primera parte del lema de Hintikka: dado un conjunto de Hin-
tikka, la interpretacion asociada al conjunto es modelo del mismo.

lemma Hintikka-model:
assumes Hintikka S
shows isModelSet (setValuation S) S
proof —
have VF. (F € S — isModel (setValuation S) F)
proof (rule alll)
fix F
have (F € S — isModel (setValuation S) F)
A (= F € S — (—(isModel (setValuation S) F)))
using assms by (rule Hintikkas-lemma-I12)
thus F € S — isModel (setValuation S) F
by (rule conjunct1)
qed
thus isModelSet (setValuation S) S
by (simp only: modelSet)
qed

Finalmente, las pruebas detallada y automatica del Lema de Hintikka en Isabelle/HOL.

theorem
assumes Hintikka S
shows sat S
proof —
have isModelSet (setValuation S) S
using assms by (rule Hintikka-model)
then have 3 .A. isModelSet A S
by (simp only: exI)
thus sat S
by (simp only: satAlt)
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qged

theorem Hintikkaslemma:
assumes Hintikka S
shows sat S
using Hintikka-model assms satAlt by blast
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Apéndice A

Lemas de HOL usados

En este glosario se recoge la lista de los lemas y reglas usadas indicando la péagina del
libro de HOL donde se encuentran.

A.1 Labase delégica de primer orden (2)

En Isabelle corresponde a la teoria HOL.thy

A11 Légica primitiva (2.1)

A.1.1.1 Conectivas y cuantificadores definidos (2.1.2)

e (p.34) - P=P — False (not-def)

A.1.1.2 Axiomas y definiciones basicas (2.1.4)

r
* (p.36) 5 i 0 (impl)
p p
. (p3e) LN (mp)

Q
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A.1.2 Reglas fundamentales (2.2)

A.1.21 Reglas de congruencia para aplicaciones (2.2.2)

X=y
* (p.37) (arg-cong)
fx=fy
( 37)a:b/\c:d ( %)
e (p37) ——— arg-con
O geong
A.1.2.2 Igualdad de booleanos - iff (2.2.3)
Q=PAQ .
. (p38) ———— (iffD1)
A.1.2.3 Cuantificador universal I (2.2.5)
Px
Vx.Px —
e (p.38) R (allE)
p- R
A.1.2.4 Negacidn (2.2.7)
P
False
* (p-39) (notl)
- P
- PA
* (p.39) R (notE)

A.1.2.5 Implicacién (2.2.8)

P
Q %
* (p.40) — 75 (contrapos-pn)
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A.1.2.6 DisyunciénI (2.2.9)
p Q
Pv — —
Q R R ..
* (p.40) (disjE)
R
A.1.2.7 Derivacién de iffl (2.2.10)
p Q
Q .
e (p.40) ———
(P40 =55 (iffD)
A.1.2.8 Cuantificador universal II (2.2.12)
/\x. Px
e (pA41l 1
(p41) Y Px (alll)
A.1.2.9 Cuantificador existencia (2.2.13)
(pa1) = (ex])
P23 Py e
P
Jx.Px \x. Ex
e (p.41) (exE)
P Q
A.1.2.10 Conjuncién (2.2.14)
. (pan) Y (con)
41) —— con
p PAQ ]
PAQ .
* (p41) 3 (conjunct1)
PAQ .
* (p-41) 0 (conjunct2)
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A.1.211 Disyuncién II (2.2.15)

* (p42) —— disjl1
P42 555 (disjI1)
Q .
e (p42) —— disjI2
(p42) 7 0 (disjl2)
A.1.2.12 Atomizacién de conectivas de nivel intermedio (2.2.20)
e (p46) (x=y)=x=y (atomize-eq)
A.1.3 Configuracién del paquete (2.3)
A.1.3.1 Simplificadores (2.3.4)
* (p.50) (— False) = True (not-False-eq-Trute)
e (p53) (fx.Px) = (Vx.— Px) (not-ex)
A.2 Grupos, también combinados con 6rdenes (5)
Los siguientes resultados pertenecen a la teorfa de grupos Groups.thy.
A.21 Estructuras abstractas
* (p.109) sup bota =a (sup-bot.left-neutral)

A.3 Reticulos abstractos (6)

Los resultados expuestos a continuacién pertenecen a la teoria de reticulos Lattices.thy.

e (p.139) (supbc<a)=(b<aAc<a) (sup.bounded-iff)
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A4 Teoria de conjuntos para légica de orden superior (7)

Los siguientes resultados corresponden a la teoria de conjuntos Set.thy.

A.4.1 Subconjuntos y cuantificadores acotados (7.2)

xXeA
Ax.
Px
* (p.163) VrcA Px (balll)
(VxeA.Px) Ax e A
* (p.163) Py (bspec)

A.4.2 Operaciones basicas (7.3)
A.4.2.1 Subconjuntos (7.3.1)

ceANACB
* (p.165) B (rev-subsetD)
c
* (ple6)AC A (subset-refl)
ACBABCC
* (p.166) AcC (subset-trans)

A.4.2.2 El conjunto vacio (7.3.3)
* (p.167) O C A (empty-subsetl)
* (p.167) Ball © P = True (ball-empty)
* (p.167) Bex @ P = False (bex-empty)
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A.4.2.3 Unién binaria (7.3.8)
* (p.169) (c€e AUB)=(c€ AV c€EB) (Un-iff)
(p169) -4 (Unl1)
* (p. _— n
P ccAUB
(p170) <7 (Unl2)
* (p. _— n
P ccAUB

A.4.2.4 Aumentar un conjunto - insertar (7.3.10)

* (p.171) List.insert x xs = {x} U xs

A.4.2.5 Conjuntos unitarios, insertar (7.3.11)

e (p172)a € {a}
b e {a}
b=a

o (p172) (b€ {a}) = (b =0)

o (p.172)

A.4.2.6 Imagen de un conjunto por una funcién (7.3.12)
e (p173)f A={y|IxcA.y=fx}
* (p173)f" (AUB)=f"AUf’'B
s (pl74)f' =0
* (p174)f" ({a} UB) = {fa} Uf'B

A.4.3 Mas operaciones y lemas (7.4)
A.4.3.1 Reglas derivadas sobre subconjuntos (7.4.2)

e (p177)ACAUB
e (p.177)BC AUB

(set-insert)

(singletonl)

(singletonD)

(singleton-iff)

(image-def)
(image-Un)
(image-empty)

(image-insert)

(Un-upper1)
(Un-upper2)
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A.4.3.2 Igualdades sobre la union, interseccién, inclusion, etc. (7.4.3)

e (p179){a} UA={a} UA (insert-is-Un)
s pl8l)AUA=A (Un-absorb)
* pl81)AUD=A (Un-empty-right)
e (p.182) {a} UBUC={a} U(BUCQC) (Un-insert-left)

e (p.187) (Vx€A.PxVv Q) = ((Vx€A.Px)V Q)
(Vx€eA. PV Qx)=(PV (VxeA.Qx))

(Vx€A.P — Qx) = (P — (Vx€A.Qx))

(VxeA.Px — Q) = ((Fx€A.Px) — Q)

(Vx€®@. P x) = True

(VxeUNIV.Px) = (Vx.Px)

(Vxe{a} UB.Px) = (PaA (VxeB.Px))

(VxeCollect Q.Px) = (Vx. Qx — P x)

(Vxef " A.Px) = (Vx€A.P (fx))

(- (Vx€A.Px)) = (3x€A. - Px) (ball-simps)

* (p.187) (FIx€A.Px AN Q) = ((FJx€A.Px) N Q)
(Ax€A.PAQx) = (P A (Fx€A.Qx))
(Ix€@. P x) = False
(3x€UNIV. P x) = (3x. P x)
(Ixe{a} UB.Px) = (PaV (Ix€B. Px))
(FxeCollect Q. Px) = (Fx. Qx A P x)
(Ixef " A.Px) = (Fx€A. P (fx))
(- (Fx€A.Px)) = (VxeA. - Px) (bex-simps)

A.4.3.3 Monotonia de varias operaciones (7.4.4)

ACCABCD
* (p.188) (Un-mono)
AUBCCUD
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Q—P
* (p188) ——— (not-mono)

P— —=Q

A.5 Nociones sobre funciones (9)

En Isabelle, la teoria de funciones se corresponde con Fun.thy.

A.5.1 Actualizaciéon de funciones (9.6)

* (p212)f(a:=b) = (Ax.ifx =a thenb elsef x) (fun-upd-def)
z#X
* (p-213) fx=y)z=fz (fun-upd-other)

A.6 Reticulos completos (10)

En Isabelle corresponde a la teoria Complete-Lattices.thy.

A.6.1 Reticulos completos en conjuntos (10.6)

A.6.1.1 Unién (10.6.3)

* (p23Y)U D=0 (Union-empty)

A.7 Conjuntos finitos (18)

A continuacién se muestran resultados relativos a la teorfa Finite-Set.thy.

A.7.1 Predicado de conjuntos finitos (18.1)

* (p.419) finite A (finite)


https://bit.ly/2VBe1Im
https://bit.ly/2Y5wxKA
https://bit.ly/3bEIScG
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A.7.2 Finitud y operaciones de conjuntos comunes (18.2)

. finite F A finite G —
(p422) finite (FU G) (finite-Unl)
e (p.423) finite ({a} U A) = finite A (finite-insert)

A.8 Composicién de functores naturales acotados (33)

En esta seccién se muestran resultados pertenecientes a la teorfa de composicién de
functores naturales acotados de Isabelle BNFComposition.thy.

e (p718)U (f" ({a} UB))=faul (f'B) (Union-image-insert)

A.9 Eltipo de datos de la listas finitas (66)

En esta seccién se muestran resultados sobre listas finitas dentro de la teoria de listas de
Isabelle List.thy.

o (p.1169) [ =@
x21 - x22 = {x21} U x22 (list.set)

A.9.1 Funciones basicas de procesamiento de listas (66.1)

A9.1.1 Funciodn set

* (p.1195) xs @ys = xs U ys (set-append)


https://bit.ly/2zGl9v6
https://bit.ly/3bCNxvX
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