UNIVERSIDAD DE SEVILLA

Facultad de Matematicas
Departamento de Analisis Matematico

LAS FUNCIONES GAMMA DE EULER-GAUSS Y ZETA
DE RIEMANN

Trabajo Fin de Grado

presentado por

José Manuel Sanchez Cuadrado

Tutor: Luis Bernal Gonzalez Sevilla, Junio de 2020



Indice general

[3. Relaciones importantes|

[3.1. La aproximacion de Stirlng| . . . . . . ... ... 0oL

[3.2. Férmula de Multiplicacion de Gauss|. . . . . .. .. .. ... ... ...




INDICE GENERAL

[3.3. La relacion entre Gamma y la tuncién seno| . . . . . . . .. ... .. .. 30
[3.4. El problema de Basilea] . . . . . .. .. .00 o000 32

. La funcion Gamma en el plano complejo| 35
[4.1. Resultados previos| . . . . . . ... .. ... . ... ... . ... 35
[4.2. Gamma en C como producto infinito| . . . . .. .. ... 39
4.3, El Teorema de Wielandt] . . . . . . .. ... ... ... .. ....... 40
[4.4. Representacion de Gamma como limitef . . . . . . . .. ... ... ... 42
[4.5. Gamma como producto de Fuler|. . . . . . . ... 0000000 43
[4.6. Representacion integral de 'en C| . . . . . . .. .. ... ... ... .. 44
[4.7. La relacion entre Gamma y la funcion Senoen C[ . . . . . . ... . .. 49
6. La funcion Zeta de Riemannl 53
b.l. Introducciénl. . . . . . ..o 53
H.2. Relacion con la funcion Gammal . . . . . . . ..o o 0oL Lo L 55
3. La ecuacion funcionall . . . . . . .. ..o oL 58
[p.4. Relacion con 7w(x)[. . . . . . ... 66
[5.5. TLos ntimeros de Bernoullil. . . . . . . ... ... 000000 67
[6. La funcion Zeta y las funciones aritméticas| 73
[6.1. Funciones arftméticasl . . . . . . .. .. .. ... ... 73
[6.1.1. La funcién o de kuler| . . . . . .. ... .. ... 73

[6.1.2.  La tuncion de Mobius ¢ . . . . . . . . ... 75

[6.1.3. La tuncion de Mangoldt Al . . . . . .. ... .. .. ... ... 76

6.1.4. La funcion de Liouville Al . . . . . . .. ..o 000000 7

[6.1.5. La funcién divisor o, . . . . . . . . . ... ... 78

[6.2. La convolucién de Dirichlet| . . . . .. .. .. ... ... 78
[6.2.1.  El grupo de las funciones aritméticas| . . . . . . . . . .. .. .. 78

[6.2.2.  El subgrupo de las funciones multiplicativas| . . . . . . ... .. 81

[6.3. La funcidon Zeta v las funciones aritméticas| . . . . . . . . . . . .. ... 84

[6.3.1. La tfuncion Zeta y la funcion ¢ de Euler|. . . . . .. .. ... .. 85




INDICE GENERAL

[6.3.2.  La tuncion Zeta y la funcion p de Mobius|. . . . . . . . ... ..

[6.3.3. La tuncion Zeta v la funcion A de Mangoldt| . . . . . . . .. ..

[6.3.4. La tuncion Zeta y la funcion de Liouville A/ . . . . . . . . .. ..

[6.3.5. La tuncion Zeta y la funcion divisor o, . . . . . . . . ..o

[6.3.6. Otras igualdades| . . .

[7. La hipo6tesis de Riemann|

[7.3.2. La conjetura de Mertens| . . . . . . . . ... ... ... .....

[7.3.3. La conjetura de Poélyal

IT1

86
86
87
87
88

91
92
95
99
99
103
107

111






Abstract

The Swiss mathematician Leonhard Euler started the study of the Gamma function
when he became interested in the problem of finding a function who maps the non
negative integers to the factorial numbers. Gauss also studied the Gamma function,
being the first mathematician who thought this function as a complex valued function.
Because of the contribution of these mathematicians, the function we are studying is
often called Fuler-Gauss function. However, the Gamma function is not the only
function that generalises the factorial, indeed, there are infinitely many of them. It
would not be until the beginning of the XX century that the Danish mathematicians
Harald Bohr and Johannes Mollerup distinguish the Gamma function from the rest
as the unique generalization of the factorial which is log-convex.

It was also Euler the one who started the study of the function that is nowadays
known as Riemann Zeta function, but he only was interested in it as a real valued
function. Euler was capable of finding a link between the Zeta function and the prime
numbers. This is known as the Euler product for the Riemann Zeta function. In 1859,
the German mathematician Bernhard Riemann published a paper where he stated for
the first time in history the Riemann Hypothesis. In this paper he shows that the
prime number theorem follows from the Hypothesis. This problem is still unsolved,
being the problem who has drawn the most attention from the mathematicians after
Riemann. The famous mathematician David Hilbert was asked once what would be
the first thing he will do if, like Barbarrosd] he awakes after been 500 years sleeping.
His answer was asking if someone had proved the Riemann Hypotehsis.

In this work we aim to introduce the theory of the Gamma and Zeta functions in
the real line and in the complex plane, followed by its main properties. The work is
divided into two parts, each one dealing with the previous functions. In the middle of
the work, both functions will be connected, showing the intimate bond between them.

'In the germanic popular culture, there is a myth which tells that Frederick Barbarrosa retired to
a cave in Kyffhiuser’s mountain after the Third Crusade, where he would be sleeping till Germany
request his help.
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Because of the magnitude of results that exist about these functions, it becomes
impossible to carry out a work which covers all of them. Here we will try to show a
good amount of results. All of them will be proved, except the simpler ones, which are
those who are proved in the first years of a Math Degree.



Resumen

El estudio de la funcion Gamma se remonta a la época del matemético suizo
Leonhard Euler, cuando trataba de encontrar una funciéon cuyo valor en los enteros no
negativos devolviera su correspondiente factorial. Gauss también contribuy¢ al estudio
de la funcion Gamma, siendo pionero en su estudio como funcion de variable compleja.
Por la enorme contribucion de estos matematicos, la funcion Gamma, recibe el apellido
de Fuler-Gauss. Sin embargo, la funciéon Gamma no es la tnica generalizacion del
factorial que existe, de hecho, existen infinitas. No serfa hasta principios del siglo XX
cuando los matematicos daneses Harald Bohr y Johannes Mollerup caracterizarian a
la funcién Gamma como la dnica generalizacion del factorial que es logaritmicamente
convexa.

También fue Euler el precursor de la que hoy es conocida como la funcion Zeta de
Riemann, aunque se limit6 a estudiarla como funcion de variable real. Euler fue capaz
de encontrar una relacion entre la funcion Zeta y los niimeros primos mediante lo que
hoy en dia se conoce como producto de Euler de la funcion Zeta de Riemann. En 1859,
el matematico aleman Bernhard Riemann formula por primera vez la Hipotesis de
Riemann, probando que el Teorema de los ntimeros primos es consecuencia de esta.
A dia de hoy, este problema sigue abierto, siendo el problema que mas obsesionaria a
los matemaéticos posteriores a Riemann. El propio David Hilbert dijo que, si al igual
que Barbarrojaﬂ despertara dentro de 500 anos, lo primero que haria seria preguntar
si alguien habia demostrado la Hipotesis de Riemann.

En este trabajo se pretende introducir la teoria de las funciones Gamma de FEuler-
Gauss y Zeta de Riemann tanto en la recta real como en el plano complejo, asi como sus
principales propiedades. La obra esta divida en dos partes, las cuales trataran sendas
funciones. En el ecuador del trabajo, ambas funciones seran conectadas, desvelando
asi la estrecha relaciéon que mantienen.

2En la cultura popular germénica, existe el mito de que Federico Barbarroja tras la Tercera
Cruzada se retir6 a una cueva del monte Kyffhduser, donde yaceria dormido hasta el momento en
que Alemania lo necesitara.

VII
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Debido a la enorme cantidad de resultados que existen sobre las funciones a estu-
diar, resulta imposible concebir un trabajo en el que se mostraran todas y cada una de
ellas. En este trabajo se intenta dar el mayor ntimero posible de resultados, los cuales
se demuestran todos, salvo los mas elementales, que entendemos como aquellos que se
ven en los primeros cursos de un Grado en Matematicas.



Introduccion

El texto se ha divido en 7 capitulos, donde los cuatro primeros de ellos estan
dedicados al estudio de la funcion Gamma y los tres 1ltimos a la funcion Zeta de Rie-
mann. En el Capitulo 1 se introducen los conceptos, definiciones y resultados basicos
del analisis real requerido para estudiar la funciéon Gamma. Entre ellos se encuen-
tra la definicion de funcion logaritmicamente convexa, asi como algunos resultados
relacionados con ella.

En el Capitulo 2 se introduce a la funcion Gamma en la recta real, presentandola en
su forma integral y viendo que generaliza al factorial. La cuestion ahora es ver qué tiene
de especial la funcion Gamma respecto al resto de generalizaciones del factorial. Esto
es precisamente lo que nos muestra el Teorema de Bohr-Mollerup, el cual se enuncia y
demuestra en el mismo capitulo. De este se deduce una nueva expresion de la funcion
Gamma como limite. A continuacion, se desarrolla la representaciéon como producto
infinito debida a Weierstrass, gracias a la cual podemos estudiar la derivabilidad de la
funcion Gamma, mostrando que es una funcién infinitamente derivable. Se continia
con una breve introducciéon de la funcion Beta, mostrando su relaciéon con la Gamma.
Para finalizar, usando los resultados del capitulo se muestra la soluciéon de la integral
gaussiana.

Una vez vistas las formas elementales de la funcion Gamma, el siguiente objetivo
es encontrar férmulas en las que intervenga dicha funcion. Este es el proposito del
Capitulo 3. En él, se deduce la féormula de Stirling de un modo completamente ele-
mental. Despies se demuestran la formula de duplicacién de Legendre, asi como la
mas general formula de multiplicacion de Gauss. Se deduce también la relacion entre
la funcion Gamma y la funcién seno, la cual es conocida como féormula de reflexion de
Euler. Se finaliza el capitulo resolviendo el problema de Basilea, el cual se deduce de
la propia formula de reflexion de Euler.

La funcion Gamma muestra un especial interés como funcién de variable compleja.
El Capitulo 4 comienza con una secciéon dedicada a recordar e introducir resultados
del plano complejo tales como el Teorema de factorizacion de Weierstrass, asi como
su version en forma de producto canonico. A continuacién se comienza el estudio de
la funciéon Gamma en el plano complejo, empezando con su representaciéon como pro-

IX
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ducto de Weierstrass, el cual permite ver a Gamma como una funcién meromorfa con
polos en los enteros no positivos. El concepto de convexidad no tiene mucho sentido
cuando hablamos de funciones de variable compleja, y en consecuencia, tampoco el
concepto de convexidad logaritmica. Esto nos lleva a preguntarnos si hay algo que
caracterice a la funcion Gamma en el plano complejo como generalizacion del facto-
rial. La caracterizaciéon que buscamos nos la da el Teorema de Wielandt, el cual se
enuncia y demuestra. En el resto del capitulo se comprueba que las representaciones
que tenfa la funcion Gamma en la recta real se extienden al plano complejo, tales
son las representaciones como limite y como integral paramétrica. Ademas, se intro-
ducen dos nuevas expresiones conocidas como producto de Euler y desarrollo en serie
de Mittag-Leffler. El capitulo finaliza extendiendo la formula de reflexion de Euler al
plano complejo.

La segunda parte de este trabajo da comienza en el Capitulo 5, en el cual em-
pezamos con el estudio de la funcion Zeta de Riemann. Se introduce a esta funcion
con su definicion habitual en la recta real, es decir, como una serie convergente a la
derecha del 1. Se continda extendiendo esta definicién al plano complejo, viendo que
en cierto semiplano la serie define ua funcién holomorfa. Continuamos desarrollando
el producto de Euler de la funcién Zeta, el cual nos muestra a dicha funcién como
un producto funcional donde los indices recorren el conjunto de los niimeros primos.
Despties unimos las dos funciones del trabajo mediante una ecuacion que nos permite
deducir la ecuacién funcional que extiende a la funcién Zeta a todo el plano complejo.
Tras demostrarla, vemos una ecuacién que relaciona al logaritmo de la funciéon Zeta
con la funcién contadora de primos. El capitulo finaliza con el estudio de los niimeros
de Bernouilli, los cuales nos permiten encontrar valores concretos de la funciéon Zeta,
como por ejemplo, los denominados ceros triviales.

Es indudable que la funciéon Zeta de Riemann juega un papel fundamental en la
teoria analitica de nimeros. En el Capitulo 6 hemos querido introducir los rudimentos
de esta teoria comenzando con las funciones aritméticas y la convolucion de Dirichlet,
que permite dotar de estructura de grupo a cierto subconjunto de las anteriores funcio-
nes. Se sigue con el desarrollo de las series de Dirichlet y su relacion con la convolucion
para finalmente deducir numerosas expresiones que relacionan la funciéon Zeta con las
funciones aritméticas.

No podiamos finalizar un estudio de la funcién Zeta sin hablar de la Hipotesis de
Riemann, el problema del milenio que tiene en vilo a la comunidad mateméatica desde
que Bernhard Riemann lo enunciara en 1859. En el Capitulo 7 se pretende finalizar este
trabajo estudiando la Hipotesis de Riemann. Lo comenzamos localizando en primer
lugar los ceros no triviales de la funcion, acotando la zona de busqueda a la conocida
como banda critica. Esta zona es més complicada de estudiar, debido a que la ecuaciéon
funcional que satisface la funcién Zeta no es ttil a la hora de computar la funcién en
esta region. Por ello se estudia a continuacién la extension de la funcidén Zeta a la
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banda critica haciendo uso de la funcion Eta de Dirichlet. Para finalizar, se enuncian
las conjeturas de Mertens y Poélya, las cuales se demuestra que implican la Hipo6tesis
de Riemann. Estas conjeturas fueron demostradas falsas, por ello, el trabajo finaliza
debilitando las hipotesis de estas para conseguir conjeturas que sigan implicando la
Hipotesis de Riemann.

A lo largo de la obra se muestran numerosas figuras realizadas que pretenden ayu-
dar a la compresion de ciertos conceptos, regiones del plano o funciones que se exponen
en el trabajo. Todas las ilustraciones (salvo las que se mencionan explicitamente) han
sido realizadas con los programas Mathematica, Matlab y GeoGebra.






Capitulo 1

Preliminares

Antes de entrar en materia es preciso que recordemos algunas definiciones y resul-
tados elementales tales como la definiciéon de funciéon convexa y resultados relaciona-
dos. Ademas introduciremos el concepto de convexidad logaritmica y ciertos teoremas
asociados.

1.1. Convexidad

Hay diversas maneras de definir la convexidad, todas ellas equivalentes. Nosotros
usaremos la siguiente.

Definicién. Sea I C R un intervalo, decimos que una funcién f : I — R es convexa
si para todo t € [0,1] y para todo x,y € I se verifica

A=tz +ty) < (1 =1)f(z) +tf(y)

Si la desigualdad es estricta para t € (0,1), diremos que f es estrictamente
convexa.

De la definiciéon es inmediato comprobar que la suma de dos funciones convexas en
un mismo intervalo es también convexa.

Geométricamente, una funcion es convexa en un cierto intervalo si dado cualquier
par de puntos en dicho intervalo, la cuerda que los une queda siempre por encima de
la grafica. Esto es debido a que la ecuacién de la cuerda es precisamente la ecuacion
paramétrica
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Y=Q0=t)f(x)+tf(y),
y por ello la definicion de convexidad tiene este signficado geométrico. En la Figura
se ilustra la convexidad de f(z) = e”.

{(Y:(l—ﬂx+m/
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Figura 1.1: Grafica de la funcion exponencial e”.

La convexidad ademés implica que la pendiente de la recta que une x con z es menor
que la pendiente de la recta que une x con y para todo x < z < y en el intervalo donde
la funcién es convexa. La prueba es directa por la definicién de convexidad, ya que
dado z <y y tomando ¢ = 2=7, se tiene que z = (1—t)x+ty, donde t € (0,1) siempre
que r < z < y. Entonces sin més que sustituir tenemos que

z—XT

y—=z
f) < L2 o)+ S

y restando f(z) en cada miembro se obtiene
(z —2)(f(y) = f(x))

f() = fla) < TR SRR,

f(y),

concluyendosé asi que
1)~ f@) _ 1) = f@)
2= o Yy—x

De hecho se puede extraer otra propiedad, y es que dado z < z < y también se
tiene que la pendiente del segmento que une x y z es menor que la pendiente del
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segmento que une z e y. Para la prueba basta restar f(y) en vez de f(x) para obtener

B (y —2)(f(z) = f(¥)
f(z) = fly) < = :

de lo que se deduce que

fly) = f@) _ fy) = f(2)
y—x T y—z
Esto en particular también nos dice que la pendiente del segmento que une x e y es
menor que la que une z e y (ver Figura .

15

10

-0.5 0 0.5 1 15 2 25

Figura 1.2: Crecimiento de las pendientes de los segmentos Tz y Ty con = < z < .

Sin més que combinar esto con lo anterior se llega a

f6) = @) _ f@) =),

z2—x y—z

Gracias a todas estas propiedades de las funciones convexas vamos a poder probar
que toda funcién convexa en un intervalo abierto debe ser continua.

Teorema 1.1. Sea f : (a,b) — R una funcion convezra en (a,b). Entonces f es
continua en (a,b).

Demostracion. Debido a las propiedades obtenidas anteriormente se tiene la siguiente
desigualdad para cada = € (a,b) y x+h < bcon h > 0:

fl@) = fla) _ flzth) - flz) ) - f@)

r—a h - b—ax
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que podemos escribirla asi:

F@) 1@ g < oy 2O =),

T —a b—=x

f@) +

9

lo que nos muestra, haciendo h — 0, que f es continua por la derecha. Procediendo
de manera anéloga se prueba también que f es continua por la izquierda. O

A continuacion mostramos la caracterizaciéon de las funciones convexas derivables
en un intervalo.

Teorema 1.2. Sea f : [a,b] — R derivable en (a,b). Si f' es creciente en (a,b),
entonces f es convexa en tal intervalo. En particular, si f" existe y f” > 0 en (a,b),
entonces f es convexa.

Demostracion. Hemos de probar que

f(L=tr+ty) < (1 —1)f(z) +1f(y)

para todo z,y € (a,b) y para todo t € (0,1). En efecto, dados z < y contenidos en
el intervalo (a,b), fijado t € (0,1) consideramos z = (1 — t)x + ty, el cual verifica
xr < z < y. Por el teorema del valor medio existen r € (z,2) y s € (z,y) de modo que

f2) = fl@)=f(r)z—2) vy fly) = f(z) = f(s)(y = 2).

Como por hipdtesis f’ es creciente, se tiene que f'(r) < f’(s). Teniendo en cuenta que
z = (1 —t)x + ty, se obtiene

(1 =0)(z—-2) =1y - 2),

y en consecuencia

A=)(f(z)=f(x)) = f'(r)(A=t)(z—x) = ['(rtly—2) < f(s)tly—2) = t(f(y)— f(2)),
luego
(1 =0)(f(z) = f(z)) <t(f(y) = [(2)),
de donde se sigue que
f(2) < =0)f(z) +1f(y)

como queriamos demostrar. O
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1.2. Convexidad logaritmica

Ahora vamos a introducir un concepto que serda fundamental para caracterizar a
la funcion Gamma. Este concepto es el de funciéon logaritmicamente convexa.

Definicion. Sea I = (a,b) C R un intervalo. Diremos que una funciéon f : I — R, con
f(z) > 0Vx € I, es logaritmicamente convexa si la funcion log(f(x)) es convexa.

Ahora veamos ciertos resultados relacionados con este nuevo concepto que nos
seran tutiles. Como es habitual, representamos por N el conjunto de los niimeros natu-
rales.

Teorema 1.3. El producto de dos funciones logaritmicamente convexas es de nuevo
logaritmicamente convexo. Una sucesion de funciones logaritmicamente convexas tiene
como limite una funcion logaritmicamente conveza, siempre que este limite exista y
sea una funcion estrictamente positiva.

Demostracion. La prueba del producto de funciones logaritmicamente convexas es
inmediata sin més que usar que la suma de funciones convexas es convexa y que
log(zy) = log(x) + log(y) para todo x,y > 0. Para el segundo apartado, supongamos
que {fn}nen es una sucesion de funciones logaritmicamente convexas que convergen
puntualmente a una funcion f estrictamente positva. Sea g, = log f,, y g = log f para
todo n € N. Como cada g, es convexa, entonces para todo n € N se tiene

gn((l - t)x + ty) < (1 - t)gn(x> - tgn(y)‘
Basta tomar limite para concluir que
g(I=t)z+ty) = lim g,((1=t)z+ty) < lm (1=t)g,(z) =tgn(y) = (1=1)g(x)+tg(y),

probandose asi la convexidad de g. O]

Ahora vamos a ver un resultado méas fuerte que el teorema anterior. En concreto,
vamos a ver que la suma de funciones logaritmicamente convexas también es logarit-
micamente convexa. Este hecho serd usado con frecuencia en el resto del trabajo.

Teorema 1.4. Sea I C R un intervalo. Supongamos f,g : I — R, y supongamos
ademds que ambas son logaritmicamente converas en I. Entonces se tiene que f + g
también es logaritmicamente convexa en 1.
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Demostracion. Sean f,g: I — R logaritmicamente convexas. Entonces f verifica para
todo x,y € I y para todo t € [0, 1] la desigualdad

log(f((1 =)z +ty)) < (1 — 1) log(f(x)) + tlog(f(y)),

que es equivalente a
F((L =t +ty) < fl2) " fly)".
Del mismo modo, la funcién g verifica

g(1=t)x +ty) < g(x)' "g(y)’

para todo z,y € I y para todo t € [0, 1].

Hemos de probar que f + g es también logaritmicamente convexa, es decir, hemos
de ver que se verifica la siguiente desigualdad para todo z,y € I y para todo ¢ € [0, 1]:

A=tz +ty) +g((1 = )+ ty) < (f(z) +9(2)) T (f(y) +9(y))"-
Entonces si conseguimos probar que

F@ ) +g9(@) " g(w)' < (f(@) + 9(@) " (f(y) + 9(y) (1.1)

habremos logrado nuestro objetivo. Dividiendo en la desigualdad por el segundo miem-
bro, se ha de probar que

f@) " f(y) +g(x) g(y)’
(f(z) +g(x) =t (f(y) +9(y)t —

)
Fijemos z € I,y sea k = f(x)+g(z). Entonces k > 0 ya que fy g son estrictamente
positivas. Tenemos que f(k) + g(k) = 1. Entonces, factorizando fy g como f(z) =ka
v g(x) = k¢ y sustituyendo en el miembro izquierdo de la desigualdad, nos queda

kl—tal—tf<y)t + k.l—tcl—tg(y)t al—tf(y)t + Cl—tg<y)t

ka4 o) (fy) +9y) (a+ ) (f(y) +9y)"
donde a + ¢ = 1. Podemos hacer lo mismo con f(y) y g(y) renombrandolas de nuevo
como f(y) = k'by g(y) = k'd con b+ d = 1. Entonces la desigualdad se reduciria a
probar

al—tbt + Cl—tdt
<1
(a+c)=t(b+d)t —
con a+c=0b+d=1. Luego lo que hay que probar se queda en
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al—tbt _|_Cl—tdt S 1.

Vamos a usar la famosa desigualdad de Young, la cual establece que, si o, 5 >0y

+ - =1con 1< p,q < oo, entonces

Q=

1
P
oP q

aff < —+ —.
p q

Altomar o = a' ™', B = b, p = 1= y ¢ = 1, lo anterior nos conduce a la desigualdad
a'~tht < (1 —t)a + tb. De manera analoga obtenemos c!~'d" < (1 —t)c + td, y usando
estas dos ultimas desigualdades llegamos a

a '+ < (1=t (a+e) +E(b+d) =1,

lo cual concluye la prueba. O

Para concluir la seccién y el capitulo vamos a dar un resultado sobre la convexidad
logaritmica de funciones definidas por medio de una integral. Para ello usaremos el
siguiente lema, que es bien conocido del céalculo integral elemental.

Lema 1.5. Si f(z) es una funcion continua en [a,b], entonces se tiene que

Teorema 1.6. Sea f : [a,b] x I — R una funcion continua, donde I es un intervalo de
R. Supongamos ademds que para cada t € [a,b] la funcidn f(t,x) es logaritmicamente
conveza respecto de x. Entonces tenemos que la funcion F(x) := fabf(t, x)dt también
es logaritmicamente conveza.

Demostracion. Usando el Lema [I.5] tenemos que
b n
b—a b—a
t,z)dt = 1i k
/af(’rc) Jim — ;f(wr - x>

: b b
y, en consecuencia, F(x) = [ f(t,z)dt es logaritmicamente convexa por el Teorema
[1.3] ya que es limite de funciones logaritmicamente convexas. O
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Es mas, si la integral fuera impropia, si existe también es logaritmicamente conve-
xa. Esto sigue del hecho de que una integral impropia es limite de integrales propias
sobre subintervalos. Entonces como dicha integral impropia es limite de funciones loga-
ritmicamente convexas, se deduce del Teorema [I.3] de nuevo, que la integral impropia
es también logaritmicamente convexa.

Nos centraremos a partir de ahora en las funciones del tipo

F(z) = / ()t tdt (1.2)

siendo ¢(t) una funcion continua y positiva en el interior del intervalo de integracion, el
cual se supone contenido en (0, +00). Supongamos que la integral converge para cada
x € I. Notemos que efectivamente, F'(x) es una funcion logaritmicamente convexa por
el teorema previamente demostrado. En efecto, para cada t € (a,b), tenemos que

log(p(t)t* 1) = log((t)) + (z — 1) logt,

la cual es una funcién lineal respecto de z, y por tanto, es una funcion convexa.



Capitulo 2

La funcién Gamma

En este capitulo vamos a introducir la funcion Gamma en el campo real y ver sus
principales caracteristicas.

2.1. Generalizando el factorial

El objetivo de esta seccion serd ver la conexion que tiene la funcion Gamma con
el factorial. El factorial esté definido sobre los niimeros naturales como n! =n - (n —
1)-(n—2)---2-1 para cualquier entero no negativo, con el convenio 0! = 1.

Nuestro problema ahora consiste en buscar una expresion que generalice al factorial
para cualquier valor real. Notemos el siguiente hecho:

/ e 't"dt =n! conn € NU{0}. (2.1)
0

La prueba de que esto es cierto vendra a continuacién. Admitiendo este hecho, tiene
sentido cambiar n por cualquier valor real, de modo que entonces tendriamos una
funcion que generalizaria al factorial. Entonces, definimos la funcion Gamma de Fuler-
Gauss como

[(x) = /000 e~ dt, (2.2)

para aquellos x € R tales que la integral converge. Se sigue pues, de la propia definicién,
que I'(n + 1) = n! para todo n € NU{0}. Parece més logico haber definido la funcion
Gamma directamente como la integral dada en , pero por motivos histéricos no
es asi. La funcién definida como la integral de cambiando n por z € R se suele
denotar como II(z), teniendose asi que II(x) = I'(x + 1), y por tanto, II(n) = nl.

En primer lugar, veamos para qué valores de x la integral converge. Estudiamos
. . T 0
primero la convergencia de fo e't® 1dt. Para > 1 es claramente convergente ya que
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el integrando esta acotado en [0,1]. Para 0 < z < 1, el integrando diverge en ¢ = 0,
pero tenemos que dado 0 < € < 1, fel e ttrldt < fsl t*~1dt, la cual es convergente
cuando € — 0, y por tanto tenemos que fol e't® 1dt es convergente para todo z > 0.

Es facil ver que la integral [~ e "t*"'dt es convergente para todo z real, compa-

rando con [, %, puesto que, por el principio de comparacion por paso al limite, se

tiene que

efttxfl
tllglo 1 =0<+00

0 . . . ,
y f1 % es convergente, luego se tiene la convergencia de la primera. Por tanto, I' esta

definida, en principio, para > 0.

Ahora vamos a ver en la siguiente proposicion el hecho que une la funcién Gamma
y el factorial.

Proposicion 2.1. La funcion Gamma verifica las siguientes propiedades:

1. T(1)=1.

2. (Propiedad reproductiva) I'(z+ 1) = 2I'(z) Vo > 0.

Demostracion. El primer apartado es inmediato pues fooo et = 1. Para el segundo

apartado procedemos a integrar por partes fj e't*dt con 0 < € < 0 para obtener

0 0
/ ettdt = —t7e |’ + o / et

Notemos ahora que limg_,o 6% = 0 = lim,_,o €"e "¢, luego nos queda I'(x + 1)
xI'(x), como queriamos demostrar.

I

Hemos de observar que gracias a esta expresion de Gamma, conociendo el valor
de I'(x) con 0 < z < 1 podemos hallar su valor en el resto de intervalos de la forma
(n,n + 1] con n € N, pues se deduce directamente la formula

Fn+z)=(@+n—-1)(z+n—-2)---(z+ 1)al'(z). (2.3)

Como consecuencia, se tiene que I'(n) = (n — 1)l y fooo e~ 't"dt = n!, o lo que es lo
mismo, I'(n 4+ 1) = n! como indicamos al comienzo del capitulo.
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La integral que define la funcion I'(x) es facil ver que es divergente para = < 0, ya
que llamando « := 1 — x, se tiene que

1 1 1 1 1
/e—ttﬂﬁ—ldt:/ e_tt—adtZ/ e—lt—adt,

donde esta tltima integral diverge cuando e — 0y a > 1. Entonces podriamos pensar
en buscar una forma de generalizar I" para valores negativos. Gracias a ({2.3)), surge de
manera natural definir I'(z) como

I'(z+n)

F(x):x(:z:+1)-~-(x+n—1) (2.4)

siempre que —n < x < —n + 1 con n € N. Cuando = es un entero negativo 6 0, la
anterior expresion no estd definida. Observemos que la expresion anterior esta bien
definida cuando = < 0 y no es un entero, pues dado —n < r < —n + 1, se tiene que
x + n esta en el intervalo (0,1).

Observacion. Notemos que debido a esta definicion, se tiene que si —n < < —n+1y
n es impar, entonces I'(z) < 0, pues en el denominador de hay un nimero impar
de productos negativos y I'(x +n) > 0 porque = +n > 0. Analogamente, se tiene que
si el n es par, entonces I'(z) > 0.

Con estos tltimos resultados nos damos cuenta de que para generalizar el factorial
bastaria con coger cualquier funcion f(x) definida en el intervalo (0, 1] con f(1) =1,
y para el resto de valores (distintos de los enteros negativos) definirla como

z(z+1)--(z4+n—1) st <0,

{ (x—1)(x—=2)---(x+n)f(x+n) siz>1

siendo n € Z tal que 0 < z +n < 1 (en concreto, n = |1 — x|, donde [-| denota
la parte entera). De esta definicion es claro que f(x + 1) es una generalizacion del
factorial. Surge de manera natural preguntarse qué es lo que distingue a la funcion I’

de todas las demas generalizaciones del factorial.

2.2. El teorema de Bohr-Mollerup

El teorema que se va a ver a continuaciéon caracteriza de forma tinica a la funcién
Gamma, ya que como vamos a ver, bajo ciertas hipotesis Gamma es la tnica funcion
que generaliza al factorial. Este hecho serd muy util para deducir ciertas relaciones
que cumple Gamma.



12 CAPITULO 2. LA FUNCION GAMMA

Teorema 2.2 (Teorema de Bohr-Mollerup). Sea f una funcion cuyo dominio D in-
cluye a todos los reales positivos y verifica las siguientes tres condiciones:

1. flx+1)=2af(x) Vo € D.
2. f es logaritmicamente conveza.
3. f(1)=1.
Entonces f es idénticamente I' en su dominio de definicion.

Demostracion. La existencia de una funcién que cumpla estas caracteristicas ya ha
sido probada, pues obviamente I' las verifica. Veamos la unicidad. Para ello, debido a
la primera propiedad, f verifica que

fe+n)=(x+n—1(z+n—-2)---(x+ Dzf(x).

Entonces bastara ver que f coincide con I' en el intervalo (0, 1] para concluir el resul-
tado.

Tomamos entonces x € (0,1). Puesto que por hipdtesis, f es logaritmicamente
convexa, se tendrd que las pendientes de las lineas que unen puntos en la grafica del
logaritmo de f son monotonamente crecientes (como ya se vio en el primer capitu-
lo). Entonces, para todo n € N con n > 2, se verifica la siguiente desigualdad que
representa este aumento de las pendientes:

log (f(n)) —log (f(n—1)) _ log(f(z +n)) —log(f(n)) _ log(f(n+1)) —log(f(n))
n—(n-—1) - (n+z)—n - (n+1)—n '

Ahora, usando que en particular f(n) = (n — 1)!, y tras simplificar usando las
propiedades del logaritmo, podemos expresar la desigualdad como

f(z+n) )

log(

(n—1)!
-N< —7
(n—1) < —"

log < log(n).

Multiplicando por = en las desigualdades obtenemos
flz+n)

o 1) <] z

(n—1)!)— og(n)",

y aprovechandonos de que el logaritmo es una funciéon monétona y multiplicando por
(n — 1)!, obtenemos la desigualdad

log(n — 1)* <log (

(n—1%n—-1! < flx+n) <n"(n—1)L
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Ahora, usando que f(x) = %, llegamos a
(n—1)*(n—1)! < fla) < n*(n —1)!
r(x4+1)---(x+n—-1) ~ “xx+1)-(x+n—1)

Por 1ltimo, reescribimos esta desigualdad como

(n—1)*(n—1)! n’n! T+n
z(z+1)---(x+n—1) < Jlw) < zlx+1)---(x+n—-1)(x+n) n

Ahora bien, las dos desigualdades que hemos probado para acotar f(x), aunque
estén escritas ambas mediante n, son independientes cada una de la otra; por tanto,
en particular, podemos cambiar n por n 4+ 1 en la desigualdad de la izquierda sin
necesidad de cambiar n en la desigualdad derecha. Con esto se obtiene

n*n! n*n! T+n

r(x+1)---(x+n—1)(xr+n) < fle) < z(x+1)---(r+n—-1)(r+n) n
(2.5)

Puesto que 1im,,_,o © = 1 para todo = € R, se llega a que

n*n!
z) = lim :
f() n—>oox($+1)"'($+n_1)(‘r+n)

Luego f(x) tiene una expresion tnica (cuando 0 < x < 1), pero I'(z) también debe
tener esta expresion puesto que verifica las hipotesis del teorema. Por lo tanto f =T
en el intervalo (0, 1] (en z = 1, coinciden obviamente gracias a la condicion tercera), y
debido a que I' queda completamente determinada por sus valores en dicho intervalo,
se concluye que f y I' coinciden en todo el dominio de f. O

Por altimo, la expresion obtenida para I' en el intervalo (0, 1] también es valida
para todos los valores donde I' est& definida, pues sustituyendo x por x + 1 tenemos
que

n®tin) nen! n

(x+D(x+2)---(x+n+1) xx(x#—l)---(:v#—n)x—l—n#—l'

Puesto que el limite del miembro derecho de la igualdad existe para 0 < = < 1,
también existe el limite del miembro izquierdo, el cual se corresponde con la expresion
de I'(z) con = + 1 en lugar de z, luego el limite existe para = € (1,2] también. En
general, ya que la igualdad anterior es cierta independientemente del valor de z, lo que
nos indica precisamente es que si existe el limite de la expresiéon en z, también existe
en = + 1. Igualmente, si existe para x 4 1, entonces también existe para x, siempre
que x # 0. Por tanto, se obtiene como consecuencia la siguiente expresion alternativa
para la funcion Gamma que se expone a continuacion.
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—3,...} se verifica

Corolario 2.3. Para todo x € R\{0, -1, -2,
o
n“n! (2.6)

F<x):nh—>nc}ox(x+l)(x+n)

2.3. Representacion de Weierstrass

Manipulando la expresion (2.6) vamos a dar una definicon alternativa de I'. Para
ello, vamos a dividir por n! la expresion tanto en el numerador como en el denomi-
nador, y emparejar los términos 1,2,...,n con los términos 1 + x,2 4+ z,...,n+x
respectivamente. Entonces la expresion a la que afecta el limite queda como
1 n®
r(14+2)(1+5H1+%)---(1+2)

Ahora, teniendo en cuenta que podemos escribir 1 como
1= ex(1+%+---+%)61(71757---75)

Y

y escribiendo n* como e*°8(")  resulta
x x x
1 Ly 1 et ez en

n’nl — ptlog(n)=l—g—-=2) = — - — —.
z(x+1)--(x+n) v 1+7 1+5 1+72
Antes de continuar, fijémomos en que al tomar limite, nos va a aparecer la famosa

constante de Fuler-Mascheroni 7, la cual se define como
—Jin >
v = lim 2 ;. logn.

El limite que define a v existe y es finito, hecho que sera probado mas adelante. Luego
tomando limite en la expresion anterior, se obtiene la expresiéon como producto infinito

(2.7)

1 en
r =e "=
(x)=e %HH

£ Y
n
la cual es llamada representacion de Weierstrass de I'.

2.4. Existencia de la constante de Euler-Mascheroni

Antes de proseguir con el estudio de la funciéon Gamma vamos a probar que en

efecto, el limite
o1
v=Jim g logn
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existe y es finito. Para ello denotamos como 5, la sucesion de sumas parciales

n

1
Sy = T log n. (n € N)
k=1

Notemos ahora que podemos escribir

logn = [log(n) — log(n — 1)] + [log(n — 1) —log(n — 2)] + - - - + [log(2) — log(1)] =

e () [ (=) e (B)]

Por tanto, podemos reescribir .5,, como
n n—1
1 k+1
Sp = E - — E log | —— |,
k=1 k k=1 ° ( k )

es decir,

La anterior es una serie de térmimos positivos. Para verlo, basta usar que log(1 +
t) <t para todo t > 0 y tomar ¢t = 1/z. Esto prueba que

1 1
——log(l—l——) > 0.
x x

Ahora vamos a proceder a acotar superiormente S,,. El desarrollo en serie de Taylor
de log(1+x) es

o0

log(1 = —1"“33—”
og(l+a) = (="',

n=1

el cual es vélido para x € (—1,1]. Por tanto, haciendo z — 1/x se deduce que

1 > 1
1 14+-) = S DL —
og (141 ) =10

n=1

para x > 1. Entonces, puesto que esto lo podemos escribir como

log (1+i> = G—%) + K(x)

donde K(x) > 0, se deduce que

1 1+1 >1 1
O — _— —_——
& x) " x 22?2
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1 1 - 1 < 1

——1lo — —.

x & x) = 2x?
Por tanto, obtenemos que

1 .1 k+1\ 1 <
5= Zrl‘)g( )<a+ Z

k=1

es decir,

lo cual prueba que S, estd acotada superiormente pues el miembro derecho de la
desigualdad converge. Asi, queda demostrado que en efecto v es un valor finito.

2.5. Derivabilidad

Ahora vamos a ver que I'(x) es indefinidamente diferenciable. Para ello vamos a
usar la expresion . Procedemos tomando logaritmos, lo cual es factible ya que
podemos suponer que x > 0 (y en consecuencia I'(z) > 0) debido a la expresion (2.3)).
Entonces tenemos

logl'(z) = —yx — logx + i (% —log (1 + %)) : (2.8)

Ahora trataremos de probar que logI'(x) es derivable, pues en ese caso tendriamos
directamente que I'(z) es derivable ya que I'(x) = €8T Podremos ver la derivada
de logT'(z) como la serie de las derivadas de los términos del miembro derecho de
, siempre que esta sea uniformemente convergente.

Asumiendo este hecho momentaneamente, al derivar término a término (2.8) nos
queda

Puesto que hemos supuesto que x > 0, la tltima serie esta acotada en cada inter-
valo (0,7] por rY o, k%, la cual es convergente. Entonces por el teorema Mayorante
de Weierstrass se tiene que la serie converge uniformemente en cada uno de esos in-
tervalos. En consecuencia, resulta que logI'(x) es derivable en cada intervalo de la
forma anterior. Ein particular, el intervalo puede ser tan amplio como se quiera, luego
se tiene la derivabilidad para todo x > 0, y por lo comentado anteriormente, I'(z) es
derivable para todo x > 0.
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Veamos ahora qué le ocurre a la segunda derivada de log'(z). Tenemos que la
serie derivada formal de lo anterior es

1 «— 1 = 1
R Dy rew i Dy w2
k=1 k=0
De nuevo esta serie es uniformemente convergente en cada intervalo de la forma (0, 7]
para cualquier r > 0, luego se deduce que logI'(x), y por tanto I'(x), es dos veces
diferenciable. De hecho, es sencillo calcular las derivadas consecutivas de esta dltima
serie. Es facil ver que la derivada n—ésima para n > 2 es

(og (@) = Y (-1 (29)

y, al igual que ocurria antes, la serie es uniformemente convergente, por lo que queda
probado que T'(z) es indefinidamente diferenciable. Anotamos que, de nuevo por (2.3))
se tiene la derivabilidad para valores negativos de x, con x no entero.

Observacion. Notemos que la derivada segunda de log I'(z) es siempre positiva donde
estd definida I'. Recordando que

f@)f"(x) — (f'(x))*

(og(f ()" = TG

se deduce aplicaAndo este hecho a I' que
D(@)I(2) — (U'(@))* > 0 = D(@)I"(2) > (['(@))* = 0,

luego se tiene que I'(x) y () son simultaneamente positivas o negativas para cada
valor de z. Se deduce que |I'(z)| es una funcion convexa por el criterio de la derivada
segunda para la convexidad.

2.6. La funcion

La funciéon S(z,y) es una funcion de dos variables que, al igual que T, viene definida
mediante una integral. Su expresion es

Bz, y) = /0 11— 1)Lt

Hemos de ver en primer lugar para qué valores de x e y la integral es convergente.
Sixz > 1ey > 1, el integrando es una funcion continua y acotada, luego la integral
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es convergente. El problema en la convergencia surge en que el integrando diverge en
t=0siz <1ydivergeent =1siy < 1. Sin embargo, es facil ver que la convergencia
se mantiene si tanto x como y son estrictamente positivas. Para probarlo procedemos
a dividir la integral en dos partes tomando 0 < e < 1/2 < § < 1 para tener

5 i s
/ "N 1=t ldt = / 71— )yt + / (1 —t)v .
€ € %

En la primera integral tenemos que (1 — ¢)¥"! esta acotado en el intervalo en el

que se define la integral, luego podemos considerar M, := méx/ (1-1)¥"1 < +oo.
0<t<1/2

Por tanto, la primera integral se puede acotar por

O]

Entonces, haciendo € — 07, se tiene la convergencia para x > 0. Para la segunda
integral se puede proceder igual, acotando t*~! por M, := méix t* ! y haciendo

1/2<t<1
60— 1.

i

: 1o
/t 'M,dt = M,—

Ahora fijémonos en qué ocurre cuando sustituimos = por x + 1 en la expresion de
B(x,y). Resulta

Al integrar por partes usando los cambios u = (ﬁ)x v dv = (1 — t)*v=1dt,
obtenemos

/j <1t—t)m(1 — )"tV ldt = — (1 t_t)m (I;Jtr);y

La parte fuera de la integral se puede simplificar como —

)

5 _ x4y rx—1
+/ z(1—1t) t 1 it
. . T+y 1—-t (1—1)2

£ (1—t)V
T+y
claro que, haciendo e — 0" y 6 — 17, esa parte queda nula. La parte derecha, tras ser

X

simplificada, queda exactamente como la expresion de f(x,y) multiplicada por praw

, con lo que queda

Acabamos de probar con esto que la funcion B(x,y) verifica

Blx+1,y) = B(z,y) (2.10)

r+y
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para todo x > 0.

Ahora, fijado y > 0, consideramos la funcién

f(x) = Bz, y)l(z +y).

Esta funcion verifica que f(x + 1) = 2 f(z) ya que

Jla+1) = fla+ Lyl +y+1) = 5w y)(e +y)le +y) = 2/ (2).

Ademsés, f(x) esta bien definida para x > 0. Es mas, de hecho también es logarit-
micamente convexa ya que I'(x 4+ y) lo es y S(z,y) también lo es como funcion de x

pues [(z,y) es de la forma fab @(t)t*"1dt con ¢(t) una funcién positiva y continua (ver
).

Ahora bien, sustituyendo x = 1 se tiene que

B(l,y) = /0 (1—t)vtdt = 1

Y

y en consecuencia se deduce que

ﬂn:§w1+w=r@»

)

Entonces ) = 1, luego si consideramos
/() Iz +y)
g(x) = 5= = Bz, y) —=—,
@) I'(y) (@) I'(y)

vemos que g(x) satisface todas las hipotesis del Teorema de Bohr-Mollerup, por lo que
se tiene que g(z) = I'(z) para todo x > 0. Esto prueba que la expresion

['(z)I'(y)

o To) (2.11)

B(x,y) =

es valida para todo z,y > 0.

2.7. Valores notables de I

Para finalizar el capitulo, vamos a ver ciertos valores de I' de especial interés que
podemos hallar.
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2.7.1. La constante de Euler-Mascheroni

En primer lugar, recordemos que

ot (@) = 10 = 1=+ 3 (1= 57 )

es decir,

(2.12)

00 1 1 ;o . .

Entonces puesto que Y7, (1 — m) es una suma telescopica de suma 1, sin méas

que sustituir z = 1 en (2.12)), se obtiene que el valor de la derivada de la funcion
Gamma en x = 1 es precisamente la constante de Euler-Mascheroni. Es decir,

(1) = —.

2.7.2. La integral gaussiana

La famosa integral, conocida como integral gaussiana,

> 2
/ e *dx
— 00

es quizas el primer ejemplo de integral definida que se ensena que no puede ser resuelta

usando la regla de Barrow, pues no posee una primitiva compuesta por funciones
) : : : —(2®+y?)

elementales. La forma més usual de evaluar esta integral consiste en integrar e

sobre todo R? mediante un cambio a coordenadas polares. Aqui lo vamos a hacer de

otra manera, usando la funciones Gamma y Beta.

Notemos que la funcién I' evaluada en x = % es
"(2)- / o
Ahora, realizando el cambio de variable v/ = u, nos queda

/ 26_“2du:/ e‘“Qdu,
0 —00
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luego

()=
r'i=|= e " du.
2 —00

La relacion (2.11) nos permite evaluar facilmente I' (%) pues tenemos para xr = %
ey = % la siguiente igualdad:

o(38) - - [ e

2

Realizando el cambio de variable ¢ = sen” u se obtiene que

™

(@) 2 s

Y puesto que sabemos que I' (%) > 0, se concluye que

1 o 2
F(ﬁ):/ e du=+/m,

de donde se deduce que ffooo e dr = VT






Capitulo 3

Relaciones importantes

En este capitulo vamos a ver algunas de las relaciones que posee la funcion Gamma,
las cuales resultan muy ttiles a la hora de calcular valores de la propia funcion.

3.1. La aproximacién de Stirling

En esta secciéon vamos a desarrollar la formula de Stirling, la cual nos da una
aproximacion de n! en términos de funciones elementales. Poder aproximar el factorial
por medio de funciones elementales es de gran utilidad a la hora de computar n!
cuando n es grande, ya que al ser el crecimiento del factorial tan rapido, se hace dificil
su calculo.

Notemos que podemos acotar tanto superior como inferiormente n! de la siguiente
manera. Puesto que la sucesion (1 + %) es estrictamente creciente y con limite e, se
tiene en primer lugar que

1 k
(14-%) <e VkeN.

k+1

También se tiene que la sucesion (1 + %) es decreciente y con limite e. Esto se

deduce estudiando la monotonia de la funcion ¢(z) = (1 + %)IH. En efecto, derivando
© respecto de x se obtiene

o'(z) = @ {log (1 - é)m - 1] ,

23
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y usando la desigualdad primera que dimos se tiene que

1 x
log(1+5) —1<log(e)—1=0,

luego ¢(x) es estrictamente decreciente para todo x > 0 y con limite e. Entonces
obtenemos la siguiente desigualdad

1 k 1 k+1
<1+E) <e< <1+E) Vk € N, (31)

la cual podemos escribir como

E1\* L B 1) A
—_— e —_— .
k k
Ahora, como la desigualdad anterior es cierta para todo & € N, evaluando en
k=1,2,...,n— 1y multiplicando se llega a

@ —— e —— s e . . nil —_— —_— e —— s e .
2 P o2 (ao ¢ ST 3 o (n

2 32 43 (n o 1)n—2 nn—l 22 33 44 (n o 1)n—1 nn
1

Simplificando se obtiene inmediatamente

L_l < en—l < n—”
(n—1)! (n—1)V

que nos conduce directamente a

en"e " < n! <en™le™ Vn e N.

Es decir, tenemos n! acotado superior e inferiormente. Este hecho nos lleva a pensar
que n! debe tener un comportamiento asintotico como el de una sucesion del tipo
n"te~™ para cierto o € (0,1). Vamos a probar a continuacién que esto es cierto.

Proposicion 3.1. Ezxiste un a > 0 tal que

nle”
Im ——=1
n—00 an"+1/2 !

es decir, nl ~ an™t1/2e=",
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Demostracion. En primer lugar nos sera util la igualdad

n+1 = 1 1
1 =2 : :
Og( n > §2k+1 (2n + 1)2FH1

La prueba de esta sigue de realizar las siguientes manipulaciones y de tener en cuenta
el desarrollo de log(1 + z) en serie de potencias cuando |z| < 1:

| n-+1 ) 2n + 2 _ 2n—|—2_ 2n B
B\ ) T % o ) T % a1 1)

1 1
1 “og (1 _
< +2n+1) Og( 2n—|—1>

I
[ =

(—1)k+1 (2n 4}; 1)~* B i<_1)k+1(_1>k (2n ‘; )" _
k=1 k=1
= p(2n+1D)7F SN (@2n+1)7F
— Z(_1) —t Z —

?‘
—_
?‘
—_

Cuando k es par vemos que los sumandos respectivos se cancelan, luego nos queda
dos veces la suma en los k impares, que podemos escribir como

=1 1
2 .
g 2k +1 (2n+ 1)%+17
como queriamos demostrar.

[ le™ o,
Denotemos por a, la sucesion —=57, la cual es positiva para todo n > 0. Podemos
considerar entonces la sucesion b, = log a,,. Calculamos ahora

nle" (n+1)le"e
b — byt = log <W) — log ((n T2 (n 4 1)) -
n+1\"?1 1 n+1
= log - ]l=(n+=]log — L
n e 2 n

Ahora, usando la igualdad que vimos al principio, se tiene que

1 & 1 1
by — busr = “) e 1=
n T Onl ("+2) ;(2k+1(2n+1)2k+1)

o0

o0

2n+1 1 1 1 1
2 kz:; 2k +1(2n + 1)2k+1 kz:; 2k +1(2n + 1)2k



26 CAPITULO 3. RELACIONES IMPORTANTES

De aqui sigue que la sucesion {b,}{° es decreciente. Como el logaritmo es una
funcion monotona, {a,}7° es también decreciente. Veamos ahora que b, esta también
acotada inferiormente. Como

o

1 1
bn - bn - )
=2 2k +1 (2n + 1)k

k=1

entonces

- 1\ & 1 g 1
by, — by — — .
+1<;(2n—|—1) ;((271—1—1)2) An(n + 1)

=1

Ahora, podemos escribir b; — b, como una serie telescoOpica para obtener

n—1 n—1 00
1 1 1
Wb = b < T Il
k=1 k=1 k=1

Mas adelante se probara que Y o, 1/k* = 7%/6. Aun sin saber el valor de la suma,
esto nos muestra que
= 1
bn > bl - Z ﬁv
k=1

es decir, b, esta acotada inferiormente.

Gracias a estos resultados se deduce que la sucesion a,, es mon6tona decreciente y
acotada inferiormente por una constante estrictamente positiva. Por ello esta sucesion
es convergente, y por tanto, existe lim,,_,. a, =: a > 0, que es equivalente a decir que

nle®

lim ——— =1.

La cuestién ahora es determinar cudl es el valor de dicha constante a. Este valor
se hallara en la siguiente seccion, en la cual se probaréd la Formula de multiplicacion
de Gauss.

3.2. Formula de Multiplicaciéon de Gauss

Vamos a aprovecharnos ahora del Teorema de Bohr-Mollerup para hallar ciertas
igualdades que involucran a la funcion Gamma.
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Fijemos un p entero positivo, y consideremos la funcion

s =wr () (50) e (75)

con x > 0. Notemos que el logaritmo de p® es una funcién lineal y por tanto su derivada
segunda es 0. Entonces p* es una funcién logaritmicamente convexa, y puesto que el
resto de factores de f(z) también son logaritmicamente convexos, deducimos que f(z)
es logaritmicamente convexa.

Ahora cambiamos x por £+ 1 en la expresion de f(z). El altimo factor se convierte
en I'(1+x/p), que, usando la propiedad reproductiva de la funcion Gamma, es lo mismo
que z/pT'(z/p). Luego tenemos que

e pr (53) o (FE) ()

es decir, f(x) satisface

flz+1)=azf(x) Vz>0.

Se deduce que f(x) satisface todas las hipotesis del Teorema de Bohr-Mollerup
a excepcion de la condicién f(1) = 1. Sea a, = f(1) para cada p € N. Entonces
@ si que verifica todas las hipotesis del citado teorema. Por lo tanto
obtenemos lapsiguiente igualdad:

p°T (f) r (x i 1) T (M) —q,I'(z) Yz >0. (3.2)

p p p

la funcién

La cuestion ahora es calcular cudl es el valor de a,, el cual al ser f(1) es

o)) ()

Para k € {1,...,p} hacemos x = k/p en la expresion (2.6). Tras algunas simplifica-
ciones, obtenemos

k nk/pn!anrl
r <—) = lim .
P n—oo k(k + p)(k +2p) - - (k + np)

Ahora multiplicamos desde &k = 1 hasta k = p la expresioén anterior. Teniendo en
cuenta que en el denominador, el factor k queda como el producto 1-2-- - p, el siguiente
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factor k+ p queda como (p+1)-(p+2)---(p+p) y asi con el resto de factores, resulta
que en el denominador queda (p+ np)!. En el numerador, queda el producto n*? que,
usando la formula de la suma de los primeros p naturales, queda n®*1/2. Entonces
nos queda la expresion para a, como el limite

n(p+1)/2 (n!)PanH-p

a, = lim 3.4
P BT G+ )l 34)
Para simplificar un poco esta tltima expresion, utilizamos el siguiente limite:
1 2
Hm(L%—)(LM—)~<L%£):L
n—00 np np np
El valor del limite es evidente. Si cada factor lo reescribimos como %‘;k para k =

1,...,p, queda que el numerador es (np + 1)(np+2)---(np+p) = %, luego el

limite se puede reescribir como

|
lfm (np+p)!

% gy

Entonces, multiplicando este limite en cada miembro de (3.4)), obtenemos
) (nt)Ppr?
= 0P () I/
Ahora bien, por la Proposicion tenemos que

n+1/2€—n np+1/26—np‘

nl~an y (np)! ~ a(np)

Sustituyendo en el limite anterior obtenemos

aPpnPte/2e=nppnp

a, = lim
p nﬁoopannp+1/2pnp+1/2€fnpn(pf1)/2

y tras simplificar nos queda que
a, = pt/2aP7t
Finalmente, tomando el caso particular p = 2 tenemos que

Ay = V2a.
Ademas, por (3.3)) tenemos que



3.2. FORMULA DE MULTIPLICACION DE GAUSS 29

luego finalmente se obtiene que a = /27 y por tanto que

a, = p1/2(27r)(p—1)/2.

Al hallar el valor de a tenemos que la formula de Stirling para n! es la siguiente.

Teorema 3.2 (Férmula de Stirling). Se tiene que n! y v/2mn™ /2™ tienen el mismo
comportamiento asintotico, es decir,

n! ~ V2rnt/2e

En el siguiente grafico podemos apreciar la precision de esta aproximacion.

x108

Grafica de Gamma(x+1) Grafica de Gamma(x+1)
Grfica de la aproximacion de Stirling a5t Gréfica de la aproximacion de Stifing
sk
4l
35F
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3 /
3r 251
oL
oL
151

ir S
05 f -

L L L L L . 0 b= — — L L L L L L .
0 05 1 15 2 25 3 10 102 104 106 108 11 112 114 116 118 12

Figura 3.1: Graficas de las funciones I'(z+1) y f(z) = V272" "/2¢" en negro y verde
respectivamente, mostradas en los intervalos [0, 3] y [10, 12] respectivamente. Como se
puede apreciar, la aproximacion es ya muy buena desde valores pequenos.

También de (3.2)) se obtiene la férmula de multiplicacion de Gauss sin mas que
sustituir la expresion que hemos hallado para a,.

Teorema 3.3 (Formula de multiplicacion de Gauss). Para todo x > 0 se da la igualdad

Q) (257 - e

Equivalentemente, haciendo el cambio x — px, se obtiene

I'(2)T (x + %) r (x + 2) T (x + p; 1) - (2;1@;2)/2P(px).
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Esta ultima expresion es la que hace llamar a esta formula més propiamente por
su nombre ya que nos da una expresion que relaciona el valor de I'(px) como producto
de funciones Gamma.

El caso particular para p = 2 recibe el nombre de formula de duplicacion de
Legendre, la cual es

r(3)r (3““ i 1) VT @) V> 0. (3.5)

2 9 ) 9e1

Haciendo el cambio z — 2z, esta formula nos conduce a

[(z)T (x + %) =2172"\/rT'(22) Vax >0,

cuya expresion da nombre a esta relacion.

Observacion. La férmula de duplicacion de Legendre se puede obtener directamente
sin hallar antes la formula de multiplicacion de Gauss. Para ello, fijando p = 2 en (3.2))

y (B-3) se tiene
1
a9 — QF (5) = 2\/%,

y por tanto

2T (g) r <“T ;L 1) — 2/ (2),

luego

r(%)r (””;rl) _ Qﬁr(g;).

3.3. La relacién entre Gamma y la funcién seno

A continuacion vamos a probar una importante ecuacion que relaciona a las funcio-
nes seno y Gamma, la cual resulta muy util debido a que de ella se derivan miltiples
igualdades.

Para hallar dicha relacién vamos a usar la misma técnica que utilizamos en la
prueba del Teorema [3.3]. Consideramos la funcion f(z) definida como

f(z) =T(x)['(1 — z)sen(mx),
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la cual solo esta definida para valores no enteros de x puesto que Gamma no esti
definida en los enteros negativos ni en 0. Si hacemos el cambio x +— x + 1 obtenemos
f(z)

~ Y

flx+1)=T(z+ )I'(—x)sen(mx + m) :ZF(x)F(l_—;/x)(—l) sen(mz) = f(x),

es decir, que f(z) es una funcion periddica de periodo T" = 1. Notemos ademas que
podemos escribir f como

fo) = 2Dy en(ma),

T

cuyo limite cuando z — 0 (usando que sen(wz) ~ 7z cuando x — 0) es 7, luego
podemos extender de manera continua la definicion de f(x) para todos los valores
reales dando el valor f(0) = 7 y en consecuencia al ser f periddica de periodo 1
asignar f(p) = 7 para todo p € Z.

Ahora consideramos la formula de Legendre en z y en 1 — x:
1 1—

r(f)r TN VT p(lE® r(1—f>:ﬁr(1—x).

2 2 2e—1 2 2

Usando estas dos tltimas ecuaciones, obtenemos:
T r+1 T x T r+1 1—=z ™
f(§>f( 2 ) J(iﬁ@ﬁ)*“(?ﬁ( 2 )F( 2 )Se“(7+§> =
T x T z+1 11—z T
=1 (5)r(i-g)sen ()T ()T (7):
5 5 sen 5 5 5 cos 5

Teniendo en cuenta ahora la formula del seno del angulo doble (sen(2a) = 2 sen(a) cos(«))
y que en la altima expresion aparecen los miembros izquierdos de las ecuaciones que
hemos obtenido con la féormula de Legendre, basta sustituir para obtener

f (g) f (.71: ;_ 1) =7l (x)I'(1 — x)sen(nzx) = 7 f(x). (3.6)

Recordemos que en el intervalo [0, 1] la funcion f(z) es positiva, luego tiene sentido
tomar logaritmos. Denotamos entonces por g(x) a la derivada segunda de la funcion
log(f(x)). Esta funcion g(x) también es periodica de periodo T' = 1 puesto que es una
composicion de f, 'y f” las cuales son periddicas. Entonces se extiende la definicion
de g(x) para todos los valores reales gracias a la periodicidad.

Seguidamente, tomamos logaritmos en el primer y tltimo miembro de la ecuacion
(3.6), y derivando dos veces se obtiene

(66 =o(57) - o
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Al ser g(x) una funciéon continua en [0, 1] y periodica, g debe estar acotada por
cierta constante M > 0, es decir, |g(z)| < M Vz € R. Entonces usando (3.7 se obtiene
la desigualdad

|()’71 <x>+ r+1 <1‘(:v>‘+1 rz+1 <M+M7M
FEN=79\g) "9\ )| =291 Taf\ "2 )= "1 T o

Es decir, |g(z)| < M/2Vz € R. Ahora, repitiendo de nuevo los pasos de la de-
sigualdad anterior n veces, se tiene que |g(z)] < M/2" Vn € Ny Vx € R, luego
necesariamente g = 0. Recordemos que g(z) era la derivada segunda de log(f(z)),
luego al ser g(x) = 0 se tiene que la derivada de log(f(x)) es una constante, asi que
log(f(x)) es una funcion lineal. Pero ademas, log(f(z)) es periddica, luego ha de ser
una constante. Entonces f(z) también tiene que ser una constante, y puesto que co-
nocemos el valor de f en los enteros, que recordemos era f(p) = 7, se tiene que f = 7.
Entonces se obtiene inmediatamente por la definicion de f(x) que

Tz)(l1-2)=— VreR\Z (3.8)

sen(mx)

A esta ecuacion se la conoce como formula de reflexion de Euler.

Observacidn. Notemos que la relacion (3.8) queda bien definida para todo = € R si la

reescribimos como -

I(1— )0 ()

debido a que cuando z tiende a p, con p € Z, ambos miembros tienden a 0, luego
cuando x € Z, queda naturalmente definida la anterior relacion.

= sen(mx)

Un hecho destacable es que no era necesario usar I'(1/2) = /7 ya que, dejando ese
valor como una constante desconocida, habriamos obtenido igualmente el resultado
deseado. Asi, también se puede calcular el valor de I'(1/2) sutituyendo en (3.8) x por
1/2, y teniendo en cuenta que I'(1/2) > 0.

3.4. El problema de Basilea

Una de las igualdades més notables a las que nos conduce (3.8) se obtiene escri-

biendo la relacién como .

—zl'(z)['(—x)

sen(mz) =
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gracias a la propiedad reproductiva de la funciéon Gamma. Sustituyendo I'(x) por la
expresion que da la representacion de Weierstrass (2.7), se obtiene rapidamente el
desarrollo del sen(mz) como producto infinito:

anter =] (1-2) o

Esta expresion nos permite dar la solucion al famoso problema de Basilea, el cual
consiste en hallar el valor de la suma ) -, # Veamos la prueba:

Si consideramos el desarrollo en serie de Taylor de la funcion

sen(mx)
T
centrado en x = 0, tenemos
2,.2 4,4
sen(mx X T
sen(mr) _ ) _TE LT L VreR
T 3! 5!

Por otro lado, utilizando (3.9) se tiene

e (5)(-9)0-5)-

Si multiplicamos, obtenemos

sen(mx) 9 11 4
- 1 =1—=7 1+—-—4+—=—4+-- ) +2%(C-)+---
T ( 4 9 ()

Entonces, puesto que ambos desarrollos son validos, comparando los coeficientes de z2
se obtiene, gracias a la unicidad de los coeficientes de Taylor, el resultado deseado:

o
1 2

— _
—~n 6

Esta es la prueba que dio Euler para el problema de Basilea. Sin embargo, el
desarrollo como producto del seno no lo prob6 rigurosamente. Euler pensé, que puesto
que los ceros de sen(mx) son todos los niimeros enteros, entonces al igual que se puede
hacer con los polinomios, podria factorizarse igualmente en este caso como producto
de sus ceros, obteniendo asi el desarrollo que antes probamos. El Teorema que da la
factorizacion de una funcién con infinitos ceros en funciéon de un producto infinito
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relacionado con dichos ceros es el Teorema de Factorizacion de Weierstrass, el cual
usaremos en los capitulos posteriores donde trataremos la funciéon Gamma desde el
punto de vista complejo.

Anotamos que existen otras soluciones al problema de Basilea. Una de ellas consiste
en considerar la serie de Fourier de la funcién x? en el intervalo [0,27) (extendida
periodicamente a R) y aplicar en 2 = 0 un adecuado teorema de convergencia. También
en el Capitulo 5 veremos otra solucion del problema de Basilea en la que intervendran
la funcion Zeta de Riemann y los ntimeros de Bernouilli.



Capitulo 4

La funcion Gamma en el plano
complejo

Para finalizar este estudio sobre la funcion Gamma, vamos a ver como podemos
extender esta funciéon al plano complejo ademés de ver las propiedades que tendra.
Para ello son necesarias ciertas nociones sobre analisis en el plano complejo que se
daran a continuaciéon. Ciertas definiciones como funcidon analitica o funcion entera se
daran por supuestas, asi como algunos resultados elementales del analisis complejo
como el Principio de Prolongacion Analitica. Las nociones que se van a exponer sobre
el plano complejo son principalmente teoremas relacionados con productos infinitos, ya
que la principal forma en la que vamos a representar a la funcion Gamma es mediante
la representacion de Weierstrass vista con anterioridad. Como veremos, esta
representacion extiende a Gamma sobre todo el plano complejo verificando ademas la
ecuacion funcional I'(z 4+ 1) = 2I'(2).

4.1. Resultados previos

Comenzamos dando primero un teorema que nos permite caracterizar cudndo un
producto infinito funcional converge a una funciéon holomorfa.

Teorema 4.1 (de Weierstrass). Sea 2 un abierto de C, {f,}>2, una sucesion de
funciones holomorfas en Q0 que converge uniformemente en compactos de €2 a cierta
funcion f:Q — C. Entonces f € H((Q).

Demostracion. Sea A tridngulo cerrado, A C (). Por el teorema de Goursat se tiene
que f A Jn(2)dz = 0 para todo n natural. Como, ademds, f, converge uniformemente

35
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a f en OA, podemos intercambiar limite con integracion, resultando que

f(z)dz = lim fn(2)dz = 0.
oA

Por otra parte, f es continua en {2 al ser limite uniforme local de una sucesién de
funciones continuas en 2. Este hecho junto con que la integral de f sobre cualquier
triangulo de €2 es nula, nos muestra que f debe ser holomorfa en €2 por el teorema de
Morera. O

Como consecuencia se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.2. Sean Q un abierto de C y {f,}>°, una sucesion de funciones holo-
morfas en Q tal que la serie >~ | fn(2) converge uniformemente en compactos de
a cierta funcion f:Q — C. Entonces f € H(Q).

A continuacién se enuncia un resultado elemental de funciones de variable com-
pleja, el cual nos asegura la analiticidad de funciones definidas mediante integrales
paramétricas bajo ciertas condiciones.

Teorema 4.3 (Analiticidad de integrales paramétricas). Sean € un abierto de C
y C C Q una curva regular. Sea F : Q — C definida por F(s) = [, f(t,s)dt, y
supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

1. La funcion s € Q — f(t,s) es analitica para todo t € C.
2. La funcion t € C'+— f(t,s) es medible para todo s € Q.

3. Eziste g : C — R con [, g(t)dt < +oo tal que |f(t,s)| < g(t) para todo t € C' y
para todo s € €.

Entonces F € H(Q).

Recordamos ahora un resultado que nos seré ttil para probar (4.5)).

Teorema 4.4. Sea f una funcion entera que no tiene ceros en C. Entonces [ se puede
escribir como

fl2)=¢'®  (2€C)

donde g(z) es una funcion entera.
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Ahora vamos a dar el resultado central de esta seccién, el cual serd demostrado
parcialmente debido a que la segunda parte de la prueba es esencialmente la misma
que la del Teorema que se da a continuacién del Teorema de Factorizacion de
Weierstrass.

Teorema 4.5 (Teorema de factorizacion de Weierstrass). Sea f una funcion entera
que tiene una sucesion infinita de ceros ai,as,...,ag,... no nulos que tienden a oo,
donde cada cero aparece tantas veces como indica su multiplicidad, y sea \ el orden de
su cero en el origen si tuviera. Entonces existe una funcion entera g tal que f admite
la siguiente expresion en todo C:

@ A T 12 oo (2 &
f(z)=e z g( an) exp(a + +nag

n

Demostracion. La convergencia uniforme del producto que aparece es inmediata imi-
tando la prueba del teorema que se da a continuacion, ya que en dicho teorema, el p es
fijo, mientras que aqui el n es variable en cada factor. Una vez supuesto demostrado
este hecho, la funcion

= z z "
st ap a, na®

es entera con los mismos ceros que f, luego el cociente %

ceros, y por lo tanto, se puede escribir como

f(2) — 92
(2)

es una funcién entera sin

~—|—

Y

siendo ¢(z) una funcién entera. O

Teorema 4.6 (Producto canonico). En las condiciones del Teorema sip es el
mayor entero no negativo para el cual la serie

S
n=1 |6Ln|p

diverge. Entonces existe una funcion entera g tal que f puede ser representada como

> p
_ o) A 1- =), Zoe 2 )
f(z)=e 2 }_[1( Cln) exp( +-t+—

an pan

Esta representacion es conocida como producto candnico de f.
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Demostracion. Basta probar que el producto que aparece define una funciéon entera,
va que la existencia de g quedé probada en [4.5] Dado K compacto de C, existe R > 0
tal que |z| < R para todo z € K. Como la sucesion {a,}°, tiende a oo cuando n
tiende a oo, existe N € N de modo que |a,| > 2R para todo n > N. A partir de
estos valores se tendréa entonces que |z/a,| < 1/2. Con todo esto en cuenta, podemos
escribir el producto como

I((5) oo (i) oo [ S (5 (i) o

El logaritmo que aparece es el principal y aunque en general no es cierto que log(ab) =

log(a) + log(b) en C, es sencillo ver que cuando a y b tienen parte real positiva si
se verifica la igualdad. En nuestro caso, por la eleccion de N, las mantisas de los
logaritmos que tenemos en la tdltima suma estan en el el disco 1 + %]D), luego en
particular tienen parte real positiva.

Para cada término de la suma, teniendo en cuenta que

2z z 2P Pan
log (1— =) =-Z .- = — D
ap . pan  (p+1)ah’

resulta que

Z p—l—k anak

k=1

log (1 — —) +—+-
ap Qp, pan

Se sigue de la desigualdad triangular que el anterior término estd acotado por

9]
k=1

2Pk

(p + k)ahak -

p+l |Z|k Rpt+1 .1 Rpt+1

y4
= < N o=
Bkt D S Japrt 2 2~ Za

Qn

k=0

Puesto que la serie > 1/]a,[P™" converge por hipotesis, gracias a la cota anterior
se obtiene que la serie

> z z ZP
log(1——= ]+ =+ -+
n=N an a’n pan

converge uniformemente en K, y por el Teorema [4.1], dicha funcion define una funcion
entera, y por tanto su exponencial es asimismo una funciéon entera. En consecuencia,
el producto define una funciéon entera al ser un producto finito de funciones
enteras. [
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4.2. Gamma en C como producto infinito

Vimos ya en capitulos anteriores diferentes representaciones de I' sobre la recta
real. Para el plano complejo vamos a utilizar la representacién de Weierstrass, la cual

nos dara una extension de I' al plano complejo

0 z/n

1 e
r =e = | | .
(z) =€ x 1+

n=1

Recordatorio. Recordemos que la expresion de Weierstrass de Gamma es

En primer lugar, por el Teorema podemos ver que la funcion

G(z) := ﬁ (1 + %) e *m

n=1
define una funcion entera, ya que la sucesion de ceros de esa funcion es {—n}>2 | y es
o0 p 3 —
claro que el mayor entero para el cual la serie > > | 1/|a,|P diverge es p = 1.

Consecuentemente, la funcion 1/T°(z) es una funciéon entera con ceros simples en los
enteros negativos y el cero. Por lo tanto, se deduce que I'(z) es una funcién meromorfa

en C con polos simples en dichos puntos, y que esta representada por el producto

z/n

— _H e

Gracias a esta representacion, se pueden obtener algunas propiedades interesantes

que enunciamos a continuaciéon

Proposiciéon 4.7. Si z = x + iy, se verifican
-1,...}.

1. [T(z +iy)| < |T(x)| para todo z = x + iy € C\{0
}. y por tanto, [T'(Z)] = [T'(2)].

2. I'(Z) =I'(2) para todo z = x + iy € C\{0, —
Demostracion. Ambas propiedades se siguen directamente de la definicion

|€x/n 2y/n|

1
Tz +iy)| = e e <
IxHyIHH + (2 +iy)/n|

J:/n
= m H LT+ /] = (@)l

1. En primer lugar, tenemos que
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2. Por otra parte, resulta que

Esta ultima propiedad puede ser probada mediante el principio de reflexion de Schwarz
ya que sabemos que la funcién I' toma valores reales en todo el eje real donde esté
definida. O]

Ambas propiedades pueden apreciarse en la siguiente Figura 4.1

Figura 4.1: Valor absoluto de I' en C. By Geek3 - Own work, CC BY-SA 3.0, https://

commons .wikimedia.org/w/index.php?curid=5156881

4.3. El Teorema de Wielandt

En el Capitulo 2 vimos el Teorema de Bohr-Mollerup, el cual mostraba que la
funcion Gamma es la tunica generalizacion real del factorial bajo ciertas hipétesis. En
el plano complejo la funcion Gamma también es la tnica funcién que generaliza al
factorial asumiendo las hipotesis que ahora veremos. Esta caracterizacion es conocida
como Teorema de Wielandt.

Teorema 4.8 (Teorema de Wielandt). Sea F(z) € H(H,), donde Hy es el semiplano
{z € C: R(2) > 0}, una funcion holomorfa que verifica:

1. F(z+41) = zF(z) para todo z € Hy.


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=5156881
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=5156881
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2. F(z) estd acotada en la banda S ={z € C: 1 < R(z) < 2}.

3. F(1) = 1.
Entonces F(z) =T'(z) para todo z € H,.

Demostracion. Comenzamos definiendo la funcion G(z) = F(z) — I'(z), la cual es
holomorfa en Hy. Ademés, se tiene que

Gz+1)=F(z+1)—T(z2+1) =2F(z) — 2I'(2) = 2(F(2) = I'(2)) = 2G(2),

es decir, G(z+1) = 2G(z) para todo z € Hy. Como G(z) satisface la anterior ecuacion
funcional, se puede extender a todo el plano C como ya se hizo con la funcién Gamma.
Basta definir

G(z+n)
2(z4+1)---(z4+n—1)
siempre que —n < £(z) < —n+1. Como G(1) = 0, G(z) tiene singularidades evitables
en z = —n y por tanto, G(z) se extiende a una funcion entera. A esta extension la
seguimos llamando G(z).

Tenemos por la Proposicion 4.7 que T'(2) esta acotada en la banda S. Como F(z2)
estd también acotada en S, se sigue que G(z) estd también acotada en S.

G(z) =

Vamos a ver ahora que G(z) también es acotada en la banda Sy = {z € C: 0 <
R(z) < 1}. En primer lugar, como G(z + 1) = 2G(z), es claro que si |¥(z)| < 1
entonces G(z) es acotada en Sy. Por otra parte, si |[3(z)| > 1, se deduce también que
G(z) es acotada en Sy teniendo en cuenta que G(z) = G(z + 1)/z. Por lo tanto, G(z)
estd acotada en Sj.

Ahora definimos la funcién H(z) = G(z)G(1 — z), la cual es entera. Si z € Sy,
entonces 1 — z € Sy, por lo tanto H(z) esta acotada en Sy. Como G(z+1) = 2G(z) y
G(—z) = —G(1 — 2)/z se tiene que

Hiz+1)=G(z+1)G(—=) = —ZG(Z)@ =—-G(2)G(1 —2) = —H(2),
es decir, H(z) verifica la ecuacion funcional H(z + 1) = —H(z). Esto nos desvela que
H(z) esta acotada en todo C ya que |H(z 4+ 1)| = |H(2)|, y por lo tanto, al estar
H(z) acotada en la banda Sj también lo esté en todas las bandas comprendidas entre
dos enteros consecutivos. Al ser H(z) una funcién entera y acotada, se tiene por el
Teorema de Liouville que H(z) es una funcién constante. Como G(1) = 0, la funcion
H(z) debe ser la funcion constantemente 0. De aqui se sigue que G(z) también debe
ser la funciéon constantemente 0, y por tanto, F'(z) = I'(z) para todo z en el dominio
de F(z), como se queria demostrar. O
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Observacion. En la prueba del teorema anterior, se ha usado la reproductividad de la
funcion Gamma en el plano complejo, es decir, que I'(z 4+ 1) = 2I'(z) para z € C. Esta

propiedad no se ha probado todavia pero se hard mas adelante

Representacion de Gamma como limite

4.4.
Cuando se prob¢ el Teorema de Bohr-Mollerup, se obtuvo una expresion de I' como
limite, el cual era
n*n!
[(z)=1i
@) = T D)

}. Vamos a ver ahora que de hecho, esta expresion

valida para todo € R\{0, -1

es cierta también el plano complejo
Para verlo, basta considerar el producto parcial de la expresion de Weierstrass

m zn

-z logm

R | Fet
n

cuyo limite es precisamente I'(z). Tras separar la primera exponencial en la forma

zZn 1nezlogm mzHefz 7
e

podemos reescribir el producto como

que, tras manipularlo ligeramente queda como

B 1 ﬁ B m*m/!
2 vt 2z D) (24 m)
Luego basta hacer m — oo para obtener
n*n!
I'(z)=1U
SR R ey

}, como se queria probar.

véalida para todo z € C\{0,
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4.5. GAMMA COMO PRODUCTO DE EULER

4.5. Gamma como producto de Euler

Vamos a dar ahora otra representaciéon de la funciéon Gamma como producto in-
finito, la cual es debida a Euler. Para llegar a ella, partimos de la representacion de

Gamma como limite. Consideramos
m
1

Ahora, fijémonos en que podemos escribir m como

A | m wrn+1 mo 1
m:g n :m+1£[1 n :m+1g(1+ﬁ)'

Sustituyendo m por la anterior expresion en la formula de I';,(2) se obtiene
m \"1 ﬁ (1+24)°
z 1+2

m—+1 vt

Lp(z) =

Tomando limite en esta tltima expresion, se deduce la expresion de Gamma como

producto de Euler
L (4 3)°
I'z)=- | | -—ns 4.2
(Z) 2 vt 1 +7% ) ( )
—2,...}.

la cual de nuevo, es valida para todo z € C\{0, —1,
Una de las particularidades de la funciéon Gamma era que verificaba la ecuacion
funcional I'(z+1) = 2I'(z) para todo « real no nulo ni entero negativo. Esta propiedad
sigue siendo cierta en el plano complejo a excepcion de los puntos ya citados. Para ver
esto consideramos el producto parcial de Gamma como producto de Euler

(1+21)° (1+l)].

1+ZT+1 n

1 m
Pm(z+1):2+1H
n=1

Separando el producto y manipulando un poco se llega a
1(+7)
1+—-).
n

1 ﬁn(H%)Z'H

n+1+z vt

Fm(z+1):z+1

n=1
El segundo producto que aparece vale m + 1. Ademas, si sacamos el denominador del
L nos queda

ultimo término del primer producto e introducimos el factor 7,
-n (1 + l)z m+1
I(z+1) = s . ,
( ) H n+z m+14+z

n=1
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luego obtenemos

S+ mt 1o (1427 m+1
m(z +1) H +Z m+1—|—z_z';1_[1 1+2 m4+1+2

n=1

que es exactamente
m+1
m+1+z

Tomando limite cuando m — oo deducimos que

Co(z+1) =z2(2)

I(z+1) =zI(2)
como queriamos ver.
Observacion. Otra forma més directa de probar el resultado anterior es notar que la

funcion zI'(z) coincide con I'(z + 1) en el eje real, y por el Principio de Prolongacion
Analitica, también en el resto del plano.

Una vez probada esta propiedad, podemos ver ahora el residuo de I' en sus corres-
pondientes polos de manera sencilla usando la ecuacion funcional. Se tiene que

r
P(z) = (z+n) .
2(z+1)---(z+n—1)
Como los polos son simples, el residuo Res_,, I en —m = —(n — 1) (para cada m =

0,1,2,...) es el limite

) — m ['(z+mn) B
2%1*1811*1) FEE+n—1)= z%lf(nfl) 2z+1)---(z4+n—2)
I'(1) _ I'(1) =

—(n—1)-—(n—2)---(=1) (=) t(n—-1)! m!
Luego concluimos que el valor del residuo en los polos de la funcion Gamma es

(=D™

m)!

Res_,, I' = Ym=0,1,...

4.6. Representacion integral de I' en C

En el Capitulo 2 presentamos a Gamma mediante una integral. Vamos a ver ahora,
que dicha integral también representa a Gamma en el plano complejo.
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Teorema 4.9. En todo el semiplano R(z) > 0 se tiene que
['(z) = / e 't dt.
0
Demostracion. Consideramos la funciéon
f(z) = / e 't*dt,
0

donde la integracion se realiza sobre el eje real positivo. Se entiende que t*~! se define
como e*~11&t Reescribiendo la integral como

1 0o
f(z) = / e ' tdt + / e e,
0 1

y teniendo en cuenta que
‘e—ttz—l‘ — R

I

es claro (al igual que ya se vio en el Capitulo 2) que la primera integral es absolu-
tamente convergente siempre que $(z) > 0, y la segunda integral converge absoluta-
mente para cualquier z € C. Debido a ello, la integral es convergente en el semiplano
R(z) > 0. Ahora vamos a probar que la primera integral define una funcién holomorfa
en el citado semiplano, mientras que la segunda define una funcién entera.

Hemos de ver que F(z) := fol e~'t*~1dt representa una funcién holomorfa en el se-
miplano R(z) > 0. Es claro que la funcion e~¢*~! verifica las dos primeras condiciones
del Teorema , ya que como funcion de z y ¢ es holomorfa y continua (y por tanto
medible) respectivamente. Veamos ahora que la tercera condicién se verifica en cada
banda 0 < R(z) < 0¢ para toda oy > 0. Fijado 09 > 0 se tendra

|€7tt271‘ — e*tt%(z)fl S t%(z)fl S to‘ofl

para todo z con 0 < R(z) < g y para todo 0 < t < 1. Como

1
tUO
/ oo ldgy = —
0 0o

se verifica la tercera condicién, luego nuestra funciéon es holomorfa en cada banda
0 < R(z) < 09 < 400 y por tanto, en todo el semiplano R(z) > 0. Veamos aho-
ra la analiticidad de G(z) := floo e '*~1dt en todo el plano. De nuevo, la funcion
e t*~! verifica las dos primeras condiciones, luego falta ver la tercera. Veamos que
esta condicion se cumple en cada banda —oco < 0g < R(2) < 01 < +00. Como

=1
= — < to0,
t=0 00

lim e ¥/2¢R(=)-1 —
t—o00
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para todo z con gy < R(2) < 01, se tendra que
e ol <
para todo t > ty. Entonces se tiene que

e il Sl <t <ty,

—tpz—1| _ —t/2 —t/2,R(2)-1 < —t/2 —t/2401—1 <
e t* | = e e <e eVt _{e_t/Z St

Entonces es claro que
et < g(t) == e X + € Xt o0)

para todo z en la banda oy < R(z) < 07 y para todo t > 1y que

/ g(8)dt < +oo,
1

luego G(z) es analitica en toda banda de C, y por tanto, es una funciéon entera.

Vamos a probar ahora que la funcion f(z) anteriormente definida coincide con I'(2)
en el semiplano derecho abierto.

Comenzamos considerando la sucesion de funciones

fulz) = /On <1 — é)ntz—ldt.

Nuestro primer objetivo es probar que lim,,_,~, f.(2) = f(z) para todo z con R(z) > 0.
Esto es lo mismo que probar que

" t
lim {e‘t — (1 — —)} t*~1dt = 0,
n—oo Jg n

ya que, gracias a la integrabilidad de e ¢*~! en (0, +00), se tiene

[e.9]

lim e dt = 0.

n—oo n

Aplicando la desigualdad elemental log(1+x) < z, la cual es cierta para todo = > —1,
se tiene

t 1
14— <e/m<
L= ~1—t/n’

siempre que |t| < n. En consecuencia obtenemos las desigualdades

t\" t\"
(1+—) <el y (1——) <e .
n n
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Usando estas dos ultimas desigualdades, se deduce que

t\" t\" 2\"
) R 7 () B RO
n n n
Ahora, utilizando que la suma parcial de una serie geométrica del tipo r*, con n =
0,1,2,...es

1 — n+1
Sn:—ra
1—r

y, sustituyendo r = 1 — %7 obtenemos

Equivalentemente

£2\" 2 2 2\
Puesto que |t| < n, cada sumando de la ultima suma es menor o igual que 1, luego se
deduce que
£ 2\
() e (- 5) ] 8
n n n
Juntando todo lo anterior, se tiene la siguiente cota:
n 2 —t
et — (1—£) Ste .
n n
Finalmente, gracias a dicha cota, deducimos que

/ |:€—t _ (1 _ i):| tZ—ldt‘ S 1/ e—tt%(z)-‘rldt S l/ e_tt%(z)—i_ldt,
0 n n Jo n Jo

de donde, sin mas que hacer n — oo, se tiene lim, ., f.(2) = f(z) como queriamos
probar en primer lugar.

t2
n?

Una vez probado este hecho, basta probar que

lim f,(z) =T(2).
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En efecto, fijemos z con R(z) > 0. Realizamos el cambio de variable ¢ = nu en la
expresion de f,(2), tras el cual, tenemos que

fa(z) =n* /01(1 — u)" " du.

Si integramos por partes, tenemos que

1 1 z 1
+ E/ (1 —u)" 'uidu| = nn / (1 — )" u*du.
o ~Jo <z Jo

Si volvemos a realizar integracion por partes, se llega a que

_nn(n-1) [ )2
o) = [

_ u)nuz

luego, si repetimos este proceso n — 2 veces mas, se obtiene que

n*n! /1 -1y n*n!
u u = .
(z+1)--(z+n—-1) J, 2(z+1)---(2+n)

fn<z) = >

Tomando ahora limite, como probamos anteriormente que el limite del iltimo miembro
era precisamente I'(z), se deduce que

n*n!
=1 w(z) =1 =T
F(2) = Jim fulz) = lim s = T() (R(2) > 0)
como queriamos demostrar. O

Gracias a la representacion integral de Gamma, podemos dar una nueva expresion
de esta funcion. En ella, se representa a la funcion Gamma como la suma de una serie
y una integral parametrica. Lo interesante es que en la serie aparecen los residuos
de la funciéon Gamma en sus polos y la integral paramétrica representa una funcion
entera. A esta expresion de la funcion Gamma se la conoce como desarrollo en serie
de Mittag-Leffier.

Teorema 4.10 (Desarrollo de I' en serie de Mittag-Leffler). Se verifica la igualdad

Fz) =" ‘ny((gi)—nn) + /1 ) e 't dt,

n=0

para todo z € C\{0,—1,-2,...}.
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Demostracion. De la representacion integral de Gamma se sigue que
1 00
['(z) = / ettt —|—/ e 7t (R(z) > 0).
0 1

Denotamos por ¢(z) la primera integral del miembro derecho de la anterior igual-
dad. Si ahora reescribimos e~ por su desarrollo en serie de potencias, se tiene

o(z) = /01 g {(—1)“%] -t

Integrando término a término la expresion anterior, resulta que
— (=1)" /1 T — (="

= i t"TET Nt = _—

#(2) ; n' Jo ; nl(z +n)’

que es valida siempre que R(z) > 0. Sin embargo, esta serie es absolutamente y unifor-
memente convergente en compactos de C\ {0,—1,—2,...}. Por ello, ¢(z) representa
una funciéon meromorfa en C con polos en los enteros negativos y el 0.

Es claro que
['(z) —¢(z) = / et
1
en el semiplano R(z) > 0, por tanto, se obtiene asi que
- (=" / R
I'z) = —— + e ‘ttTdt
(2) ; nl(z+n) 1

en el citado semiplano. Sin embargo, ¢ es una funciéon meromorfa en C y la dltima
integral es una funcién entera. Se sigue del Principio de Prolongacion Analitica que
la igualdad anterior es valida en la interseccion de los dominios de I' 'y ¢, es decir, en
C\ {0,—1,-2,...} como queriamos demostrar. ]

4.7. La relacion entre Gamma y la funcién Seno en

C

Nuestro objetivo en esta seccion, serd probar que la ecuacion (3.8) se extiende a
todo C.
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Al final del Capitulo 3, se prob6 que para todo x € R se da la igualdad

sen(m _mH(1——>.

Esta factorizacion del seno como producto resulta ser valida también para todo
z € C. Para verlo, puesto que sen(mz) y el producto

Tz ﬁ (1 — n—Z)
n=1

coinciden para todo z € R, por el Principio de Prolongacion Analitica se tendria que

i =TT (1)

n=1
para todo z € C, siempre que el producto converja uniformemente en compactos de

C.

Antes de comenzar la prueba, se utilizara la siguiente desigualdad, la cual se da en
forma de Lema.

Lema 4.11. Sea u € C tal que |u| < 1.
[log(1 4+ u)| < 2|ul.

Se verifica la desigualdad

Demostracion. Puesto que |u| < £, la funcién log(1 + u) admite el desarrollo en serie

de potencias
oo

log(1 + u) = Z(—nnﬂ%.

n=1

Ahora, acotando esta expresion, se tiene

- yr u" |ul"
osta-+ 00l = S0t < Sy ST <y
n=1 n+
obteniéndose asi el resultado deseado. O

De hecho, lo importante para la prueba es que exista una constante C' > 0 de modo
que [log(1l + u)| < C|u|. La existencia de esta constante se puede deducir facilmente
viendo que log(1 + u)/u tiene una singularidad evitable en z = 0, por lo tanto, dicha
funcién es holomorfa en cualquier compacto de D, en particular en %ﬁ, luego su modulo
estd acotado en dicha region.

Veamos ahora, que en efecto, el producto mencionado converge uniférmemente en
compactos de C, y por tanto, define una funcion entera.
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Demostracion. Dado K C C compacto, existe R > 0 de modo que |z| < R para todo
z € K. Sea Ny el menor entero estrictamente mayor que 2R; tomando n > Ng, se

tiene
p-T1(-2) T (- 2) e (5 me(1-2))

k=Np+1

Para k > Nz, se tiene que |z|?/k* < 1/4, luego aplicando el Lema para
u = 2%/k?, resulta que

n

2.

k=Np+1

22 n |Z|2 n 1

k=Np+ k=Np+1

Debido a que la suma > 1/k? < +o0, se sigue que P,(z) converge uniformemente en
K. O

Ya tenemos probado entonces que

oo 2
sen(mz) =z | | (1 - Z—2> :
n

n=1

para todo z € C.

Para relacionar la funcién Gamma con la funcién seno, partimos de la representa-
cion de Weierstrass de I'. Consideramos el producto parcial

1 - z
. 74 1 _) —z/n
T(2) e zg ( + . e ,

el cual representa una funcion entera. Se deduce que

Tomando limite en m se obtiene que

m:‘*ﬁ(“%)

El altimo producto es el mismo que aparece en la factorizacién del seno como producto
infinito, luego, tras una simple manipulaciéon se halla la relacion
s

—z2I(=2)I'(2)

= sen(7z),
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o equivalentemente
s

T(1—2)(2)

la cual es valida para todo z € C.

= sen(mz),



Capitulo 5

La funciéon Zeta de Riemann

La funcion Zeta de Riemann es quizads la funcion especial mas estudiada en el
campo complejo, debido a su relacion directa con los niimeros primos. En este capitulo
realizaremos un breve estudio de la funcion Zeta, en el cual, se relacionaré dicha funciéon
con la Gamma.

5.1. Introduccién

Comenzamos dando la definiciéon de la funcion Zeta junto con algunas de sus pro-
piedades.

Definicion. Para todo s € C con R(s) > 1, se define la funcién Zeta de Riemann
como

1
C(S) - o
nS
n=1
entendiéndose n® como e*1°8™,
Proposicién 5.1. La serie
o
1
C(s)=) —
nS
n=1

define una funcion holomorfa en el semiplano Hy = {s € C : R(s) > 1}.

Demostracion. Por el Corolario basta ver que la serie converge uniformemente en
compactos del semiplano H;. Sea K C H; compacto, existe € > 0 tal que R(s) > 1+¢

23
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para todo s € K. Puesto que

1 1 1 1 1
E - eslogn - eR(s)logn = nR(s) < nlte’ Vs € K, Vn € N,
y la serie
>
1+
n:ln :

converge para todo € > 0, se sigue del Criterio Mayorante de Weierstrass que la serie
que define a la funcién Zeta converge uniformemente en K. O]

Mostramos ahora la relacién que une a los ntiimeros primos con la funciéon Zeta de
Riemann.

Proposicién 5.2. Se verifica para todo s € Hy que

cs) = — (5.1)

peP 1 - p_
donde P denota el conjunto de los nimeros primos.

Demostracion. Para cada s € H; consideramos la funcion P, : Rt — C dada por

P =115 —1p‘5’

p<w

el cual se evaltia en los primos p menores o iguales que x. Ya que cada término del
producto anterior se puede ver como la suma de una serie geométrica de razon 1/p°,
se puede escribir Py(z) como

P =] (i p%) .

p<lz k=0

Ahora bien, Ps(x) es un producto finito, y cada uno de sus términos es una serie que se
puede comprobar facilmente que es absolutamente convergente. Por tanto, podemos
reordenar los términos de este producto como queramos sin alterar su valor. Como
cada término 1/n° se puede escribir como

1 1 1

ns ‘1115 arS
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de manera tnica, entonces podemos escribir
1
) =2 o
neA

siendo A el subconjunto de los niimeros naturales que son producto de primos menores
o iguales que x. Se deduce por tanto que

donde B es el subconjunto de los niimeros naturales que son divisibles por algin primo
mayor que x. Se sigue de este hecho que

=1 1 1
D R@ S Sm S
n=1 neB n>x

Como la serie Y00 1/n®) es convergente (ya que s € H;), se sigue que la serie
> on /0% tiende a 0 cuando hacemos tender z a infinito. Como el limite cuando
x tiende a infinito de Ps(x) es precisamente el producto

1
H]__p—s’

peP

se sigue que

oI
i peP l—p=
concluyéndose asi el resultado. O

5.2. Relacion con la funciéon Gamma

La funcion Gamma estd estrechamente relacionada con la funcion Zeta, como se
verd en esta seccion. De hecho, es posible extender la definicion de la funcion Zeta a
una funcién meromorfa en C con un polo simpe en s = 1 gracias a la funciéon Gamma.

En primer lugar, damos la primera ecuaciéon que relaciona a estas funciones.

Proposicioén 5.3. Se verifica la siguiente igualdad

F(S)C(s)—/ooo i dt

et —1

para todo s € Hy, donde se entiende que t°~1 = els~Dlost,
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Demostracion. Consideramos para cada n € N la integral

/ t5te " dt. (5.2)
0

Ya se vio en la seccion que dicha integral define una funcién holomorfa siempre
que R(s) > 1. Realizando el cambio de variable u = nt en (5.2)), resulta

e 1 [ r
/ t et = —/ u e dy = (8)
0 n* Jo n®

Por esto, sumando (5.2) en cada n € N, se obtiene

(s)Cs) =3 /0 T ey,

Podemos intercambiar el orden de la suma y la integral en la anterior expresiéon por
la convergencia absoluta. En efecto, sea o = R(s), se tiene que

Z/ t“entdt’ SZ/ 7" le™dt =T(0)¢(0),
“— 1Jo n=10

que converge para ¢ > 1. Finalmente, se sigue que

oo ts_l

I'(s)C(s) = /0 Oots—lze—mdt: /0 ot
n=1

como queriamos demostrar. O]

Este ultimo Teorema nos sirve para relacionar la funcién Zeta de Riemann con la
constante v de Euler-Mascheroni. Antes de dar el resultado, serd necesario probar el
siguiente Lema, el cual nos da una definicién alternativa de la mencionada constante.

Lema 5.4. La constante v de Fuler-Mascheroni puede ser representada como

oo 1 1
= - — =) dt.
= =e )

Demostracion. Comenzamos usando la igualdad

o 1
/ e dr = —. (5.3)
0

S
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Integramos la igualdad anterior desde s = 1 hasta s = n € N para obtener

n o0 n 1
/ / e *dxds = / —ds = logn.
1 Jo 1 S

Cambiando el orden de integracion en la anterior igualdad e integrando respecto de s,

llegamos a
/ € T = logn.
0 x

Sustituyendo s = 1,5 =2,...,s = n en la igualdad (5.3) y sumando obtenemos

n 1 00
— = / (e 4 e 2 4. 4 e ") du.
iy 0

Gracias a estas igualdades, tenemos que la sucesion a, := > ;_, 1/k —logn se puede
escribir como

n —nx

1 o0 . e
S g [T i [T
k 0 ; .

k=1

Ahora juntando las integrales y aprovechandonos de que tenemos una serie geométrica
podemos rescribir la sucesién a,, como

—X

e e
/ (ef:r: + 672x N ef(nfl)x)+efnx_
0 x x 1l—e® x x

+ dx:/ — e .
0

Tras unas breves manipulaciones y separar la integral en dos llegamos a

o 1 1 o 1 1
/ e’ ( — —) dz +/ e " (— - ) dzx.
0 l—e® =z 0 r er—1

Las dos integrales anteriores son convergentes, ya que cuando  — 0 ambos integrandos
tienden a 1/2 y las expresiones que quedan entre paréntesis en ambos integrandos estan
acotadas por una constante M en [0,400), pues cuando x — oo estas expresiones
tienden a 1 y 0 respectivamente. Con esto se deduce que

o 1 1 ° M
/ e " (— — ) dx < / e """ Mdr = —,
0 r er—1 0 n

luego tras tomar limite se obtiene

L =1 o 1 1
v toen= [ e (1_ew—;)dx

k=1

concluyendo asi la prueba. O]
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Ahora si estamos listos para probar el siguiente resultado.
Teorema 5.5. Se verifica

i (00— ) =

Demostracion. Usando la representacion integral de la funcion Gamma y teniendo en
cuenta que I'(s) /(s — 1) = I'(s — 1) y la relaciéon entre las funciones ¢ y I se tiene que

C()—L F()—/OO e dt—/oo —tts—th—/ootS—l - L1 dt
Vs 5= o et—1 0 ‘ —Jo “c\iet )"

Ahora es claro que tras tomar limite cuando s tiende a 1 se obtiene

. 1 I A 1 1 B
}sﬂ(g(s)_s—l)_/o ‘ (1_€_t—¥)dt—7

como se queria demostrar. O

5.3. La ecuaciéon funcional

A pesar que la funcion Zeta esté definida para el semiplano R(z) > 1, vamos a
ver que es posible extender analiticamente dicha funcién sobre todo C. Veremos asi,
que la funcion Zeta es de hecho una funcion meromorfa con un dnico polo en z = 1.
Para ello, hemos de probar primero otra ecuacién que relaciona a las funciones Zeta
y Gamma que nos serd de gran utilidad para alcanzar nuestro objetivo.

Proposicién 5.6. Sea p un nimero real positivo y C, el camino que consiste en
recorrer el eje real desde —oo hasta —p, luego sequir una circunferencia de radio p
alrededor del origen hasta volver a —p y finalmente recorrer el eje real desde —p hasta
—00.

En estas condiciones se verifica que, para cada 0 < p < 2w, la integral

1 s—1,z
]p(s)—T/ Z_ezdz
T Jo, 1 —e

define una funcion entera respecto de s, y ademds, se verifica

C(s) =T(1 —s)1,(s)
para todo s con R(s) > 1 y para todo p > 0.
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Re

Figura 5.1: Camino de integracion. Las semirrectas C; y C5 no se muestran sobre el
eje real para mejor comprension del camino.

Demostracion. A partir de ahora notaremos usualmente s = o + it siendo 0 = R(s) y
t = S(s). Denotaremos por C; el primer tramo, es decir, la semirecta que une —p con
oo por el eje real negativo, Cs la circunferencia de radio p, y por Cj el altimo tramo.
De ahora en adelante se notara usualmente o para referirnos a R(s) y por ¢t a I(s).
Primero veamos que I,(s) define una funciéon entera. Para cada compacto K C C
existe R > 0 tal que |s| < R para todo s € K.

En C) se tiene que z = re ™ y en (3, z = re™. Por tanto, tanto en C; como en
Cs3 tenemos que |z°71| = ro—tetmilo—14it)| = po—lednt < pR-lemR Qe deduce asi que
s—1,z

z5 e
1 —e*

T'R_IBWR«B_R T’R_leTrR

)

l—e™ e —1

o] erleﬂ'R
/ ——dr
, € — 1
converge siempre que p > 0, se tiene que las integrales a lo largo de C; y C5 convergen

uniformemente en cada compacto de C, y por lo tanto, I,(s) es una funcién entera si
p>0.

y puesto que

Para la segunda parte, hemos de probar primero que el valor de I,(s) es indepen-
diente del p escogido, es decir, hemos de probar que I,(s) = I,(s) para todo p # 7.
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Sin pérdida de generalidad, tomamos 0 < n < p. Tenemos que

1 / 257 1e? 1 25 1e? 1 257 1e?
Cp

Ip(s) = I(s)

2

=5 z X z = -
2mi 1—e? 2mi Jo, 1 —€? 2t Jo 1 — e

donde A es el camino que consiste en recorrer las circunferencias |z| = p y |2| =7 en
sentidos opuestos y el segmento que une —p y —n tanto en un sentido como en el otro.

Im

-
N

Figura 5.2: Camino de integracion A.

Teniendo en cuenta que

1 [P 5 le® 1 75 1e?
— it —
271 0 1 —e* 271 0 1—e?

dz = 0,

lo cual no es cierto en el segmento —p <t < —n perosi en n <t < p debido a la rama
escogida del logaritmo, podemos ver I,(s) — I,(s) como

1 Zs—lez

dz,

donde A* es el camino resultante de anadir el segmento n <t < p recorrido en ambos
sentidos a A. Finalmente, podemos separar la integral como la suma de dos integrales
donde los caminos de integracién son dos semicoronas.

Del teorema integral de Cauchy se deduce que ambas integrales son nulas y por
tanto, que 1,(s) — I,(s) es la funcién constante 0, y de ahi que I,(s) es independiente
de p.
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-’
N

Figura 5.3: Camino de integracion A*. En rojo el segmento anadido a A, el cual se
halla sobre el eje real.

Ahora, a lo largo de C} y C3 escribimos z = re™™ y z = re™ respectivamente.
Sobre Cy hacemos z = pe?. Tras hacer estos cambios obtenemos

p ps—1 —mi(s—1) ,—r ) 7 s—1,i0(s—1); ,,i0 ,pet? oo .s—1_mi(s—1) ,—r
2mil,(s) :/ i ‘ e’”dr—l—/ G Z'Oj ‘ d9+/ — c
1—e" 1 —ere P

oo —T
Tras una breve simplificacién nos queda
p ns—1_ —mis, —r T _ifs ,pet? o .s—1_mis —r
_ ri e ™e , eYe rire™e
2mil,(s) = —dr +ip° ——df + ——dr,
o l—eT o 1 —ere o 1—e"

y teniendo en cuenta ahora que sen(ws) = (e™ — e~ ™) /24, la igualdad anterior se
puede escribir como
61'9

. . 00 ,r,sflefr . T 6i936p
2mil,(s) :225en(7rs)/p I e_rdr+@p / md@

- -

Haciendo tender p a 0, es claro que la primera integral queda

p=0J, 1—e" 1—eT

0 ,.s—1,—7r oo .s—1 _—r
lim A / D = [(s)((s)
0

gracias a la Proposicion . Veamos ahora que al tomar limite la segunda integral
tiende a 0.
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Consideramos la funcion g(z) = e */(1 — e ?), la cual es meromorfa en el disco
|z| < 27 con un polo simple en z = 0, y por tanto, g(z)z es una funciéon holomorfa
en el disco anterior. Al ser g(z)z holomorfa en tal disco, estd acotada por una cierta
constante, digamos A. El integrando de la segunda integral es e®*g(pe'), de donde se
deduce, siempre que p < 27, que

T ifs pet?
i e e
ip® / £

i A
: < p? e _do < QWAe”‘Hp”_l,
I )

—T

luego si o > 1, tras hacer tender p a 0 se deduce que este término tiende a 0, luego se
tiene que

lim 71,(s) = sen(mws)I'(s)((s)

p—0
siempre que o > 1. Finalmente, usando que sen(ws)I'(s) = 7/I'(1 — s) y que I,(s) es
independiente de p, se obtiene

((s) = T(1 = s)1y(s)

como se queria probar. O

La férmula anterior probada para ¢ > 1 puede usarse para prolongar analitica-
mente ((s) a o0 < 1, ya que al estar bien definida sobre todo C, se deduce tras usar el
Prinicipio de Prolongacién Analitica que esta definicion de ((s) es la tnica extension
analitica sobre todo el plano.

Como 1,(s) define una funcion entera, podemos ver que los polos de ((s) seran los
polos de I'(1 — s), los cuales se dan en s = 1,2,3,.... Sin embargo, ya se prob6 que
para ¢ > 1, ((s) era holomorfa, luego el tnico punto que podria ser polo es s = 1.
Vamos a ver ahora que en efecto, ((s) posee un polo en s = 1, que ademés tiene
residuo 1.

Proposicion 5.7. La funcion ((s) es una funcidn meromorfa en C con un inico polo,
de residuo 1, en s = 1.

Demostracion. Primero separamos 1,(s) en la suma de tres integrales [;(s), I2(s) e
I3(s) como se hizo en la prueba de la anterior proposicion. Si tomamos s = n € Z, los
integrandos de I1(n) y I3(n) coinciden, por lo que I,(n) se reduce a I>(n). Entonces
para n = 1 tenemos

1 e? e” ze? i 1

Ip(l):% c2l—ede:Resol—ez:lg%l—ezzzg%_;:_l
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gracias al Teorema de los Residuos.

Ahora para hallar el residuo de ((s) en s = 1 basta evaluar el limite

lim(s — 1)¢(s) =lim —(1 — s)I'(1 — s)I,(s) =lim-I'(2—s)-(—1)=I(1) = 1.

s—1 s—1 s—1

Se deduce asi el resultado deseado. O]

Necesitaremos ahora el siguiente Lema antes de proseguir.

Lema 5.8. Sea S(r) la region de C que resulta tras quitar los discos de centro 2mni
conn=0,£1,£2 ... y radio r € (0,7). Entonces la funcion

z

(&
g(z)i 1 — e?

estd acotada uniformemente en S(r).

Demostracion. Consideramos el rectangulo agujereado

Qr) ={z e C: R(z)| < 1L,[S(2)| <, [2] = r}.

Al ser Q(r) un compacto de C y g es holomorfa en Q(r), |g| es acotado en dicha
region. Ademads, como g(z) es periddica de periodo T = 27i, se deduce que |g(z)]
estd acotada en la banda |R(z)| < 1 quitando los discos de centro 27ni, n € Z de
radio 7. Ahora basta probar que g(z) esta acotada cuando |R(z)| > 1 para concluir el
resultado. Usando la desigualdad triangular inversa se tiene

e
1 —e?

|l —e| T L= R

961 = |

Si R(z) > 1 entonces |1 — ™| =R — 1y

M) 1 1 e

< = =< = ‘
9 S S T = e ST — o1

Si R(z) < —1 entonces |1 — %) =1 — %) y

9()| € ——— < < __°
1—eR) = 1 —eRE) — 1 —e1 e—1

Como S(r) es la uniéon de la banda mencionada anteriormente y la zona |R(z)| > 1,
queda probado el resultado ya que |g(z)| esta acotada en ambas regiones. O
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Gracias a estos dos resultados previos, podremos probar la ecuacion funcional que
satisface (, la cual permite evaluarla en todo el plano en términos de la funcion T, la
funcion seno y la definicion de ((s) para o > 1.

Teorema 5.9 (Ecuacion funcional de la funcion zeta de Riemann). La funcion ((s)
verifica para todo s € C la ecuacion funcional

TS

¢(s) = 2°7° Lsen (7> (1= 8)C(1 — 5).

Demostracion. Consideramos ahora la integral

1 s—1_z
In(s) = —/C(N) S (5.4)

- 2mi 1—e2

donde C'(N), N € N es el camino siguiente mostrado en la Figura

® 2N +2)r

— i

Figura 5.4: Camino de integracion.

Hemos de probar que limy_,o In(s) = I,(s), donde I,(s) esta definido en la Propo-
sicion Para ello basta probar que la integral a lo largo de la circunferencia de radio
N tiende a 0 cuando N tiende a infinito. En esta circunferencia, tomamos z = Ne®,
con § € [—m, x]; por tanto

|Zsfl| — ’N5716i9(371)| — NofleftH < Noflerrm'
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Por el Lema le*/(1 — €%)| esta uniformemente acotado puesto que el camino de
integracion se encuentra en la region S(r). Sea A > 0 la cota de |e*/(1 — €*)[; entonces
el integrando estd acotado por AN ~1e™l. Por tanto se tiene

dz

‘ slz

< / AN"*le”'t‘\dz} = 2r AN ™,
lzj=n 1 — €7 i
Si anadimos la restriccion o < 0, es claro que la integral a lo largo de la curva tiende a 0
cuando N tiende a infinito. Cambiando s por s — 1, se deduce que limy_,o, In(1—5) =
I,(1—s) siempre que o > 1. Podemos evaluar Iy (s) gracias al Teorema de los Residuos,
ya que los polos del integrando se dan en los puntos z = 2n7i, n € N, luego resulta

1 2_562 —s5e?

[ 1-— R Tin —7

( 8) = 2mi /C(N) 1— ez Z o2 —e*
n;é()

donde el signo negativo se debe a que la curva estd recorrida en sentido negativo. Ya
que los polos del integrando son simples, podemos hallar el residuo en cada polo de la
siguiente manera:

2z %e” i N e2rin ) z — 2min 1
Resorin —— = lim (z — 27rm) = - lim — = ————,

1 — e? Z2—2min 1 — e? (277'271)8 2—omin 1 — e? (27_””)3
luego teniendo en cuenta que i~% = e~ ™%/2 e (—i)7° = ™*/2, obtenemos el valor de la
integral

6—7ris/2 N 1 ewis/2 N 1

IN<1 —8) =

@r) 2w (@) L

Como estamos asumiendo que o > 1, es claro que tras hacer tender N a infinito, y
habida cuenta que 2 cos(ms/2) = e™/2 + e~™%/2 ge tiene que

I,(1—-s)= (CQS;S)) 2 cos <%8> : (5.5)

Ahora, por la Proposicion 5.6 tenemos que I,(1—s) = I'(1—s)/{(s), luego tras realizar
esta sustitucion en (5.5)), se obtiene

<(1£(;)S> = (ég;_s))sQCOS <7r_s> .

2
Aunque la anterior ecuacion ha sido probada para o > 1, se extiende analiticamente
para todo s € C. Finalmente, cambiando s por 1 — s, y teniendo en cuenta que
cos(m(1l — s)/2) = sen(mws/2), se tiene el resultado deseado

C(s) = 2°7% ' sen (%8> (1 —s)C(1—s). O
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5.4. Relacion con 7(x)

La funciéon Zeta de Riemann juega un papel fundamental en el estudio de los
numeros primos, en concreto, con la funcion contadora de primos m(x) que cuenta
el nimero de primos menores o iguales que x. El siguiente resultado muestra esta
relacion.

Teorema 5.10. Se verifica
m(x)

1 — "\
oells) 8/2 z(z® —1) !
para todo s € Hy.

Demostracion. Recordamos que H; era el semiplano formado por los s € C con R(s) >
1. Tomando logaritmos en (5.1)) se tiene que

log((s) = —Zlog (1 — Z%> .
peP

Teniendo en cuenta que 7(n) —7(n — 1) = 1 si y solo si n es primo, podemos escribir
la tltima serie como

_;log (1—%) = —i[w(n)_ﬂ(n_l)]log (1_%)

ya que si n no es primo, entonces m(n) — w(n — 1) = 0. Por este mismo motivo, la
ultima serie puede ser expresada como

S e S A R |

La expresion que queda dentro de los corchetes es la diferencia entre la funcion f(z) =
—log(1 — 1/2°) evaluada en © = n+ 1y x = n. Gracias a esto y teniendo en cuenta
que f'(x) = m, llegamos a

- :W(n) [log (1 - ni) —log (1 - ﬁ)} - iﬂ(n) /:H ﬁd:&

n n=2

Finalmente, usando que w(z) = m(n) sin < x < n+ 1, se deduce que

iﬂ(n) /n+1 aj(%_l)dx = /:o %d@g

n=2 n

y en consecuencia el resultado. O]
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De este resultado es posible probar el Teorema de los Numeros Primos, que es
debido a De la Vallée-Poussin y Hadamard, el cual afirma que 7(x) ~ z/logx cuando
x — oo. Una prueba que usa este hecho puede verse en [17, 51-54].

5.5. Los nimeros de Bernoulli

En esta seccién vamos a calcular algunos valores de la funcion Zeta de Riemann.
Para ello, hemos de introducir lo que se conoce como ntimeros de Bernoulli.

z

Definicién. La funcién —*5 tiene una singularidad evitable en z = 0, y por tanto,
posee un desarrollo centrado en z = 0:

> o
n
p= 1:Eanz.

n=0

En estas condiciones, se definen los nimeros de Bernoulli como los elementos de la
sucesion B, = a,n! (n =1,2,...), es decir,

De manera méas general, podemos definir los polinomios de Bernoulli.

Definicién. Para cada n € N definimos el polinomio de Bernoulli de orden n como
la funcion B,, : C — C que verifica

ze™ i Bn(x)zn
ez —1 n!
n=0

para todo z con |z| < 27. De esta definicion se sigue que B, (0) = B,,.

A simple vista, los B, (z) no tendrian que ser polinomios. Vamos a probar ahora
que, en efecto, son polinomios y cémo calcularlos de forma recursiva.

Proposicién 5.11. Las funciones B,(x) son polinomios y ademds se verifica:

" By(z) = i (Z) B *

para todo n € N, y
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para todo n > 2.

Demostracion. Por definiciéon tenemos que

B e (N5 (2 2).

Multiplicando el ultimo miembro e igualando término a término la serie de potencias,
se obtiene por la unicidad de los coeficientes de Taylor que

B.(z) < By, vk
n! k! (n— k)’

k=0

luego sin més que multiplicar n! en ambos términos obtenemos

B(z) = zn: <Z> By "

como queriamos probar.

Para la segunda parte, observamos que

ze?

z = zZ .

z f: B,(1) — B,(0) n
e —1 ez—l_nzo n!

Por lo tanto, B,(0) = B,(1) para todo n > 2. Con esto en cuenta y sustituyendo
x =1 en la primera igualdad se obtiene directamente la segunda parte. O]

De la proposicion anterior se sigue la siguiente formula que nos permite hallar el
n-ésimo numero de Bernouilli.

Corolario 5.12. Para todo n € N se tiene

L e
" n+1 ’

Por tanto, los nimeros de Bernouilli son racionales.
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n| By B, (x)

0 1 1

1 —% x—%

2| ¢ @ —r+:

31 0 ® — 327 + Lo

4] —5 ot — 228 + 2% — &

51 0 a® — 22t + 20 — L

6 4—12 x6—3$5+gx4—%$2+$
7

T 7.6 7.5 _ 7.3 . &
0 T ST+ 5w gL+ &

Cuadro 5.1: Tabla de los 7 primeros ntmeros y polinomios de Bernoulli.

Gracias a esta formula es suficiente conocer By para calcular el resto de nimeros de

Bernouilli. Para calcular By basta calcular lim,_,q Usando la regla de L’Hoépital

er —1
es facil ver que este limite vale 1, por lo que By = 1.

Segiin se puede observar en el Cuadro 5.1, podriamos pensar que los términos
impares mayores que 1 de la sucesion B, son todos nulos. Esto es de hecho cierto.

Lema 5.13. Se cumple que Bs,.1 = 0 para todo n > 1.

Demostracion. Puesto que By =1y By = —1/2, se tiene que
il :1—12%— 3 &z”,
er —1 2 — 2"
es decir,
o +§Z:1+;%2n

Si denotamos por f(z) a la funcién que aparece en el miembro izquierdo de la anterior

igualdad, vemos que
z (ef+1 —z (e7+1
f@—é(ez_l) —7<e—z_1)-

De esta dltima igualdad es facil ver que f(z) es una funciéon par, y por tanto, su
desarrollo en serie de potencias en torno al origen so6lo posee términos de grado par,
probandose asi el resultado. O
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Una vez vistas algunas de las propiedades de los nimeros de Bernoulli, vamos a
ver ahora qué tienen que ver con la funcion Zeta de Riemann. Para ello, atendemos
a la integral I,(s) previamente definida, la cual, abusando de notacién nombraremos
simplemente por I(s) puesto que ya se vio que su valor era independiente de p. Por
la Proposicion [5.6] tenfamos que ((s) = I'(1 — s)I(s). Tomando s = —n, n € NU{0},
se tiene que ((—n) =T'(n+ 1)I(—n) = n!I(—n). En la prueba de la Proposicién
vimos que cuando s = n € Z, la integral I(s) se reducia a

1 —n—1_z —n—1_z
e = [ T g Re
21 |2]=p 1 —e? 1 —e?

Esto ultimo lo podemos escribir como

o0
oo RE° o Bui(1
—Resy 22 = —Resp 2z "2 Jzk,
e?—1 i

y como el residuo es por definicion el coeficiente aq en el desarrollo en serie de Laurent,

se deduce que

Bn-i-l(l)
I=m =G

para todo n > 0.

Gracias a esto, se sigue inmediatamente que

Bn—l-l(l)

(=) = - n+1 "~

El desarrollo anterior muestra la estrecha relaciéon entre la funciéon Zeta de Riemann
y los niimeros de Bernoulli, ya que nos permiten evaluar la funcion Zeta en los enteros
no positivos. Este hecho lo plasmamos en forma de teorema.

Teorema 5.14. Para todo n > 0 se verifica

% stn =0,
(=) =

_Bn+1 ;
TETosin > 1.

Demostracion. El resultado es claro para n > 1, ya que en este caso se tenia que
B,(1) = B,(0). Para n = 0, basta evaluar By(x) en = 1, y, habida cuenta que
Bi(z) =z — 1/2, se sigue el resultado. O
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Una consecuencia inmediata del Teorema anterior junto con el Lema [5.13[ es que
¢(—2n) = 0 para todo n > 1. Estos ceros son los denominados ceros triviales de la
funcién Zeta de Riemann. Otra forma de ver estos ceros es simplemente sustituir en
la ecuacion funcional. Hemos de notar que el desarrollo de la ecuaciéon funcional y el
Teorema han sido obtenidos de forma independiente. Esto nos da otra prueba del
Lema [5.13

Ya conocemos los valores de la funcién Zeta en los enteros negativos y el cero.
Gracias a la ecuacion funcional, vamos a ser capaces de conocer también qué ocurre
para ciertos enteros positivos. Nos referimos en concreto a los enteros pares positivos.
Si tomamos s = —2n + 1 (n € N) en la ecuaciéon funcional, obtenemos

C(=2n—+1) =272" x 2" gen (—mr + g) ['(2n)¢(2n).
Teniendo en cuenta que ((—2n+1) = —Bs,/2n, que I'(2n) = (2n—1)! y que sen(—nr+
w/2) = (—=1)", se llega a

2 5(am) (1) (2n — 1IC(20).

Esto nos da la prueba del siguiente resultado que enunciamos en forma de teorema.

Teorema 5.15. Para todo n € N se tiene

(27T)2ntn

Clam) = (-1 e,

es decir,

i 1 = (=1)"! (2m)" By
k2n 2(2n)!
k=1

Y por tanto, ((2n) es un nimero racional por una potencia de .

Corolario 5.16. La sucesion formada por los términos pares de los nimeros de Ber-
noulli, es decir, la sucesion { By, }5°, es una sucesion alternada.

Al final del Capitulo 3 se dio una solucion del problema de Basilea usando pro-
piedades de la funcion Gamma. El teorema anterior, no sélo nos da la solucion al
problema de Basilea, sino que nos da la suma de todos los reciprocos de las potencias
pares. Algunos de estos valores son:







Capitulo 6

La funciéon Zeta y las funciones
aritméticas

En este capitulo vamos a relacionar la funcién Zeta de Riemann con las denomina-
das funciones aritméticas. Estas constituyen uno de los pilares principales de la teoria
analitica de nimeros. Gracias a ellas seremos capaces de dar expresiones que satisface
la funcién Zeta de manera sencilla aprovechandonos principalmente de las propiedades
de grupo. Primero se verd la definicién de funcion aritmética junto con algunas de las
principales funciones aritméticas y sus propiedades. Despilies se estudiara brevemente
la convolucion de Dirichlet y finalmente se verd la conexion de esta con las series de
Dirichlet.

6.1. Funciones aritméticas

Definicién. Una funcion real o compleja se dice que es una funcién aritmética
cuando el dominio de esta es el conjunto de los ntimeros naturales.

Ahora se presenta un breve estudio sobre las principales funciones aritméticas.

6.1.1. La funcién ¢ de Euler
Definicion. Se define la funcién ¢ : N — N de Euler o funcién indicatriz de

Euler a la funcién que a cada n € N le asocia el nimero de naturales menores o
iguales que n que son coprimos con n, es decir,

o(n) =#{k € N:mcd(n, k) =1, k <n}.

73
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Primero vamos a tratar de encontrar una expresion cerrada para ¢(n). En primer
lugar, de la definicion se tiene que ¢(1) = 1. También es claro que si n es primo,
entonces ¢(n) = n — 1. Veamos qué ocurre con la potencia de un primo.

Proposicién 6.1. 5ip € N es primo y r € N entonces
() =p = =0 - ).

Demostracion. La idea es contar los niimeros que no son coprimos con p” y restarselos.
Como p es primo, los niimeros que no son coprimos con p” solo pueden ser los multiplos
de p, es decir, p,2p,...,p " 'p. Es claro entonces que hay p"~! multiplos de p, y de ahi
se sigue que p(p") = p" — p"~1, como se querfa demostrar. ]

Ahora veamos qué ocurre con p(mn), donde med(m,n) = 1.

Proposicion 6.2. Sean m,n € N tal que med(m,n) = 1. Entonces
p(mn) = @(m)p(n).

Demostracion. Definimos U,,,, como el conjunto de niimeros coprimos con mn menores
o iguales que mn, y de igual manera, U,, y U,. Lo que tenemos que ver es que #U,,, =
#U,, x U,. Pero esto lo tenemos ya que el Teorema Chino del Resto nos garantiza
que existe una biyeccion entre U,,, y U,, x U, porque m y n son coprimos. Con esto
finaliza la prueba. O

Con estas dos tltimas proposiciones ya somos capaces de dar una expresion cerrada
para ¢(n), ya que todo niimero natural posee una tnica representacion, salvo orden y
producto por unidades, de niimeros primos. Se tiene asi que para todo n € N

p(n) = Hp?'_l(pj — 1),

siendo n = pi' - - ppt.
Para finalizar, mostramos la siguiente igualdad que verifica la funcion ¢ de Euler.
Dicha igualdad resultara de gran utilidad en las secciones venideras.

Proposicién 6.3. Para todo n € N se verifica

Z o(d) =n.

din

La prueba de esta proposicion se dard mas adelante.
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6.1.2. La funcién de Mobius p

Definicion. Se define la funcién de Md&bius p(n) como sigue:

1 sin=1,

1 sin es producto de un nimero par de primos distintos,
—1 sin es producto de un namero impar de primos distintos,

0 en otro caso,

es decir, si n = p1py - - - py, entonces p(n) = (—1).

Una de las propiedades que satisface p(n) es la siguiente.

Proposicién 6.4. Para todo n € N se verifica

1 sin=1,
ZM(d):{ 0 sin>1.
dn
Demostracion. El resultado es trivial para n = 1. Supongamos que n > 1 y que
n = pi' - p. Los tinicos términos que contribuyen en la suma -, p(d) son los u(d)
con d libre de cuadrados, ya que si d no es libre de cuadrados entonces p(d) = 0. Ahora
bien, los nimeros libres de cuadrados que dividen a n son todos los posibles productos
que se pueden formar con pq,...,pr. De estos, es claro que hay (]1“) formados por un
unico primo, (];) formados por dos primos y asi sucesivamente. Como p(d) valdra 1 si
d esta formado por un nimero par de primos y —1 si d estd formado por un niimero
impar de primos, se deduce que

%M(d) =1+ (lf) (=1)+ (];)(1) ot (:)(—1)’“ = ]zk; (lj) (1Y =(1-1)F=0
por la formula del binomio de Newton. O

Finalmente vamos a ver una igualdad que relaciona a las funciones p y ¢ y que
nos seré de gran utilidad cuando veamos la convolucion de Dirichlet.

Proposicion 6.5. Para todo n € N se tiene

o(n) = > uld).

din

Demostracion. Una de las formas en las que podemos escribir ¢(n) es como

o) =3 |t .
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donde |-| denota la parte entera. Como
l |1 sin=1,
n| 10 sin>1,
tenemos gracias a la proposicion previamente probada que |1/ med(n, k)| = Z w(d),

d| med(n,k)
y en consecuencia, se obtiene

pn) =" > ud) =)D ud).

k=1 d| mcd(n,k) k=1 d|n
dlk

Ahora bien, fijado un divisor d de n, hemos de sumar sobre los enteros k que sean
multiplos de d con k < n. Entonces, escribimos k = qd, y k < n si y solo si ¢ < n/d.
Teniendo esto en cuenta, podemos escribir

n/d n/d

o) =D D p(d) =Y p(d) Y 1= uld)=,
din q=1

dln ¢=1 dn

como se queria probar. O

6.1.3. La funcién de Mangoldt A

Definiciéon. Para cada n € N se define la funcion A(n) de Mangoldt como

A(n) = logp sin =p™ para algiin primo p y algin natural m,
10 en otro caso.

La funcion de Mangoldt satisface varias igualdades interesantes por si mismas que
a su vez son de gran importancia en el estudio de la distribucion de los nimeros primos.

Proposicion 6.6. Para todo n € N se tiene

logn = Z A(d).

d|n

Demostracion. Para n =1 el resultado es trivial. Para n > 1, escribimos n = Hle pgj
y tomamos logaritmos para obtener

k
logn = er log p;.

j=1
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En la suma de A(d), los unicos sumandos no nulos se dan para los divisores d de la
forma p*,m =1,2,...,r;,y j=1,2,..., k. Con esto en cuenta se puede escribir

k T k T k
ZA(d) = Z ZA(p’]”) = Z Z logp; = er log p; = logn,
din j=1m=1 j=1m=1 j=1

completandose asi la prueba. O

Para finalizar tenemos también el siguiente resultado, el cual serd probado mas
adelante.

Proposicién 6.7. Para todo n € N se tiene

:Zy( log—: Z,u ) log d.

dln dn

6.1.4. La funcion de Liouville )\

Definicién. Se define la funcién de Liouville A(n) como

1 sin=1,
A= { (—1)r e i = i

La principal propiedad que posee la funcion de Liouville es la siguiente.
Proposicion 6.8. Para todo n € N se tiene

Z \d st n es un cuadrado perfecto,
0 en otro caso.

dn

La prueba de esta proposicion se dard mas adelante. La funcién de Liouville esti
también relacionada con la funcién de Mobius como se muestra a continuacion.

Proposicién 6.9. Para todo n € N se tiene
1 sin=1,
Z)\ u(n/d)| = {0 sin > 1.

La demostracion de esta proposicion se dard méas adelante.
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6.1.5. La funcién divisor o,

Definiciéon. Para todo n € N y para cualquier valor «a real o complejo se define la
funcion divisor o,(n) como
ga(n) =) d*

din

es decir, la suma de la a-ésima potencia de los divisores de n.

Algunos casos particulares se dan cuando o« = 0 6 a = 1. En el primer caso, oo(n)
indica el niamero de divisores de n, y en el segundo caso, o1(n) da la suma de los
divisores de n.

Podemos dar una formula cerrada para o,(n). La demostracion de esta formula se
dara en la seccion siguiente.

Proposicion 6.10. Para todo n € N y para todo o # 0 se tiene

k pa(rj-i-l) . 1

ol =11
J

Jj=1

donde n = pi'---pF. Sia =0, entonces

6.2. La convolucion de Dirichlet

A lo largo de la seccién anterior, han aparecido en numerosas ocasiones sumas
realizadas sobre los divisores de un nimero natural. Este tipo de sumas son claves
para estudiar las funciones aritméticas. Gracias a las propiedades que veremos que
poseen, seremos capaces de demostrar resultados que pueden parecer tediosos, de una
manera mucho mas sencilla.

6.2.1. El grupo de las funciones aritméticas

Definicién. Se define la convolucién de Dirichlet o producto de Dirichlet de
dos funciones aritméticas f y g como la funcién aritmetica

hn) = > fld)g (%)

dln
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Usaremos el simbolo * para denotar esta operacion. Por tanto, h = f x g.

Esta operacion guarda sorprendentes propiedades, las cuales nos permitiran cons-
truir un grupo bajo * con una parte de las funciones aritméticas.

Proposiciéon 6.11. El producto de Dirichlet es conmutativo y asociativo. Es decir,
dadas f, g, h funciones aritméticas, se verifica:

» frg=gxf

n (frg)xh=[fx(gxh)
Demostracion. La conmutativad es evidente si nos fijamos en que

(fx9)m) =Y F(d)g (Z) = D Fla)g(b).
din

ab=n

Para la asociatividad tenemos

(f*(gxh) =) fla)lg=h)®b) =) f(a) <Z g(T)h(5)> = Y fla)g(r)h(s).

ab=n ab=n rs=b ars=n

Repitiendo el mismo proceso pero para ((f * g) * h) se llega a la misma expresion,
quedando asi probado el resultado. O

Ya tenemos conmutatividad y asociativad. Nos falta encontrar un elemento neutro
y ver si es posible construir el inverso de una funciéon aritmética para poder definir un
grupo abeliano.

Por la definicion del producto de Dirichlet, si f, g son dos funciones aritméticas,
sabemos que una de las sumas que aparece siempre en la definicion de (f * g)(n)
es f(n)g(1). Con esto en cuenta, podemos definir nuestro elemento neutro como la
funcion I : N — N tal que /(1) =1y I(n) = 0 en otro caso. Con estos argumentos es
clara la vericidad del siguiente resultado.

Proposicion 6.12. Sea [ : N — N la funcion aritmética definida como

1 sin=1,
I(n)—{ 0 sin>1.

Se wverifica para toda funcion aritmética f que I x f = fxI = f. A esta funcion la
llamaremos funcion identidad.
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Ahora vamos a ver un resultado que nos permitird establecer la inversa de una
funcion aritmética bajo la multiplicaciéon de Dirichlet. Lo tinico que hemos de exigir
es que la funciéon no se anule cuando n = 1.

Proposicion 6.13. Sea f una funcion aritmética con f(1) # 0. Entonces existe una
tinica funcion =1, a la que llamaremos inversa de Dirichlet de f, tal que

f*f_lzf_l*fzj.

Demostracion. Vamos a proceder a construir f~! de forma recursiva. Para n = 1
hemos de resolver (f+f~1)(1) = I(1) = 1. Por tanto tenemos que resolver f(1)f~1(1) =
1, de lo que se deduce que f~!(1) = 1/f(1). Es por este motivo que debemos exigir
que f(1) # 0. Supongamos ahora que hemos hallado f~*(k) para k = 1,2,...,n — 1.
Para hallar ahora f~'(n) hemos de resolver (f * f~1)(n) = I(n) = 0. Esto es, resolver

n _
dlznf (5) ri@=o.
Esto ultimo lo podemos escribir como
Ff7 ) + d§|: r(5) @ =o.

d#n

Ahora basta despejar f~!(n), teniéndose asi

-1 _ 1 ny .1
f <n>——md|§;‘f(3)f (d).
d#n
0

Gracias a todos estos resultados, tenemos que el conjunto de funciones aritméticas
que no se anulan en n = 1 forman un grupo abeliano bajo la multiplicacion de Dirichlet.
Con esto, la prueba de la Proposicion surge de manera sencilla.

Demostracion de la Proposicion[6.5. Si denotamos por u(n) a la funcion aritmética
que vale constantemente 1, la Proposicion [6.4] nos dice en términos de la multiplicacion
de Dirichlet que p *u = I. Es decir, que u es la inversa de Dirichlet de u. Por otra
parte, la Proposicion nos muestra que ¢ = p* N, donde N(n) = n para todo
n € N. Con esto en cuenta se deduce que

pxu=uxpuxN=N,
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es decir, que

> p(d)=n

dln

como se queria demostrar. O]

La misma idea que hemos usado para la demostracion anterior, se puede usar para
dar el resultado general. A este se le conoce como formula de Inversion de Mdbius.

Teorema 6.14 (Formula de inversion de Mébius). Para todo par f,g de funciones
aritméticas y para todo n natural se tiene que

fn) =Y 9(d) & 9(n) = >~ F(@dn ().
din dln

o en términos de la convolucion de Dirichlet,
f=g9*xusg=[*pn

Demostracion. El resultado es claro teniendo en cuenta que u = p~1. Algo importante
a tener en cuenta es que esta formula es valida aunque f(0) =0 6 ¢g(0) = 0. O

Este resultado nos da una prueba muy sencilla de la Proposicion

Demostracion de la Proposicion[6.7 La Proposicion [6.6 nos viene a decir que Asu =
log n. Aplicando la féormula de inversion de Mébius se obtiene A = pxlogn, y teniendo
en cuenta tambien que log(n) - I(n) = 0y >, u(d) = I(n) para todo n natural se
llega

An) = Y~ p(d)log = = log(n) Y u(d) = Y u(d) log(d) = — Y u(d) log(d)
dn dn dn dn

como se queria demostrar. O]

6.2.2. El subgrupo de las funciones multiplicativas

Ahora vamos a considerar un subconjunto de las funciones aritméticas de gran
interés. Nos referimos al subconjunto de funciones multiplicativas que se introduce a
continuacion.

Definicién. Una funcion aritmética f se dice que es multiplicativa si no es idénti-
camente nula y verifica que

f(mn) = f(m)f(n)
para todo m,n € N con med(m,n) = 1. Si ademéas f verifica la propiedad anterior
para todo m,n € N, se dird que es completamente multiplicativa.
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Ya hemos visto varios ejemplos de funciones multiplicativas. La funcion ¢ de Euler
es multiplicativa como puede verse en una de sus propiedades. Es facil comprobar
también que las funciones u de Mobius y A de Liouville son multiplicativas. En con-
creto, la funcion de Liouville es completamente multiplicativa. Veamos ahora algunas
de las propiedades que poseen las funciones multiplicativas.

Proposicion 6.15. Si f es una funcion multiplicativa entonces f(1) = 1.

Demostracion. Sea f una funciéon multiplicativa. Para todo n natural se tiene que
med(n,1) = 1, por lo tanto, f(n) = f(n)f(1). Como f no es idénticamente nula,
existe algin n € N tal que f(n) # 0. Por tanto, podemos cancelar en la expresion

f(n) = f(n)f(1) para llegar a que f(1) = 1. O

Esta condicion necesaria de funcion multiplicativa es de gran utilidad para iden-
tificar funciones no multiplicativas. Por ejemplo, la funcion de Mangoldt no es multi-
plicativa ya que A(1) = 0.

La siguiente proposicién nos servira en numerosas ocasiones para encontrar expre-
siones para funciones multiplicativas y completamente multiplicativas. La prueba de
esta proposicion se sigue directamente de las definiciones de funcion multiplicativa y
completamente multiplicativa.

Proposicién 6.16. Si f(1) = 1 entonces [ es multiplicativa si y solo si verifica
fEr P = fr) - f(pi)
para todo primo p; y para todo natural r;.

St f es multiplicativa, entonces f es completamente multiplicativa si y solo si ve-
rifica

f") = f)"

para todo primo p y para todo natural r.

Para poder garantizar que el conjunto de las funciones multiplicativas forman un
subgrupo de las funciones aritméticas que no se anulan en n = 1 hemos de ver que el
producto de Dirichlet de dos funciones multiplicativas también es multiplicativa. Esto
nos lo garantiza el siguiente teorema.

Teorema 6.17. Sea f,g dos funciones multiplicativas, entonces f * g también es

multiplicativa.

Demostracion. Sean f, g dos funciones y multiplicativas y sea h = fxgy m,n € N
tal que med(m,n) = 1. Tenemos que

hmn) = 3~ fe)g () -

clmn
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Como m y n son primos relativos entre si, podemos escribir cada divisor d de n como
d = ab donde a|m y b|n. Ademés, necesariamente med(a,b) = 1y med(m/a,n/b) = 1,
por lo que podemos escribir A(mn) como

m =20 () = 325009 (3) 0 (3)

alm alm
bln bln

Finalmente, podemos reordenar la tultima suma para llegar a

> @ (S) S rwg (5) = [ o s@e (5) | 2o r®g (5) | = reminm)

alm bln alm

como se queria demostrar. O

Una utilidad inmediata de estas dos tltimas Proposiciones es la facilidad que dan
para demostrar las Proposiciones [6.8] y

Demostracion de las Proposiciones y[6-9 Sea g(n) =3_,, A(d) para todo n € N.
Notamos que g = A % u, y al ser tanto A\(n) como u(n) funciones multiplicativas se
deduce que g(n) también lo es. Por ello, basta evaluar g(p”) para p primo y r natural.
Tenemos

0 sir es impar,
1 sires par.

= SU) = 14 A A+ A0 =

d|p”

Por tanto, sin = pi' - - - p;* se tiene por ser ¢ multiplicativa que g(n) = g(p1*) - - - 9(pi*)-
Por ello, si algin r; es impar, entonces g(n) = 0, mientras que si todos los r; son pares,
entonces n es un cuadrado perfecto y g(n) = 1, concluyéndose asi el primer resultado.

Para el segundo, hemos de probar en términos de la convolucion de Dirichlet que
A« |u| = I. El resultado es claro para n = 1. Para n > 1 basta probarlo para n = p",
pero es inmediato ver que

D luld)Ap/d) = Zlu JAP) = (1) + (=1)"" =0,

d|p”

probandose asi el resultado. O

De la misma manera podemos probar la Proposicion [6.10} Para ello introducimos
la funcion aritmética N para cualquier a real o complejo tal que N*(n) = n®.
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Demostracion de la Proposicion[6.10. Es claro que N* es una funcion multiplicativa
(de hecho, es completamente multiplicativa). De la definicion de o,(n) vemos que
o =u*x N®; por tanto o(n) es una funcion multiplicativa por ser producto de Dirichlet
de dos funciones multiplicativas. Por ello tan solo nos hace falta computar o, (p") para
cada primo p y cada natural r. Tenemos entonces

D1 g #0
O_a(p'r):Zdazl_'_pr_’_an_’_'”_i_pra: riail Sia—07
dlp” -

El resultado sigue tomando n = pi* - - - pi*. O

6.3. La funcion Zeta y las funciones aritméticas

En este apartado vamos a desarrollar numerosas expresiones en las que se ven
involucradas la funciéon Zeta y las funciones aritméticas vistas anteriormente. Todo
esto es posible gracias a la conexiéon que poseen las funciones aritméticas con las series
de Dirichlet, las cuales son introducidas a continuacion.

Definicion. Las series de la forma

>

n=1

donde s € Cy f es una funcién aritmética, son conocidas como series de Dirichlet.

La funcion Zeta de Riemann es, en el semiplano en el que la serie es convergente,
la serie de Dirichlet en la cual f = u (recordamos que u es la funcién aritmética
que vale constantemente 1). Una caracteristica de las series de Dirichlet es la region
de convergencia absoluta. Esta region es siempre un semiplano del tipo R(s) > o,.
Esto es facil de ver notando que |f(n)/n®| = |f(n)|/n?, v que si la serie converge
absolutamente en algtin sy € C, entonces converge absolutamente en el semiplano
R(s) > sq. El siguiente Teorema nos muestra la relacion entre las funciones aritméticas
y las series de Dirichlet. Como siempre, denotamos o = R(s).

Teorema 6.18. Sean F(s),G(s) las funciones definidas por

I DR Y 0]

n ns
n=1

Supongamos ademds que las series que definen a F' y G convergen absolutamente en los
semiplanos o > a y o > b, donde a,b € R, respectivamente. Entonces, en el semiplano
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o > maéx(a,b), es decir, el semiplano donde ambas series convergen absolutamente, se

liene que
n
n=1

donde h = f x g.

Demostracion. En el semiplano en el que ambas series convergen absolutamente tene-

mos que
_ o~ f() - 9n) f(n
- ; ns ns Z Z nm

n=1 n=1 m=1

Como la serie converge absolutamente, podemos reordenar la serie sin cambiar su
valor. Para cada k£ € N tomamos los términos tales que mn = k, obteniendo asi

szn S (n)g(rm)

Y como ) . f(n)g(m) es otra forma de escribir (f * g)(k), se deduce finalmente
que

ks
]
Gracias a este teorema podemos establecer ciertas relaciones entre la funcion Zeta

y las funciones aritméticas previamente vistas. A continuacién se muestran algunos de
estos resultados.

6.3.1. La funcién Zeta y la funcién ¢ de Euler

Proposicion 6.19. En el semiplano o > 2 se tiene

s—l Oogp(n

ns
n=1

Demostracion. Como la funcion Zeta de Riemann es la serie de Dirichlet asociada a
la funcion u, hemos de buscar relaciones entre esta funcion y ¢. De la Proposicion
tenemos que ¢ * u = N, por lo que, usando ahora el teorema anterior, tenemos que

BC) MR DR D= !
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Teniendo en cuenta que ¢(n) < n paratodon € N, es facil ver que laserie Y2, o(n)/n’®

converge absolutamente en el semiplano o > 2. Por tanto, se concluye que para todo
s con o > 2 se tiene que

((s—1) = ¢(n)
¢(s) =2 ne 0

Observacion. Aunque la serie Y >° | ¢(n)/n® no sea convergente en todo el plano com-
plejo, se puede extender a una funciéon meromorfa gracias al resultado anterior.

6.3.2. La funcién Zeta y la funcién ; de Mobius

Proposicién 6.20. En el semiplano o > 1 se tiene
1 i pu(n)
C<S) n=1 ne .

Demostracion. Basta usar la Proposicion [6.4] la cual nos dice que p*xu = I, y usar el
Teorema sobre el producto dos series de Dirichlet para llegar a

S g =1

nS

n=1

La convergencia absoluta de la serie Y > | & 75?) en el semiplano o > 1 es trivial teniendo

en cuenta que |u(n)| < 1. O

6.3.3. La funcién Zeta y la funciéon A de Mangoldt

Proposicion 6.21. En el semiplano o > 1 se tienen las tqualdades

que
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Por otra parte, derivando término a término la serie que define a la funcion Zeta en
el semiplano o > 1 se tiene que

Es facil ver que la anterior serie es absolutamente convergente si 0 > 1. Se deduce
entonces de las dos ultimas expresiones que

¢(s) __N~Am)
C(s) 2 n

Integrando ahora término a término se deduce también que

n=2

donde la convergencia absoluta de la serie en el semiplano o > 1 es clara debido a que
A(n) < logn. O

6.3.4. La funcién Zeta y la funcién de Liouville A

Proposicion 6.22. En el semiplano o > 1 se tiene

¢(25) _ ~A)
2w

Demostracion. De la Proposicion tenemos que (X * u)(n) vale 1 si n = m? para
algin m € Ny 0 en otro caso. De esto se deduce que

CDIEL D S PEyeEh)

n=1
n=m

La convergencia absoluta de la serie >~ A(n)/n® en el semiplano o > 1 es trivial
debido a que |A(n)| < 1 para todo n € N. O

6.3.5. La funcién Zeta y la funcién divisor o,

Proposicion 6.23. Para todo o > max(1,1+ R(«a)) se tiene

(o) —a) = 3 2e)

nS

n=1
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Demostracion. Por definiciéon, o, = N x u, de lo se deduce que

> )y

n=1 n=1

«

— ((s)¢(s —a).

2|3

Ya se prob6 que la convergencia absoluta de la serie Y~ 1/n® se daba cuando R(s) >
1; por lo tanto, cambiando s — s — «, la serie convergera asbolutamente siempre que
R(s — a) > 1, es decir, siempre que R(s) > 1 + R(«a), teniéndose asi el resultado
deseado. O

6.3.6. Otras igualdades

Usando igualdades entre funciones aritméticas se pueden encontrar numerosas for-
mulas que relacionan la funcion Zeta de Riemann con series de Dirichlet. Para concluir
el capitulo, vamos a mostrar unas cuantas formulas de este tipo. Estas son:

() & )]
C(Qs)_nz:; ns
Cls) S 240

¢(2s _; ns '

Gs) S~ d(n?)
2~ 2
¢i(s

Iy

b

[\

\Cf)/\_/
I
()¢
S

S S

La funcion w(n) es la funcion aritmética que indica el namero de primos distintos que
dividen a n y d(n) es la funcion aritmética que cuenta el ntimero de dvisores de n, es
decir, d(n) = o¢(n). La primera igualdad es un caso particular de la Proposicion [6.23]
Las segunda igualdad se obtiene aplicando el Teorema [6.18| a la igualdad

(A w) * |pu] =,

que sigue de la Proposicion y la asociatividad de la convolucién de Dirichlet.

Las tres altimas igualdades se obtienen de nuevo usando el Teorema y las
igualdades

wxlp| =29 un)«2°0 =dn?) y un)xdn?) =dn)*
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Estas tres tltimas pueden probarse facilmente usando el mismo argumento que en
la demostracién de la Proposicion va que todas las funciones aritméticas que
intervienen son multiplicativas. Ademaés, no es complicado ver que todas las igualdades
son validas en el semiplano o > 1.






Capitulo 7

La hipo6tesis de Riemann

La hipotesis de Riemann es quizas el problema abierto més conocido en la actua-
lidad. El matematico Bernhard Riemann publicé en 1859 su famoso articulo Uber die
Anzahl der Primzahlem unter einer gegebenen Grésse, que se traduce como Sobre el
numero de primos menores que una cantidad dada. En este articulo Riemann comenta
que parece muy probable que todos los ceros no triviales de la funcion Zeta de Rie-
mann se encuentren sobre la recta R(s) = 1/2, pero que ha sido incapaz de probarlo.
Este enunciado es precisamente lo que se conocce como Hipotesis de Riemann.

Figura 7.1: Bernhard Riemann en 1863.

91
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7.1. Localizacion de los ceros de la funciéon Zeta

La ecuacion funcional que satisface la funcién Zeta de Riemann
TS
((s) =2 sen () T(L = s)¢(1 = 5)
nos permite encontrar los denominados ceros triviales como ya se vio en el Capitulo 5.
Basta ver que sustituyendo los valores s = —2n (n € N) en la ecuacion funcional, se
obtiene inmediatamente que ((—2n) = 0. Para el resto de valores enteros pares esto
no era cierto, pues, a pesar de que la funcién seno que aparece en la ecuacion funcional
tiene ceros simples en estos valores, la funcion ((1 — s) tiene un polo simple en s =0
al igual que la funcion I'(1 — s) en s = 2n.

La cuestion ahora es localizar el resto de ceros, es decir, los ceros no triviales. Fl
resto de términos de la ecuacion funcional no nos ayuda a localizar més ceros debido
a que ninguno de los términos distintos de la funcion seno y ((1 — s) poseen ceros. Lo
que si que nos va ayudar a detectar déonde pueden encontrarse el resto de ceros es la
expresion de la funciéon Zeta como producto funcional.

Recordamos que la funcion Zeta de Riemann satisface la igualdad

=111

peP

cuando o > 1 (recordemos que o = R(s)). Esta expresion en forma de producto
funcional nos muestra que la funcion Zeta de Riemann no se anula en el anterior
semiplano. Pero entonces, la funcion Zeta tampoco puede anularse (a excepcion de
los ceros triviales) en el semiplano o < 0 debido a la ecuacion funcional, ya que para
que (1 —s) se anulara cuando o > 1 también deberia hacerlo ((s). Esto muestra que
los ceros no triviales estan localizados en la banda 0 < ¢ < 1. De hecho, es posible
probar que la funcién Zeta tampoco se anula en la recta ¢ = 1 como vamos a ver a
continuacién. Para ello hemos de ver dos resultados previos.

Lema 7.1. Para todo t € R se verifica la desigualdad
3+ 4 cos(t) + cos(2t) > 0.

Demostracion. Desarrollando la desigualdad
(14 cos(t))* >0

se obtiene que
1 4 2cos(t) + cos*(t) > 0.

1 2t
Ahora basta usar la identidad trigonométrica cos?(t) = ++S() y multiplicar por

2 la desigualdad para obtener el resultado. O]
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Ahora vemos una proposicion que es clave para nuestro objetivo.

Proposicion 7.2. En el semiplano o > 1 se verifica
C(0)*¢(o +it)'((o + 2it)| > 1. (7.1)

Demostracion. Por la Proposicion tenemos que

en el semiplano o > 1. Ahora, como n® = n%e1°8™ gse sigue que

— cos(tlogn).

log [¢(s)] = R(log ¢(s Z

log nn
Por tanto, se tiene que

310g|§(0)|+410g|§(0+it)|+10g|C(0—|—2it)|:
L An) 1 L A(n) 1 n) 1
_ 1 A1) 1 21
3;lognn“+ nz:lognn cos(tlogn +Zlognn cos(2tlogn) =

— Z (_n)_(S + 4 cos(tlogn) + cos(2tlogn).
log n n°

Pero por el lema anterior, el tltimo término es mayor o igual que cero, y por ello se
deduce que
3log|¢(o)| + 4log|C(o +it)| + log |¢(o + 2it)| > 0.

Ahora bien, esto es equivalente a la desigualdad
C(0)*¢ (0 +it)*¢(o + 2it)] > 1,

probandose asi el resultado deseado. O

Con los dos resultados anteriores resulta sencillo probar que la funcién Zeta no se
anula en la recta 0 = 1.

Teorema 7.3. Se tiene que ((1 +it) # 0 para todo t € R.

Demostracion. Dividiendo por o — 1 en (|7.1]) se obtiene la desigualdad

(O’ + Zt)

(o= D) (0 +2i0) 2 ——.
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Ahora bien, si la funcion Zeta se anulara en el punto s = 1 4 ia (o # 0), entonces
tomando limite cuando o tiende a 1 por la derecha, resultaria que

lfm ((o+ia) _ lim (o +ia) —((1+1ia)

o1t o —1 o—1+ o—1

=({'(1+1ia).

El término |(o — 1)¢(o)|? tiende a 1 cuando o tiende a 1 puesto que ((s) tenfa un polo
simple de residuo 1 en s = 1. El término |((o 4 2i«)| tenderia a (14 2i«)| tras tomar
limite, luego resultaria que

, 3| Co+it)|" : oy :
lim [(o —1)¢()| (o + 2it)| = [¢'(1 + i) [" [C(1 + 2ia)],
o—1+ c—1
el cual es finito. Sin embargo,
) 1
lim = +00,

o1t o —1

lo que no es posible. Por tanto, la funcién Zeta de Riemann no se anula en la recta
o=1. O]

Como consecuencia, se deduce que ((it) # 0 para todo t € R, y por tanto, que los
ceros no triviales de la funciéon Zeta de Riemann estan localizados en la banda critica
O<o<l.

En la Figura se muestra la funcion Zeta de Riemann usando una coloracién
de dominio. Esta técnica de representacion consiste en asignar un color al argumento
y un brillo determinado al médulo de cada z € C, de manera que cada punto del
plano complejo queda determinado por un color y una intensidad. Luego cada punto
del plano se colorea con su imagen mediante esta coloraciéon. En la representacion que
usamos, los tonos claros indican modulos grandes mientras que los oscuros indican
modulos pequenos. Hemos escogido una gama cromaética de colores para representar
el argumento principal, donde los z € C con argumentos principales cercanos a 0 estén
representados por colores rojizos mientras que los que tienen argumentos principales
cercanos a m 6 —m estan coloreados con tonos azules.

En la representacion se pueden apreciar los ceros triviales de la funcién Zeta de
Riemann, los cuales se ven como puntos negros. También se ven como puntos negros
los dos primeros ceros no triviales sobre la recta critica (donde uno es el conjugado del
otro), los cuales, usando un software de calculo averiguamos que son s ~ 1/2+14,1347i
y s &~ 1/2 — 14,1347i. También se puede observar el polo que tiene la funcion Zeta en
s =1, el cual se ve como un punto blanco.
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15“,‘,,““,,,,7

10 |

72

-5+
-2

=10

-15

-15 -10 -5 0

Figura 7.2: Representacion de ((s) en el rectangulo de bordes s = —15 — 15iy s =
2 + 151.

7.2. La funciéon Zeta en la banda critica

Fuera de la banda critica es mas o menos sencillo computar la funcion Zeta de
Riemann, pues cuando o > 1, se tiene una expresion concreta de ((s), y cuando
o < 0, basta usar la ecuacién funcional, la cual estaba formada por funciones bien
conocidas. El problema surge al intentar evaluar ((s) en la banda critica, ya que la
ecuacion funcional no nos sirve, pues si s estd en la banda critica, entonces 1 — s
también lo estd. En esta seccion vamos a ver como podemos extender la funcion Zeta
de Riemann en la banda critica de una manera razonable. Para ello, necesitamos antes
ver un resultado sobre la convergencia uniforme de las series de Dirichlet.

Teorema 7.4. Si la serie de Dirichlet Y~ | a,/n® converge en un punto s = S,
entonces converge uniformemente en el cono Cy(s9) = {s € C: R(s—sp) > 0, |arg(s—
so)| < a} para cada 0 < o < /2.

Demostracion. Podemos suponer que sy = 0, ya que en otro caso basta hacer una
traslacion. Si la serie converge en s = 0, entonces >~ | a, es convergente, por tanto,
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el resto 7, = > ;- ay tiende a 0, y por ello, dado € > 0 existe ng € N tal que |r,| < e
para todo n > ng. Dados ahora s € C,(0) y M, N € N con ny < M < N, podemos

escribir

il a a T T T 1
n o n—1 " 1In _ M-—1 i -

I e D (R )
n=M n=M

Por otro lado tenemos que

1 1 /” < s /”H du | 1

— — —| = s = — = )
(n_l_l)s ns n s+1 — u0'+1 ne (n+1)o

Juntando todo lo anterior, obtenemos por la desigualdad triangular y teniendo en
cuenta que o > 0 que

N

_ & £ +5]3| 1 1 <2€‘S|—|—25—25 1+M

- Me (N4+1)9 o \M° (N+1)F)~ "¢ B o)’
Ahora, si |arg s| < o < m/2, entonces t/o < tan(a) (donde recordamos que t = J(s)).
Como |s| = V12 + 02, se deduce que

12 1
MZ\H—I——S 1 + tan*(«) = :
o o2 cos(a)

Se sigue entonces que
N
31 o
ns — cos(a) '

Como € no depende de s, se sigue que la convergencia de la serie es uniforme en el
cono C,(0). O

Ahora vamos a presentar una nueva funcion, la cual viene dada por una serie de
Dirichlet. A esta funcion se la conoce como funciéon Eta de Dirichlet.

Definicion. Para todo s € C con R(s) > 0 se define la funcidn Eta de Dirichlet como

0=y B

n=1

n+1

Proposicion 7.5. La serie
0 (_1)n+1
e = 3 0
n=1

define una funcion holomorfa en el semiplano derecho R(s) > 0.
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Demostracion. Para probar el resultado hemos de ver que la serie converge unifor-
memente en compactos del semiplano derecho. Sea, K un compacto de tal semiplano,
existe € > 0 tal que R(s) > ¢ para todo s € K. La serie de Dirichlet que define a la
funcion Eta es convergente en el punto s = £/2 por el criterio de Leibniz, y como K
es acotado, podemos encontrar o € (0,7/2) de modo que K C C,(g/2). Se sigue del
Teorema que la serie converge uniformemente en K, probandose asi el resultado
deseado. O]

Con este resultado ya podemos ver de qué manera se relacionan la funcién Zeta
de Riemann y la funcién Eta, y como esta relaciéon nos sirve para extender el dominio
de definicion a la banda critica.

Teorema 7.6. En el semiplano derecho R(s) > 0 se da la igualdad

oo = (1-3) <o)

Demostracion. Comenzamos probando la igualdad en el semiplano R(s) > 1. En dicho
semiplano, hemos de probar que

Se tiene que

n=1 n=1 n=1
Teniendo en cuenta ahora que
1 <« 1 - 1
PDETES PELEEE Dp e
n=1 n=1 n=1

el resultado es claro. Entonces tenemos probada la igualdad

o= (1-2) ¢t

en el semiplano R(s) > 1, pero, la funcion (1—2/2%)((s) es una funcion entera ya que el
término (1—2/2%) tiene un cero simple en s = 1. Se sigue del Principio de Prolongacion
Analitica que las funciones 7(s) y (1 — 2/2%)((s) coinciden en la interseccion de sus
regiones de holomorfia, siendo esta el semiplano derecho. O
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Una consecuencia inmediata, es que la funcion Zeta de Riemann no se anula en el
segmento (0,1) y ademads, en dicho segmento es real y negativa. Esto es debido a que
si s € (0,1), el término (1 — 2/2%) es negativo y

(-1

= = 1 1
ZT =2 (2n—1)*  (2n)*’

n=1 n=1

lo que muestra que el valor de 7(s) es estrictamente positivo, y en consecuencia, que
((s) <0 cuando 0 < s < 1.

Es mas, sabiendo que la funcion Zeta toma valores reales en todo el segmento (0, 1),
podemos deducir del Principio de Reflexién de Schwarz que ((35) = w para todo s
en la banda critica (de hecho es cierto en todo C\ {1}). Esto nos muestra que si en
un punto s = sg de la banda critica fuera ((so) = 0, entonces también ((5) = 0. Mas
ain, por la ecuaciéon funcional que satisface la funcion Zeta de Riemann, si se tuviera
que ((so) =0, con sy en la banda critica, entonces también (1 — sg) = 0. Lo notable
de este hecho es que, el punto 1 — sy es el simétrico respecto del punto s = 1/2 de
S0, lo que muestra la simetria de los ceros de la funciéon Zeta de Riemann. Estos dos
hechos anteriores muestran que si hubiera un cero fuera de la recta critica, entonces
se obtendrian inmediatamente otros tres ceros fuera de la recta critica, siendo uno
de ellos el simétrico respecto de s = 1/2 y los otros dos los conjugados de los ceros
anteriores. Obviamente, en el caso en el que R(s) = 1/2, el conjugado y el simétrico
de s coinciden. Por ello, a la hora de buscar ceros en la recta critica, basta buscarlos
en el semiplano superior.

1
S(s) : R(s) =1/2
1
1
R(s) =0 .1 —s0 .'5” R(s) =1
\ : &
I
1
-
N
Wls= 1/2 R(s
— o
N
P
S
:
/"1 — S0 : . 50
. : °
:

Figura 7.3: La imagen muestra la simetria que tendria un cero de la funciéon Zeta que
estuviera fuera de la recta critica.
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7.3. Conjeturas que implican la Hipotesis de Rie-
mann

En esta seccién veremos alguna hipotesis que de ser ciertas probarian la Hipotesis

de Riemann. Para poder probarlo primero hemos de estudiar el método de sumacion
de Abel.

7.3.1. El método de sumacién de Abel

El resultado que vamos a ver a continuacién, el cual es conocido como Formula de
Abel es de gran utilidad a la hora de encontrar igualdades entres series y expresiones
integrales.

Teorema 7.7 (Formula de sumacion de Abel). Sea {a,}2, una sucesion de nimeros
complejos. Dado x > 0, denotamos
Ax) = Z an,

con el convenio A(x) = 0 si x < 1. Sea f : R — C con derivada continua en el
intervalo [y, x] con 0 <y < x. Entonces se verifica

> aufn) = Alw)f(@) ~ AW ) - [ A®F W)

y<n<z

Demostracion. Usando que a,, = A(n) — A(n — 1), podemos escribir

o) 2
dooafn)= Y anf(n)= Y (A(n)—A(n—1))f(n),

y<nsw n=|y]+1 n=|y]+1

donde |- | denota la parte entera. Ahora, tras separar la anterior suma en dos y cambiar
indices se obtiene
Ed

Y (An) = A(n—1))f(n) =

n=[y]+1
L) lz] -1
= > Amfm) - Y An)f(n+1)=
n=ly]+1 n=|y]

lz]—1
= AlzDf(l2]) = ADS(yl + D+ D An)(f(n) = f(n+1)).  (72)

n=[y]+1
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Con estas manipulaciones hemos conseguido que aparezca el término f(n) — f(n+1),
el cual podemos escribir como una integral. Por tanto, se puede escribir

lz]—1 lz]—1

> A —fln+1) == > A(n)/n+ £/(t)dt.

n=|y]+1 n=|y]+1

Como el valor de A(n) es constante en el intervalo (n,n + 1), podemos introducirlo
dentro de la integral, de manera que

lz] -1 lz]-1

lz]
> Am)(f(n) = f(n+1)) Z/ :—/L At)f'(t)dt.

n=|y|+1 n=|y|+1 yJ+1
Gracias a esto, podemos escribir ([7.2) como

=]
A(lz])f(L=]) = Al D (Ly] + 1) —/ A(t) f'(t)dt.

ly]+1

Si sumamos y restamos las integrales correspondientes, la expresion anterior queda
como

T

T ly]+1
- / A() f/()dt+A(L2)) £ L))~ AL F(Ly)+1) + /L A(t)f/(t)dt+ / A) (1)t

z)

Ahora basta usar la regla de Barrow y tener en cuenta que A(t) = A(z) en el intervalo
(lx],x) vy que A(t) = A(y) en el intervalo (y, |y| + 1) para obtener

AW () = A 0) — [ AW 0
como queriamos probar. O

Un caso particular del teorema anterior que usaremos con frecuencia se da tomando
y<1.

Corolario 7.8. En las condiciones del teorema anterior se tiene

S anf(n) = A@)f(x) - / " AW e,

n<x

siendo f: R — C una funcidn con derivada continua en el intervalo [1,z].
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Veamos ahora como podemos usar la formula de sumacion de Abel para encontrar
igualdades que involucren a la funcion Zeta de Riemann. Comenzamos considerando
la funcion g : Rt — C definida por

1
g(l’) = Ev

n<x

siendo = > 0 la variable y s € C fijo. Si consideramos ahora la sucesiéon a,, = 1 para
todo n € Ny la funcién f: R — C dada por f(s) = 1/n®, entonces resulta que

S =S s,

n<lz n<lx

luego podemos aplicar la formula de sumacion de Abel. Esto nos conduce a

1 Engm 1 v ant 1 |_$J * |_tJ
v e ) e IS et
n<x
va que f'(s) = —s/t*T1. Si ahora imponemos que R(s) > 1, entonces haciendo tender

x a infinito se deduce que
) vl © 1t = 1t
) = Jim > o = Jim, (;*S/l pordt) = [

puesto que |z]/z° < 1/2°7!) que tiende a cero si ¢ > 1. Es sencillo comprobar
utilizando el Teorema que la funcién definida mediante la integral paramétrica

= 1t
S/1 ts+1 dt

representa una funcién analitica en el semiplano ¢ > 1. Se sigue por tanto del Principio
de Prolongacion Analitica que
= 1t
¢(s) = 3/1 t5+1dt

en el semiplano previamente citado. Este resultado se enuncia como proposicion.

Proposicion 7.9. En el semiplano o > 1 se da la igualdad

((s) = 8/100 tgldt.
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De la proposicion anterior podemos encontrar otra expresion similar que sera valida
en el semiplano derecho o > 0. Para ello, notamos que
*—t4+1/2 1 1
s / Tl/dt — Ty L1
1 t 2 s—1

siempre que o > 1. Sumando y restando en la igualdad de la proposiciéon anterior se

deduce que
—s/ LtJ—t—I—l/Q 1 (73)
o sl 2 s—1
en el semiplano o > 1. Sin embargo, es facil ver que la funcién que define la integral
anterior es una funcion holomorfa en el semiplano derecho o > 0, y 1+ 1/(s — 1) es
una funcién meromorfa con un polo simple en s = 1. Por el Principio de Prolongacion
Analitica se deduce que la igualdad se da en todo el semiplano derecho.

Otro hecho interesante, es que, la formula anterior da una demostracion alternativa
del Teorema [5.5

Demostracion alternativa del Teorema[5.8 Restando 1/(s — 1) en la formula (7.3)) se

deduce que
1 |t] —t+1/2
— = ——dt +
() s—1 " /1 st 2’
luego tomando limites se obtiene

Hm(g(s)— ! ):h’ms/l =tz 1 5 /1 =tz 1

s—1 s—1 s—1 tst+1 t2 2

por la convergencia absoluta de la integral. Teniendo ahora en cuenta que floo dt)2t* =
1/2, se sigue que

, I "t -t
£1_rg<((s)—s_1)—/l 7 dt+1—nl_>oo/1 m dt + 1.

Finalmente, es claro que
k+1 n—1 n—1 n

1 1 1 1

—dt = k; ) = - — -

/1 2 Z/ (k k+1) ~k+1 k’

" dt
/ —dt 7 = —logn.

De esto se deduce que

lim
n—0o0 1

"t —t 1 B
2 dt—i—l—nll_)rgo;E—logn—%

probandose asi el resultado deseado. O
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7.3.2. La conjetura de Mertens

A lo largo del resto de la seccion se usard la notacion O de Landau, la cual se
define a continuacion.

Definicién. Dada una funcion f : R — R, se dice que

si existen unas constantes a € Ry C' > 0 tales que |f(z)| < Cg(x) para todo = > a.
La funcion g(x) debe ser positiva para todo = > a.

A continuacion, se define la funcion de Mertens.

Definicion. Para todo z > 0 se define la funcién de Mertens como

M(z) = 3 utn).

n<x

Lo que conecta a esta funciéon con la Hipotesis de Riemann en su crecimiento.
Veamos su gréfica.

Figura 7.4: La funciéon de Mertens desde = = 0 hasta x = 10000.

Como se puede observar, la funcion de Mertens es bastante irregular, debido prin-
cipalmente a que la definicion de la funcion p de Mobius depende de la factorizacion de
cada natural. Sin embargo, parece que la funcion tiene un crecimiento estable. Veamos
qué ocurre al compararla con la funcion +/z.
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100

50

10000

-50

-100

Figura 7.5: La funcion de Mertens y las funciones \/z y —/x desde z = 0 hasta
x = 10000.

La grafica anterior sugiere que |M(z)| < /x para todo x > 1. Este enunciado es
precisamente lo que se conoce como conjetura de Mertens. Gracias a la formula de
sumacion de Abel seremos capaces de probar que de ser cierto el resultado anterior,
entonces la Hipotesis de Riemann es cierta.

Teorema 7.10. La conjetura de Mertens implica la Hipdtesis de Riemann. Es decir,
si para todo © > 1 se tiene que M(x) < \/x, entonces todos los ceros no triviales de
la funcion Zeta de Riemann se encuentran en la recta critica.

Demostracion. En el capitulo anterior, vimos en la Proposicion que se daba la
igualdad

1 o pln)

@ N n=1 ne
en el semiplano ¢ > 1. Usando la férmula de sumacién de Abel para la sucesion
a, = p(n) y la funcion f(x) = 1/2°, se deduce que
p(n) _ M(x) " M)

—— =t [ —dt
ns s 1 terl

n<x

Es claro que |M(x)| < x para todo x > 0, puesto que |u(n)| < 1 para todo n € N.
Por tanto, si #(s) > 1, entonces el término M (x)/z® tiende a cero cuando z tiende a
infinito. Esto nos conduce a la igualdad

1 < M(t)

— = dt
Cs) 7, e
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en el semiplano o > 1, siempre que la integral sea convergente. Las dos primeras
hipotesis del Teorema de analiticidad de integrales paramétricas (4.3)) son inmediatas.
Si suponemos cierta la conjetura de Mertens, entonces se tiene que

M| _ Vi1

o+l — potl  po+l/2°

<1
[ to+1/2 dt

es finita siempre que o > 1/2. Esto prueba que la funcion definida por

M(t)

ts—i—l

Ahora bien, la integral

< M (1)

terl

dt

es analitica en todo el semiplano o > 1/2. Se sigue del Principio de Prolongacion

Analitica que
I < M(t)

) e
en el semiplano anterior, luego la funcion 1/{(s) es analitica a la derecha de la recta
R(s) = 1/2 y por tanto su valor es finito. Esto muestra que ((s) # 0 para todo s
con R(s) > 1/2, y por la simetria de los ceros de la funcion Zeta, también ((s) # 0
si 0 < R(s) < 1/2, probandose asi que los ceros no triviales de la funcién Zeta se
encuentran sobre la recta R(s) = 1/2. O

Lamentablemente, la conjetura de Mertens ha sido probada falsa (ver [9]). Sin
embargo, es posibe debilitar las hipotesis de la conjetura de Mertens de manera que
siga implicAndose la Hipotesis de Riemann.

Teorema 7.11. Si para todo § > 0 existen a,C >0 yn € NU{0} tales que
|M(z)| < Ca'**(log )",

es decir,
M (x) = O('/***(log z)")

para todo § > 0, entonces la Hipdtesis de Riemann es cierta.

Demostracion. La demostracion es analoga a la anterior. La diferencia esta en ver que
bajo estas hipotesis la integral
= M(1)

ts-i—l

dt
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sigue definiendo una funciéon analitica en el semiplano o > 1/2. Para verlo, nos basta
con que sea analitica en cada semiplano o > 1/2 + ¢ para todo € > 0. Entonces, fijado
e>0yd=¢/2 existen a,C >0y n € N tales que

|M(z)] < C2/*F(logz)" = Cx'/* /2 (log 2)"
para todo = > a. Se tiene entonces que

M(t)
ts+1

/22 (logtyr | (logt)"
= to+l T T fot1/2—¢/2

< dt
u tot+1/2—e

es finita siempre que o > 1/2 + ¢, y como

siempre que t > a. La integral

.~ (logt) 1 . (logt)"
lim : = lim
l—oo tot+1/2—€/2 * tot+1/2—€ oo /2

=0,

se sigue del criterio de comparaciéon por paso al limite que la integral

(logt)™
/ Cta+1/2 6/2

es finita, y por ello, que la funcion

< (1)

ts—l—l

dt

define una funcion analitica en cada semiplano ¢ > 1/2 + . Usando el mismo argu-
mento que en el teorema anterior se concluye la demostracion. O]

Observacion. Se pueden debilitar las hipdtesis del teorema anterior cambiando (log )"
por cualquier funciéon f(x) tal que

lim /()

t—oo 1€

=0

para todo £ > 0, ya que esa es la unica propiedad de (logx)™ que se ha usado.
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7.3.3. La conjetura de Pdlya

Para comenzar, hemos de introducir la funcién L(z), la cual es la homologa a la
funcion de Mertens pero cambiando p por .

Definicion. Para todo z > 0 se define la funcion L(z) como

L(z) =) An).

n<x

La funcion de Liouville A\(n) es la funcion aritmética que vale 1 si n tiene un niimero
par de factores primos y —1 si tiene un ntimero impar de factores primos, ya que

1 sin=1,
A(n) = { (_1)r1+---+rk sin = p71”1 .. .ka'

Entonces, la funcion L(z) lo que hace es contar la diferencia entre los naturales con
un numero par e impar de factores primos. Veamos la grafica de L(x).

L L L L L
8000 10000

-20¢
40+
—60f
—80f
-100

-120

Figura 7.6: Grafica de la funcion L(z) mostrada desde z = 0 hasta x = 10000.

A la vista de la grafica parece que L(z) < 0 para todo x > 2. Esto es equivalente
a decir que dado x > 2, hay més ntimeros naturales menores o iguales que x que son
producto de un nimero impar de primos que de un nimero par de primos. Esto es lo
que se conoce como la conjetura de Polya.

Al igual que ocurria con la conjetura de Mertens, la féormula de sumacion de Abel
nos muestra como podemos relacionar la conjetura de Polya con la Hipotesis de Rie-
mann.
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Teorema 7.12. La conjetura de Polya implica la Hipotesis de Riemann. Es decir, si

para todo x > 2 se tiene que
L(z) <0,

entonces todos los ceros no triviales de la funcion Zeta de Riemann se encuentran
sobre la recta critica.

Demostracion. Por la Proposicion tenemos que
C(25) _ 5 A0)
((s) &= w

para todo s en el semiplano o > 1. Usando la férmula de sumacion de Abel para
a, = An)y f(x) =1/z° se deduce que

ZmZ@Jrs/gC@dt.

ns xrs ts+1
n<x

Como |L(x)| < z para todo x > 0, es claro que si 0 > 1, se tiene que

€29) _ g A _ gy M+s/$@dt:s/OOL(”dt

ts+1 ts+1 :

Veamos que el altimo miembro define una funcion analitica en el semiplano o > 1/2
si suponemos la conjetura de Polya. Denotamos

o) = [

la cual es una funciéon entera. Tenemos entonces la igualdad

¢2s) _ g(s) = /200 L(t)dt (7.4)

5C(s) o+l

en el semiplano o > 1. Es claro que la integral del miembro derecho cumple las dos
primeras hipotesis del Teorema de analiticidad de integrales paramétricas. Para ver la
tercera, asumiendo la conjetura de Pélya se tiene que

L(t)
ts+1

__L@©)
- tU+1

para todo t > 2. De la igualdad (7.4]) se deduce que
> Lt 2
/ dt:/ _th_g(g)_ﬂ,
2 2

po+177 Uc(a>

L(t)
terl
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El miembro derecho de la igualdad anterior es un valor finito si ¢ > 1/2, ya que, como
vimos, ((0) no se anula en la semirrecta o > 0y ((20) < 400 puesto que si o > 1/2
entonces 20 > 1. Por esto, el Principio de Prolongacién Analitica nos muestra que

@) _ | L
) / ot

en el semiplano o > 1/2, y por tanto, que la funcion ((2s)/((s) es analitica en dicho
semiplano, luego ((s) # 0 si R(s) > 1/2, y por la simetria de la funcion Zeta en la
banda critica, también ((s) # 0 si 0 < R(s) < 1/2, por lo que todos los ceros no
triviales de la funciéon Zeta deben encontrarse en la recta critica. ]

Notamos que en realidad, tan solo nos haria falta que la funcién L(z) tuviera
signo constante a partir de cierto x > 0. Sin embargo, al igual que ocurre con la
conjetura de Mertens, también la conjetura de Polya es falsa. Esto fue probado por
Haselgrove en 1958 viendo que L(z) cambia de signo infinitas veces (ver [7]). A pesar
de esto, podemos dar otros resultados relacionados con la funcion L(z) que implican
la Hipotesis de Riemann. Elegimos a titulo de ejemplo el siguiente teorema, con el que
concluimos el presente trabajo.

Teorema 7.13. Si para todo 6 > 0 existe f(z) tal que
L(z) = O(z'*7 f(x)),
siendo f(x) una funcidn que verifica

m 1) _ g

rz—oo €

para todo € > 0, entonces la Hipolesis de Riemann es cierta.

Demostracion. Nos basta ver que con estas condiciones se da la igualdad
2 [ee]
2 _ U0,
C(S) tstl

en cada semiplano o > 1/2 + ¢. Dado € > 0, fijamos 0 = /2. Entonces se tiene que
existen a,C > 0y f(z) tales que

()] < Ca'/>+2 f (x)
para todo = > a. Se deduce entonces que

e (ORI ()

= to+1 T T fo+1/2—¢/2

L(t)
terl
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< dt
u tot+l/2—¢
es finita siempre que o > 1/2 + . Entonces, como

P L PR SR )

. = l1m
t—oo  fotl/2—e/2 T po+1/2—¢ oo t€/2

para todo ¢t > a. La integral

=0,

se sigue del criterio de comparacion por paso al limite que la integral

| ot

tot+1/2—¢/2

es finita siempre que 0 > 1/2 + €. Esto prueba que la funcion

> L(1)
5/1 ts—i—l dt

es analitica en cada semiplano o > 1/24¢, y por el Principio de Prolongacion Analitica,

se deduce que
2s L(t
(2s) (<L),
C(s) s+l
en cada semiplano ¢ > 1/2 + €. Usando el mismo razonamiento que en el teorema
anrterior se concluye la demostracion. O
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