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Resumen

Desde el hallazgo en 1908 de la existencia de materiales superconductores, muchos
han sido los cient́ıficos que han intentado describir sus propiedades. Fue en 1957 cuan-
do Bardeen, Cooper y Schrieffer publicaron la primera teoŕıa que consegúıa explicar los
mecanismos microscópicos de los denominados superconductores convencionales. Será en
esta teoŕıa BCS en la que nos centraremos a lo largo del trabajo. Concretamente, nuestro
estudio se restringirá a superconductores de tipo I. Este problema, además de ser fasci-
nante en śı mismo, presenta un gran interés teórico, permitiendo desarrollar herramientas
útiles en muchos otros ámbitos de la f́ısica.

En el Caṕıtulo 1 presentaremos la fenomenoloǵıa que caracteriza a estos materiales.
El objetivo principal de estas páginas es construir un modelo con el que consigamos
explicar cualitativamente y cuantitativamente algunas de estas propiedades. Para ello,
necesitaremos trabajar en el formalismo de segunda cuantización, del que se recopilan en
el Caṕıtulo 2 los principales resultados teóricos.

En el Caṕıtulo 3 se dará el primer paso: construir el hamiltoniano de un sólido metálico.
Identificaremos un término de interacción entre electrones y fonones del sólido, que será el
mecanismo principal que explique la superconductividad convencional de tipo I. A partir
de él, en el Caṕıtulo 4 determinaremos perturbativamente un hamiltoniano de interacción
efectivo electrón-electrón, que es el pilar fundamental de la teoŕıa BCS.

Una transformación de Bogoliubov-Valatin nos llevará a un hamiltoniano que describe
a un sistema libre de cuasipart́ıculas fermiónicas que obedecen, por tanto, la estad́ıstica
de Fermi-Dirac. Gracias a esto, podremos introducir la temperatura como variable en el
Caṕıtulo 5, deduciendo propiedades como la temperatura cŕıtica de la transición entre las
fases normal y superconductora, el efecto isotópico, el calor espećıfico y otras variables ter-
modinámicas. El Caṕıtulo 6 estará dedicado a justificar las propiedades electromagnéticas
como el efecto Meissner y el fenómeno de la resistividad nula.

Finalmente, en el Caṕıtulo 7 se recogerán unas pinceladas de la teoŕıa fenomenológi-
ca de Ginzburg-Landau, aśı como se enfatizarán los ĺımites de validez de la teoŕıa BCS.
Además, se presentarán algunos tipos de superconductores no convencionales cuyos com-
portamientos deben ser explicados con otras teoŕıas.
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3.1. El hamiltoniano iónico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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4. La teoŕıa BCS en el cero absoluto de temperaturas 20
4.1. La interacción efectiva electrón-electrón . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.1.1. Un ejemplo ilustrativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.1.2. Determinación del hamiltoniano de interacción efectiva electrón-

electrón . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.2. El problema de un único par de Cooper . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.2.1. El par de Cooper con momento total no nulo y el hamiltoniano
reducido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.3. El estado fundamental BCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Caṕıtulo 1
Fenomenoloǵıa de la
superconductividad

En este primer caṕıtulo vamos a describir las propiedades fenomenológicas de la su-
perconductividad, buscando entre estas aquellas que caracterizan completamente a la
llamada fase superconductora pura. Definir bien este concepto es clave para poder aplicar-
le al fenómeno todas las teoŕıas termodinámicas y electrodinámicas conocidas. Se seguirán
principalmente las referencias [1], [10] y [16]. Además, para una contextualización general
de la fenomenoloǵıa de la superconductividad se ha recurrido a [14].

1.1. Resistividad nula
En la fase normal de los metales, la conductividad σ del material se define a través de

la relación constitutiva
J = σE (1.1)

donde J representa la densidad de corriente eléctrica que fluye a través del sólido como
consecuencia de la aplicación de un campo eléctrico E. Esta es la denominada Ley de
Ohm. A su vez, se define la resistividad como la magnitud inversa de la conductividad,
ρ = 1/σ. Clásicamente, los modelos existentes que describ́ıan el comportamiento de los
metales a bajas temperaturas predećıan que ρ depend́ıa de la temperatura T mediante
tres procesos de dispersión diferentes: por impurezas (contribución a la resistividad ρimp
aproximadamente independiente de T ), por interacciones entre los electrones (contribución
proporcional a T 2) y por interacciones con los iones reticulares (proporcional a T 5). En
definitiva,

ρ ' ρimp + aT 2 + bT 5 (1.2)

con a y b constantes. Es por esto que si se consegúıa someter metales a muy bajas tempe-
raturas se esperaba que se alcanzasen resistividades pequeñas, siempre que las sustancias
fuesen lo suficientemente puras.

En 1908, Kamerlingh Onnes consiguió por primera vez licuar helio, alcanzando tem-
peraturas muy bajas. En 1911, determinando la resistividad del mercurio, material con
una pureza especialmente alta, observó algo inesperado que no era compatible con (1.2):
ρ se anulaba abruptamente para temperaturas inferiores a 4, 2 K. A esta temperatura la
llamó temperatura cŕıtica y la denotaremos por Tc. Este descubrimiento representa una
transición de fase desde la que llamaremos fase normal, caracterizada por las propieda-
des de los metales que se veńıan conociendo, a una fase superconductora que deb́ıa ser
energéticamente favorable, revelando un nuevo estado fundamental para el sistema.

Poco después fueron varios los materiales que se descubrieron presentando la misma
propiedad de anulación de ρ, aunque cada uno a una temperatura cŕıtica caracteŕıstica.
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1.2. El efecto Meissner-Ochsenfeld
Hemos visto que en la fase superconductora, ρ = 0, de forma que σ →∞. Si asumimos

la ley (1.1) se deduce que E = 0, esto es, el campo eléctrico se anula en todos los puntos
del interior del superconductor. Es más, según la ley de Faraday,

∇× E = −∂B
∂t

(1.3)

lo que implica que B es constante en el tiempo en todos los puntos interiores del super-
conductor. Aśı, en la época posterior al descubrimiento de Onnes, todo parećıa indicar
que el flujo magnético presente en el superconductor justo antes de disminuir la tempera-
tura por debajo de Tc se congelaŕıa, manteniéndose constante hasta que la temperatura
se subiese de nuevo. Asimismo, con tal de satisfacer ∂B/∂t = 0, si a un material en fase
superconductora se le aplica un campo magnético externo se esperaŕıa que las ĺıneas de
campo magnético no atravesasen el interior del superconductor.

Todos los experimentos de la época parećıan apoyar esta interpretación, la cual impli-
caba que el estado de cualquier superconductor depend́ıa de la historia previa del material.
Pero esto cambió cuando en 1933 Meissner y Ochsenfeld sometieron un monocristal de
estaño a un campo magnético externo en su fase normal. La sorpresa vino cuando al dis-
minuir la temperatura por debajo de su temperatura cŕıtica descubrieron que el campo
magnético se anulaba en el interior del superconductor: parećıa repeler las ĺıneas de campo
(véase la Figura 1.1). Esto demostró que el estado final del material es independiente de
su historia: dentro del superconductor no se tiene ∂B/∂t = 0, sino que B = 0 sin impor-
tar si el campo magnético se aplica antes o después de que el material se encuentre en la
fase superconductora. Aśı, podemos ahora identificar la caracteŕıstica principal de lo que
hab́ıamos llamado como la fase superconductora pura: la transición de fase en presencia
de un campo magnético aplicado es un proceso reversible.

B 6= 0

Bext 6= 0

B = 0

Bext 6= 0

Figura 1.1: A la izquierda, un material en fase normal (T > Tc) sometido a un campo magnético
externo Bext. A la derecha, las ĺıneas de campo magnético son repelidas del material al entrar
en fase superconductora (T < Tc), haciendo que el campo magnético en el interior sea B = 0.

De la relación entre la intensidad de campo magnético H y la imanación total M con
el campo B,

B = µ0(H + M) (1.4)
se deduce que como en el interior de un superconductor se tiene B = 0, debe ser M = −H.
Si recordamos que la susceptibilidad magnética viene definida como

χ = dM

dH

∣∣∣∣∣
H=0

(1.5)
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la fase superconductora queda caracterizada por χ = −1. Sabemos además que los sólidos
con χ > 0 son paramagnéticos y aquellos con χ < 0, diamagnéticos, estando caracterizados
estos últimos por imanarse de forma opuesta al campo magnético externo. En este caso,
los superconductores apantallan completamente el campo, por lo que se dice que son
diamagnéticos perfectos.

1.3. La teoŕıa fenomenológica de London
Los hermanos F. London y H. London propusieron en 1935 la primera teoŕıa (feno-

menológica) que lograba explicar el efecto Meissner-Ochsenfeld. La hipótesis principal de
esta teoŕıa es la existencia de dos tipos de electrones independientes entre śı: los que
denominaremos superconductores, capaces de moverse por el sólido en ausencia de disipa-
ciones; y los normales, que se mueven como si la resistividad fuese finita. Denotaremos
por ns y nn al número de electrones superconductores y normales, respectivamente, por
unidad de volumen. Puesto que se debe cumplir el principio de conservación de carga
localmente, debe ser ns + nn = n, siendo n la densidad volumétrica total de electrones.
Cuantitativamente, esta hipótesis se traduce en suponer una densidad de corriente normal
Jn = −ennvn verificando la ley de Ohm,

Jn = σnE (1.6)

y asumir que los electrones superconductores se desplazan libremente al aplicarles un
campo eléctrico E, de forma que la densidad de corriente superconductora Js = −ensvs
puede expresarse como:

m
∂vs
∂t

= −eE =⇒ −m ∂

∂t

( Js
ens

)
= −eE =⇒ ∂Js

∂t
= nse

2

m
E (1.7)

Esta expresión es un reflejo de que en la fase superconductora, ρ = 0. Apliquemos ahora
a (1.7) la ley de Faraday, resultando:

∇× E = ∇× ∂

∂t

(
m

nse2 Js
)

= −∂B
∂t

=⇒ ∂

∂t

(
m

nse2∇× Js + B
)

= 0 (1.8)

Esto solo implica que la cantidad entre paréntesis del último miembro es una constante
C independiente del tiempo. Para llegar a reflejar cuantitativamente el efecto Meissner-
Ochsenfeld, los hermanos London debieron postular que C = 0 para tener en cuenta que
en el interior del superconductor deb́ıa ser B = 0 independientemente de la historia del
material, tal y como hemos visto antes. Por tanto,

∇× Js = −nse
2

m
B (1.9)

Si aplicamos entonces la Ley de Ampère (despreciando la corriente de desplazamiento)
logramos una ecuación únicamente dependiente del campo:

∇×B = µ0Js =⇒ ∇× (∇×B) = µ0∇× Js = −µ0nse
2

m
B (1.10)

Para simplificarla, usamos la ley de Maxwell ∇ ·B = 0, de manera que

∇×∇×B = ∇ · (∇ ·B)−∇2B = −∇2B (1.11)
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e introducimos el parámetro llamado longitud de penetración del campo magnético,

λ =
√

m

µ0nse2 (1.12)

De lo anterior se deduce que

∇2B = 1
λ2 B (1.13)

Esta ecuación reproduce el efecto Meissner-Ochsenfeld. Para verlo, resolvámosla para la
geometŕıa más sencilla posible: un superconductor con una pared en el plano YZ some-
tido a un campo magnético externo tangente B0 = B0ez, donde ez es el vector unitario
en la dirección positiva del eje Z. Entonces, el campo en el interior del superconductor
B = B(x)ez vendrá dado por el problema de contorno

d2B

dx2 = 1
λ2B(x), ∀x ∈ (0,∞)

B(0) = B0; ĺım
x→∞

B(x) = 0
(1.14)

cuya solución es
B(x) = B0e

− x
λ (1.15)

El módulo del campo magnético en la superficie del conductor es B0 y se va apantallando
exponencialmente hasta que a una profundidad del orden de λ, el campo magnético es
prácticamente cero en su interior. Queda entonces justificado el nombre de λ.

x

y

z

B0

B(x)

Figura 1.2: Geometŕıa del problema (1.14). Hay un campo magnético externo homogéneo B0 en
x ≤ 0. El superconductor se encuentra en x ≥ 0, con un campo magnético en su interior B(x).

Por otro lado, la ley de Ohm no es útil para la densidad de corriente Js, pues para
los electrones superconductores se tiene σ → ∞. Es por ello que estamos interesados
en deducir una expresión para Js que sustituya a esta ley. La expresión involucrará al
potencial vector magnético A, determinado por B = ∇×A. De (1.9):

∇× Js = −nse
2

m
∇×A = ∇×

(
−nse

2

m
A
)

(1.16)

La solución de esta ecuación es

Js = −nse
2

m
A (1.17)

siempre y cuando elijamos un gauge adecuado para el potencial vector. Con este objeti-
vo, recordamos que la conservación local de carga ρs viene regulada por la ecuación de
continuidad

∂ρs
∂t

+∇ · Js = 0 (1.18)
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Teniendo en cuenta que a nosotros nos interesa la situación estacionaria, donde ρs es
constante en el tiempo, la ecuación anterior impone ∇ · Js = 0, o equivalentemente,
∇ ·A = 0, que es el gauge de Coulomb. (1.17) establece por tanto una relación entre Js
y A que sustituye en el ĺımite de conductividad infinita a la ley de Ohm. Esta relación
contiene de forma comprimida las dos ecuaciones de London (1.7) y (1.13). En la sección
6.2 se obtendrá de nuevo (1.17) desde el punto de vista de la teoŕıa BCS, y con ello
quedará justificado microscópicamente tanto el efecto Meissner como el fenómeno de la
resistividad nula.

1.4. Superconductividad de tipo I y de tipo II
El propio Kamerlingh Onnes fue el que, poco después de descubrir el fenómeno de la

superconductividad, observó que si a un material en fase superconductora se le aplicaba
un campo magnético suficientemente intenso, el material sufŕıa una transición a la fase
normal. Por otro lado, después del descubrimiento del efecto Meissner-Ochsenfeld quedó
claro que la transición de fase deb́ıa ser reversible, estando definida por una curva en el
plano H−T que separaŕıa ambas fases. Ahora bien, estudios recientes indican que algunos
elementos se vuelven superconductores al someterlos a presiones muy altas. Por ejemplo,
se ha encontrado que el hierro, a pesar de ser un material ferromagnético, si es sometido a
altas presiones puede alcanzar una fase no magnética superconductora. Aun aśı, nosotros
asumiremos que los cambios en volumen de los materiales son despreciables, de manera
que no consideraremos la presión como variable termodinámica.

En este contexto, Alekséi Abrikósov propuso en 1957 una clasificación de los super-
conductores según cómo teńıa lugar esta transición en el plano H − T .

En los superconductores de tipo I, respetando el efecto Meissner-Ochsenfeld, el cam-
po B se anula en el interior del material en la fase superconductora hasta que el
campo externo aplicado alcanza un valor cŕıtico Hc (que depende de la temperatura)
bien definido, a partir del cual B 6= 0 y el material entra en fase normal.

Para los superconductores de tipo II no se distingue una transición tan bien definida.
Para valores suficientemente pequeños de campo H aplicado, el material se compor-
ta como un diamagnético perfecto. Al aumentar H hasta un cierto valor cŕıtico
(denotado usualmente por Hc1), el flujo magnético comienza a atravesar el mate-
rial. Tal y como observó el propio Abrikósov, en esta fase mixta se forman regiones
de material en fase normal que pueden ser atravesadas por el campo B. Alrededor
de estos vórtices circula una corriente superconductora que consigue apantallar el
campo en todas las demás zonas del material, que sigue estando en fase supercon-
ductora. Al seguir incrementando el campo H hasta un valor cŕıtico Hc2 se destruye
definitivamente la fase superconductora y M ' 0.

En la Figura 1.3 se representa esquemáticamente el diagrama de fases en el plano H − T
para ambos tipos de superconductores. En todo el desarrollo que seguirá a partir de
ahora nos restringiremos a los superconductores de tipo I. Para estos, en la sección 5.3 se
obtendrá una expresión para la dependencia del campo cŕıtico Hc con T .
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Figura 1.3: Representación esquemática de los campos magnéticos cŕıticos en función de la
temperatura en un superconductor de tipo I (a la izquierda) y en uno de tipo II (a la derecha).

1.5. El efecto isotópico
En 1950 y de manera independiente, Emanuel Maxwell [12] por un lado y f́ısicos como

C. A. Reynolds de la Universidad de Rutgers [15] estudiaron la temperatura cŕıtica en
muestras muy puras de isótopos de mercurio. Ambos llegaron a las mismas conclusiones:
para los isótopos más ligeros se teńıan valores de la temperatura cŕıtica y del campo cŕıtico
a T = 0 K, H0, mayores. Más concretamente,

Tc = k1

Mα
; H0 = k2

Mα
(1.19)

donde M es la masa iónica, ki, i = 1, 2, son constantes de proporcionalidad y α un
parámetro, comúnmente denominado coeficiente isotópico, que para superconductores de
tipo I suele estar comprendido entre 0, 45 y 0, 50, aunque puede variar dependiendo del
material (por ejemplo, α = 0, 504 para Hg y α = 0, 478 para Pb [4]).

Según estos resultados, las vibraciones reticulares (los fonones) deb́ıan ser de gran
importancia en el fenómeno, pues el efecto principal de añadir neutrones a los núcleos
es modificar la masa de los iones. Aśı, el efecto isotópico proporcionó una gran pista
para conocer la explicación microscópica de la superconductividad: la relevancia de las
interacciones electrón-fonón, que será fundamental en la teoŕıa BCS. Uno de los grandes
éxitos de esta teoŕıa es explicar este fenómeno, tal y como se hará en las secciones 5.1
para Tc y 5.3 para H0.
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Caṕıtulo 2
Introducción a la segunda
cuantización en sistemas de part́ıculas
idénticas

Aqúı introduciremos resultados sin demostrar relativos a la caracterización de sistemas
de part́ıculas idénticas y al formalismo de segunda cuantización para sistemas fermiónicos
y bosónicos. Esto proporcionará la base formal que usaremos posteriormente. La referencia
fundamental en este apartado es [8].

2.1. Sistemas de part́ıculas idénticas
Consideremos un sistema de N part́ıculas idénticas que no interaccionan entre śı. Sea

ĥi el hamiltoniano de una de las part́ıculas, de manera que el hamiltoniano del sistema
viene dado por

Ĥ =
N∑
i=1

ĥi (2.1)

Supongamos que conocemos los autoestados, φci , y autovalores, εci , de ĥi, esto es:

ĥiφci = εciφci (2.2)

donde ci caracteriza al estado cuántico de la part́ıcula i. Fijado el número de part́ıculas
N , denotaremos por (H(N), 〈|〉N) al espacio de Hilbert generado por los autoestados de
Ĥ.

Para continuar con nuestro análisis debemos introducir las siguientes definiciones.

Definición 2.1.1. Se define el operador transposición P̂ij : H(N) → H(N) como
aquel que actúa sobre Ψ ∈ H(N) intercambiando las coordenadas espaciales e internas,
x = (r, s), de las part́ıculas i y j. En la representación de coordenadas viene dado por

P̂ijΨ(x1, ..., xi, ..., xj, ..., xN) = Ψ(x1, ..., xj, ..., xi, ..., xN) (2.3)

Definición 2.1.2. Se dice que Ψ ∈ H(N) es antisimétrica si P̂ijΨ = −Ψ,∀i, j (i 6= j),
y simétrica si P̂ijΨ = +Ψ,∀i, j (i 6= j).

Proposición 2.1.1 (Postulado de simetrización). El espacio de Hilbert de los autoestados
de un sistema de N part́ıculas idénticas, H(N), contiene o bien funciones antisimétricas
o bien simétricas. Denotaremos al primero por HA(N) y al segundo por HS(N).

Este resultado nos confirma que no existen sistemas de part́ıculas idénticas con distinta
simetŕıa. Tiene sentido entonces plantear la siguiente definición.
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Definición 2.1.3. Las part́ıculas de un sistema de part́ıculas idénticas cuyo espacio de
Hilbert asociado es HA(N) se denominan fermiones. Si el espacio de Hilbert es HS(N),
entonces se llaman bosones.

El siguiente teorema proporciona de forma expĺıcita, conocidos los autoestados mono-
part́ıcula, autoestados antisimétricos (o simétricos en su caso) del hamiltoniano de muchas
part́ıculas Ĥ.

Teorema 2.1.1. Se definen las funciones de onda normalizadas

ΦA
c = 1√

N !

∣∣∣∣∣∣∣∣
φc1(x1) ... φc1(xN)

... ...
φcN (x1) ... φcN (xN)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.4)

ΦS
c = 1
√
N !
√∏K

k=1 nk!

∑
P∈SN

P

(
N∏
i=1

φci(xi)
)

(2.5)

donde c = (c1, ..., cN), cumpliendo c1 6 c2 6 ... 6 cN (siendo K de ellos distintos
entre śı); nk es el número de part́ıculas en el estado ck, y SN representa el conjunto de
permutaciones de N elementos. Se tiene que ΦA

c es antisimétrica y ΦS
c simétrica. Además,

estas funciones son autoestados de Ĥ en el caso fermiónico y bosónico, respectivamente,
con autovalor

E =
N∑
i=1

εci (2.6)

Es más, si la familia de funciones {φci} es completa en el espacio de Hilbert de una
part́ıcula, entonces

{
ΦA
c

}
y
{

ΦS
c

}
son familias completas de funciones en HA(N) y HS(N),

respectivamente.

De acuerdo con las propiedades de los determinantes, observando (2.4) es sencillo deducir
que:

1. Dos fermiones no pueden estar en el mismo estado, pues si ci = cj para algún i 6= j,
las filas i y j coincidiŕıan y ΦA

c = 0.

2. Dos fermiones no pueden tener las mismas coordenadas (espaciales e intŕınsecas),
pues si xi = xj para algún i 6= j, las columnas i y j coincidiŕıan y ΦA

c = 0.

Estos dos resultados se conocen como el Principio de Exclusión de Pauli. Debemos recordar
que para que este principio se cumpla, se han utilizado las hipótesis de part́ıculas idénticas
e independientes. Por otro lado, de (2.5) no se infiere ningún resultado análogo, y de hecho,
no existe un principio como el anterior para sistemas bosónicos.

En lo que sigue, vamos a explicar otra forma de escribir los autoestados del ha-
miltoniano del sistema dados por (2.4) y (2.5) en HA(N) y HS(N), respectivamen-
te (representación de números de ocupación). Sea Φc(x1, ..., xN) ∈ H(N), con
c = (c1, ..., cN). Supongamos que el estado monopart́ıcula φi aparece ni veces en c (esto
es, ni part́ıculas están en el estado φi). Entonces podemos escribir:

|c〉 ≡ |n1, n2, ...〉 (2.7)

Φc(x1, ..., xN) ≡ 〈x1, ..., xN |c〉 (2.8)
En el caso fermiónico, atendiendo al Principio de Pauli anteriormente expuesto, debe
cumplirse c1 < c2 < ... < cN , lo que se traduce en ni ∈ {0, 1}.

8



2.2. Formalismo de segunda cuantización
A continuación vamos a introducir el marco teórico para describir la creación y des-

trucción de part́ıculas de un sistema de part́ıculas idénticas e independientes. Para tratar
con sistemas con un número variable de part́ıculas definimos el siguiente espacio.

Definición 2.2.1. Se define el espacio de Fock como la suma directa de los espacios
de Hilbert H(N) = HA(N) (en el caso fermiónico) o bien H(N) = HS(N) (en el caso
bosónico), esto es,

F =
∞⊕
N=0
H(N) (2.9)

Se demuestra que F , con el producto escalar definido sobre los elementos de la base como

〈n1, n2, ...|m1,m2, ...〉 = 〈n1, n2, ...|m1,m2, ...〉∑
i
ni
· δ∑

i
ni,
∑

j
mj

(2.10)

donde 〈·|·〉N es el producto escalar de H(N), es un espacio de Hilbert.

Como consecuencia del Teorema 2.1.1, el espacio de Fock F o bien contendrá funciones
antisimétricas, en cuyo caso lo denotaremos por FA, o bien simétricas, FS.

Definición 2.2.2. En un sistema fermiónico de part́ıculas idénticas, llamamos operador
de destrucción o de aniquilación de un estado φk (k ∈ N) a ĉk : FA → FA, definido
sobre la base de funciones como

ĉk|n1, ..., nk, ...〉 = θknk|n1, ..., 0k, ...〉 (2.11)

donde
θk = (−1)

∑
j<k

nj (2.12)
y extendiéndose por linealidad sobre FA. Análogamente, denominamos operador de
creación de un estado φk a ĉ†k : FA → FA determinado por

ĉ†k|n1, ..., nk, ...〉 = θk(1− nk)|n1, ..., 1k, ...〉 (2.13)

y extendido por linealidad sobre FA.

No debemos olvidar que en el caso fermiónico la función de onda asociada a |n1, ...〉
viene dada por (2.4). Al aplicar ĉ†k sobre dicho autoestado de muchas part́ıculas, el or-
bital φk se elimina del determinante, de forma que podŕıamos decir que la part́ıcula que
ocupa dicho estado desaparece del sistema, aniquilándose. Inversamente, ĉ†k introduce en
el determinante el orbital φk, creándose por tanto una part́ıcula en el estado φk.

Para un sistema bosónico tenemos definiciones análogas, aunque ahora el Principio de
Pauli no aplica.

Definición 2.2.3. En un sistema bosónico de part́ıculas idénticas llamamos operador
de destrucción o de aniquilación de un estado φk (k ∈ N) a b̂k : FS → FS definido
sobre la base de funciones como

b̂k|n1, ..., nk, ...〉 = √nk|n1, ..., nk − 1, ...〉 (2.14)

extendiéndose por linealidad sobre FS. Por otro lado, denominamos operador de crea-
ción de un estado φk al operador lineal b̂†k : FS → FS caracterizado por

b̂†k|n1, ..., nk, ...〉 =
√
nk + 1|n1, ..., nk + 1, ...〉 (2.15)
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Lema 2.2.1. ĉ†k y b̂†k son los operadores adjuntos de ĉk y b̂k, respectivamente.
A partir de las definiciones de los operadores de creación y destrucción anteriores es

directo que
ĉ†kĉk|n1, ...〉 = nk|n1, ...〉 ; b̂†kb̂k|n1, ...〉 = nk|n1, ...〉 (2.16)

Esto quiere decir que los estados de la base fermiónicos (bosónicos) |n1, ...〉 son autofun-
ciones de los operadores ĉ†kĉk (b̂†kb̂k), con autovalor el número de ocupación nk. De esta
propiedad se sigue que el denominado operador número de part́ıculas definido como

N̂ =
∞∑
k=1

ĉ†kĉk ; N̂ =
∞∑
k=1

b̂†kb̂k (2.17)

en un sistema fermiónico y bosónico, respectivamente, tiene por autofunciones a los esta-
dos |n1, ...〉 y por autovalores al número total de part́ıculas en el sistema, N = ∑∞

k=1 nk.
Por otro lado, denotaremos por |0〉 al estado sin part́ıculas. Si aplicamos los operadores

de creación a este estado recuperamos las funciones de la base

|n1, ...〉 =
∞∏
k=1

(
ĉ†k
)nk |0〉 ; |n1, ...〉 =

∞∏
k=1

1
√
nk!

(
b̂†k
)nk |0〉 (2.18)

en un sistema fermiónico y bosónico, respectivamente.
Lema 2.2.2. Se cumplen las siguientes relaciones de anticonmutación en un sistema
fermiónico y de conmutación en un sistema bosónico:

{ĉl, ĉk} = 0 [b̂l, b̂k] = 0
{ĉ†l , ĉ

†
k} = 0 [b̂†l , b̂

†
k] = 0

{ĉl, ĉ†k} = δl,k [b̂l, b̂†k] = δl,k

(2.19)

El siguiente resultado nos proporciona la equivalencia entre la formulación de la pri-
mera y de la segunda cuantización para operadores que nos serán útiles posteriormente.
Proposición 2.2.1. Consideremos un sistema fermiónico de part́ıculas idénticas e inde-
pendientes con una base completa de funciones monopart́ıcula {φi}.

Sea f̂ : H(1) ↪−→ F → F un operador que solo depende de las coordenadas de una
part́ıcula. Entonces:

F̂ =
N∑
i=1

f̂(xi) =
∞∑

i,j=1
〈i|f̂ |j〉ĉ†i ĉj (2.20)

donde
〈i|f̂ |j〉 =

∫
dxφ∗i (x)f̂(x)φj(x) (2.21)

Sea ĝ : H(2) ↪−→ F → F un operador función de las coordenadas de dos part́ıculas.
Se tiene:

Ĝ = 1
2

N∑
i,j=1
i 6=j

ĝ(xi, xj) = 1
2

∞∑
i,j,k,l=1

〈ij|ĝ|kl〉ĉ†i ĉ
†
j ĉlĉk (2.22)

donde
〈ij|ĝ|kl〉 =

∫ ∫
dxdx′φ∗i (x)φ∗j(x′)ĝ(x, x′)φk(x)φl(x′) (2.23)

En el caso de que el sistema fuese bosónico se tiene un resultado equivalente, simplemente
sustituyendo los operadores ĉ†i y ĉi por b̂†i y b̂i, respectivamente.
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Caṕıtulo 3
El hamiltoniano de un sólido metálico

El primer paso para describir el fenómeno de la superconductividad en el marco de la
teoŕıa BCS es formular el hamiltoniano de un sólido metálico en segunda cuantización.
Para ello, necesitamos asumir una serie de aproximaciones que iremos explicitando en
el desarrollo. La referencia bibliográfica principal usada en este caṕıtulo es [8], y en un
segundo plano [1] y [9].

Aproximación 1. Consideraremos dos constituyentes diferenciados del metal: los elec-
trones de conducción (que a partir de ahora denominaremos simplemente electrones) y
los núcleos atómicos más los electrones internos (que llamaremos iones reticulares).
No contemplamos la estructura interna de estos iones reticulares.

En cuanto a cuestiones de notación, si en el sistema hay N electrones, el conjunto de
sus posiciones en el sólido se denotará por r = (r1, ..., rN). Análogamente, las coordenadas
espaciales de los J iones del sistema se escribirán como R = (R1, ...,RJ).

Aproximación 2. Asumimos que podemos descomponer el hamiltoniano como interac-
ciones entre pares de part́ıculas.

De acuerdo con estas primeras aproximaciones, podemos escribir el hamiltoniano del
sólido como

Ĥ(r,R) = Ĥe(r) + Ĥi(R) + Ĥe−i(r,R) (3.1)
donde el primer sumando es la contribución electrónica al hamiltoniano, la segunda la
correspondiente a los iones y la tercera a la interacción entre ambos. Concretamente:

Ĥe(r) =T̂e(r) + V̂e−e(r) =
N∑
i=1

p̂2
i

2m + 1
2
e2

4πε0

N∑
i,j=1
i 6=j

1
|ri − rj|

(3.2)

Ĥi(R) =T̂i(R) + Ŵ (R) =
J∑
j=1

p̂2
j

2Mj

+ 1
2

J∑
j,k=1
j 6=k

ω(Rj −Rk) (3.3)

Ĥe−i(r,R) =
N∑
i=1

J∑
j=1

ve−i(rn −Rj) (3.4)

La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo de todo el sólido es:

Ĥ(r,R)Ψn(r,R) = EnΨn(r,R) (3.5)

En primer lugar, resolvamos la parte electrónica de la ecuación anterior (la dependiente
de r), fijadas las coordenadas espaciales iónicas R, que serán tratadas como parámetros:[

Ĥe(r) + Ĥe−i(r,R)
]
ψm(r,R) = E(e)

m (R)ψm(r,R) (3.6)
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Para cada R, las soluciones de este problema {ψm(r,R)} forman una familia completa
de funciones en HA(N) (recordemos que los electrones son fermiones). Entonces, existen
coeficientes χnm(R) tales que

Ψn(r,R) =
∞∑
m=1

χnm(R)ψm(r,R) (3.7)

Para obtener la ecuación que verifica cada χnm(R) introducimos (3.7) en (3.5). Término
a término:

Ĥi(R)Ψn(r,R) =
∞∑
m=1

(
T̂i(R)χnm(R)

)
ψm(r,R) +

∞∑
m=1

χnm(R)
(
T̂i(R)ψm(r,R)

)
+
∞∑
m=1

ψm(r,R)Ŵ (R)χnm(R)
(3.8)

[
Ĥe(r) + Ĥe−i(r,R)

]
Ψn(r,R) =

∞∑
m=1

χnm(R)
[
Ĥe(r) + Ĥe−i(r,R)

]
ψm(r,R)︸ ︷︷ ︸

=E(e)
m (R)ψm(r,R)

(3.9)

Multiplicando (3.5) a la izquierda por ψ∗k(r,R), integrando en r y usando la ortonorma-
lidad de {ψm(r,R)}:

[
T̂i(R) + Ŵ (R) + E

(e)
k (R)

]
χnk(R) +

∞∑
m=1

χnm(R)〈ψk(R)|T̂i(R)|ψm(R)〉 = Enχnk(R)

(3.10)
En cada ecuación anterior aparecen todos los coeficientes χnm, constituyendo un sistema
acoplado. La aproximación siguiente nos permite desacoplarlas.

Aproximación 3 (Adiabática o de Born-Oppenheimer). Debido a la gran masa de los
iones reticulares respecto de los electrones y suponiendo que ambos están sometidos a
fuerzas electromagnéticas comparables, los primeros se mueven tan lentamente respecto
de los segundos que para estos, los iones pueden considerarse fijos. A la inversa, se puede
considerar que los iones están bajo un potencial determinado por el movimiento promedio
de los electrones (los iones no sienten las posiciones instantáneas de los mismos). Como
consecuencia, para cada R, solamente los términos diagonales de T̂i en la base {ψm(r,R)}
contribuirán significativamente a la enerǵıa del sistema:

〈ψk(R)|T̂i(R)|ψm(R)〉 ' δk,m〈ψk(R)|T̂i(R)|ψk(R)〉 (3.11)

donde δk,m es la delta de Kcronecker.

De esta forma, (3.10) se puede aproximar por
T̂i(R) + Ŵ (R) + E

(e)
k (R) + 〈ψk(R)|T̂i(R)|ψm(R)〉︸ ︷︷ ︸

=:V̂k(R)

χnk(R) = Enχnk(R) (3.12)

que son las ecuaciones que describen al subsistema reticular. Debemos remarcar que en el
término V̂k(R) está incluida la influencia electrónica sobre los iones a través de E(e)

k (R)
y de 〈ψk|T̂i(R)|ψk〉, que actúan como potenciales.
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3.1. El hamiltoniano iónico
A priori, para determinar las funciones ψm(r,R) habŕıa que resolver la ecuación (3.6)

para cada configuración espacial de los iones R. Gracias a la siguiente aproximación, solo
será necesario tener en cuenta las posiciones de equilibrio de estos.

Aproximación 4 (Armónica). Podemos escribir la posición de cada ion como Rj =
R(0)
j + uj, donde el vector R(0)

j es la posición de equilibrio y uj representa la desviación
de Rj respecto de él. Además, suponemos: |uj| � |R(0)

j |.

Aproximación 5. Consideramos el desarrollo de Taylor del operador V̂k(R) en torno a
las posiciones de equilibrio de cada ion reticular hasta términos de segundo orden.

V̂k(R) ' V̂k(R(0)) +
J∑

m=1
um · ∇RmV̂k

∣∣∣
R(0) + 1

2

J∑
m,n=1

3∑
µ,ν=1

uµmu
ν
n

∂2V̂k
∂Rµ

m∂Rν
n

∣∣∣∣∣
R(0)

(3.13)

Puesto que por la aproximación armónica R(0)
j son posiciones de equilibrio, el segundo

sumando se anula. Por otro lado, el término V̂k(R(0)) es una constante que podemos olvidar
simplemente cambiando el origen de potencial. Como consecuencia, el hamiltoniano iónico
se reduce a uno de tipo armónico:

Ĥi =
J∑
j=1

p̂2
j

2Mj

+ 1
2

J∑
m,n=1

3∑
µ,ν=1

uµmu
ν
n

∂2V̂k
∂Rµ

m∂Rν
n

∣∣∣∣∣
R(0)

(3.14)

Aproximación 6. Consideraremos una única polarización, haciendo µ = ν = 1:

Ĥi =
J∑
j=1

p̂2
j

2Mj

+ 1
2

J∑
m,n=1

umunAm,n (3.15)

donde hemos denotado
Am,n = ∂2V̂k

∂Rm∂Rn

∣∣∣∣∣
R(0)

(3.16)

3.1.1. La red directa y la red rećıproca
Introduciremos ahora los conceptos de redes directa y rećıproca de un sólido cristalino

de volumen Ω.

Definición 3.1.1. Una red directa (RD) es una distribución periódica de puntos en
el espacio, invariante frente a un cierto grupo de simetŕıas puntuales y traslacionales.
A cada punto de esta red se le asocian tres vectores linealmente independientes {ai}3

i=1,
denominados vectores de traslación, de manera que la red es la misma con origen en
r que con origen en r′ = r + ∑3

i=1 uiai, con ui ∈ Z. El paraleleṕıpedo que determinan se
llama celda unidad.

La elección de los vectores de traslación no es única. Una elección común es la siguiente:
se construyen los planos mediadores de los segmentos que unen un punto determinado de
la red con sus vecinos. Estos determinan una celda unidad primitiva (esto es, una celda
que contiene exactamente un punto de la red) llamada celda de Wigner-Seitz.
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Aproximación 7. Por simplicidad, consideraremos que el sólido es un cristal mono-
atómico ideal, de manera que cada celda unidad primitiva contiene un único ion reticular
de masa M cuya posición de equilibrio R(0) coincide con un punto de la red.

Además, a partir de ahora, para simplificar la notación escribiremos para cada j:

R(0)
j = m1a1 +m2a2 +m3a3 ≡m, m ∈ Z3 (3.17)

Definición 3.1.2. Si {ai}3
i=1 son los vectores de traslación de una red, se definen los

vectores {a∗j}3
j=1 como aquellos verificando:

a∗j · ai = 2πδi,j (3.18)

La red que generan estos nuevos vectores linealmente independientes se denomina red
rećıproca (RR). La celda Wigner-Seitz de la red rećıproca se llama primera zona de
Brillouin (ZB).

De la definición se deduce que si m = ∑3
i=1miai y q = ∑3

i=1 qia∗i son vectores de la red
directa y rećıproca, respectivamente, se tiene:

m · q = 2π
3∑
i=1

miqi =⇒ eim·q = 1 (3.19)

pues ∑3
i=1miqi ∈ Z. Como consecuencia, si k y k′ son dos vectores del espacio rećıproco

que difieren en un vector de la red rećıproca q (k = k′ + q), entonces:

eim·k = eim·k
′
eim·q = eim·k

′ (3.20)

El siguiente teorema se utilizará recurridamente en los desarrollos posteriores.

Teorema 3.1.1. Se tiene que∑
q∈ZB

eiq·m = Jδm,0, ∀m ∈ RD
∑

m∈RD
eiq·m = J∆q,0, ∀q ∈ RR

(3.21)

donde ∆ denota la delta de Kronecker módulo la red rećıproca.

3.1.2. El hamiltoniano iónico en segunda cuantización
Después de este resumen sobre la red cristalina, el siguiente paso es realizar una trans-

formación que permita pasar de las oscilaciones de cada part́ıcula reticular a coordenadas
normales que den cuenta de las oscilaciones colectivas de todo el sólido. Con este objetivo,
para cada vector q del espacio rećıproco introducimos el operador

Ûq = 1√
J

∑
m∈RD

ûme
−iq·m (3.22)

y su momento conjugado,

P̂q = −i~ ∂

∂Ûq
= 1√

J

∑
m∈RD

p̂me
iq·m (3.23)
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En el Apéndice A se demuestra que el hamiltoniano iónico dado por (3.15) se puede
escribir en términos de los operadores Ûq y P̂q como

Ĥi =
∑

q∈ZB

[ 1
2M P̂ †qP̂q + M

2 ω2
qÛ
†
qÛq

]
(3.24)

donde

ωq =
 1
M

∑
n∈RD

eiq·nA0,n

1/2

(3.25)

Por tanto, Ĥi se puede expresar como el hamiltoniano de un sistema de osciladores armóni-
cos independientes con frecuencias ωq. Los cuantos de estos osciladores se denominan
fonones. Para llegar a esta expresión no se han asumido más aproximaciones que la
armónica. Para un estudio más refinado podŕıa ser conveniente incluir términos anarmóni-
cos. Por ejemplo, el término de orden tres del desarrollo de Taylor (3.13) contempla las
interacciones fonón-fonón, que aqúı despreciamos.

Destacamos también que según (3.25) se tiene ωq ∝ M−1/2, hecho crucial para justi-
ficar posteriormente el efecto isotópico de la sección 1.5. Por otro lado, de la definición
de ωq y de (3.20) se deduce trivialmente que ωq = ωq+G, para todo vector G de la red
rećıproca. En concreto, para G = −2q se tiene ωq = ω−q.

El objetivo ahora es expresar (3.24) en el formalismo de segunda cuantización. Para
ello, fijado q del espacio rećıproco, introducimos los operadores de creación y des-
trucción fonónicos

b̂†q =
MωqÛ

†
q − iP̂q√

2~Mωq
; b̂q =

MωqÛq + iP̂ †q√
2~Mωq

(3.26)

Se comprueba que b̂q y b̂†q cumplen las relaciones de conmutación bosónicas (2.19). Como
consecuencia, los fonones son bosones. Las relaciones inversas son:

Ûq = ~
2Mωq

(
b̂q + b̂†−q

)
; P̂q = i

M~ωq

2
(
b̂†q − b̂−q

)
(3.27)

Sustituyendo estas expresiones de las coordenadas normales en (3.24) y usando la relación
de conmutación bosónica [b̂q, b̂

†
q] = 1 llegamos a la expresión del hamiltoniano iónico en

segunda cuantización:

Ĥi =
∑

q∈ZB

~ωq

2
(
b̂qb̂
†
q + b̂†qb̂q

)
=

∑
q∈ZB

~ωq

(
b̂†qb̂q + 1

2

)
(3.28)

3.2. El hamiltoniano electrónico
Una vez obtenido el hamiltoniano en segunda cuantización que describe a las part́ıculas

reticulares del sólido, hagamos lo mismo ahora para el hamiltoniano electrónico. Para ello,
considerando la aproximación armónica realizamos un desarrollo de Taylor hasta el primer
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orden del término potencial que da cuenta de la interacción electrón-ion:

Ĥe−i(r,R) =
N∑
i=1

J∑
j=1

ve−i(ri −Rj) =
N∑
i=1

J∑
j=1

ve−i(ri −R(0)
j − uj)

=
N∑
i=1

J∑
j=1

[
ve−i(ri −R(0)

j )− uj · ∇Rj
[ve−i(ri −Rj)]

∣∣∣
Rj=R(0)

j

+ ...

]

=
N∑
i=1

J∑
j=1

ve−i(ri −R(0)
j ) +

N∑
i=1

J∑
j=1

uj ·
[
(∇ve−i) (ri −R(0)

j )
]

︸ ︷︷ ︸
≡v(ri)

+...

(3.29)

Entonces, en primer orden de aproximación el hamiltoniano de la ecuación del problema
electrónico (3.6) se puede descomponer en una parte que dependa únicamente de las
coordenadas r pero que contenga la influencia de la red reticular (estática) y otra que śı
tenga en cuenta las desviaciones de las part́ıculas reticulares de sus posiciones de equilibrio
(dependiente de uj):

Ĥe + Ĥe−i = Ĥ(0)
e + Ĥe−f (3.30)

donde

Ĥ(0)
e = T̂e + 1

2
1

4πε0

N∑
i,j=1
i 6=j

1
|ri − rj|

+
N∑
i=1

J∑
j=1

ve−i(ri −R(0)
j )

Ĥe−f =
N∑
i=1

v(ri)

(3.31)

Recordemos que, para usar el formalismo de segunda cuantización tal y como lo he-
mos descrito necesitamos que el sistema esté compuesto por part́ıculas independientes. El
término de la interacción coulombiana que aparece en Ĥ(0)

e está fuera de nuestras consi-
deraciones. Por ello, y con el fin sobre todo de simplificar la resolución de las ecuaciones,
es útil introducir un término de campo medio Uc(r) de manera que el sistema de elec-
trones interactuantes venga aproximadamente descrito por un hamiltoniano efectivo de
electrones independientes (primer sumando de (3.32)). Aśı, el término residual (segundo
sumando) debe ser pequeño y puede ser posteriormente tratado como una perturbación.
Procedimientos como el de Hartree-Fock permiten, mediante un cálculo iterativo, la de-
terminación de Uc(r).

Ĥ(0)
e =

N∑
i=1

T̂e,i +
J∑
j=1

ve−i(ri −R(0)
j ) + Uc(ri)


︸ ︷︷ ︸

≡ĥ(0)
e

+
N∑
i=1

1
2

1
4πε0

N∑
j,k=1
j 6=k

1
|ri − rj|

− Uc(ri)


(3.32)

Nos permitimos la licencia de renombrar a este primer sumando Ĥ(0)
e . El siguiente teorema

proporciona la forma funcional de los autoestados de un potencial como este.
Teorema 3.2.1 (De Bloch). En un sistema de electrones independientes e idénticos so-
metidos a un potencial periódico que respeta la periodicidad de la red directa (como es
el caso de Ĥ(0)

e ), los autoestados monopart́ıcula (de ĥ(0)
e ) vienen caracterizados por las

llamadas funciones de onda Bloch, que son de la forma

ψnkσ(x) = 1√
J
eik·rϕnk(r)χσ(s) ≡ φnk(r)χσ(s) (3.33)
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donde ~k es el llamado momento cristalino, n da cuenta de la banda de enerǵıa del
estado Bloch y ϕnk respeta la periodicidad del sólido:

ϕnk(r + m) = ϕnk(r), ∀m ∈ RD
ϕnk(r) = ϕn(k+G)(r), ∀G ∈ RR

(3.34)

De acuerdo con las propiedades (3.20) y (3.34), ψnkσ = ψn(k+G)σ para todo vector G de
la red rećıproca. Aśı, {ψnkσ}k∈ZB es una base ortonormal completa del espacio de Hilbert
monopart́ıcula.

En todos los metales en los que estaremos interesados, la enerǵıa térmica del sistema
kBT será mucho menor que el potencial qúımico µ. La función de densidad de Fermi
da la población de los niveles energéticos en un sistema fermiónico,

f(ε) = 1
eβ(ε−µ) + 1 (3.35)

donde β = (kBT )−1. La superficie de Fermi la componen los estados Bloch con enerǵıas
εnk = εF , donde εF = µ es la llamada enerǵıa de Fermi. De aqúı en adelante asumiremos
por simplicidad la siguiente aproximación.

Aproximación 8. Solo consideraremos una banda de conducción electrónica situada en
la superficie de Fermi, de manera que obviaremos el número n.

De acuerdo con lo anterior, haciendo uso de la ecuación (2.20) en la base de funciones
de Bloch y teniendo en cuenta que ĥ(0)

e no depende de las coordenadas internas llegamos
a la expresión del hamiltoniano electrónico en segunda cuantización:

Ĥ(0)
e =

∑
k,k′

∑
σ,σ′
〈ψk′σ′ |ĥ(0)

e |ψkσ〉︸ ︷︷ ︸
=εkδk’,kδσ′,σ

ĉ†k′σ′ ĉkσ =
∑
k,σ

εkĉ
†
kσ ĉkσ (3.36)

donde εk representa al autovalor de ĥ(0)
e asociado a ψkσ. Aśı, los operadores ĉ†kσ y ĉkσ

crean y destruyen, respectivamente, estados Bloch electrónicos.

3.3. El hamiltoniano de interacción electrón-fonón

Se puede aplicar un tratamiento análogo a Ĥe−f para deducir su expresión en términos
de los operadores de creación y destrucción de electrones y de fonones. Usando (2.20)
teniendo en cuenta que v no depende de las coordenadas internas:

Ĥe−f =
∑

k,k′∈ZB

∑
σ,σ′
〈ψk′σ′ |v|ψkσ〉︸ ︷︷ ︸
=〈φk′ |v|φk〉δσ′,σ

ĉ†k′σ′ ĉkσ =
∑

k,k′∈ZB

∑
σ

〈φk′|v|φk〉ĉ†k′σ ĉkσ (3.37)

Desarrollamos ahora ve−i en serie de Fourier:

ve−i(y) =
∑

q
ṽe−i(q)eiq·y =⇒ ∇ve−i(y) = i

∑
q
ṽe−i(q)qeiq·y (3.38)

donde hemos denotado a los coeficientes de Fourier de ve−i por

ṽe−i(q) = 1
Ω

∫
Ω
dz ve−i(z)e−iq·z (3.39)
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Entonces,

v(r) =
J∑
j=1

uj ·
[
∇ve−i(r−R(0)

j )
]

= i
∑

q
ṽe−i(q)qeiq·r ·

J∑
j=1

uje−iq·R
(0)
j (3.40)

Por otro lado, obteniendo la serie de Fourier inversa de (3.22) y sustituyendo (3.27):

ûj = 1√
J

∑
q∈ZB

eiq·R
(0)
j Ûq =

∑
q∈ZB

√√√√ ~
2MJωq

eiq·R
(0)
j (b̂q + b̂†−q) (3.41)

Haciendo uso del Teorema 3.1.1:
J∑
j=1

uje−iq·R
(0)
j =

∑
q′∈ZB

√√√√ ~
2MJωq′

 J∑
j=1

ei(q
′−q)·R(0)

j


︸ ︷︷ ︸

=J∆q,q′

(b̂q′ + b̂†−q′) =

√√√√ ~J
2Mωq

(b̂q + b̂†−q)

(3.42)
Introduciendo lo anterior en (3.40):

v(r) = i
∑

q

√√√√ ~J
2Mωq

ṽe−i(q)qeiq·r(b̂q + b̂†−q) (3.43)

La suma anterior proviene del desarrollo de Fourier (3.38), luego está extendida a todo
el espacio rećıproco. Ahora bien, en los caṕıtulos que siguen los fonones que intervendrán
en las interacciones electrón-fonón tendrán momentos q en la primera zona de Brillouin.

Aproximación 9. De aqúı en adelante se despreciarán las interacciones electrón-fonón
en las que el electrón cambia su momento de k a k + q + G, con q ∈ ZB y G 6= 0 un
vector de la red rećıproca (procesos Umklapp). Aśı, se supondrá que las interacciones
predominantes son aquellas en las que intervienen fonones con momento en la primera
Zona de Brillouin (G = 0), denominados procesos normales.

Bajo dicha hipótesis y siguiendo con el desarrollo:

〈φk′|v|φk〉 = i
∑

q∈ZB

√√√√ ~J
2Mωq

ṽe−i(q)q〈φk′|eiq·r|φk〉(b̂q + b̂†−q) (3.44)

Se puede probar fácilmente [8] que, teniendo en cuenta que las funciones ϕk respetan
la periodicidad de la red y que debido a que los parámetros reticulares son mucho más
pequeños que la escala en que eiq·r vaŕıa:

〈φk′|eiq·r|φk〉 ' 〈ϕk+q|ϕk〉δk′,k+q (3.45)

Teniendo esto en cuenta y sustituyendo (3.44) en (3.37) obtenemos la expresión del ha-
miltoniano electrón-fonón en segunda cuantización:

Ĥe−f =
∑

k,q∈ZB

∑
σ

Vk,q(b̂q + b̂†−q)ĉ†(k+q)σ ĉkσ (3.46)

donde

Vk,q = i

√√√√ ~J
2Mωq

ṽe−i(q)q〈ϕk+q|ϕk〉 (3.47)
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En la mayoŕıa de los razonamientos que seguirán estaremos en el caso en que |q| � |k|,
de manera que podremos aproximar 〈ϕk+q|ϕk〉 ' 1, y con ello, Vk,q ' Vq. Por otro lado,
de la expresión en segunda cuantización de Ĥe−f se deduce que la interacción entre un
electrón y un fonón tiene lugar cambiando el momento del primero de k a k + q mediante
o bien la absorción de un fonón de momento q (sumando proporcional a b̂qĉ

†
(k+q)σ ĉkσ) o

bien emitiendo un fonón de momento −q (sumando proporcional a b̂†−qĉ
†
(k+q)σ ĉkσ).

19



Caṕıtulo 4
La teoŕıa BCS en el cero absoluto de
temperaturas

Después del descubrimiento en 1911 de la superconductividad por Kamerlingh Onnes,
las dificultades matemáticas y f́ısicas del problema imped́ıan a la comunidad cient́ıfica
explicar el fenómeno teóricamente. No fue hasta 1950 cuando Herbert Fröhlich identi-
ficó uno de los pilares fundamentales para comprender el funcionamiento microscópico
de la superconductividad: la interacción efectiva electrón-electrón debida a intercambios
fonónicos en el sólido. En 1957, Bardeen, Cooper y Schrieffer publicaron la primera teoŕıa
microscópica de la superconductividad: la teoŕıa BCS [2]. En este caṕıtulo comenzaremos
con la descripción de esta teoŕıa para el cero absoluto de temperaturas. Será en los próxi-
mos caṕıtulos cuando introduzcamos la temperatura en el problema. Se irá referenciando
la bibliograf́ıa concreta utilizada en cada apartado.

4.1. La interacción efectiva electrón-electrón
Para este apartado se han usado las referencias [3], [5], [8], y [13]. Nuestro objetivo

ahora es reducir el hamiltoniano que da cuenta de la interacción electrón-fonón Ĥe−f dado
por (3.46). En este intervienen tanto operadores de creación y destrucción electrónicos co-
mo fonónicos. Nuestra intención es construir perturbativamente un hamiltoniano reducido
Ĥred a partir del anterior que solo dependa de los operadores electrónicos y que refleje
una interacción electrón-electrón efectiva, que tal y como veremos puede ser atractiva.

4.1.1. Un ejemplo ilustrativo
Antes de comenzar con los cálculos, demos una idea f́ısica sencilla de cómo pueden

dos electrones sentir una fuerza atractiva ante vibraciones de la red. Comentar que el
mecanismo que describiremos atañe solo a superconductores de baja temperatura. En
primer lugar, supongamos un electrón desplazándose por una red de cationes, tal y como
se muestra en la Figura 4.1. Este provoca una distorsión de la red, atrayendo a los cationes
hacia su posición instantánea y creando a su alrededor una pequeña densidad de carga
positiva, +δQ. Ahora bien, debemos tener en cuenta que la velocidad del electrón es
mucho mayor que la de los cationes (recordar la Aproximación 3), de manera que cuando
se forma +δQ el electrón ya está lejos de dicha posición. Si consideramos ahora un segundo
electrón en la red, este sentirá una fuerza coulombiana atractiva, FδQ, debida a +δQ, y
otra repulsiva, Fe− debida al primer electrón. La clave está en que en las escalas de tiempo
de estos procesos, la interacción coulombiana es prácticamente instantánea, de forma que
FδQ y Fe− no se cancelan, pudiendo resultar en promedio en una interacción atractiva
entre los dos electrones.
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Fe−

FδQ

Figura 4.1: Un electrón (color rosado) se mueve por una red de cationes. Inicialmente en su
trayectoria perturba la red de cationes creando una pequeña densidad de carga +δQ por la que otro
electrón (color azul) siente una fuerza atractiva FδQ. Además, este último electrón es repelido
por una fuerza Coulombiana Fe− debido a la posición instantánea del otro electrón.

4.1.2. Determinación del hamiltoniano de interacción efectiva
electrón-electrón

Determinemos a continuación el término del hamiltoniano que describirá la interacción
efectiva electrón-electrón, basándonos en la teoŕıa perturbativa de Schrieffer-Wolff [5][13].
En primer lugar, debemos suponer la existencia de un operador Ŝ lineal y antihermı́tico
(esto es, Ŝ† = −Ŝ). En ese caso, es directo que el operador eŜ es unitario y podemos
realizar la siguiente transformación unitaria del hamiltoniano total Ĥ = Ĥ(0)

e +Ĥi+Ĥe−f =
Ĥ0 + Ĥe−f :

Ĥ ′ =eŜĤe−Ŝ = Ĥ + [Ŝ, Ĥ] + 1
2!
[
Ŝ, [Ŝ, Ĥ]

]
+ 1

3!
[
Ŝ,
[
Ŝ, [Ŝ, Ĥ]

]]
+ ...

=Ĥ0 +
(
Ĥe−f + [Ŝ, Ĥ0]

)
+ [Ŝ, Ĥe−f ] + 1

2!
[
Ŝ, [Ŝ, Ĥ0]

]
+ 1

2!
[
Ŝ, [Ŝ, Ĥe−f ]

]
+ ...

(4.1)

donde en la segunda igualdad se ha aplicado el conocido Lema de Hadamard. Debemos
tener en cuenta que la serie anterior es puramente formal y no aseguramos convergencia
(no será esto un problema de todas formas, pues tomaremos solo los primeros términos
de la serie). Por otro lado, recordamos que una transformación unitaria como la anterior
hace que los autovectores de Ĥ sean en general distintos de los de Ĥ ′, pero los autovalores,
y con ellos, todos los valores esperados, śı coinciden en ambas imágenes.

Queremos escoger Ŝ de forma que Ĥ ′ solo dependa en segundo orden de la perturba-
ción, Ĥe−f . Para ello, imponemos en (4.1)

Ĥe−f + [Ŝ, Ĥ0] = 0 (4.2)

Esta ecuación hace que Ŝ dependa en primer orden de Ĥe−f , y con ello, los demás términos
de (4.1) dependerán al menos en segundo orden de la perturbación. Aśı, sustituyendo (4.2)
en (4.1) llegamos a

Ĥ ′ = Ĥ0 + 1
2[Ŝ, Ĥe−f ] +O(Ĥ3

e−f ) (4.3)

El siguiente paso es encontrar el operador Ŝ resolviendo (4.2). Denotamos por |φn〉 a
un autoestado del operador hermı́tico Ĥ0 con autovalor asociado En ∈ R. Entonces:

−〈φn|Ĥe−f |φm〉 = 〈φn|[Ŝ, Ĥ0]|φm〉 = 〈φn|ŜĤ0|φm〉−〈φn|Ĥ0Ŝ|φm〉 = (Em−En)〈φn|Ŝ|φm〉
(4.4)
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Suponiendo En 6= Em, de la ecuación (4.2) se deducen los elementos de matriz no diago-
nales de Ŝ:

〈φn|Ŝ|φm〉 = 〈φn|Ĥe−f |φm〉
En − Em

(4.5)

Definiendo los elementos diagonales de Ŝ por cualquier número imaginario puro, es directo
comprobar a partir de (4.5) y de la hermiticidad de Ĥe−f que Ŝ es antihermı́tico.

En la nueva imagen vamos a aplicar teoŕıa de perturbaciones en primer orden a la per-
turbación 1

2 [Ŝ, Ĥe−f ]. El hamiltoniano sin perturbar en esta nueva imagen, Ĥ0 = Ĥ(0)
e +Ĥi,

es suma de los hamiltonianos libres electrónico y fonónico, por lo que una base completa
de autoestados de Ĥ0 será

{
|φnenf 〉 = |φne〉 ⊗ |φnf 〉

}
, donde ne son todas las etiquetas

de momento y esṕın que caracterizan a los estados electrónicos y nf las etiquetas de los
momentos fonónicos. La corrección en enerǵıa del estado |φnenf 〉 viene entonces dada por

∆Enenf = 〈φnenf |
1
2[Ŝ, Ĥe−f ]|φnenf 〉 = 1

2
(
〈φnenf |ŜĤe−f |φnenf 〉 − 〈φnenf |Ĥe−f Ŝ|φnenf 〉

)
(4.6)

Tal y como comentamos antes, nosotros estamos interesados en eliminar la contribución
fonónica de la expresión de la perturbación, por lo que vamos a calcular la corrección en
enerǵıa del estado correspondiente a un par de electrones en ausencia de fonones:

|φ2,0〉 = ĉ†kσ ĉ
†
k′σ′ |0〉 (4.7)

Teniendo en cuenta la relación (4.5) y que
{
|φnenf 〉

}
es base completa ortonormal,

〈φ2,0|ŜĤe−f |φ2,0〉 =
∑
ne,nf

〈φ2,0|Ŝ|φnenf 〉〈φnenf |Ĥe−f |φ2,0〉

=
∑
ne,nf

〈φ2,0|Ĥe−f |φnenf 〉〈φnenf |Ĥe−f |φ2,0〉
E2,0 − Enenf

(4.8)

Es obvio que repitiendo lo mismo para el segundo sumando de (4.6) obtenemos

〈φ2,0|Ĥe−f Ŝ|φ2,0〉 = −〈φ2,0|ŜĤe−f |φ2,0〉 (4.9)

debido al cambio de signo en el denominador de (4.8). Por todo lo anterior, la corrección
en enerǵıa en primer orden en la nueva imagen de (4.7) viene dada por

∆E2,0 =
∑
ne,nf

〈φ2,0|Ĥe−f |φnenf 〉〈φnenf |Ĥe−f |φ2,0〉
E2,0 − Enenf

(4.10)

que justo coincide con la expresión que nos daŕıa la teoŕıa de perturbaciones en segundo
orden en la imagen inicial. Para calcular esta corrección, haremos uso de una estrategia
que será muy socorrida: utilizar las relaciones de conmutación y anticonmutación (2.19)
para pasar los operadores de destrucción a la derecha y los de creación a la izquierda, de
manera que podamos usar que

ĉkσ|0〉 = 0 ; 〈0|ĉ†kσ = 0 ; b̂q|0〉 = 0 ; 〈0|b̂†q = 0 (4.11)
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Siguiendo esto, se tiene

Ĥe−f |φ2,0〉 =
∑

p,q,s
Vq(b̂q + b̂†−q)ĉ†(p+q)sĉpsĉ

†
kσ ĉ
†
k′σ′ |0〉

=
∑

p,q,s
Vqb̂

†
−q

(
ĉ†(k+q)σ ĉ

†
k′σ′δk,pδσ,s − ĉ†(k′+q)σ′ ĉ

†
kσδk′,pδσ′,s + ĉ†(p+q)sĉ

†
kσ ĉ
†
k′σ′ ĉps

)
|0〉

=
∑

q
Vqb̂

†
−q

(
ĉ†(k+q)σ ĉ

†
k′σ′ + ĉ†kσ ĉ

†
(k′+q)σ′

)
|0〉

=
∑

q
Vqb̂

†
−qĉ

†
(k+q)σ ĉ

†
k′σ′|0〉+

∑
q
V−qb̂

†
qĉ
†
kσ ĉ
†
(k′+q)σ′|0〉

(4.12)

En la última igualdad hemos simplemente realizado el cambio q → −q en el segundo
sumatorio. De esta expresión es claro que al aplicar el proyector∑

ne,nf

|φnenf 〉〈φnenf | (4.13)

sobre Ĥe−f |φ2,0〉 solo los autoestados de Ĥ0

b̂†−qĉ
†
(k+q)σ ĉ

†
k′σ′|0〉 ; b̂†qĉ

†
kσ ĉ
†
(k′−q)σ′ |0〉 (4.14)

dan una contribución no nula, para todo q ∈ ZB. Por tanto, la ecuación (4.10) resulta

∆E2,0 =
∑

q
Vq

〈φ2,0|Ĥe−f b̂
†
−qĉ

†
(k+q)σ ĉ

†
k′σ′ |0〉

(εk + εk′)− (εk+q + εk′ + ~ω−q) +
∑

q
V−q

〈φ2,0|Ĥe−f b̂
†
qĉ
†
kσ ĉ
†
(k′−q)σ′ |0〉

(εk + εk′)− (εk + εk′−q + ~ωq)
(4.15)

Siguiendo la estrategia anterior, calculemos, por ejemplo, el elemento de matriz del primer
sumando.

〈φ2,0|Ĥe−f b̂
†
−qĉ

†
(k+q)σ ĉ

†
k′σ′|0〉

=
∑

p,q′,s
Vq′〈0|ĉk′σ′ ĉkσ(b̂q′ + b̂†−q′)ĉ

†
(p+q′)sĉpsb̂

†
−qĉ

†
(k+q)σ ĉ

†
k′σ′|0〉

=
∑

p,q′,s
Vq′〈0|δ−q,q′ ĉk′σ′ ĉkσ ĉ

†
(p+q′)s[δp,k+qδσ,sĉ

†
k′σ′ − ĉ

†
(k+q)σ(δp,k′δσ′,s − ĉ†k′σ′ ĉps)]|0〉

= V−q
(
〈0|ĉk′σ′ ĉkσ ĉ

†
kσ ĉ
†
k′σ|0〉 − 〈0|ĉk′σ′ ĉkσ ĉ

†
(k′−q)σ′ ĉ

†
(k+q)σ|0〉

)
= V−q

(
1 + 〈0|ĉk′σ′ ĉkσ ĉ

†
(k+q)σ ĉ

†
(k′−q)σ′|0〉

)
(4.16)

Análogamente, se llega a

〈φ2,0|Ĥe−f b̂
†
qĉ
†
kσ ĉ
†
(k′−q)σ′ |0〉 = Vq

(
〈0|ĉk′σ′ ĉkσ ĉ

†
(k+q)σ ĉ

†
(k′−q)σ′|0〉+ 1

)
(4.17)

Finalmente, introduciendo (4.16) y (4.17) en (4.15) y teniendo en cuenta que V−q = V ∗q
de acuerdo con (3.47) y ω−q = ωq por (3.25) obtenemos

∆E2,0 =
∑

q

|Vq|2

εk − (εk+q + ~ωq) +
∑

q

|Vq|2

εk′ − (εk′−q + ~ωq)

+
∑

q
|Vq|2

(
1

εk − (εk+q + ~ωq) + 1
εk′ − (εk′−q + ~ωq)

)
〈0|ĉk′σ′ ĉkσ ĉ

†
(k+q)σ ĉ

†
(k′−q)σ′ |0〉

(4.18)
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Un análisis completamente análogo para determinar la corrección en enerǵıa de un estado
con un único electrón (φ1,0 = ĉ†kσ|0〉) se lleva a cabo en [8], obteniéndose que dichas co-
rrecciones coinciden con los dos primeros sumandos de (4.18) (el primero para el electrón
en el estado |kσ〉 y el segundo para |k′σ′〉). El último sumando se corresponde con la posi-
bilidad de que ambos electrones intercambien un fonón de momento q. De aqúı inferimos
un hamiltoniano efectivo que nos proporciona esta corrección en enerǵıa en primer orden
debido al intercambio de un fonón:

1
2
∑

q

∑
kσk′σ′

V ef
k,k′,qĉ

†
(k+q)σ ĉ

†
(k′−q)σ′ ĉk′σ′ ĉkσ (4.19)

donde
V ef

k,k′,q = |Vq|2
(

1
εk − (εk+q + ~ωq) + 1

εk′ − (εk′−q + ~ωq)

)
(4.20)

Vemos que (4.19) es justo el hamiltoniano de interacción efectiva electrón-electrón que
buscábamos, pues contiene la mayoŕıa de la información de Ĥe−f y solo es función de los
operadores de creación y destrucción de los dos electrones involucrados. El estado |kσ,k′σ′〉
de un par de electrones se transforma en |(k+q)σ, (k′−q)σ′〉, mediado por un potencial de
intensidad V ef

k,k′q. Hay que tener presente que para que la interacción ocurra es necesario
que los estados finales monoelectrónicos |(k + q)σ〉 y |k′ − q)σ′〉 no estén ocupados. Una
esfera de Fermi perfectamente formada y no interactuante a T = 0 K separa estados
monoelectrónicos ocupados (aquellos con enerǵıa inferior a la enerǵıa de Fermi, εF ) y
desocupados (con enerǵıas mayores que εF ). En condiciones no tan restrictivas, los estados
con enerǵıas cercanas a εF pueden estar ocupados o desocupados, con lo que será en esta
región donde se puedan producir las interacciones electrón-electrón mediante intercambio
fonónico. Haciendo εk, εk′ , εk+q, εk′−q ' εF en (4.20) obtenemos

V ef
k,k′,q ' −

2|Vq|2

~ωq
= V ef

q (4.21)

Vemos que cerca de la superficie de Fermi la interacción efectiva electrón-electrón es atrac-
tiva. Ahora bien, esto es condición necesaria pero no suficiente para que el par electrón-
electrón sea un sistema ligado. El siguiente paso es por tanto identificar qué términos
de (4.19) se corresponden con pares de electrones que tienden a formar sistemas ligados.
Estos serán los que más contribuirán a la interacción y los que formarán parte del ha-
miltoniano reducido con el que trata la teoŕıa BCS. Justo esto será lo que estudiaremos,
analizando un problema más sencillo, en la sección 4.2.

4.2. El problema de un único par de Cooper
Las referencias utilizadas en esta sección son [1], [2], [8], [9], [16] y [17]. En este apar-

tado vamos a desviarnos del problema de muchas part́ıculas que veńıamos tratando para
reducirnos a uno más sencillo. Consideraremos un único par de electrones interactuantes
sobre una esfera de Fermi no interactuante. Obviamente, aislar este par de electrones del
resto y estudiar sus interacciones no nos va a proporcionar todas las respuestas que bus-
camos, pero śı nos ayudará a inferir qué términos de (4.19) son realmente relevantes. Para
identificarlos, nos preguntamos: ¿es posible que dos electrones formen un estado ligado
bajo una interacción atractiva aunque su intensidad sea infinitesimalmente pequeña? En
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caso afirmativo, este par ligado toma el nombre de par de Cooper, pues fue el propio
Cooper el que propuso que los términos de (4.19) en los que intervienen dichos pares son
los que contribuyen fundamentalmente al fenómeno [3].

Para proceder con este análisis, consideremos primero la ecuación de Schrödinger in-
dependiente del tiempo en el sistema de referencia centro de masas, entendiendo la masa
del electrón m como una masa efectiva.[

−~2∇2
r

2µ − ~2∇2
R

2M + V (r)
]

Ψ(r,R) = EΨ(r,R) (4.22)

Hemos denotado por r = r1 − r2 a la coordenada relativa del par, R la coordenada del
centro de masas y µ = m/2 y M = 2m las masas reducida y total, respectivamente.
Además, hemos denotado por Ψ a una función de onda espacial autoestado del sistema y
por E a la enerǵıa del par en Ψ. Como el potencial atractivo no depende de R, podemos
aplicar el método de separación de variables y proponer:

Ψ(r,R) = ψ(r)eiK·R (4.23)

donde K es el momento total de las dos part́ıculas. En el caso en que K = 0, la función
de onda del par de electrones puede expresarse como:

Ψ(r,R) = ψ(r) =
∑

k
ψ̃(k)eik·r =

∑
k
ψ̃(k)eik·r1e−ik·r2 (4.24)

donde ψ̃(k) son los coeficientes de Fourier de ψ(r). Hay que entender las sumas restringidas
a los estados accesibles. Si vemos a eik·r1 y a e−ik·r2 como estados monopart́ıcula con
momentos k y −k, respectivamente, se tiene que Ψ es superposición de estados |k,−k〉.
En cada uno de estos estados, un electrón tiene momento k y el otro −k.

Por otro lado, es sencillo probar que para que se satisfaga el Principio de Pauli debe
cumplirse L + S par, donde L y S son el momento angular y de esṕın del par electrón-
electrón, respectivamente. Esto implica que si ψ(−r) = ψ(r) (L es par) entonces S = 0
(estado singlete), mientras que si ψ(−r) = −ψ(r) (L es impar) entonces S = 1 (estado tri-
plete). Para potenciales atractivos V pares la interacción repulsiva de canje (intercambio)
entre espines paralelos desfavorece la posible interacción atractiva entre las part́ıculas y
por tanto la formación de un estado ligado. En cambio, si el potencial es impar, entonces
los estados triplete se veŕıan favorecidos.

Aproximación 10. De acuerdo con el estudio que hicimos sobre la interacción efectiva
electrón-electrón en la sección 4.1, de aqúı en adelante nos restringiremos a sistemas en
los que el potencial de interacción es constante en un determinado rango de interacción
(véase (4.21)). Por tanto, solo trataremos con pares electrón-electrón singletes. En este
marco se encuentra la teoŕıa BCS [2].

De (4.22) y de (4.23) es directo que ψ verifica la ecuación[
−~2∇2

r
2µ + ~2K2

2M + V (r)
]
ψ(r) = Eψ(r) (4.25)

Escribiendo esta ecuación en la representación de cantidades de movimiento llegamos a

(Ṽ ψ)(k) = (E − 2εk − EK) ψ̃(k) (4.26)
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donde εk denota la enerǵıa monoelectrónica y EK la del centro de masas:

εk = ~2k2

2m = 1
2
~2k2

2µ ; EK = ~2K2

2M = ~2K2

4m (4.27)

A partir de ahora asumiremos K = 0. Por otro lado,

(Ṽ ψ)(k) = 1
Ω

∫
Ω
drV (r)ψ(r)e−ik·r = 1

Ω

∫
Ω
dr
(∑

q
Ṽ (q)eiq·r

)
ψ(r)e−ik·r

=
∑

q
Ṽ (q)

( 1
Ω

∫
Ω
drψ(r)e−i(k−q)·r

)
=
∑

q
Ṽ (q)ψ̃(k− q) =

∑
k′
Ṽ (k− k′)ψ̃(k′)

(4.28)

En el último paso se ha introducido el cambio de variables k′ = k− q. Definiendo

∆(k) = (E − 2εk) ψ̃(k) (4.29)

podemos reescribir (4.26) como

∆(k) =
∑
k′
Ṽ (k− k′)ψ̃(k′) =

∑
k′

Ṽ (k− k′)
E − 2εk′

∆(k′) (4.30)

Tal y como comentamos antes, este par de electrones interactuantes se dispone sobre un
mar de Fermi de electrones no interactuantes. Debido al Principio de Exclusión de Pauli,
el único papel de este mar es impedir que el par ocupe los estados con enerǵıa inferior
al nivel de Fermi εF . Para reflejar esto en los cálculos y siguiendo la Aproximación 10,
asumamos que este par de electrones está sometido a una interacción atractiva de alcance
la enerǵıa de un fonón dada por

Ṽ (k− k′) =
{
−V0 si 0 < ξk, ξk′ < ~ωD

0 en caso contrario (4.31)

donde ξk = εk − εF es la enerǵıa monoelectrónica medida respecto del nivel de Fermi.
En la Figura 4.2 se ilustra cómo este potencial solo actúa sobre los estados accesibles
(aquellos con enerǵıas superiores a εF ). Además, aqúı hemos asumido la existencia de un
valor máximo de la frecuencia de los fonones en el sólido, que podemos tomar como la
conocida frecuencia de Debye, ωD (del orden del meV). De acuerdo con (3.25), esta
enerǵıa máxima fonónica ~ωD es proporcional a M−1/2, siendo M la masa de los iones
reticulares. Por otro lado, vamos a trabajar en el ĺımite termodinámico en el que la variable
k es continua, aunque manteniendo el volumen del sólido Ω finito. Matemáticamente, esto
se realiza haciendo una transformación entre la serie y la transformada de Fourier:

∑
k
→ Ω

(2π)3

∫
dk =

∫
dερ(ε) (4.32)

Notar que (2π)3/Ω es el volumen que ocupa cada modo k en el espacio de momentos.
Para pasar de la integral en k a la integral en ε usamos la densidad de estados por esṕın,
ρ(ε). Si vemos a m como una masa efectiva electrónica, es sencillo deducir que la función
densidad de estados por esṕın es:

ρ(ε) = C
√
ε; donde C = Ω

~3π2

√
m3

2 (4.33)
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k ↑

k′ ↑

−k′ ↓

−k ↓

εF + ~ωD

εF

Figura 4.2: Un par de Cooper |k′ ↑,−k′ ↓〉 es dispersado al estado |k ↑,−k ↓〉 sobre una esfera
de Fermi no interactuante representada en color rosa. El rango de actuación del potencial (4.31)
es una corona esférica de radios εF y εF + ~ωD.

Introducimos ahora (4.31) y (4.32) en (4.30), suponiendo que la función de onda es
espacialmente simétrica (para que el par sea un singlete) independiente de los momentos
∆(k) = ∆ 6= 0.

∆ =
∫ εF+~ωD

εF
dερ(ε) −V0

E − 2ε∆ =
∫ ~ωD

0
dξρ(ξ + εF ) −V0

(E − 2εF )− 2ξ∆

=
∫ ~ωD

0
dξρ(ξ) −V0

E − 2ξ∆
(4.34)

En la última igualdad hemos renombrado ρ(·) ≡ ρ(· + εF ) y E ≡ E − 2εF , siendo esta
la notación que usaremos a partir de ahora. Por otro lado, debido a que ~ωD � εF
(~ωD es del orden del meV y εF del eV a T = 0 K) y puesto que (4.33) presenta un
comportamiento suave en el intervalo de integración, podemos aproximar ρ(ξ) ' ρ(0),
con lo que la densidad de estados puede salir de la integral:

∆ ' −V0ρ(0)∆
∫ ~ωD

0
dξ

1
E − 2ξ = V0ρ(0)

2 ∆ ln
(
E − 2~ωD

E

)
(4.35)

Despejando de aqúı E obtenemos

E = − 2~ωD
e

2
V0ρ(0) − 1

(4.36)

Aproximación 11 (Ĺımite de acoplamiento débil). Supongamos que la enerǵıa de inter-
acción total entre los electrones del par es pequeña: V0ρ(0)� 1.

En este ĺımite, (4.36) se simplifica a

E ' −2~ωDe−
2

V0ρ(0) (4.37)

Vemos que la enerǵıa del par E es muy sensible a los valores de V0 y de ρ(0), aunque
en cualquier caso E < 0 (estado ligado). Aśı, basta que exista un potencial atractivo
(−V0 < 0) infinitesimalmente pequeño para que la formación de un par de Cooper sea
energéticamente favorable. Hay que dejar claro que esto no siempre es aśı. Cualquier
potencial atractivo entre electrones no conlleva un estado ligado. De hecho, en el Apéndice
B se prueba que la esfera de Fermi juega un papel fundamental en esta deducción, pues
sin ella es necesaria una intensidad V0 mı́nima para que se forme dicho estado ligado. Esta
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es la idea principal que permitió a Cooper sugerir que los electrones pod́ıan formar pares
ligados que favoreceŕıan la fase superconductora frente a la fase normal del material.

Debemos tener presente que aqúı hemos asumido simplificaciones que no son realistas.
En primer lugar, hemos diferenciado a un par de electrones del resto. Además, hemos
supuesto una esfera de Fermi no interactuante perfectamente definida. En realidad, tal
y como comentamos anteriormente, la superconductividad es un fenómeno de muchas
part́ıculas en el que debemos considerar la formación de pares de Cooper en presencia
de otros electrones que también forman, a su vez, pares. Este es el marco en el que se
encuadra la teoŕıa BCS y el que seguiremos en las siguientes secciones.

4.2.1. El par de Cooper con momento total no nulo y el hamil-
toniano reducido

Analizaremos ahora el caso en el que el par de electrones se mueve con momento total
no nulo, K = k + k′ 6= 0. El movimiento del par de electrones respecto de la esfera
de Fermi no interactuante hace que la densidad de estados accesibles disminuya, lo que
implica un decrecimiento acusado de la enerǵıa del estado ligado |E| [5]. De esta forma,
para un sistema con simetŕıa traslacional que no porta corriente, los pares |k ↑,−k ↓〉
son los que tienen una enerǵıa de ligadura mayor, favoreciéndose su formación frente a
aquellos con K 6= 0. En cambio, si el sistema portase una corriente con momento K, de
forma que los electrones presentasen una velocidad de arrastre dada por

vd = ~K
2m (4.38)

los estados que se veŕıan favorecidos estaŕıan generados trasladando el par |k ↑,−k ↓〉,
obteniendo |(k + K/2) ↑, (−k + K/2) ↓〉. En [5] se realiza un tratamiento dependiente del
tiempo que confirma este razonamiento.

De acuerdo con esto, como a partir de ahora supondremos un sistema con simetŕıa
traslacional que no transporta corriente, es buena aproximación considerar solo pares de
la forma |k ↑,−k ↓〉 en la interacción efectiva electrón-electrón (4.19). Estamos por tanto
despreciando los términos que conectan pares con momento total no nulo, pero estos
pueden ser tratados perturbativamente [2]. Por tanto, imponiendo K = k + k′ = 0 en
(4.19) llegamos a

1
2
∑
kk′

V ef
k,k′ ĉ

†
k↑ĉ
†
−k↓ĉ−k′↓ĉk′↑ (4.39)

donde

V ef
k,k′ = 2|Vk−k′ |2

εk′ − εk − ~ωk−k′
(4.40)

Más expĺıcitamente, primero hemos impuesto k′ = −k en (4.19) y posteriormente hemos
renombrado k′ → k y k→ k + q. Podemos definir el operador

â†k = ĉ†k↑ĉ
†
−k↓ (4.41)

que crea un par de Cooper en el estado |k ↑,−k ↓〉. Es sencillo comprobar a partir de las
relaciones de anticonmutación de los operadores ĉkσ que â†k y su adjunto, âk, verifican las
relaciones de conmutación bosónicas [âk, âk′ ] = [â†k, â

†
k′ ] = 0 pero[

âk, â
†
k′
]

=δk,k′(1− ĉ†k↑ĉk↑ − ĉ†−k↓ĉ−k↓) = δk,k′(1− n̂k↑ − n̂−k↓) 6= 1 (4.42)
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donde n̂kσ es el operador número de fermiones en el estado |kσ〉. Por tanto, los pares de
Cooper no son bosones. El factor n̂k↑+n̂−k↓ representa el efecto del Principio de Exclusión
de Pauli sobre cada uno de los electrones que forman el par. Es justo este factor el que
hace que no podamos considerar al sistema como un gas de Bose-Einstein.

Estamos interesados en estudiar las diferencias entre las propiedades que caracterizan
a la fase normal de un conductor y a su fase superconductora. Por ello, es suficiente con
considerar la parte del hamiltoniano total que realmente juega un papel fundamental en
la descripción del fenómeno de la superconductividad. En este hamiltoniano reducido se
incluye la contribución (4.39) y la del hamiltoniano electrónico Ĥ(0)

e , obviando por tanto
la parte del hamiltoniano que involucra solo a los fonones Ĥi:

Ĥred =
∑
kσ
εkĉ
†
kσ ĉkσ + 1

2
∑
kk′

V ef
k,k′ ĉ

†
k↑ĉ
†
−k↓ĉ−k′↓ĉk′↑ =

∑
kσ
εkĉ
†
kσ ĉkσ + 1

2
∑
kk′

V ef
k,k′ â

†
kâk′ (4.43)

Este hamiltoniano es el punto de partida de la teoŕıa BCS. Debemos recordar que hemos
llegado hasta aqúı a base de hipótesis y de aproximaciones. Hay muchos superconduc-
tores en los que la interacción electrón-fonón no es el mecanismo fundamental para la
descripción de la superconductividad, y por ello Ĥred no aportará resultados realistas. En
la sección 7.2 profundizamos un poco más en los ĺımites de validez de la teoŕıa BCS.

4.3. El estado fundamental BCS
En esta sección se han seguido [1], [8], [16] y [17]. Según lo que acabamos de ver,

podŕıamos esperar que al considerar el problema de muchas part́ıculas el sistema tienda
a favorecer la formación de pares de Cooper. En particular, el estado fundamental del
sistema en la fase superconductora debeŕıa tener una enerǵıa inferior a la del estado
fundamental de Ĥ(0)

e en la fase normal, en el que todos los estados monoelectrónicos |kσ〉
con enerǵıa inferior a εF están ocupados y estados con enerǵıas superiores están vaćıos:

|ΨF 〉 =
∏

εk<εF
σ

ĉ†kσ|0〉 =
∏

εk<εF

ĉ†k↑ĉ
†
−k↓|0〉 =

∏
εk<εF

â†k|0〉 (4.44)

Hemos usado que las superficies de Fermi de todos los materiales no magnéticos tienen
centros de inversión aunque la propia red directa del cristal no tenga este tipo de simetŕıa
[1]. Por tanto, de ahora en adelante asumiremos

εk = ε−k (4.45)

Schrieffer quiso encontrar una función de onda que describiese al estado fundamental
en la fase superconductora que contempla la formación de pares de Cooper. Propuso
trabajar en el colectivo macrocanónico haciendo uso de un estado coherente:

|ΨBCS〉 = Ce
∑

k αka
†
k |0〉 (4.46)

donde C es una constante de normalización y αk ∈ C son coeficientes variacionales para
la determinación del mı́nimo energético dentro de esa familia de funciones.

Queremos ahora reescribir (4.46) hasta llegar a la famosa expresión de la llamada
función BCS. Para ello, usando que [â†k, a

†
k′ ] = 0 podemos expresar la exponencial de la
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suma como el producto de las exponenciales. Teniendo en cuenta también que (â†k)2 = 0
por el Principio de Exclusión de Pauli, llegamos a

|ΨBCS〉 = C
∏
k
eαkâ

†
k |0〉 = C

∏
k

(
1 + αkâ

†
k + α2

k
2 (â†k)2 + ...

)
|0〉 = C

∏
k

(
1 + αkâ

†
k

)
|0〉

(4.47)
Calculemos la norma de la función BCS:

〈ΨBCS|ΨBCS〉 =|C|2〈0|
∏
k

(1 + α∗kâk)
∏
k′

(1 + αk′ â
†
k′)|0〉

=
∏
k,k′
|C|2〈0|(1 +��

��αk′ â
†
k′ +���α∗kâk + α∗kαk′ âkâ

†
k′)|0〉

(4.48)

El productorio puede salir del valor esperado porque los operadores â†k y âk actúan so-
lo sobre el estado |0〉k↑ ⊗ |0〉−k↓ (recordemos la notación |0〉 ≡ ⊗

k,σ |0〉kσ). Comentar
también sobre lo anterior que los sumandos que aparecen tachados en la última igualdad
desaparecen del valor esperado porque

ĉkσ|0〉 = 0 ; 〈0|ĉ†kσ = 0 =⇒ âk|0〉 = 0 ; 〈0|â†k = 0 (4.49)

Además, teniendo esto en cuenta y recordando la relación (4.42), el término α∗kαk′ âkâ
†
k′

solo contribuye si k = k′, de manera que

〈ΨBCS|ΨBCS〉 = |C|2
∏
k
〈0|(1 + |αk|2âkâ

†
k)|0〉 = |C|2

∏
k

(1 + |αk|2) (4.50)

Imponiendo la condición de normalización 〈ΨBCS|ΨBCS〉 = 1 y suponiendo C ∈ R:

|ΨBCS〉 =
∏
k

1 + αkâ
†
k√

1 + |αk|2
|0〉 =

∏
k

(
uk + vkâ

†
k

)
|0〉 (4.51)

donde se han definido los parámetros variacionales

uk = 1√
1 + |αk|2

; vk = αk√
1 + |αk|2

(4.52)

que claramente cumplen |uk|2 + |vk|2 = 1 para cualquier k. Observamos que uk y vk
son variables independientes al ser αk un número complejo arbitrario. Además, por la
construcción anterior uk ∈ R. Aqúı vemos claramente que |ΨBCS〉 es una combinación
lineal de pares vaćıos y ocupados, siendo |uk|2 la probabilidad de que el par |k ↑,−k ↓〉
esté vaćıo y |vk|2 la probabilidad de que esté ocupado. Aśı, para el estado |ΨBCS〉 el
número total de electrones N no es un buen número cuántico, como era esperable al ser
un estado coherente. Por ejemplo, el sumando ∏

k uk|0〉 tendrá todos los pares vaćıos,
mientras que ∏k vkâ

†
k|0〉 todos los pares ocupados. De hecho, otra consecuencia directa

de que |ΨBCS〉 es un estado coherente es que el valor esperado de âk es no nulo:

〈ΨBCS|âk|ΨBCS〉 =〈0|
∏
p

(u∗p + v∗pâp)âk
∏
q

(uq + vqâ
†
q)|0〉

=〈0|(u∗k + v∗kâk)âk(uk + vkâ
†
k)|0〉 = 〈0|(u∗k + v∗kâk)vk|0〉 = u∗kvk

(4.53)

En la segunda igualdad hemos usado la condición de normalización |uk|2 + |vk|2 = 1,
mientras que en la tercera (4.42).
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Pese a todo esto, veamos a continuación que la distribución que sigue la variable N
tiene un pico muy intenso en el número medio 〈N〉. Si calculamos el valor esperado y la
varianza del operador número total de fermiones dado en (2.17) obtenemos

〈N〉 =〈ΨBCS|N̂ |ΨBCS〉 =
∑

k
2|vk|2

σ2
N =〈ΨBCS|(N̂ −N)2|ΨBCS〉 = 4

∑
k
|uk|2|vk|2

(4.54)

Ahora, como |uk|2 + |vk|2 = 1 se tiene que |uk|, |vk| ∼ 1. Además, ∑k ∼ Ω, esto es, el
número de electrones que participan se supone macroscópico y del orden del sistema Ω.
Por tanto, 〈N〉, σ2

N ∼ Ω, de donde:
σN
〈N〉

∼
√

Ω
Ω = 1√

Ω
∼ 1√
〈N〉

(4.55)

Aśı, como es caracteŕıstico de los estados coherentes, siN es grande, la desviación t́ıpica del
número de part́ıculas es despreciable frente al número medio de part́ıculas, obteniéndose
una densidad de probabilidad para la variable N similar a una delta de Dirac en 〈N〉.

Para calcular los parámetros uk y vk debemos resolver el problema variacional
minimizar 〈ΨBCS|Ĥred|ΨBCS〉
sujeto a 〈ΨBCS|N̂ |ΨBCS〉 = N0

|uk|2 + |vk|2 = 1
uk, vk ∈ C


(4.56)

donde N0 es un número de part́ıculas fijado. Vemos que la condición |uk|2 + |vk|2 = 1
implica la normalización de |ΨBCS〉. Haciendo uso de esta restricción y usando (2.17) y
(4.43) se puede calcular el valor esperado de Ĥred y de N̂ en el estado |ΨBCS〉:

〈ΨBCS|Ĥred|ΨBCS〉 =2
∑

k
εk|vk|2 +

∑
k,k′

V ef
k,k′u

∗
k′v
∗
kukvk′

〈ΨBCS|N̂ |ΨBCS〉 =2
∑

k
|vk|2

(4.57)

Para resolver el problema (4.56) utilizaremos el método de los multiplicadores de Lagran-
ge. Sea −µ el multiplicador de Lagrange asociado a la restricción 〈N〉 = N0 (µ es por
tanto el potencial qúımico) y Ek el multiplicador de |uk|2 + |vk|2 = 1. La función que
propone el método es entonces
X =〈ΨBCS|Ĥred − µN̂ |ΨBCS〉+ Ek(|uk|2 + |vk|2 − 1) =

=2
∑

k
(εk − µ)|vk|2 +

∑
k,k′

V ef
k,k′u

∗
k′v
∗
kukvk′ + Ek(|uk|2 + |vk|2 − 1)

=
∑

k
(εk − µ)(|vk|2 − |uk|2 + 1) +

∑
k,k′

V ef
k,k′u

∗
k′v
∗
kukvk′ + Ek(|uk|2 + |vk|2 − 1)

(4.58)

donde en la última igualdad se ha usado que |uk|2+|vk|2 = 1. Derivamos ahora esta función
respecto de los parámetros u∗k y v∗k y las igualamos a cero (las derivaciones respecto de uk
y vk proporcionan ecuaciones linealmente dependientes):

∂X

∂u∗k0

=(εk0 − µ)(−uk0) +
∑

k
V ef

k,k0v
∗
kukvk0 + Ek0uk0 = 0

∂X

∂v∗k0

=(εk0 − µ)vk0 +
∑
k′
V ef

k0,k′u
∗
k′uk0vk′ + Ek0vk0 = 0

(4.59)
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Para simplificar estas ecuaciones se introduce el parámetro complejo

∆k = −
∑
k′
V ef

k,k′u
∗
k′vk′ = −

∑
k′
V ef

k,k′〈ΨBCS|âk′|ΨBCS〉 (4.60)

donde en la última igualdad se ha usado (4.53). Si suponemos εk ' εk′ en (4.40), tenemos
(V ef

k,k0)∗ = V ef
k0,k y podemos reescribir (4.59) en forma de sistema matricial:(

εk − µ ∆∗k
∆k −(εk − µ)

)(
uk
vk

)
= Ek

(
uk
vk

)
(4.61)

La matriz es hermı́tica y podemos calcular sus autovalores, que son ±Ek, con

Ek =
√

(εk − µ)2 + |∆k|2 (4.62)

Los autovectores normalizados asociados a Ek y a −Ek son(
uk
vk

)
= 1√

[(εk − µ) + Ek]2 + |∆k|2

(
(εk − µ) + Ek

∆k

)
y

(
−v∗k
u∗k

)
(4.63)

respectivamente. Estas ecuaciones expresan los parámetros variacionales uk y vk en fun-
ción de ∆k y de µ, que son por ahora desconocidos. Para determinarlos, sumemos la
conjugada de la primera ecuación de (4.61) multiplicada por vk y la segunda multiplicada
por u∗k, llegando a

u∗kvk = ∆k

2Ek
= ∆k

2
√

(εk − µ)2 + |∆k|2
(4.64)

Sustituyendo (4.64) en (4.60) se deduce la llamada ecuación BCS para ∆k a T = 0 K:

∆k = −1
2
∑
k′
V ef

k,k′
∆k′√

(εk′ − µ)2 + |∆k′ |2
(4.65)

Esta es una ecuación no lineal que debe resolverse mediante métodos iterativos numéricos,
junto con la restricción 〈ΨBCS|N̂ |ΨBCS〉 = N0, para determinar ∆k y µ. En muy buena
aproximación, de acuerdo con [16], podemos asumir lo que sigue.

Aproximación 12. En un sistema con simetŕıa electrones-huecos en torno a la superficie
de Fermi se puede considerar que el potencial qúımico de la fase superconductora y de la
fase normal coinciden, de manera que µ = εF .

A partir de ahora supondremos esto y denotaremos por ξk = εk − εF a la enerǵıa mono-
electrónica εk medida respecto de εF .

Procedemos ahora a la resolución anaĺıtica de (4.65). Para ello, asumimos que la
interacción efectiva electrón-electrón es atractiva en la corona esférica de anchura 2~ωD
centrada en εF , y la elegimos de acuerdo con la Aproximación 10:

V ef
k,k′ =

{
−V0 si |ξk|, |ξk′| < ~ωD

0 en caso contrario (4.66)

donde V0 se obtiene como un promedio de V ef
k,k′ . Recordemos que en la sección 4.2 su-

pońıamos un mar de Fermi no interactuante, con lo que la interacción solo era no nula
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en una corona de anchura ~ωD por encima de εF (véase el potencial (4.31) y la Figura
4.2, y compárese con la situación actual de la Figura 4.3). En cambio, al considerar el
problema de muchas part́ıculas los electrones pueden también interaccionar con aquellos
que tengan enerǵıas en la corona de anchura ~ωD por debajo de εF . De esta hipótesis se
deduce directamente que

∆k '
{

∆ si |ξk| < ~ωD
0 en caso contrario (4.67)

−k′ ↓

−k ↓

k ↑

k′ ↑

εF + ~ωD

εF

εF − ~ωD

Figura 4.3: Un par de Cooper |k′ ↑,−k′ ↓〉 es dispersado al estado |k ↑,−k ↓〉 mediante un fonón
intermediario. La esfera de Fermi está representada con color rosa. El rango de actuación del
potencial (4.31) es una corona esférica centrada en el nivel de Fermi εF y de anchura la máxima
enerǵıa fonónica ~ωD.

En este caso, la ecuación BCS (4.65) se reescribe como

∆ = V0

2
∑

|ξk|<~ωD

∆√
ξ2

k + |∆|2
(4.68)

Esta ecuación tiene solución trivial ∆ = 0, que se corresponde con la fase normal conduc-
tora (será posteriormente cuando le demos sentido f́ısico a ∆). En cambio, si la ecuación
tiene una solución no trivial ∆ 6= 0, el material se encontrará en fase superconductora.
Aqúı comprobamos que para que ∆ 6= 0 exista, la interacción efectiva debe ser atractiva
(−V0 < 0). Supongamos a partir de ahora ∆ 6= 0. Tomemos el ĺımite termodinámico
(4.32) en (4.68) y asumamos (véase la sección 4.2) que podemos aproximar la función
densidad de estados, ρ(ξ), por su valor en el nivel de Fermi, ρ(0):

1 ' V0

2 ρ(0)
∫ ~ωD

−~ωD

dξ√
ξ2 + |∆|2

= V0ρ(0) sinh−1
(
~ωD
|∆|

)
(4.69)

De aqúı se deduce finalmente una expresión para |∆|:

|∆| = ~ωD
sinh

(
1

V0ρ(0)

) ' 2~ωDe−
1

V0ρ(0) (4.70)

Se ha asumido el ĺımite de acoplamiento débil (Aproximación 11) para la última aproxi-
mación. Podemos observar la simetŕıa que hay entre esta expresión y la enerǵıa de ligadura
de un par de Cooper (4.37) en el problema de dos cuerpos. La única diferencia es un factor
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2 en la exponencial que se debe a la consideración en este caso de la anchura de interac-
ción de 2~ωD en lugar de ~ωD. Por otro lado, gracias a (4.70) podemos comprobar que
independientemente de la intensidad atractiva del potencial V0 siempre existe solución a
la ecuación BCS. Además, esta ecuación pone en relieve que las escalas en enerǵıa t́ıpicas
en superconductividad son de un orden mucho menor que ~ωD ∼ meV .

Para completar la resolución del problema (4.56) explicitamos los módulos cuadrados
de los parámetros variacionales uk y vk. Teniendo en cuenta (4.62), (4.63) y (4.67):

|uk|2 =


0 si ξk < −~ωD

1
2

(
1 + ξk

Ek

)
si |ξk| < ~ωD

1 si ξk > ~ωD
; |vk|2 =


1 si ξk < −~ωD

1
2

(
1− ξk

Ek

)
si |ξk| < ~ωD

0 si ξk > ~ωD
(4.71)

En la Figura 4.4 se representan estos parámetros respecto de la enerǵıa monoelectrónica.

Figura 4.4: |uk|2 y |vk|2 en función de la enerǵıa monoelectrónica ξk (en unidades de ~ωD).
Se han representado las relaciones (4.71) para |∆|/~ωD = 0, 2, que por (4.70) corresponde a
V0ρ(0) ' 0, 2. Este valor, aunque puede considerarse dentro del ĺımite de acoplamiento débil, es
suficientemente grande como para que se aprecien las discontinuidades del modelo en ξk = ~ωD
como consecuencia del potencial discontinuo (4.66).

Podemos comparar esta solución con los valores de uk y vk que caracterizan al estado
fundamental de la fase normal |ΨF 〉 (salvo una fase irrelevante):

uk = 0 y |vk| = 1 si εk < εF
|uk| = 1 y vk = 0 en caso contrario (4.72)

Observamos que las ocupaciones en el estado |ΨBCS〉 que minimizan el valor esperado de
la enerǵıa tan solo difieren de las de |ΨF 〉 en el rango de enerǵıas |ξk| < ~ωD. En concreto,
como hemos obtenido que la solución del problema de mı́nimos (4.56) es distinta de (4.72)
necesariamente el sistema se ve favorecido energéticamente al encontrarse en el estado
|ΨBCS〉 frente a |ΨF 〉.

4.4. Análisis energético
En este apartado estimaremos cuantitativamente el beneficio energético del estado

|ΨBCS〉 frente a |ΨF 〉 (a T = 0 K). La principal referencia ha sido [8]. El valor esperado
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de la enerǵıa del sistema en |ΨBCS〉 es, según (4.57):
E(0)
s = 〈ΨBCS|Ĥred − µN̂ |ΨBCS〉 = 2

∑
k
ξk|vk|2 −

∑
k

∆kukv
∗
k (4.73)

Particularizando esta expresión con los valores de uk y vk dados en (4.72), obtenemos el
valor medio de la enerǵıa en |ΨF 〉:

E(0)
n = 〈ΨF |Ĥred − µN̂ |ΨF 〉 = 2

∑
ξk<0

ξk (4.74)

Para simplificar (4.73) usamos (4.64) y la ecuación BCS de |∆| dada en (4.68):∑
k

∆kukv
∗
k '

∑
|ξk|<~ωD

|∆|2
2Ek

= |∆|
2

2
2
V0

= |∆|
2

V0
(4.75)

De lo anterior y de (4.71), la diferencia del valor esperado de las enerǵıas en |ΨBCS〉 y en
|ΨF 〉 resulta

E(0)
s − E(0)

n =〈ΨBCS|Ĥred − µN̂ |ΨBCS〉 − 〈ΨF |Ĥred − µN̂ |ΨF 〉
=2

∑
k
ξk|vk|2 −

∑
k

∆kukv
∗
k − 2

∑
ξk<0

ξk

=2
∑

ξk<−~ωD
ξk +

∑
|ξk|<~ωD

ξk

(
1− ξk

Ek

)
− |∆|

2

V0
− 2

∑
ξk<0

ξk

=− 2
∑

−~ωD<ξk<0
ξk +

∑
|ξk|<~ωD

(
ξk −

ξ2
k
Ek

)
− |∆|

2

V0

(4.76)

Tomando el ĺımite termodinámico y asumiendo ρ(ξ) ' ρ(0) en el intervalo de integración:

E(0)
s − E(0)

n ' −2ρ(0)
∫ 0

−~ωD
dξξ + ρ(0)

∫ ~ωD

−~ωD
dξ

ξ − ξ2√
ξ2 + |∆|2

− |∆|2
V0

=ρ(0)(~ωD)2 + 0− ρ(0)~ωD|∆|

√√√√(~ωD
|∆|

)2

+ 1 + ρ(0)|∆|2 sinh−1
(
~ωD
|∆|

)
− |∆|

2

V0

(4.77)

El penúltimo sumando de esta última igualdad se puede simplificar con la expresión de
|∆| deducida en (4.70):

ρ(0)|∆|2 sinh−1
(
~ωD
|∆|

)
' ρ(0)|∆|2 1

ρ(0)V0
= |∆|

2

V0
(4.78)

Este término coincide con (4.75), y por tanto, ambos se cancelan en la expresión de
E(0)
s −E(0)

n . Además, de (4.70) se deduce que |∆| � ~ωD, de manera que podemos realizar
un desarrollo de Taylor en la ráız cuadrada, quedando

E(0)
s − E(0)

n 'ρ(0)(~ωD)2 − ρ(0)(~ωD)2

√√√√1 +
(
|∆|
~ωD

)2

'ρ(0)(~ωD)2 − ρ(0)(~ωD)2

1 + 1
2

(
|∆|
~ωD

)2
 = −1

2ρ(0)|∆|2
(4.79)

Finalmente, usando (4.70) asumiendo el ĺımite de acoplamiento débil (Aproximación 11),

E(0)
s − E(0)

n ' −2ρ(0)(~ωD)2e
− 2
V0ρ(0) (4.80)

Comprobamos que E(0)
s −E(0)

n < 0, favoreciéndose la fase superconductora sobre la normal
(a T = 0 K).
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4.5. La transformación de Bogoliubov-Valatin
A continuación, vamos a realizar una transformación del hamiltoniano (4.43) que nos

permitirá interpretar las excitaciones elementales como cuasipart́ıculas fermiónicas que
seguirán la estad́ıstica de Fermi-Dirac. Gracias a ello, podremos introducir la variable
temperatura en el problema y deducir en el caṕıtulo siguiente varias propiedades termo-
dinámicas. La demostración que sigue se ha adaptado de las referencias [1], [8] y [16].

El término que da cuenta de la interacción efectiva electrón-electrón del hamiltoniano
reducido (4.43) es cuártico en los operadores de creación y destrucción de electrones. Nues-
tro objetivo ahora es aproximar este por un hamiltoniano bilineal en dichos operadores.
Para ello, reescribimos el operador que modifica el estado de un par de Cooper:

â†kâk′ =
[
〈â†k〉+

(
â†k − 〈â

†
k〉
)]

[〈âk′〉+ (âk′ − 〈âk′〉)]

=〈â†k〉âk′ + 〈âk′〉â†k − 〈â
†
k〉〈âk′〉+

(
â†k − 〈â

†
k〉
)

(âk′ − 〈âk′〉)
(4.81)

Los valores esperados están calculados en el estado |ΨBCS〉. Justifiquemos que podemos
despreciar el último sumando. Tal y como se razonó en la sección 4.3 para el estado
macroscópico coherente |ΨBCS〉, σN � 〈N̂〉. En buena aproximación, en el ĺımite termo-
dinámico se pueden aproximar muchos operadores por sus valores esperados. Se espera,
por tanto, que el operador del último sumando no vaŕıe significativamente de su valor
esperado: (

â†k − 〈â
†
k〉
)

(âk′ − 〈âk′〉) '
〈(
â†k − 〈â

†
k〉
)

(âk′ − 〈âk′〉)
〉

(4.82)
Esto es una correlación entre la creación de un par de Cooper y la aniquilación de otro.
Si suponemos que estos procesos están desacoplados, de manera que son estad́ısticamente
independientes:〈(

â†k − 〈â
†
k〉
)

(âk′ − 〈âk′〉)
〉
'
〈
â†k − 〈â

†
k〉
〉
〈âk′ − 〈âk′〉〉 = 0 (4.83)

Teniendo todo esto en cuenta, el término de Ĥred que contempla las interacciones
efectivas electrón-electrón se reescribe como∑

k,k′
V ef

k,k′ â
†
kâk′ '

∑
k′
âk′

∑
k
V ef

k,k′〈â
†
k〉︸ ︷︷ ︸

=−∆∗k′

+
∑

k
â†k
∑
k′
V ef

k,k′〈âk′〉︸ ︷︷ ︸
=−∆k

−
∑

k
〈â†k〉

∑
k′
V ef

k,k′〈âk′〉︸ ︷︷ ︸
=−∆k

=−
∑

k

(
âk∆∗k + â†k∆k − 〈â†k〉∆k

) (4.84)

Para el otro término de Ĥred usamos las reglas de anticonmutación (2.19), que la suma∑
k está extendida a todos los valores de k y que ξk = ξ−k (referiendo las enerǵıas a εF ):∑

kσ
ξkĉ
†
kσ ĉkσ =

∑
k
ξk
(
ĉ†k↑ĉk↑ + 1− ĉk↓ĉ

†
k↓

)
=
∑

k
ξk
(
ĉ†k↑ĉk↑ + 1− ĉ−k↓ĉ

†
−k↓

)
(4.85)

De todo lo anterior podemos expresar Ĥred dado en (4.40) como

Ĥred '
∑

k

(
ξk + 〈â†k〉∆k

)
+
∑

k

(
ξkĉ
†
k↑ĉk↑ − ξkĉ−k↓ĉ

†
−k↓ − ĉ−k↓ĉk↑∆∗k − ĉ

†
k↑ĉ
†
−k↓∆k

)

=
∑

k

(
ξk + 〈â†k〉∆k

)
+
∑

k

(
ĉ†k↑ ĉ−k↓

)( ξk −∆k
−∆∗k −ξk

)(
ĉk↑

ĉ†−k↓

) (4.86)
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Teorema 4.5.1 (Espectral de matrices hermı́ticas). Una matriz A es hermı́tica si y solo
si existen una matriz unitaria U y una matriz diagonal real D tales que D = U †AU , donde
U † denota a la matriz traspuesta conjugada de U . En este caso, todos los autovalores de
A son reales y son los elementos de la diagonal de D. Asimismo, la i-ésima columna de U
es un autovector asociado al i-ésimo autovalor de la diagonal de D, constituyendo todas
las columnas un sistema ortonormal de autovectores de A.

La matriz de dimensiones 2x2 anterior es hermı́tica y es muy similar a (4.61). De hecho,
se comprueba que presenta los mismos autovalores Ek y −Ek, con autovectores asociados(

u∗k
−v∗k

)
y

(
vk
uk

)
(4.87)

respectivamente, donde uk y vk vienen dados en (4.63). Es directo comprobar que estos
dos vectores son ortonormales, de manera que la matriz

U =
(

u∗k vk
−v∗k uk

)
(4.88)

es unitaria. Por tanto, aplicando el Teorema 4.5.1 resulta

U †
(

ξk −∆k
−∆∗k −ξk

)
U =

(
Ek 0
0 −Ek

)
←→ U

(
Ek 0
0 −Ek

)
U † =

(
ξk −∆k
−∆∗k −ξk

)
(4.89)

Es ahora natural definir la siguiente transformación lineal que conserva tanto el momento
como el esṕın: (

γ̂k0

γ̂†k1

)
≡ U †

(
ĉk↑

ĉ†−k↓

)
=
(
ukĉk↑ − vkĉ

†
−k↓

v∗kĉk↑ + u∗kĉ
†
−k↓

)
(4.90)

Los operadores γ̂†k0 y γ̂k1 quedan definidos por ser los adjuntos de γ̂k0 y de γ̂†k1, respectiva-
mente. Usando (2.19) es sencillo comprobar que verifican las relaciones de anticonmutación
caracteŕısticas de los operadores de creación y destrucción en sistemas fermiónicos:

{γ̂kσ, γ̂k′σ′} = 0
{γ̂†kσ, γ̂

†
k′σ′} = 0

{γ̂†kσ, γ̂k′σ′} = δk,k′δσ,σ′

(4.91)

Posteriormente nos serán de ayuda las transformaciones inversas

ĉ†k↑ =ukγ̂
†
k0 + v∗kγ̂k1

ĉ†−k↓ =− v∗kγ̂k0 + ukγ̂
†
k1

(4.92)

Esta transformación de Bogoliubov-Valatin diagonaliza Ĥred:

Ĥred '
∑

k

(
ξk + 〈â†k〉∆k

)
+
∑

k

(
γ̂†k0 γ̂k1

)( Ek 0
0 −Ek

)(
γ̂k0

γ̂†k1

)

=
∑

k

(
ξk + 〈â†k〉∆k

)
+
∑

k
Ek

(
γ̂†k0γ̂k0 − γ̂k1γ̂

†
k1

) (4.93)

De la última relación de anticonmutación de (4.91) se concluye que

Ĥred '
∑

k

(
ξk − Ek + 〈â†k〉∆k

)
+
∑
kσ
Ekγ̂

†
kσγ̂kσ (4.94)
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siendo los términos correspondientes al primer sumatorio la enerǵıa del nivel fundamental.
Vemos que Ĥred es el hamiltoniano de un sistema de cuasipart́ıculas fermiónicas idénticas
no interactuantes, con enerǵıas de excitación Ek =

√
ξ2

k + |∆k|2 > 0. En la Figura 4.5 se
representan Ek y−Ek frente a ξk, pudiendo observar que las enerǵıas de las cuasipart́ıculas
coinciden con las electrónicas salvo en las regiones próximas a la superficie de Fermi.

Figura 4.5: Enerǵıas de las cuasipart́ıculas Ek en función de las enerǵıas monoelectrónicas ξk
(ambas en unidades de |∆|), de acuerdo con (4.62). También se representan en ĺıneas disconti-
nuas las propias enerǵıas monoelectrónicas.

Como |ΨBCS〉 es el estado fundamental de la fase superconductora, esperamos que
γ̂kσ|ΨBCS〉 = 0 para cualquier cuasipart́ıcula |kσ〉. De hecho, usando como otras veces las
relaciones de anticonmutación (2.19) y el Principio de Exclusión de Pauli (ĉ†−k↓ĉ

†
−k↓|0〉 = 0)

probamos que γ̂k0|ΨBCS〉 = ∏
k 6=k′(uk′ + vk′ ĉ

†
k′↑ĉ

†
−k′↓)γ̂k0(uk + vkĉ

†
k↑ĉ
†
−k↓)|0〉, donde

γ̂k0(uk + vkĉ
†
k↑ĉ
†
−k↓)|0〉 = (ukĉk↑ − vkĉ

†
−k↓)(uk + vkĉ

†
k↑ĉ
†
−k↓)|0〉

=u2
k ĉk↑|0〉︸ ︷︷ ︸

=0

+ukvkĉk↑ĉ
†
k↑ĉ
†
−k↓|0〉 − ukvkĉ

†
−k↓|0〉 − v2

k ĉ
†
−k↓ĉ

†
k↑ĉ
†
−k↓|0〉︸ ︷︷ ︸

=0

=ukvkĉ
†
−k↓|0〉 − ukvkĉ

†
k↑(−ĉ

†
−k↓ĉk↑)|0〉 − ukvkĉ

†
−k↓|0〉 = 0

(4.95)

Análogamente se demuestra que γ̂k1|0〉 = 0. Aśı, |ΨBCS〉 es un estado con ninguna cua-
sipart́ıcula. Una vez identificado el estado fundamental del sistema, los estados excita-
dos autofunciones de Ĥred se consiguen aplicándole a |ΨBCS〉 los operadores de crea-
ción γ̂†kσ. Usando de nuevo las propiedades anteriores y la condición de normalización
|uk|2 + |vk|2 = 1 tenemos para γ̂†k0 (análogamente para γ̂†k1) que

γ̂†k0|ΨBCS〉 = (u∗kĉ
†
k↑ − v∗kĉ−k↓)

∏
k′

(uk′ + vk′ ĉ
†
k′↑ĉ

†
−k′↓)|0〉 = ĉ†k↑

∏
k′ 6=k

(uk′ + vk′ ĉ
†
k′↑ĉ

†
−k′↓)|0〉

(4.96)
Vemos que esta excitación consiste en añadir un electrón |k ↑〉 al sistema, manteniendo
desocupado el estado electrónico | − k ↓〉. Esto imposibilita (obviando interacciones re-
siduales no contempladas en Ĥred) la formación del par de Cooper |k ↑,−k ↓〉, lo que
aumenta la enerǵıa del sistema en Ek. La mı́nima excitación se tendrá cuando ξk = 0,
esto es, en la superficie de Fermi:

mı́n
k
Ek = mı́n

k

√
ξ2

k + |∆|2 = |∆| > 0 (4.97)

38



Debemos tener presente que los operadores γ̂†kσ actúan en el espacio de Fock, en el que no
hay un número fijo de electrones. Al añadir un electrón al sistema, el potencial qúımico
debeŕıa reajustarse de forma que el valor medio del número de part́ıculas fuese superior en
una unidad; pero esta corrección es despreciable en sistemas suficientemente grandes. Por
otro lado, el hamiltoniano de interacción de un electrón con un campo electromagnético
involucra un término ĉ†ĉ, que con las relaciones (4.92) se puede expresar como una suma
de términos bilineales en los operadores γ̂† y γ̂. Como γ̂|ΨBCS〉 = 0, solo el sumando
dependiente de γ̂†γ̂† dará una contribución no nula, de forma que una excitación involucra
como mı́nimo la creación de dos cuasipart́ıculas. Esto es lo que sucede, por ejemplo, en
experimentos de absorción óptica, en los que se observa una banda prohibida en enerǵıas
2|∆|: necesitaŕıamos como mı́nimo una enerǵıa extra |∆| para quitar un electrón que
estuviese formando un par de Cooper, y colocarlo en otro estado de manera que bloquease
otro par.

4.6. La función densidad de estados
Determinemos la función densidad de estados de las cuasipart́ıculas por esṕın en la

fase superconductora, ρs(E), relacionándola con la de la fase normal, ρ(ξ). La deducción
que sigue ha sido adaptada de [6]. En el ĺımite termodinámico (4.32):

ρs(E) = Ω
(2π)3

∫
dkδ (E − Ek) = Ω

(2π)3

∫
dkδ

(
E −

√
ξ2

k + |∆|2
)

=
∫ ∞
−∞

dξ

(
Ω

(2π)3

∫
dkδ(ξ − ξk)

)
δ
(
E −

√
ξ2 + |∆|2

)
=
∫ ∞
−∞

dξρ(ξ)δ
(
E −

√
ξ2 + |∆|2

) (4.98)

Usamos ahora la siguiente propiedad de la delta de Dirac.

Lema 4.6.1. Sea g ∈ C1(R). Si xn son los puntos del dominio tales que g(xn) = 0 y
g′(xn) 6= 0, entonces

δ(g(x)) =
∑
n

δ(x− xn)
|g′(xn)| (4.99)

Siguiendo la notación de este resultado, si ponemos g(ξ) = E −
√
ξ2 + |∆|2, los ceros de

esta función son ξ0 = ±
√
E2 − |∆|2 siempre que E ≥ |∆|. Se comprueba que g′(ξ0) = 0

si E = |∆|, y que g′(ξ0) 6= 0 si E > |∆|. Por último, si E < |∆| no hay ceros y por tanto
ρ(E) = 0. Con todo ello, suponiendo E ≥ |∆|:

δ
(
E −

√
ξ2 + |∆|2

)
= 1∣∣∣∣√E2−|∆|2

E

∣∣∣∣
[
δ
(
ξ −

√
E2 − |∆|2

)
+ δ

(
ξ +

√
E2 − |∆|2

)]
(4.100)

Denotando por Θ a la función de Heaviside, introduciendo (4.100) en (4.98) y teniendo
en cuenta que ρ es una función par de ξ llegamos a la siguiente expresión de ρs:

ρs(E) =
2Eρ

(√
E2 − |∆|2

)
√
E2 − |∆|2

Θ(E − |∆|) ' 2Eρ(0)√
E2 − |∆|2

Θ(E − |∆|) (4.101)
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Para la última aproximación hemos supuesto que, tal y como viene siendo recurrente, las
enerǵıas monoelectrónicas en las que estamos interesados están cerca del nivel de Fermi.
En la Figura 4.6 se representa el cociente ρs(E)/ρ(0) frente a E (en unidades de |∆|).
Observamos que todos los estados en la fase normal con enerǵıa dentro del gap aumentan
su enerǵıa por encima de dicha banda prohibida en la fase superconductora. Además,
vemos que en el ĺımite E � |∆| se cumple ρs ' 2ρ. Tal y como se ve en la demostración,
este factor dos se debe a que para cada valor de E contribuyen tanto ξ como −ξ.

Figura 4.6: Cociente entre la densidad de estados en la fase superconductora y en la fase normal,
ρs(E)/ρ(0), en función de la enerǵıa. Se representan también las aśıntotas de la función.
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Caṕıtulo 5
Propiedades de un superconductor a
temperaturas finitas

En este caṕıtulo introducimos la temperatura en el problema, identificando la tem-
peratura cŕıtica Tc de la transición de segundo orden de la fase normal a la fase super-
conductora. Asimismo, la presencia del gap en enerǵıas |∆| en la fase superconductora
modifica las propiedades termodinámicas del material frente a la fase normal. Algunas de
estas propiedades serán analizadas en este caṕıtulo.

5.1. La temperatura cŕıtica y el efecto isotópico
Para esta sección hemos recurrido a [11], [16] y [17]. Una de las grandes ventajas de uti-

lizar la transformación de Bogoliubov-Valatin es que, a diferencia de los pares de Cooper,
que no son ni bosones ni fermiones, las cuasipart́ıculas śı son fermiones, de manera que obe-
decen a la estad́ıstica de Fermi-Dirac, pudiendo aplicar todo nuestro conocimiento sobre
ella. Para ello, vamos a partir de un hamiltoniano efectivo que, suponemos, sigue viniendo
dado por (4.94), y sustituiremos los promedios cuánticos del Caṕıtulo 4 por promedios
termodinámicos en el colectivo macrocanónico. Toda la dependencia con la temperatura
la vamos a introducir en las enerǵıas efectivas Ek =

√
ξ2

k + |∆k|2, concretamente en el
parámetro

∆k = −
∑
k′
V ef

k,k′〈âk′〉 (5.1)

que definimos extendiendo (4.60) a temperaturas finitas, y que deberá ser determinado de
forma autoconsistente. En concreto, la población de una cuasipart́ıcula en el estado |kσ〉
vendrá dada por la función de Fermi para las enerǵıas Ek y potencial qúımico nulo:

〈γ̂†kσγ̂kσ〉 = 1
eβEk + 1 ≡ f(Ek) ≡ fk (5.2)

donde β = (kBT )−1. Teniendo esto en cuenta:

〈âk〉 =〈ĉ−k↓ĉk↑〉 = 〈(−vkγ̂
†
k0 + u∗kγ̂k1)(u∗kγ̂k0 + vkγ̂

†
k1)〉

=− u∗kvk〈γ̂†k0γ̂k0〉 − (vk)2 〈γ̂†k0γ̂
†
k1〉︸ ︷︷ ︸

=0

+(u∗k)2 〈γ̂k1γ̂k0〉︸ ︷︷ ︸
=0

+u∗kvk 〈γ̂k1γ̂
†
k1〉︸ ︷︷ ︸

=1−〈γ̂†k1γ̂k1〉

=u∗kvk
(
1− 〈γ̂†k0γ̂k0〉 − 〈γ̂†k1γ̂k1〉

)
= u∗kvk(1− 2fk) = u∗kvk tanh

(
βEk

2

) (5.3)

Por otro lado, de acuerdo con los autovectores y autovalores de la matriz (4.88) y siguiendo
exactamente el mismo razonamiento que en la sección 4.3 se comprueba que la redefinición
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de ∆k para temperaturas finitas sigue verificando (4.64). Usando dicha relación, aśı como
(5.1) y (5.3) encontramos la ecuación BCS para ∆k:

∆k = −1
2
∑
k′
V ef

k,k′
∆k′

Ek
tanh

(
βEk

2

)
(5.4)

Comprobamos que para T = 0 K esta ecuación se reduce a (4.65). Asumiendo la forma
del potencial efectivo (4.66), la ecuación anterior se simplifica a

∆ = V0

2
∑

|ξk|<~ωD

∆
Ek

tanh
(
βEk

2

)
(5.5)

Suponiendo una solución no trivial ∆ 6= 0, para obtener una ecuación integral autoconsis-
tente para ∆ asumamos el ĺımite termodinámico (4.32) y que ρ(ξ) ' ρ(0) en el intervalo
de integración, tal y como hicimos reiteradamente para el caso en que T = 0 K.

1 = V0

2

∫ ~ωD

−~ωD
dξρ(ξ)

tanh
(
β
2

√
ξ2 + |∆|2

)
√
ξ2 + |∆|2

' V0ρ(0)
∫ ~ωD

0
dξ

tanh
(
β
2

√
ξ2 + |∆|2

)
√
ξ2 + |∆|2

(5.6)

En la Figura 5.1 se resuelve numéricamente esta ecuación para V0ρ(0) = 0, 05 � 1, de
forma que el ĺımite de acoplamiento débil es aplicable. Observamos que |∆| es práctica-
mente independiente de la temperatura cerca de T = 0 K. Es necesario un cierto nivel
de ocupación de cuasipart́ıculas para que podamos ver el comportamiento decreciente de
|∆| con T . Es más, a la temperatura de transición T = Tc, |∆| llega a anularse con pen-
diente infinita. Es por ello que la transición entre las fases normal y superconductora es
de segundo orden (en ausencia de campos electromagnéticos).

Figura 5.1: |∆| en función de la temperatura para V0ρ(0) = 0, 05, obtenido a partir de la
resolución numérica de la ecuación integral (5.6).

Para determinar Tc hacemos ∆ = 0 en (5.6):

1
V0ρ(0) =

∫ ~ωD

0
dε

tanh
(

ξ
2kBTc

)
ξ

=
∫ ~ωD

2kBTc

0
dx

tanh x
x

= tanh x ln x|
~ωD

2kBTc
0 −

∫ ~ωD
2kBTc

0
dx

ln x
cosh2 x

(5.7)
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Ahora asumimos que ~ωD � kBTc, de manera que operando resulta

tanh x ln x|
~ωD

2kBTc
0 = tanh ~ωD

2kBTc
ln ~ωD

2kBTc
− 0 ' ln ~ωD

2kBTc∫ ~ωD
2kBTc

0
dx

ln x
cosh2 x

'
∫ ∞

0
dx

ln x
cosh2 x

= ln
(
π

4eγ
) (5.8)

donde γ ' 0, 57721566... es la constante de Euler-Mascheroni. Aśı, la temperatura cŕıtica
de la transición viene dada por

kBTc '
2eγ
π

~ωDe−
1

V0ρ(0) (5.9)

Esta expresión es uno de los grandes éxitos de la teoŕıa BCS pues consigue explicar el efecto
isotópico descrito en la sección 1.5. En efecto, tal y como ya se justificó en las secciones
3.1.2 y 4.2, Tc ∝ ~ωD ∝M−1/2, donde M denota la masa de los iones reticulares.

Por otro lado, comprobamos que la enerǵıa térmica en el punto cŕıtico de la transición
es mucho más pequeña que las enerǵıas t́ıpicas fonónicas (~ωD � kBTc), y con ello,
mucho menor que la enerǵıa de Fermi. También vemos que esta expresión tiene la misma
forma que la de |∆| a T = 0 K (véase (4.70)). De hecho, el cociente entre 2|∆|T=0 y Tc
proporciona el número adimensional

2|∆|T=0

kBTc
' 2π
eγ
' 3, 528 (5.10)

Experimentalmente, este resultado está en buen acuerdo con los superconductores conven-
cionales que respetan el acoplamiento débil (véase el caso de Cd y Al en la Tabla 5.1). En
cambio, este cociente es demasiado pequeño comparado con los resultados obtenidos para
superconductores como Pb, que presentan acoplamientos electrón-fonón más intensos, o
para el superconductor de alta temperatura YBa2Cu3O7−δ.

5.2. Calor espećıfico
Determinemos ahora el calor espećıfico a volumen constante, CV . Las referencias [6] y

[17] han sido útiles en este apartado. Lo calcularemos a partir de la entroṕıa del sistema,
que al ser un conjunto no interactuante de cuasipart́ıculas fermiónicas, puede ser expresada
como

S = −kB
∑
kσ

[(1− fk) ln (1− fk) + fk ln fk] (5.11)

Usando la regla de la cadena para T ∈ (0, Tc) ∪ (Tc,∞),

CV = T
dS

dT
= T

dS

dβ

dβ

dT
= −βdS

dβ
= −β dS

dfk

dfk

dβ
(5.12)

Introduciendo (5.11) en lo anterior y teniendo en cuenta que las enerǵıas Ek están dege-
neradas en esṕın:

CV = −2kBβ
∑

k

(
− ln fk

1− fk

)
dfk

dβ
= −2kBβ2∑

k
Ek

dfk

dβ
(5.13)
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Derivando respecto de β la función de Fermi (5.2),

dfk

dβ
= − eβEk

(eβEk + 1)2

(
Ek + β

∂Ek

∂β

)
= 1
β

∂fk

∂Ek

(
Ek + β

2Ek

∂|∆k|2

∂β

)
(5.14)

Finalmente, tomando el ĺımite termodinámico en (5.13) e introduciendo (5.14):

CV = −2kBβ
∫ ∞
−εF

dξρ(ξ) ∂f
∂E

(
E(ξ)2 + β

2
∂|∆|2
∂β

)
(5.15)

Como |∆| no es diferenciable respecto de T en Tc, el calor espećıfico presentará una
discontinuidad ∆CV = CV (T−c ) − CV (T+

c ) en la temperatura cŕıtica de la transición. De
hecho, en la Figura 5.2 podemos observar dicha discontinuidad en los datos experimentales
de la medida del calor espećıfico del aluminio en la fase superconductora, comparándola
con la de la fase normal.

Figura 5.2: Datos experimentales del calor espećıfico del aluminio en función de la temperatura
para las fases superconductora y normal. Se observa una discontinuidad en la primera a la
temperatura cŕıtica Tc = 1, 18 K. [14]

Estimemos ∆CV . Tomando el ĺımite por la derecha en Tc, tenemos que ∆ = 0 y
Ek = |ξk|. Además, usando (4.33) se cumple que ρ(ξ = εF ) = 0, luego

CV (T+
c ) =− 2kBβc

∫ ∞
−εF

dξρ(ξ)∂f
∂ξ
ξ2

=− 2kBβc

ρ(ξ)f(ξ)ξ2
∣∣∣∞
−εF︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ ∞
−εF

dξf(ξ) ∂
∂ξ

(
ρ(ξ)ξ2

) (5.16)

Sommerfeld introdujo una aproximación que nos será útil para tratar con integrales que
involucran a la función de Fermi.

Aproximación 13 (De Sommerfeld). Denotemos por µ al potencial qúımico del sistema
y ε0 = mı́n ε. Si β es suficientemente grande, para cualquier función φ suficientemente
regular se tiene

∫ ∞
ε0

dεf(ε)φ(ε) '
∫ µ

ε0
dεφ(ε) + π2

6β2
dφ

dε

∣∣∣∣∣
µ

+O
(

1
βµ

)4

(5.17)
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En nuestro caso, para la variable ξk = εk − εF es µ = 0, de forma que
∫ ∞
−εF

dξf(ξ) ∂
∂ξ

(
ρ(ξ)ξ2

)
'
∫ 0

−εF

∂

∂ξ

(
ρ(ξ)ξ2

)
+ π2

6β2
c

∂2

∂ξ2

(
ρ(ξ)ξ2

)∣∣∣∣∣
ξ=0

= 0 + π2ρ(0)
3β2

c

(5.18)

De aqúı,
CV (T+

c ) ' 2k2
Bπ

2ρ(0)
3 Tc ≡ γTc (5.19)

que es el resultado esperable: el de un gas de Fermi no interactuante. Para el ĺımi-
te T → T−c hacemos un razonamiento análogo, pudiendo tomar de nuevo ∆ → 0 y
Ek → |ξk|, aunque teniendo en cuenta que ahora ∂|∆|/∂β 6= 0:

CV (T−c ) = CV (T+
c )− kBβ2

c

∂|∆|2
∂β

∣∣∣∣∣
T=T−c

∫ ∞
−εF

dξρ(ξ)∂f(ξ)
∂ξ

(5.20)

Usando de nuevo la Aproximación 13:
∫ ∞
−εF

dξρ(ξ)∂f(ξ)
∂ξ

= ρ(ξ)f(ξ)|∞−εF −
∫ ∞
−εF

dξf(ξ)∂ρ(ξ)
∂ξ

' 0− ρ(0)− π2ρ′′(0)
6β2

c

(5.21)

Se puede ver fácilmente que el último término es despreciable frente a ρ(0). Por tanto,

CV (T−c ) = CV (T+
c ) + kBβ

2
cρ(0) ∂|∆|

2

∂β

∣∣∣∣∣
T=T−c

(5.22)

Se puede demostrar que cerca de la temperatura cŕıtica,

|∆|2 ' 8π2

7ζ(3)k
2
BTc(Tc − T ) (5.23)

donde ζ es la función zeta de Riemann. Como consecuencia,

∂|∆|2
∂β

∣∣∣∣∣
T=T−c

= −kBT 2
c

∂|∆|2
∂T

∣∣∣∣∣
T=T−c

' 8π2

7ζ(3)(kBTc)3 (5.24)

Finalmente, la discontinuidad en el calor espećıfico viene dada por

∆CV = CV (T−c )− CV (T+
c ) ' 8π2

7ζ(3)ρ(0)k2
BTc (5.25)

Si hallamos el cociente entre esta discontinuidad y el ĺımite CV (T+
c ) obtenemos un valor

adimensional que, al igual que suced́ıa con (5.10), ha permitido corroborar el éxito de
la teoŕıa BCS en superconductores convencionales que cumplen el acoplamiento débil,
como Cd y Al (véase la Tabla 5.1). Para superconductores con fuertes acoplamientos
electrón-fonón como Pb tenemos una discontinuidad relativa mayor.

∆CV
CV (T+

c ) '
12

7ζ(3) ' 1, 426 (5.26)

45



Material Tc (K) 2|∆|T=0 (meV ) 2|∆|T=0/(kBTc) ∆CV /CV (T+
c )

Cd 0, 52 0, 14 3, 2 1, 36
Al 1, 18 0, 35 3, 4 1, 45
Pb 7, 20 2, 7 4, 3 2, 71

YBa2Cu3O7−δ 87 30 4, 0 (*)

Tabla 5.1: Resultados experimentales de Tc, 2|∆|T=0, aśı como del cociente entre ambas, para
algunos materiales superconductores. También se indica el valor del cociente ∆CV /CV (T+

c ) que
da cuenta de la discontinuidad en el calor espećıfico entre la fase normal y superconductora.
(*) Algunas evidencias experimentales muestran que el cociente está cerca de 1, 43 mientras que
otros no consiguen observar ninguna discontinuidad. [14]

5.3. El campo magnético cŕıtico y otras variables ter-
modinámicas

Estamos interesados en determinar el campo magnético cŕıtico, Hc, para los supercon-
ductores de tipo I. Se han usado las referencias [1], [2] y [16]. Las variables termodinámicas
que nos interesan son la intensidad de campo magnético H y la imanación total M. La
enerǵıa libre de Gibbs (por unidad de volumen) viene dada por

G(T,H) = U − TS − µ0H ·M (5.27)

siendo U la enerǵıa interna del sistema y S su entroṕıa. En forma diferencial:

dG = −SdT − µ0H · dM (5.28)

Calculemos el cambio en G en la fase superconductora al aumentar el campo H desde un
valor nulo hasta una intensidad cŕıtica Hc, manteniendo la temperatura constante (camino
isotermo Γ).

Gs(T,Hc)−Gs(T, 0) =
∫

Γ
dG =

∫
Γ
−S dT︸︷︷︸

=0

−µ0M · dH = −µ0

∫
Γ

M · dH (5.29)

Tal y como comentamos en el Caṕıtulo 1, el efecto Meissner hace que B = 0 en el interior
del material durante todo el proceso Γ, luego por (1.4) se tiene M = −H.

Gs(T,Hc)−Gs(T, 0) = µ0

∫ Hc

0
HdH = 1

2µ0H
2
c (5.30)

Queremos ahora establecer una relación entre la enerǵıa libre de Gibbs en la fase super-
conductora, Gs, y en la fase normal, Gn, ambas evaluadas para un campo H = 0. Para
ello, usamos que Hc es el campo cŕıtico en el que las fases superconductora y normal están
en equilibrio termodinámico, de manera que

Gs(T,Hc) = Gn(T,Hc) (5.31)

Por otro lado, los fenómenos del magnetismo débil en la fase normal (paramagnetismo
de Pauli y diamagnetismo de Landau) conllevan valores de susceptibilidad magnética
|χ| � 1 [9, cap. 14], mientras que en la fase superconductora χ = −1. Es por tanto
razonable considerar M ' 0 en la fase normal. Entonces, análogamente a (5.29),

Gn(T,Hc)−Gn(T, 0) =
∫

Γ
dG = −µ0

∫
Γ

M · dH ' 0 =⇒ Gn(T,Hc) ' Gn(T, 0) (5.32)
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De (5.31) y de (5.32),
Gs(T,Hc) = Gn(T,Hc) ' Gn(T, 0) (5.33)

Usando esto y (5.30) se llega a que

Gn(T, 0)−Gs(T, 0) = Fn(T, 0)− Fs(T, 0) ' 1
2µ0Hc(T )2 > 0 (5.34)

donde se ha usado que la enerǵıa libre F = F (T,M) coincide con G cuando H = M = 0.
Vemos que la diferencia anterior es positiva, de manera que G es menor en la fase super-
conductora que en la normal, lo que prueba el hecho de que la primera es la fase estable.
Esto ya lo vimos para el caso T = 0 K en la sección 4.4. De hecho, de (4.80) y de (5.34)
podemos determinar el campo cŕıtico a T = 0 K:

H0 = Hc(T = 0 K) ' 2
√
ρ(0)
µ0

~ωDe−
1

V0ρ(0) (5.35)

En particular, tenemos que H0 ∝ ~ωD ∝M−1/2, con lo que la teoŕıa BCS predice el efecto
isotópico que se describió en la sección 1.5.

Para determinar Hc(T ) debemos tener en cuenta que la enerǵıa libre es

F = U − TS (5.36)

donde U es la enerǵıa interna del sistema. En la fase superconductora se puede calcular
tomando valores esperados en (4.94) y usando (4.64) y (5.3).

Us =〈Ĥred〉s =
∑

k

(
ξk − Ek + |∆k|2

2Ek
tanh

(
βEk

2

))
+ 2

∑
k
Ekfk

=
∑

k

[
ξk +

(
|∆k|2

2Ek
− Ek

)
tanh

(
βEk

2

)] (5.37)

La enerǵıa interna en la fase normal se obtiene simplemente haciendo ∆k = 0.

Un =
∑

k

(
ξk − |ξk| tanh

(
β|ξk|

2

))
(5.38)

La entroṕıa S viene dada por (5.11). Simplemente hay que hacer fk = f(Ek) en la
fase superconductora y fk = f(ξk) en la normal. En la Figura 5.3 se han calculado
numéricamente U , S y F en ambas fases. En todos los casos comprobamos que para
T < Tc el valor en la fase superconductora es menor que en la normal, lo que corrobora
la preferencia energética de la primera sobre la segunda. Es más, observamos que S, U y
F son continuas en T = Tc, lo que refleja el hecho de que se trata de una transición de
segundo orden (en ausencia de campo magnético aplicado). Aśı mismo, se representa Hc

en función de la temperatura.
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Figura 5.3: Se representan numéricamente distintas propiedades termodinámicas en función
de la temperatura, de acuerdo con las distintas expresiones deducidas. Arriba a la izquierda, la
entroṕıa (en unidades de γTc); arriba a la derecha la enerǵıa interna (para la que se ha tomado
como origen el valor en T = 0 K de la fase normal) y abajo a la izquierda la enerǵıa libre,
estas dos últimas en unidades de γT 2

c . Para estas tres magnitudes se indica tanto el valor en la
fase normal como en la fase superconductora, con el gap calculado en la Figura 5.1. Por último,
abajo a la derecha se representa el campo magnético cŕıtico Hc (divido por el correspondiente a
T = 0 K, H0).
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Caṕıtulo 6
Propiedades electromagnéticas de los
superconductores

A partir de los resultados obtenidos anteriormente, a continuación deduciremos las
propiedades electromagnéticas comentadas en el Caṕıtulo 1. Aśı, justificaremos el efec-
to Meissner y obtendremos en este formalismo la ecuación de London (1.17), de donde
se deducirá el fenómeno de la conductividad perfecta. Por simplicidad, todo esto lo ra-
zonaremos para T = 0 K, referenciando los resultados para temperaturas finitas en la
bibliograf́ıa. Estos desarrollos se adaptarán de [16] y [17].

6.1. La rigidez de la función de onda BCS
Supongamos que sometemos el sólido superconductor a temperatura T = 0 K a un

potencial vector magnético débil A constante en el tiempo. El único término que se ve
afectado en el hamiltoniano del sólido es el correspondiente a la enerǵıa cinética electrónica
(despreciamos la interacción del campo con las part́ıculas reticulares debido a la gran masa
de estos respecto de los electrones).

p̂2

2m −→
(p̂ + eA)2

2m = p̂2

2m + e

2mA · p̂ + e

2m p̂ ·A + e2

2mA2 (6.1)

Suponiendo A suficientemente débil podemos despreciar la contribución cuadrática del
último sumando. Además, según vimos en la sección 1.3, la ley de conservación local de
carga impone que en condiciones estacionarias debamos trabajar con el gauge de Coulomb,
∇ ·A = 0, de manera que

p̂ ·A = −i~∇ ·A = 0 (6.2)
Por tanto, si Ĥ representa al hamiltoniano en ausencia de campo electromagnético, el
nuevo hamiltoniano del sistema al introducir A es

Ĥ −→ Ĥ + Ŵ (6.3)

donde
Ŵ =

N∑
i=1

ω̂i =
N∑
i=1

e

2mA · p̂i (6.4)

Asumiremos que A es lo suficientemente poco intenso como para considerar Ŵ como
una perturbación. Tal y como ya hemos hecho otras veces, expresemos el operador Ŵ en
segunda cuantización con ayuda de (2.20). Para ello, recordemos que el Teorema de Bloch
nos proporciona una base de estados monoelectrónicos (3.33).

Ŵ =
∑
k,k′

∑
σ,σ′
〈ψk′σ′ |ω̂|ψkσ〉︸ ︷︷ ︸
=〈φk′ |ω̂|φk〉δσ,σ′

ĉ†k′σ′ ĉkσ =
∑
k,k′

∑
σ

〈φk′ |ω̂|φk〉ĉ†k′σ ĉkσ (6.5)
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Calculemos el elemento de matriz anterior expresando A como la serie de Fourier

A =
∑

q
Ã(q)eiq·r (6.6)

Entonces, teniendo en cuenta que los coeficientes Ã(q) son independientes de r, queda

〈φk′|ω̂|φk〉 = e

2m〈φk′|A · p̂|φk〉 = e

2m
∑

q
Ã(q) · 〈φk′|eiq·rp̂|φk〉 (6.7)

Si usamos ahora la aproximación (3.45) resulta

〈φk′ |eiq·rp̂|φk〉 =
∫

Ω
dr
(

1√
J
e−ik

′·rϕ∗k′(r)
)
eiq·rp̂

(
1√
J
eik·rϕk(r)

)

=
( 1
J

∫
Ω
drei(q+k−k′)·rϕ∗k′(r)ϕk(r)

)
︸ ︷︷ ︸

'〈ϕk+q|ϕk〉δk′,k+q

~k + 1
J

∫
Ω
drei(q+k−k′)·rϕ∗k′(r)p̂ϕk(r)︸ ︷︷ ︸
'〈ϕk+q|p̂|ϕk〉δk′,k+q

(6.8)

Introduciendo estas dos últimas expresiones en (6.5):

Ŵ ' e

2m
∑
k,q

Ã(q) · (〈ϕk+q|ϕk〉~k + 〈ϕk+q|p̂|ϕk〉)
(
ĉ†(k+q)↑ĉk↑ + ĉ†(k+q)↓ĉk↓

)
(6.9)

Hacemos ahora el cambio de variable k −→ −k− q en el segundo sumando, resultando

Ŵ ' e

2m
∑
k,q

Ã(q) ·
[
(〈ϕk+q|ϕk〉~k + 〈ϕk+q|p̂|ϕk〉) ĉ†(k+q)↑ĉk↑

+ (−〈ϕ−k|ϕ−k−q〉~(k + q) + 〈ϕ−k|p̂|ϕ−k−q〉) ĉ†(−k)↓ĉ(−k−q)↓
] (6.10)

Sustituyendo la serie (6.6) en la condición (6.2) deducimos que el gauge de Coulomb
impone Ã(q) · q = 0, por lo que la ecuación anterior se reduce a

Ŵ ' e

2m
∑
k,q

Ã(q) ·
[
(〈ϕk+q|ϕk〉~k + 〈ϕk+q|p̂|ϕk〉) ĉ†(k+q)↑ĉk↑

+ (−〈ϕ−k|ϕ−k−q〉~k + 〈ϕ−k|p̂|ϕ−k−q〉) ĉ†(−k)↓ĉ(−k−q)↓
] (6.11)

Consideramos ahora el estado fundamental en la fase superconductora a T = 0 K en
ausencia de influencias externas, |ΨBCS〉. Al incluir la perturbación Ŵ , el nuevo estado
fundamental en primer orden vendrá dado por

|ξ〉 = |ΨBCS〉+
∑

i 6=ΨBCS

〈i|Ŵ |ΨBCS〉
E0 − Ei

|i〉 (6.12)

donde los estados |i〉 son estados excitados del sistema sin perturbar y Ei sus correspon-
dientes enerǵıas. También denotamos por E0 a la enerǵıa de |ΨBCS〉. Determinemos los
elementos de matriz 〈i|Ŵ |ΨBCS〉. Para ello, calculemos primero dos términos que serán
esenciales haciendo uso de las transformaciones inversas (4.92).

〈i|ĉ†(k+q)↑ĉk↑|ΨBCS〉 =〈i|
(
uk+qγ̂

†
(k+q)0 + v∗k+qγ̂(k+q)1

) (
u∗kγ̂k0 + vkγ̂

†
k1

)
|ΨBCS〉

=uk+qvk〈i|γ̂†(k+q)0γ̂
†
k1|ΨBCS〉

(6.13)
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Hemos usado la relación de anticonmutación γ̂(k+q)1γ̂
†
k1 = δq,0− γ̂†k1γ̂(k+q)1 y seguidamente

que γ̂kσ|ΨBCS〉 = 0 y que 〈i|ΨBCS〉 = 0. Análogamente,

〈i|ĉ†−k↓ĉ(−k−q)↓|ΨBCS〉

=〈i|
(
−v∗kγ̂k0 + ukγ̂

†
k1

) (
−vk+qγ̂

†
(k+q)0 + u∗k+qγ̂(k+q)1

)
|ΨBCS〉

=− ukvk+q〈i|γ̂†k1γ̂
†
(k+q)0|ΨBCS〉 = ukvk+q〈i|γ̂†(k+q)0γ̂

†
k1|ΨBCS〉

(6.14)

Finalmente, sustituyendo la expresión de Ŵ (6.11) en 〈i|Ŵ |ΨBCS〉 y usando los dos desa-
rrollos anteriores deducimos que 〈i|Ŵ |ΨBCS〉 es

e

2m
∑
k,q

Ã(q) ·
[
(〈ϕk+q|ϕk〉~k + 〈ϕk+q|p̂|ϕk〉)uk+qvk〈i|γ̂†(k+q)0γ̂

†
k1|ΨBCS〉

+ (−〈ϕ−k|ϕ−k−q〉~k + 〈ϕ−k|p̂|ϕ−k−q〉)ukvk+q〈i|γ̂†(k+q)0γ̂
†
k1|ΨBCS〉

] (6.15)

De acuerdo con (6.6), para imponer un campo magnético uniforme debemos hacer q→ 0.
Es claro que, usando que las funciones ϕ están normalizadas a 1 los sumandos que involu-
cran a ~k se cancelan y solo quedan los que involucran a p̂. Veamos que estos elementos
de matriz también son nulos en el ĺımite q→ 0:

〈ϕk|p̂|ϕk〉 =
∫

c.u.
drϕ∗k(r)p̂ϕk(r) = −i~2

∫
c.u.

dr∇|ϕk(r)|2 = −i~2

∫
∂(c.u.)

|ϕk(r)|2ds (6.16)

La última integral de superficie es sobre la frontera de la celda unidad. Por el Teorema de
Bloch 3.2.1, ϕk respeta la periodicidad de la red, de manera que la integral de superficie
de |ϕk|2 en una cara de la celda unidad tendrá el mismo módulo pero sentido contrario
que el de la cara opuesta (recordemos que las redes de Bravais son paraleleṕıpedos),
cancelándose entre śı. Como consecuencia, 〈ϕk|p̂|ϕk〉 = 0, por lo que en el ĺımite q→ 0,
〈i|Ŵ |ΨBCS〉 −→ 0.

Podŕıamos pensar, atendiendo a (6.12), que esto es condición suficiente para que en
dicho ĺımite, |ξ〉 → |ΨBCS〉. Ahora bien, si los denominadores E0 − Ei tendiesen también
a cero entonces no tendŕıa por qué ser aśı. La clave está en el gap en enerǵıas |∆| de
la fase superconductora, de forma que |E0 − Ei| > |∆|. Por tanto, al aplicar un campo
magnético débil uniforme, el estado fundamental a T = 0 K no vaŕıa en primer orden en
la perturbación. Esto es lo que se conoce como la rigidez de la función de onda BCS.

6.2. La ecuación de London, el efecto Meissner y la
resistividad nula

Supongamos de nuevo que sometemos el sistema a un potencial vector magnético A
débil independiente del tiempo a T = 0 K. El operador de corriente monoelectrónico se
verá modificado según

ĵ = − e

m
p̂ −→ ĵ = − e

m
(p̂ + eA) (6.17)
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Expresemos en segunda cuantización el operador densidad volumétrica de corriente total,
Ĵ, considerando el desarrollo (6.6).

Ĵ = 1
Ω

N∑
i=1

ĵ = 1
Ω
∑
k,k′

∑
σ,σ′
〈ψk′σ′ |̂j|ψkσ〉︸ ︷︷ ︸
=〈φk′ |̂j|φk〉δσ,σ′

ĉ†k′σ′ ĉkσ = 1
Ω
∑
k,k′

∑
σ

〈φk′ |̂j|φk〉ĉ†k′σ ĉkσ

=− e

mΩ
∑
k,k′

∑
σ

〈φk′ |p̂|φk〉ĉ†k′σ ĉkσ

︸ ︷︷ ︸
≡Ĵp

− e2

mΩ
∑

q
Ã(q)

∑
k,k′

∑
σ

〈φk′|eiq·r|φk〉ĉ†k′σ ĉkσ

︸ ︷︷ ︸
≡Ĵd

(6.18)

Descomponemos la densidad de corriente total en dos vectores densidad de corriente, dados
por el valor esperado de los operadores que acabamos de definir: Jd = 〈Ĵd〉, la densidad
de corriente diamagnética, y Jp = 〈Ĵp〉, la densidad de corriente paramagnética.
Simplificamos la expresión de Ĵd usando de nuevo que 〈φk′|eiq·r|φk〉 ' 〈ϕk+q|ϕk〉δk′,k+q:

Ĵd ' −
e2

mΩ
∑

q
Ã(q)

∑
kσ
〈ϕk+q|ϕk〉ĉ†(k+q)σ ĉkσ (6.19)

Para determinar Jd es importante recordar que el estado fundamental del sistema al
introducir A es |ξ〉 y no |ΨBCS〉. Ahora bien, debido a la rigidez de la función de onda
BCS, en el ĺımite q→ 0 se tendrá

Jd = 〈ξ|Ĵd|ξ〉 → 〈ΨBCS|Ĵd|ΨBCS〉 = − e2

mΩA
∑
kσ
〈ΨBCS|ĉ†k′σ ĉkσ|ΨBCS〉 = −ne

2

m
A (6.20)

donde n es la densidad volumétrica total de electrones (a T = 0 K).
Determinemos ahora Jp en el ĺımite q −→ 0. Hacemos un desarrollo análogo al que se

realizó para Ŵ :

Jp =〈ξ|Ĵp|ξ〉 → 〈ΨBCS|Ĵp|ΨBCS〉 = − e

mΩ
∑
k,k′

∑
σ

〈φk′|p̂|φk〉︸ ︷︷ ︸
'δk,k′~k

〈ΨBCS|ĉ†k′σ ĉkσ|ΨBCS〉

' − e~
mΩ

∑
k

k
{
〈ΨBCS|ĉ†k↑ĉk↑|ΨBCS〉+ 〈ΨBCS|ĉ†k↓ĉk↓|ΨBCS〉

}
=− e~

mΩ
∑

k
k
{
ukvk〈ΨBCS|γ̂†k0γ̂

†
k1|ΨBCS〉 − ukvk〈ΨBCS|γ̂†k0γ̂

†
k1|ΨBCS〉

}
= 0

(6.21)

Entonces, la corriente total en el superconductor a T = 0 K en presencia de un potencial
magnético débil uniforme A es

J = Jp + Jd = Jd = −ne
2

m
A (6.22)

Esta es justo la ecuación de London (1.17) en la que todos los electrones son supercon-
ductores, n = ns. Vemos que toda la corriente que circula por el superconductor es debida
a la corriente diamagnética inducida por la aplicación del campo magnético externo. Es-
ta corriente induce a su vez un campo magnético que apantalla al campo externo, de
manera que el campo en el interior del superconductor sea nulo, lo que justifica el efec-
to Meissner-Ochsenfeld. De hecho, tomando el rotacional de J recuperamos la ecuación
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(1.13) que determina el comportamiento de diamagnético perfecto del superconductor a
T = 0 K. Es más, al hacer la derivada temporal de (6.22) recuperamos también (1.7), y
como consecuencia, el fenómeno de la resistividad nula.

En [16] se demuestra que el efecto Meissner y la resistividad nula se siguen verificando
para temperaturas inferiores a Tc. De hecho, la corriente total se puede escribir como

J = −ns(T )e2

m
A (6.23)

que justo coincide con (1.17). Además, en la demostración anterior de la referencia citada
se proporciona una expresión expĺıcita de la densidad de electrones superconductores
(recordemos que son aquellos que no contribuyen a la disipación energética):

ns(T ) = n

(
1− β

k3
Fm

∫ ∞
0

dkk4 eβEk

(eβEk + 1)2

)
(6.24)

Tal y como se argumenta en [16], estos electrones son los que están involucrados en el
estado fundamental. En cambio, los electrones normales, que son los que hacen que la
resistividad sea no nula, se corresponden con las cuasipart́ıculas de los niveles excitados.

Según vimos en (6.22), para T = 0 K todos los electrones son superconductores (aun-
que en realidad solo los electrones cercanos a la superficie de Fermi tienen movilidad
apreciable) lo que conlleva una corriente diamagnética (y total) máxima. A medida que
aumenta T por debajo de Tc, ns(T ) comienza a disminuir. Justo a la temperatura cŕıtica,
ns(Tc) = 0, de forma que para T ≥ Tc ningún electrón participa en el proceso de supercon-
ductividad y todos son electrones normales. En términos de corrientes, para temperaturas
cercanas a T = 0 K la corriente paramagnética Jp es no nula, pero śı exponencialmente
pequeña, de forma que predomina la componente diamagnética: J ' Jd. En el ĺımite en
que T = Tc, las corrientes paramagnética y diamagnética se cancelan entre śı, de manera
que el efecto Meissner desaparece. Esto es lo que sucede en la fase normal conductora del
sólido. Aśı, en la transición descrita el sólido pasa de ser un diamagnético perfecto en la
fase superconductora a que en la fase normal domine el paramagnetismo de Pauli frente
al diamagnetismo de Landau, siendo este último generalmente un fenómeno de intensidad
muy débil.
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Caṕıtulo 7
Más allá de la teoŕıa BCS

En este breve caṕıtulo vamos a dar ideas muy generales de otras teoŕıas que describen
la superconductividad, aśı como incidir sobre los ĺımites de validez de la teoŕıa BCS, que
es la que hemos tratado en el trabajo. Lo que se pretende es simplemente enfatizar el
hecho de que la superconductividad es un fenómeno muy complejo que da lugar a un
sinf́ın de diferentes perspectivas. Se ha recurrido a [1] y [14].

7.1. La teoŕıa de Ginzburg-Landau
Ginzburg y Landau presentaron en 1950 una teoŕıa fenomenológica que intentaba

replicar los resultados experimentales de los superconductores. Casi una década después,
en 1959 Gor’kov probó que esta teoŕıa fenomenológica en realidad se pod́ıa deducir de la
teoŕıa BCS en el ĺımite en que las temperaturas son cercanas a la temperatura cŕıtica [7].

Ilustrados por la teoŕıa de las transiciones de segundo orden de Landau propuesta en
la década de 1930, Ginzburg y Landau postularon la existencia de un parámetro de orden
Ψ complejo definido como Ψ = 0 en la fase normal (T > Tc) y como Ψ = Ψ(T ) 6= 0 en la
fase superconductora (T < Tc). Gor’kov demostró que este parámetro Ψ es proporcional
a la función de gap ∆ de la teoŕıa BCS.

Ginzburg y Landau partieron de la existencia de electrones superconductores con ma-
sas efectivas m∗ = 2m y cargas e∗ = 2e. Además, asumieron que para temperaturas
cercanas a Tc, la enerǵıa libre de Gibbs era un funcional que pod́ıa ser desarrollado en
función de Ψ,

Gs[Ψ,A] =Gn + 1
Ω

∫
dr
[

1
2m∗ (−i~∇+ e∗A)Ψ∗(i~∇+ e∗A)Ψ + 1

2µ0
B2(r)

−µ0H(r) ·M(r) + aΨΨ∗ + 1
2bΨΨ∗ΨΨ∗ + ...

] (7.1)

donde Gn es la enerǵıa libre de Gibbs en la fase normal, A el vector potencial magnético y
a y b coeficientes fenomenológicos dependientes de la temperatura. Encontrando el mı́nimo
de G[Ψ,A] variacionalmente respecto de Ψ y de A se llegan a las conocidas ecuaciones
de Ginzburg-Landau (en el gauge de Coulomb, ∇ ·A = 0):

1
2m∗

(
~2∇2Ψ− 2i~e∗A · ∇Ψ− (e∗)2A2Ψ

)
− aΨ− b|Ψ|2Ψ = 0

−∇2A + i~e∗

2m∗ (Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) + (e∗)2

m∗
A|Ψ|2 = 0

(7.2)

Resolviendo numéricamente este sistema acoplado de ecuaciones podemos obtener Ψ y
A, y con ello, propiedades termodinámicas como las ya estudiadas o expresiones para
parámetros como la longitud de penetración (1.12). Además, esta teoŕıa permite dar una
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explicación a la cuantización del flujo magnético propio de los superconductores de tipo
II que ya describimos brevemente en la sección 1.4. Para una descripción más detallada
de la teoŕıa de Ginzburg-Landau es recomendable una lectura de [14].

7.2. Ĺımites de validez de la teoŕıa BCS. La super-
conductividad no convencional

El objetivo de este breve apartado es enfatizar los ĺımites de los resultados que hemos
ido obteniendo en el contexto de la teoŕıa BCS.

En primer lugar, debemos recordar que la principal hipótesis de la teoŕıa BCS es la
consideración de que el hamiltoniano reducido Ĥred dado por (4.43) modela correctamente
el comportamiento en la fase superconductora del material. Aśı, se asume que el meca-
nismo principal de formación de pares de Cooper es la interacción electrón-fonón (3.46),
que posteriormente aproximamos por una interacción efectiva electrón-electrón. Esto, a
su vez, nos lleva a proponer la Aproximación 10, restringiéndonos a pares de Cooper
singletes, potenciales de interacción del tipo (4.66) y funciones gap ∆k constantes en un
determinado rango (4.67).

La teoŕıa BCS es el marco teórico acertado para una gran cantidad de superconduc-
tores, los llamados superconductores convencionales, pues cumplen las predicciones
que hemos visto en este caṕıtulo. Es el caso de aleaciones, compuestos intermetálicos y
compuestos iónicos. Ahora bien, poco a poco se han ido descubriendo otros materiales,
los denominados superconductores no convencionales, que no verifican las hipótesis
de la teoŕıa. Para estos materiales se verifica que ∆k no es invariante ante operaciones
puntuales de simetŕıa, a diferencia de lo que ocurre para (4.67).

Es el caso, por ejemplo, de los fermiones pesados, materiales como el UBe13 que
suelen tener los niveles atómicos f parcialmente ocupados, lo que conlleva masas efectivas
electrónicas muy altas e interacciones electrón-electrón muy intensas que hacen que las
aproximaciones asumidas en los caṕıtulos anteriores no sean ciertas.

También son de un gran interés los superconductores de alta temperatura como
el YBa2Cu3O7. Estos materiales tienen láminas dos dimensionales de cobre y ox́ıgeno que
hacen que la superficie de Fermi sea también aproximadamente plana. Además, experi-
mentalmente se ha comprobado que el gap |∆k| se anula varias veces en esta superficie de
Fermi, con lo que ∆k no puede ser constante en ella y por tanto la aproximación (4.67)
no puede ser válida. Como consecuencia, la densidad de estados es no nula para cualquier
enerǵıa de excitación de las cuasipart́ıculas, con lo que incluso a bajas temperaturas los
estados excitados estarán poblados. Experimentalmente todo parece indicar que sus pares
de Cooper son singletes con momento angular dos. Es más, en superconductores como
YBa2Cu3O7 adecuadamente dopados hay evidencias de no cumplirse el efecto isotópico.
Todo ello sugiere que el mecanismo de interacción no es el de electrón-fonón, sino uno
basado en las fuertes repulsiones electrón-electrón.

Otras teoŕıas más allá de la teoŕıa BCS tratan de explicar el comportamiento mi-
croscópico de algunos superconductores no convencionales. En concreto, una teoŕıa que
es exitosa para describir las propiedades del YBa2Cu3O7 son los modelos de Hubbard,
que parten de la aproximación de enlace fuerte (tight binding approximation), en la que
los niveles energéticos electrónicos se distribuyen en bandas estrechas que se solapan. [14]
Esto contrarresta con el hecho de haber tomado las funciones de Bloch (3.33) como base
del espacio de Hilbert monoelectrónico.
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Conclusiones

Recopilamos aqúı las principales conclusiones a las que hemos llegado en el trabajo.

1. Asumiendo las aproximaciones de Born-Oppenheimer y armónica, y restringiéndo-
nos a términos de primer orden en los desarrollos de Taylor, hemos identificado tres
contribuciones al hamiltoniano total del sistema: una parte de fonones no interac-
tuantes, Ĥi, otra de electrones que incluye la influencia de la red reticular estática,
Ĥ(0)
e , y una tercera de interacción entre ambos, Ĥe−f .

2. Basándonos en la teoŕıa perturbativa de Schrieffer-Wolff, hemos conseguido expresar
Ĥe−f como un hamiltoniano de interacción efectiva electrón-electrón, que es atrac-
tiva en las cercańıas de la superficie de Fermi. Esto nos ha llevado a considerar el
hamiltoniano reducido Ĥred dado por (4.43), en el que solo hemos incluido las con-
tribuciones de los pares de Cooper con momento total nulo (suponiendo un sistema
con simetŕıa traslacional que no transporta corriente).

3. Resolviendo el problema variacional (4.56) a T = 0 K, hemos demostrado que,
independientemente de la intensidad atractiva del potencial, existe un estado fun-
damental |ΨBCS〉 favorecido energéticamente respecto del estado fundamental de
la fase normal, lo que supone la primera justificación de la existencia de una fase
superconductora.

4. Mediante una transformación de Bogoliubov-Valatin se ha diagonalizado Ĥred, per-
mitiéndonos identificarlo con el hamiltoniano de un sistema de cuasipart́ıculas fer-
miónicas idénticas no interactuantes de enerǵıas Ek =

√
ξ2

k + |∆k|2. De aqúı se
deduce que la función gap |∆k| da cuenta de una banda de enerǵıas prohibidas para
el superconductor inexistente en la fase normal.

5. Hemos podido obtener la dependencia con la temperatura del gap a través de la
denominada ecuación BCS (5.5), que ha sido resuelta numéricamente en el ĺımite
de acoplamiento débil. Análogamente, se han estudiado variables termodinámicas
como el calor espećıfico, la enerǵıa interna, la entroṕıa, la enerǵıa libre, aśı como la
intensidad de campo magnético cŕıtico de los superconductores de tipo I. Las rela-
ciones (5.10) y (5.26) están en buen acuerdo experimental con los superconductores
convencionales compatibles con el acoplamiento débil (Tabla 5.1). El efecto isotópi-
co ha quedado doblemente justificado debido a la dependencia de la temperatura
cŕıtica (5.9) y de la intensidad de campo magnético cŕıtico (5.35) con la enerǵıa
fonónica ~ωD ∝M−1/2, siendo M la masa de los iones reticulares.

6. Hemos demostrado que al someter un superconductor convencional a un campo
magnético débil uniforme e independiente del tiempo a T = 0 K, el estado funda-
mental |ΨBCS〉 no vaŕıa en primer orden en la perturbación. De aqúı hemos deduci-
do la ecuación de London (6.22), lo que justifica microscópicamente tanto el efecto
Meissner-Ochsenfeld como el fenómeno de resistividad nula (a T = 0 K).
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Apéndice A
Deducción del hamiltoniano iónico en
coordenadas normales

A continuación, deduciremos los resultados que se presentaron en la sección 3.1.2 sin
demostrar. Recordemos que el objetivo de dicho apartado es realizar una transformación
a coordenadas normales del hamiltoniano iónico (3.15)

Ĥi =
J∑
j=1

p̂2
j

2Mj

+ 1
2

J∑
m,n=1

umunAm,n

donde los coeficientes Am,n veńıan dados por (3.16)

Am,n = ∂2V̂k
∂Rm∂Rn

∣∣∣∣∣
R(0)

Definición. Sea un vector q del espacio rećıproco. Se definen los operadores

Ûq = 1√
J

∑
m∈RD

ûme
−iq·m ; P̂q = 1√

J

∑
m∈RD

p̂me
iq·m (A.1)

donde las sumas se extienden a todos los puntos de la red directa (RD).
De (3.20) se deduce que Ûq = Ûq+G y P̂q = P̂q+G, para todo vector de la red rećıproca

G. Por tanto, basta con considerar los vectores q dentro de la primera zona de Brillouin
(ZB). Además, se sigue directamente de estas definiciones que

Û †q = Û−q ; P̂ †q = P̂−q (A.2)

Lema. P̂q es el momento conjugado de Ûq, esto es:

P̂q = −i~ ∂

∂Ûq
(A.3)

Demostración. Haciendo uso del Teorema 3.1.1 encontramos las relaciones inversas de
Ûq y P̂q:

1√
J

∑
q∈ZB

Ûqe
iq·m =

∑
m′∈RD

ûm′

 1
J

∑
q∈ZB

eiq·(m−m′)


︸ ︷︷ ︸

=δm,m′

= ûm (A.4)

De la primera se deduce que

− i~ ∂

∂Ûq
= −i~

∑
m∈RD

∂ûm

∂Ûq

∂

∂ûm
=

∑
m∈RD

(
1√
J
eiq·m

)(
−i~ ∂

∂Rm

)
︸ ︷︷ ︸

=p̂m

= P̂q (A.5)

�
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Proposición. El hamiltoniano iónico dado por (3.15) se puede escribir en términos de
los operadores Ûq y P̂q como

Ĥi =
∑

q∈ZB

[ 1
2M P̂ †q P̂q + M

2 ω2
qÛ
†
q Ûq

]
(A.6)

donde

ωq =
 1
M

∑
n∈RD

eiq·nA0,n

1/2

(A.7)

Es decir, Ĥi se puede expresar como el hamiltoniano de un sistema de osciladores armóni-
cos independientes con frecuencias ωq.

Demostración. La relación inversa de P̂q es:

1√
J

∑
q∈ZB

P̂qe
−iq·m =

∑
m′∈RD

p̂m′

 1
J

∑
q∈ZB

e−iq·(m−m′)


︸ ︷︷ ︸

=δm,m′

= p̂m (A.8)

de donde se deduce que la parte cinética del hamiltoniano iónico se escribe en términos
de las coordenadas P̂q como

1
2M

∑
m∈RD

p̂m · p̂m = 1
2M

∑
q,q′∈ZB

 1
J

∑
m∈RD

e−i(q+q′)·m


︸ ︷︷ ︸

=∆−q,q′

P̂qP̂q′ = 1
2M

∑
q∈ZB

P̂ †qP̂q (A.9)

donde se han vuelto a utilizar el Teorema 3.1.1 y la ecuación (A.2).
Análogamente, para la segunda parte de Ĥi se tiene:

1
2

∑
m,m′∈RD

ûmûm′Am,m′

=1
2

∑
m,m′∈RD

 1√
J

∑
q∈ZB

Ûqe
iq·m

 1√
J

∑
q′∈ZB

Ûq′e
iq′·m′

Am,m′

=1
2

∑
q,q′∈ZB

 1
J

∑
m∈RD

ei(q+q′)·m


︸ ︷︷ ︸

=∆−q,q′

 ∑
m′∈RD

eiq
′·(m′−m)Am,m′

 ÛqÛq′

(A.10)

Veamos ahora que el último paréntesis no depende de m, sino solo de q′. Por la invariancia
traslacional de la red directa no es dif́ıcil ver que Am,m′ = A0,n, donde n = m′ −m. Por
tanto, ∑

m′∈RD
eiq
′·(m′−m)Am,m′ =

∑
n∈RD

eiq
′·nA0,n = Mω2

q′ (A.11)

Sustituyendo en lo anterior:
1
2

∑
m,m′∈RD

ûmûm′Am,m′ = M

2
∑

q∈ZB
ω2
−qÛ

†
qÛq (A.12)

De la definición de ωq y de (3.20) se deduce trivialmente que ωq = ωq+G, para todo vector
G de la red rećıproca. En concreto, para G = −2q se tiene ωq = ω−q, quedando concluida
la prueba. �
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Apéndice B
Un par de Cooper aislado

Este apéndice complementa al apartado 4.2. Recordamos que en este vimos que un
par de electrones sobre una esfera de Fermi bien formada y no interactuante formaba un
estado ligado mientras que estuviese sometido a una interacción atractiva, aunque esta
fuese infinitesimalmente débil. Ahora queremos remarcar el papel que juega la esfera de
Fermi en este hecho. Para ello, consideremos el par aislado sometido a una interacción del
tipo (4.31), pero sin mar de Fermi.

Ṽ (k− k′) =
{
−V0 si εk, εk′ < ~ωD

0 en caso contrario (B.1)

Tomando el ĺımite termodinámico (4.32) en la ecuación (4.30) y usando la expresión
de la densidad de estados (4.33) llegamos a

∆ =
∫ ~ωD

0
dερ(ε) −V0

E − 2ε∆ = −V0C∆
√−E2 arctan

√−2~ωD
E

−√~ωD

 (B.2)

Vemos que, a diferencia de lo que suced́ıa en la deducción de (4.37) gracias a la existencia
de la esfera de Fermi, ahora ρ(ε) no es aproximadamente constante en el intervalo de
integración. Esto tiene consecuencias directas. De hecho, para que el par de electrones
forme un estado ligado, la enerǵıa del sistema debe cumplir E < 0. Si imponemos en
esta ecuación el ĺımite mı́nimo necesario E → 0− se obtiene una intensidad de potencial
mı́nima

V min
0 = 1

C
√
~ωD

(B.3)

Esto quiere decir que para que se forme un par de Cooper (sistema ligado) en ausencia de
otros electrones, es necesario que la interacción a la que estén sometidos los electrones del
par sea suficientemente atractiva. Por tanto, para interacciones débiles no se favoreceŕıa
energéticamente la formación de pares de Cooper.
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