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Abstract

The Bernstein-Sato polynomial or the b-function is an important invariant in sin-
gular theory. It is closely related to differentials operators. This polynomial has very
useful properties and applications in differents fields of mathematics. It was introdu-
ced in the early 1970s simultaneously by Joseph Bernstein and Mikio Sato.

In this Final Degree Project we study the proof of the existence of the Bernstein-
Sato polynomial over the Weyl Algebra, in addition, we study some of the libraries
and commands in the computational algebra systems Macaulay2 and Singular related
to D-modules and some of the algorithms on which these commands are based on.

Finally we conclude the work adding a series of examples of computations of the
Bernstein-Sato polynomial and making a small comparison of effectiveness between
both programs.






Introduccion

La teoria de D-moddulos, Modulos sobre anillos de operadores diferenciales, so-

bre una variedad algebraica lisa sobre un cuerpo de caracteristica cero o sobre una
variedad analitica compleja lisa ha sido un area de investigacion activa durante los
ultimos cincuenta afios. Sirve como una herramienta poderosa para resolver proble-
mas que surgen en muchas disciplinas matematicas, desde Analisis hasta Geometria
Algebraica, la Topologia de Variedades, la teoria de Representaciones y Algebra Con-
mutativa. En este texto nos centraremos principalmente en el estudio del polinomio
de Bernstein-Sato dentro de esta teoria de D-moédulos.
El polinomio de Bernstein-Sato es un polinomio que esta estrechamente relacionado
con operadores diferenciales. Debe su nombre y origen a dos razones simultaneas a
principio de 1970. Por un lado Mikio Sato introdujo las a—, b— y c—funciones asocia-
das a los espacios vectoriales prehomogéneos. Los cuales tienen muchas aplicaciones
en la Geometria, Teoria de Numeros y Analisis, asi como Teoria de Representacio-
nes [28]]. Por otro lado, de forma simultanea, Joseph Bernstein definio el polinomio de
Bernstein como parte de la construcciéon de prolongaciones meromorfas de distribu-
ciones [5,6]. J. Bernstein prob6 que todo polinomio tiene un polinomio de Bernstein
no nulo asociado. El polinomio de Bernstein-Sato de una funciéon holomorfa o regular
f sobre C es el polinomio moénico b,(s) en C[s] de menor grado para la cual existe
un operador diferencial P(s) en el parametro s que satisface la ecuacion funcional

by()f* = P()f .

La existencia de un polinomio no nulo satisfaciendo la ecuaciéon funcional anterior,
como ya hemos dicho, fue probada por Bernstein sobre el anillo de polinomios, y fue
extendida por Bjork [7,8] a anillos de series formales y por Kashiwara a anillos de se-
ries convergentes [16]]. Una prueba unificada se encuentra en [31](ver también [21]).
Hoy en dia este polinomio también se llama la b-funcién asociada a f. El primer algo-
ritmo para computar el polinomio de Bernstein-Sato para un polinomio arbitrario fué
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implementado en 1997 por T. Oaku [22-24]. Desde entonces se han podido estudiar
mas detalladamente algunos casos especiales.

El objetivo principal de este trabajo es dar la prueba de la existencia del polinomio
de Bernstein-Sato para un polinomio arbitrario f. Ademas estudiaremos brevemente
las herramientas necesarias para poder usar algunos de los algoritmos para el calculo
del polinomio de Bernstein-Sato y asi poder comparar diferentes sistemas de Algebra
Computacional a la hora de calcular el polinomio de Bernstein-Sato.

El trabajo se va a estructurar de la siguiente forma. En el capitulo uno estudiaremos
el algebra de Weyl. En este peculiar algebra es donde desarrollaremos toda la teoria
en referencia al polinomio de Bernstein-Sato y en particular donde demostraremos
la existencia de un operador diferencial y un polinomio que verifiquen la ecuacion
funcional anterior. Seguidamente en el capitulo dos estudiaremos los médulos gra-
duados y las filtraciones en el algebra de Weyl. Gracias a estas definiciones podremos
construir anillos conmutativos los cuales se comporten de manera similar a los moé-
dulos en el algebra de Weyl. Gracias a ellos se pueden estudiar de forma mas sencilla
estos modulos. En el capitulo tres, gracias al estudio de los métodos de filtraciones y
graduaciones del anterior capitulo, podremos definir la dimensién de un médulo en
el algebra de Weyl. Este invariante tiene una enorme importancia en nuestro estu-
dio y esta fuertemente relacionada con otro invariante: la multiplicidad. La definiciéon
de dimension y multiplicidad la daremos usando el polinomio de Hilbert-Samuel y
mas adelante podremos probar que la dimension de un moédulo en el algebra de Weyl
tiene una cota inferior y una cota superior. En particular, esta cota inferior es muy
importante ya que con ella podremos definir los médulos del algebra de Weyl holo-
nomos. Estos moédulos tienen una gran importancia en el algebra de Weyl y con ellos
podremos llegar a la demostracion de la existencia del polinomio de Bernstein-Sato
asociado a un polinomio arbitrario f. El capitulo cuatro est4 especialmente dedicado
a la demostracion de la existencia de la b-funcién asociada a un polinomio no nulo
arbitrario f. Es decir, de la existencia del polinomio de Bernstein-Sato. En el capitu-
lo cinco estudiaremos las herramientas principales para poder dar algoritmos utiles
para el calculo de la b-funcidén asociada a un polinomio. En particular, estudiaremos
la teoria de la division, las bases de Groebner, el algoritmo de Buchberger y la teoria
de eliminacién en el algebra de Weyl. En el altimo capitulo del texto estudiaremos
dos de los principales sistemas algebraicos computacionales mas importantes para el
céalculo del polinomio de Bernstein-Sato (Singular y Macaulay2). En particular habla-
remos de las librerias y comandos que usaremos para el calculo de dicho polinomio,
asi como de sus autores y de los algoritmos en los que se basan dichos comandos. Por
ultimo haremos una pequefa comparacién de estos programas con ciertos ejemplos,
exponiendo el tiempo que tarda cada uno de los programas en dicho calculo. En estos
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ejemplos podremos observar que las raices de las b-funciones asociadas a un polino-
mio arbitrario son siempre niimeros racionales negativos. El hecho de que las raices
del polinomio de Bernstein-Sato asociado a un polinomio arbitrario f sean numeros
racionales negativos fué probado por M. Kashiwara [16].

Entre las referencias que hemos usado podemos resaltar las siguientes. A Primer of
Algebraic de S.C. Coutinho, es un gran libro sobre D-moédulos en el que se pueden
encontrar muchos resultados usados en este texto. Es un libro facil de manejar, muy
compacto e interesante [10].

Algebraic approach to differential equations, en particular el capitulo correspondien-
te a Francisco Jesas Jiménez Castro [9] . En ese capitulo podemos encontrar entre
otras muchas cosas, qué es el algebra de Weyl construida a partir de vectores de peso
y estudiar sus propiedades. En particular, gracias a esta construccion por vectores de
peso, se pueden generalizar al algebra de Weyl grandes resultados que teniamos en el
caso conmutativo. Tales como el teorema de la division, teoria de las bases de Groeb-
ner y el algoritmo de Buchberger. Ademas se puede estudiar el polinomio desde otro
punto de vista, el de Malgrange. Gracias a este punto de vista podremos definir los
algoritmos de la seccion ultima y en particular para poder definir el algoritmo para
el calculo de la b-funcion, el cual podemos encontrar en el trabajo de D. Andres [2].
Gracias a esta ultima referencia de D. Andres y de los algoritmos y ejemplos del calcu-
lo del polinomio de Bernstein-Sato he podido ver la verdadera dificultad que existe
en calcular el polinomio de Bernstein-Sato para ciertos polinomios. Y entender como
funcionan algunos de los algoritmos usados en los programas Singular y Macaulay2
para la obtencion de la b-funcién asociada a un polinomio arbitrario.

Ambos programas y las librerias que he usado en el texto estd ampliamente referencia-
das por distintos autores. V. Levandowskyy, ]J. Morales y D. Andres para el programa
Singular y su principal paquete para D-moédulos, Plural, son los autores de las libre-
rias, dentro de este programa, que usaremos en la dltima seccién [3}17,/18]. Por otra
parte, A. Leykin y H. Tsai son los autores del paquete correspondiente a D-mddulos
del programa Macaulay2, Dmodules, [13].






1 El algebra de Weyl

1.1 El algebra de Weyl como anillo de operadores.

Comencemos con algo de notacion que usaremos a lo largo del texto. K denotara

un cuerpo de caracteristica cero y K[X] = K[x,, ..., x,] denotara el anillo de polino-
mios en n variables sobre K, el cual es un anillo de dimension infinita sobre el cuerpo
K.
Denotaremos por Endg(K[X]) al anillo de endomorfismos del K-espacio vectorial
K[X], donde la operacién suma actiia como suma de operadores y la operacion pro-
ducto como composicion de operadores. Definiremos la n-ésima algebra de Weyl
sobre el cuerpo K, denotada por A, x, como un subanillo (una K-subalgebra) de
End(K[X]) generada por los operadores:

N N
X5 X, Y 05,0,

sobre K[X]. Los cuales se definen sobre un polinomio f € K[X] por las formulas
X,(f) =x,fyd,(f)=0f/ox, respectivamente. Por simplificacion a lo largo del texto
denotaremos A, , = A, si no es necesaria la especificacion del cuerpo sobre la que
definamos el algebra en cuestion.

Es decir, los elementos de A, son combinaciones lineales de los monomios en los
generadores X, ..., X, y 0}, ..., d,. Donde el producto "-" en A, esta definido usando la
regla de Leibniz de la forma:

9, f = fo,+ 42

Podemos observar facilmente que este algebra no es conmutativa ya que si conside-
ramos el operador 9, - X,, donde en este caso este producto es sobre Endy(K[X])y
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por tanto como hemos dicho antes esta definido por la composiciéon de endomorfis-
mos, y lo aplicamos a un polinomio f € K[X] obtenemos que 0, - X,(f) = 9,(x,f) =
x,;0f/0x; + f. Que visto como una igualdad de operadores tendriamos

0,-X,=%,-0,+1

] 1 1

Donde 1 representa el operador identidad.

Podemos usar conmutadores para observar mejor como actuan estos operadores. Si
tomamos P, Q € A, su conmutador es el operador [P,Q] = P - Q — Q - P. Entonces
los conmutadores de los generadores de A, vienen dados por:

[ai, SC\,] =1
[a[a aj] = [56\,', 55/] =0
[al’» 56\1] = 51']'

Para todo i, j = 1, ...,n. Donde 0,; representa la delta de Kronecker, si i = j entonces
es el operador identidad y si i # j entonces es el operador nulo. A partir de ahora
usaremos x; como variable y como su correspondiente operador a no ser que se tenga
que especificar.

También denotaremos por PQ envez de P - Q, para P,Q € A,. Y por

a — % &
Xt =Xy,

o =al.. o

Diremos que el orden (o grado) del monomio x* es la longitud de « = (e, ..., @,), que
definiremos como |a| = a; + ... + a,,.

Veamos con ciertos ejemplos, como se comporta este producto en A,,.
(1). Sea f € K[x] y f € N". Entonces

of = (") om(fro"

o<f

Donde con ¢ < f nos referimos a que o; < f;, parai = 1,...,n. Y donde

(i) =pl/o!(fp—0o)yp!=p!.p, . Parael caso n = 1 la igualdad
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of =, () ofHa™
k=0

se puede probar por induccién en j. El caso general se sigue de lo anterior usando la
propiedad distributiva del producto de A, sobre la suma.
(2). Sean f, 6 € N" entonces

’(x%) = 1 (7) x°*

donde (;) = 0 si no se satisface la relacion f < 6. De la misma forma se puede probar
por induccion sobre n. El caso base n = 1 se puede probar por induccion en f,. obte-
nemos de esta igualdad que si f = 8, entonces 0°(x°) = p!.

(3). Usando las igualdades (1) y (2) se puede llegar a que si a, @', f, f’ € N" entonces
tenemos que

xaaﬂxa/aﬂ/ — xa+a’aﬁ+ﬂ/ + Z (7! (ﬁ) (a’) xa+a/_o_aﬂ+ﬂ/_o_‘
o<f,o<a’,6#0 ’ ’

Resultado que se obtiene directamente de combinar (1) y (2).

Podemos construir una base para el algebra de Weyl como K -espacio vectorial, la cual
nos facilitara escribir los elementos de A, y compararlos unos con otros. Ya que para
comparar dos elementos en su forma canénica, es decir escrito como combinacion
lineal de elementos de la base de A, bastara comparar los coeficientes de su combi-
nacion lineal.

Proposicion 1.1.  El conjunto de monomios B = {x*d?|a, § € N"} es una base de A,
como K-espacio vectorial.

Demostracion.  Es facil ver que /3 es un conjunto generador del dlgebra de Weyl como
K-espacio vectorial. Consideramos un monomio en los generadores de A,,. Usando las
relaciones que vimos anteriormente tenemos que si f € K[X], entonces d,f — f0, =
0f /0x;. Esto nos permite llevar todas las potencias de las x’s a la izquierda de todos
las de 0"s y por tanto tendriamos ese monomio escrito como un elemento de /3. Luego
B es un conjunto generador de A,. Veamos que B es linealmente independiente. Sea
P= Z PapXx”0”. Veamos que debe ser una combinacion lineal no nula de monomios

a’ﬁ
en BB. Sea i’ € N" el exponente de 0 en P, que verifique que el vector g — f’ tiene su

primera componente no nula mayor que 0, para cada  exponente de d en P. Entonces
tenemos que P(x*) = (f’ N, P,;x*) ya que, usando (2), si f’ verifica lo anterior,
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entonces en particular no se satisface la relacién § < g y por tanto 0?(x*) = 0. Por la
eleccion de f’ existe un « tal que p,, # 0y por tanto P(x"") es no nulo. En particular
el operador P € A, es no nulo. |

1.2 Generadores y relaciones.

Otra manera de definir el algebra de Weyl es mediante generadores y las relacio-
nes que estos mantienen. Podemos describir el algebra de Weyl como un cociente de
un algebra libre en 2n generadores. El ideal por el cual se hace cociente es el generado
por las relaciones que definimos por los conmutadores de la anterior seccion. El alge-
bra libre K{z,, ..., z,,} en 2n generadores es el conjunto de todas las combinaciones
lineales de las palabras en los simbolos z, ..., z,,, donde el producto de dos palabras
es simplemente la yuxtaposicion de ambas. Podemos definir el homomorfismo:

¢ : K{z,,..,z2,,} = A, definido por:
P(z;) = x;y P(z;,,) =0, parai =1,...,n

El cual es claramente sobreyectivo, ya que hemos visto que una base de A, como K-
espacio vectorial viene dada por el conjunto de monomios B = {x*d’|a, f € N"}.
i+n> 2] — 1 para
i=1,..,ny [z;,z;] para j # i+ ny 1 < i,j < 2n. Obtenemos, de las relaciones

1

Entonces si tomamos el ideal bilatero J generado por las relaciones [z

por los operadores que vimos anteriormente, que J C Ker ¢. Por lo que ¢ induce un
homomorfismo de K-algebras ¢’ : K{z,,...,2,,}/J — A,.

| Teorema 1.1. ¢ esun isomorfismo.

Demostracion. Haciendo algo similar a la prueba de la porposicion 1.1, podemos usar
las relaciones entre las clases z;4+J para probar que todo elemento de K{z,, ..., z,,}/J
se puede escribir como combinacién lineal de monomios de la forma z’l"l...z;n’f” +J.
Y usando la porposicién 1.1, las imagenes de estos monomios bajo la aplicaciéon ¢’
forman una base de A, como K-espacio vectorial. En particular, los monomios deben
ser linealmente independientes en K{z, ..., 2,,}/J. Luego ¢’ es un isomorfismo de
espacios vectoriales. |
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1.3 El grado de un operador.

| Definicién 1.1.  Para un operador no nulo P = Z paﬂx"‘aﬂ = Z pﬁ(x)aﬂ el indice
a.p B

maximo de § para el cual p,(x) # 0, se llama el grado’de P, que denotaremos por gr(P).
El indice maximo de a + f para el cual p,; # O se llama el grado total de P y se denota
por grtot(P). Usaremos por convenio que el grado y el grado total del polinomio nulo es
—00.

Esta definicion nos permitira en futuras secciones facilitar las definiciones de los
moédulos graduados y las filtraciones inducidas.
Estos ultimos elementos algebraicos son muy importantes en el estudio de D-modulos
ya que los anillos simples son muy dificiles de estudiar debido a que la mayoria de las
técnicas en la teoria de anillos se basan en la existencia de ideales no triviales. En
nuestro caso, en el algebra de Weyl, es un anillo simple. Es decir, no nulo y no tiene
ideales bilateros propios no triviales. Pero podremos construir a partir de las filtra-
ciones anillos conmutativos los cuales actian de manera muy parecida a A,,. De esta
forma podremos entender y estudiar la estructura de A, y de sus médulos. Ademas
gracias a la definicion anterior, al igual que se demuestra en el caso del anillo de po-
linomios con la definicion natural de grado de un polinomio, se prueba que A, es un
dominio.

Uno se puede preguntar por qué se ha definido anteriormente el algebra de Weyl de
dos maneras diferentes. Esto se debe a un pequeno problema que tiene el algebra de
Weyl cuando el cuerpo K no tiene caracteristica cero. En el caso en el que el cuerpo
no tenga caracteristica cero ambas definiciones construyen anillos que no son iso-
morfos. El algebra de Weyl sobre un cuerpo de caracteristica positiva se estudia con
detalle en la referencia [29]. Por ejemplo veamos que ocurre en el cuerpo Z,, cuando
p es primo, en el caso de una variable. Consideremos primero la primera definicion,
el algebra de operadores R, generada por Z [x] y su derivaciéon 0 = dx. Calculemos
0”(x*). Si k < p se anula por lo visto en (2). Lo mismo ocurre para k > p ya que al
hacer el calculo tenemos que 07(x*) = p! (k) x¥=P, que se anula ya que el coeficiente
es divisible por p. Luego 0’ = 0 como operador sobre Z [x]. De donde concluimos
que el anillo R, tiene elementos nilpotentes. En particular, no es un dominio.

Por otra parte, consideramos el anillo R, generado sobre Z/(p) por z,, z, sujetos a
la relacion [z,, z;] = 1. Este anillo es un dominio. Sin embargo no es un anillo sim-
ple. Para ver que no es un anillo simple basta encontrar un ideal bilatero propio. Por
ejemplo, si tomamos f € Z/(p)[z,] tenemos que [z,, f] = 0f/0z,. En particular,
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p—1

[z,.2]] = pz]~ = 0. De donde concluimos que z"

, conmuta con cada elemento de R,
y por tanto el ideal a la izquierda generado por z? en R, es un ideal bilatero propio.

1.4 K[X] como A, ,-médulo.

Uno de los ejemplos mas importantes de modulo sobre el algebra de Weyl es el

del anillo de polinomios. Este es un A,-moédulo a la izquierda, simple y de torsion. En
esta seccion vamos a demostrar las afirmaciones anteriores.
En la seccion anterior hemos construido el algebra de Weyl como un subanillo de un
anillo de endomorfismos. Si K[ X] es el anillo de polinomios, tenemos que A,(K) es un
subanillo de End K[ X ]. De aqui se deduce que K[X] esun A,-mddulo ala izquierda.
Es decir, existe una accion natural de A, sobre sobre el anillo de polinomios K[X] ya
que cada elemento P € A, es un endomorfismo del K-espacio vectorial K[X]. Esta
accion natural es la que induce sobre K[X] una estructura de A,-moédulo. La accion
de los x; sobre K[X] es simplemente el producto por la variable x,. Mientras que 0,
actua como la derivada parcial con respecto de la variable x;. Antes de probar que es
K[X] es un A,-modulo de torsién vamos a recordar qué es un elemento de torsion
de un moédulo. Sea M un R-moédulo a la izquierda, donde R es un anillo arbitrario.
Un elemento u € M es un elemento de torsion si anng(u) es un ideal a la izquierda
no nulo. Donde anng(u) es el conjunto de elementos de M que anulan a u. Es decir,
que su producto por la izquierda es nulo. Para probar que K[X] es un A,-médulo de
torsion simple, vamos a usar los siguientes lemas.

Lema1.1. Sea Run anillo, M un R-mddulo a la izquierda irreducible (simple). Y sea
u€ M, conu #0, entonces M = R/ anng(u)

Demostracion.  Sea la funciéon ¢ : R - M definida por ¢(1) = u. Es un homomor-
fismo de R-mddulos y ademés como u # 0y M es irreducible (simple), entonces es
un homomorfismo de R-mdédulos sobreyectivo.

Ademas tenemos que Ker(¢) = anng(u), de donde se concluye el isomorfismo ante-
rior. |

Lema1.2. Si Rno esun anillo de division, (Un anillo de division es un anillo unitario,
en el que cualquier elemento no nulo tiene su inverso multiplicativo), entonces M es
un moédulo de torsion.

Demostracion. Supongamos que anng(u) = 0 para algin 0 # u € M. Se sigue
del lema 1.1 que M = R. Como M es irreducible, esto es posible solo si los ideales
a la izquierda de R son triviales. Pero en este caso R seria un anillo de division y
llegariamos a contradiccion. Luego anng(u) # O paracada0 #u € M. |
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| Teorema 1.2. K[X] es un A,-modulo a la izquierda simple de torsion. Ademas se
tiene que

K[X]1=A,/A,0,,...0,)

Donde A, (0, ..., 0,) denota el ideal a la izquierda generado por 0, ..., d,.

n

Demostracion.  Antes que nada, es claro que 1 es un generador de K[ X]. Supongamos
que f # 0 es un polinomio y consideramos el submddulo de K[X] dado por:

A, - f=Af)=1{P(f)|P € A,}. Tomamos ahora xil1 x;” el monomio de mayor
grado de entre los monomios de f que tenga coeficiente no nulo. Sea a su coeficiente.
Entonces aplicando el operador D = ' = 6? .- @ a f obtenemos

D(f)=0f=il-~il-a

que es una constante no nula en el submoédulo generado por f. Por lo tanto

A, - f = K[X]. Luego K[X] es simple. Como A, no es un anillo de division, (ya
que se puede probar facilmente que los operadores diferenciales no constantes no son
invertibles), se sigue del lema 1.2 que K[X] es un médulo de torsion.

Ahora bien, 1 es un elemento de K[X] el cual es anulado por cada d,, ...,d,. Por lo
que el ideal a la izquierda J generado por d,, ..., d, esta contenido en ann, (1). Para
la otra inclusién, sea P € ann An(l)‘ Entonces P puede ser escrito de la forma f + Q,
dondeQ € Jy f € K[X].AsiqueO=P-1=f-1+Q0- 1= f,locual implica
que f = 0.Porloque P = Q € J y concluimos que J = ann, (1). El isomorfismo se
sigue del lema 1.1.

1.5 El A ,-médulo de un sistema de ecuaciones dife-
renciales lineales.

En esta seccion asociaremos un A,-moédulo a la izquierda, finitamente generado,
a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de A,. Donde cada ecuaciéon va a
venir dada por un operador diferencial de A,. Esto nos permite dar una descripcion
puramente algebraica de las soluciones de cada uno de estos sistemas.

Supongamos entonces que tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales lineal dado
por P/(f) = .. = P,(f) =0, donde cada P, parai = 1,...,m, es un operador dife-
rencial P, € A, y f puede ser un polinomio o si K = R, una funcioén en las variables
Xy, ..., X, de clase C*®.
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El A,-médulo asociado al sistema de ecuaciones diferenciales anterior es

M =A,J/A(P,..,P,). Justificaremos esta definicion con el teorema que veremos a
continuacion.

Una solucion polinémica del sistema puede definirse como un polinomio f € K[X]
que verifique P(f) = 0 para cada i = 1, ..., m. El conjunto de soluciones polinémicas
del sistema de ecuaciones diferenciales lineales anterior forma un K-espacio vectorial.

| Teorema 1.3. Sea M el A, -médulo asociado al sistema
P,(u) = ... = P,(u) = 0. El espacio vectorial de soluciones polinomiales del sistema
anterior es isomorfo a HomAn(M, K[XD).

Demostracion.  Sea f € K[X] una solucion polinomial del sistema. Consideremos el
homomorfismo y, : A, — K[X], definido por y,(1) = f. Entonces si

0 €J = A,(P,..,P), se tiene que O(f) = 0. Es decir, J C Ker(y,). Luego vy,
define un homomorfismo

W, M=A,/J] > K[X]

definido por Wf(ﬁ) = P(f).

Por lo tanto a un polinomio f que sea solucion del sistema, le asociamos y, €
Hom An(M , K[X]). Ademas esta aplicacion, f +— y /> €suna transformacion lineal.
Sean f,g € K[X], A € K. Entonces:

V(P + )= P(f +48) = P(f) + AP(g) = (v, + Ay )(P)

Para la aplicacion inversa, si tomamos 7 € Hom An(M , K[ X]), entonces 7 lleva la
clase del 1 en M a un polinomio h. Ademas se puede demostrar con un pequefio
calculo que A es solucion del sistema y que 7 = y,. Luego la regla 7 +— (1) define la
transformacion lineal inversa. Si notamos (1) = h = h_yaS como el conjunto de
soluciones polinémicas del sistema. Hemos demostrado que las aplicaciones

fes - HomAn(M,K[X])
7€ Hom, (M,K[X]) > h, €S

Son aplicaciones K-lineales y son una la inversa de la otra. |



2 | Modulos graduados vy filtracio-
nes

2.1 Modulos graduados

Como mencionabamos en la seccion 1.3 los anillos simples son muy dificiles de
tratar, es por eso que para trabajar con este tipo de anillos hay que usar anillos conmu-
tativos especiales, los cuales tienen un comportamiento similar a A,. Las graduaciones
y las filtraciones nos permitiran estudiar la estructura de A, y de sus modulos de for-
ma mas sencilla.

Una caracteristica importante del anillo de polinomios es que este admite una funcioén
de grado. El objetivo de este capitulo es generalizar y formalizar qué significa para un
algebra tener una funcién de grado. Esto nos permitira definir los anillos graduados.
Estos anillos tienen una gran importancia en la Geometria Algebraica, mas precisa-
mente en la Geometria Algebraica Proyectiva, para detalles ver [15], Capitulo 1.

En primer lugar para llegar a donde queremos, tenemos que empezar describiendo
qué es un algebra graduada.

| Definicion 2.1.  Sea R una K-algebra. Decimos que R es graduada si existen unos
K -subespacios vectoriales R;, i > 0, tales que

(1) 1 € R, Donde 1 es el elemento neutro de R. Por lo que R, es un subanillo de R.
(2)R= DixoR;,

(3 R,-R,CR,,

Llamamos componentes homogéneas de R a los R,. Los elementos de R, son los elementos
homogéneos de grado i.

Un ejemplo muy importante de algebra graduada es el anillo de polinomios K[x/, ...

. ko _k
donde los monomios de la forma x'...x," con k; + ... + k, = m forman una base de
las componentes homogéneas de grado m.

s X, ),
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| Definiciéon 2.2.  Sea R un K -dlgebra graduada. Se dice que un ideal bilatero I de R
es un ideal graduado si esta generado por elementos homogéneos, lo cual es equivalente
aquel =®,,(INR,).

| Definicion 2.3. Sea ahora S = &,,,S; otra K-algebra graduada. Un homomorfis-
mo de K-algebras ¢ : R — S es graduado si ¢(R;) C S, para cada i. Es decir, un
homomorfismo graduado es aquel que respeta el grado.

Proposicion 2.1.  Sean R = @,)R; y S = @©,5,S5; dos algebras graduadas sobre K,
entonces tenemos los siguientes resultados.

(1) Si I esun ideal bilatero graduado de R entonces R/ I es un algebra graduada sobre
K.

(2) El nicleo de un homomorfismo graduado de K-algebras ¢ : R — S es un ideal
bilatero graduado de R.

Demostracion.  En primer lugar tenemos que R/ I se puede descomponer como suma
directa de K-espacios vectoriales como sigue,

R/T ~ @iZO(Ri/(I N R)))

Sean a; € R; y a; € R, entonces (a; + I)(a; + I) = a,a; + I, que corresponde a un
elemento de R;,;/(I N R;;;) bajo este homomorfismo. Concluimos entonces que se
cumplen facilmente las tres propiedades de K-algebra graduada, (la (1) es trivial) y
por tanto R/I es una K-algebra graduada.

Por otra parte si ¢ es un homomorfismo graduado. Seaa = a, ® ... @ a,, un elemento
del nucleo de ¢. Entonces se tiene que

¢(a) = Pp(ay) + ... + ¢(a,,).

Ahora bien como ¢ es graduado, esta suma es una suma directa. Y por tanto cada a;
es un elemento del nucleo de ¢, es decir que el Ker(¢) esta formado por elementos
homogéneos y por tanto es un ideal graduado. |

Esto nos proporciona una manera de generar ejemplos de anillos graduados, los
cuales tienen una gran importancia en la Geometria Algebraica. Por ejemplo, cocien-

tes del anillo de polinomios. Sean f, ..., f, polinomios homogéneos en K[x, ..., .x,].
Entonces el cociente K[x,...,.x,]/(f},..., f;) es un anillo graduado. Ya que el ideal
generado por f, ..., f es unideal bilatero graduado por estar generado por elementos

homogéneos y por tanto usando la proposicion 2.1(1) tenemos que el cociente ante-
rior es un un anillo graduado.
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| Definicién 2.4. Sea R = @,
izquierda M es graduado si existen K -espacios vectoriales M;, parai > 0. tales que:
(DM =D,y M,

QR -M,CM,,

Donde como antes, los M, son las componentes homogéneas de grado i de M .

R, una K-algebra graduada. Un R-modulo a la

De la misma forma que antes se pueden definir los submédulos graduados y los
homomorfismos graduados de modulos. Tendriamos pues, los mismos resultados que
en el caso de anillos graduados las demostraciones se harian de manera analoga.

En la seccion 1.3 estudiamos el grado total de un operador en A,. Pero esta funcion
de grado no sirve para hacer de A, un anillo graduado. Ya que los elementos como
0,x, deberian de ser homogéneos de grado total 2, pero es igual a x,d, + 1 que no es
homogéneo. Para poder usar esta funciéon de grado debemos generalizar los anillos
graduados, para obtener anillos filtrados.

| Definicion 2.5. Sea R una K-algebra. Una familia F = {F,}, de K-espacios
vectoriales es una filtracion de R si:

(1)1 € F,.

(2)F,C F, C..R,

(3)R= UiZO F;

(4 F,- F,CF,,
Observamos que de los dos primeros puntos y del ultimo que obtenemos que F, es un
subanillo de R. Por convenio F; = {0}, para j < 0 por lo que en estas definiciones hemos
tomado j > 0. Si un algebra tiene alguna filtracion, entonces se dice que es un algebra

filtrada

Se puede probar que toda algebra graduada es un algebra filtrada, pero que el reci-
proco no es cierto en general. Supongamos que G = @, G; es un algebra graduada.
Consideramos los espacios vectoriales F;, = @g G,. Claramente F, C F,,, y launién
de todos ellos es el total G. Ademas

F.-F,= @i+j§k+m GiGj

Y sabemos que G,G; C G, ;, de donde concluimos que F, F,, C F,,,. Luego {F;},5,
es una filtracion de G. Por otra parte hay algebras filtradas las cuales no provienen de
una graduacion. Esto ocurre con el algebra de Weyl, la cual tiene muchas filtraciones
distintas.

La filtraciéon que trataremos sobretodo en este texto es la filtracion de Bernstein.
B = {B,},en- Es la filtracion definida usando el grado total que definimos de los
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operadores de A,. Donde B, el conjunto de todos los operadores de A, de grado total
menor o igual a k. La primera, la segunda y la tercera condicién de filtracion se sa-
tisfacen para los B, y la cuarta condicién se tiene de que el grado total del producto
de dos operadores de A, es la suma de los grados totales de ambos operadores. Por lo
tanto BB, C B, ;.
La filtracion de Bernstein tiene una caracteristica especial, cada B, es un espacio vec-

Luego B = { B, },cy €s una filtracion de A,,.

torial de dimension finita. Una base de B, esta determinada por las combinaciones li-
neales de monomios x%d” con |a|+|f| < k.En particular By = Ky {1, x, ..., X,,, 9, ..., 0,, }
es una base de B,.

Para el caso genérico, si tomamos B, sabemos que su base esta generada por los mono-
mios x*0” paralos cuales |a|+|B| < k, por tanto el nimero de elementos de su base es-

ta determinado por el nimero de soluciones no negativas de a,+...+a,+0,+...4+9, < k,

el cual viene dado por (Z"Ijk). Este nimero combinatorio cogera importancia en la si-
guiente secciéon cuando definamos la dimension de un A,-médulo.

 Nuestro objetivo ahora, es usar una filtraciéon en un algebra para construir un al-
gebra graduada de la siguiente forma.

Sea R un K-algebra. Supongamos que ¥ = { F;},cy es una filtracion de R. Denotamos
por grl R = F,/F,_, y sea

o, . F,—- F/F_,.

la proyeccion canodnica a la cual llamaremos funcién simbolo de orden k. Donde
o,(d) = d + F,_, parad € F,.Es decir, si d es un operador de F;, se tiene que
0,(d) no es nulo siy solo sid & F,_,. Definimos ahora el K-espacio vectorial

ngR = @iZO grfR = @iZO(E/E_l)'

Podemos definir el producto de dos elementos homogéneos en este K-espacio vec-
torial. De esta forma obtendremos que con esta funciéon de producto este K-espacio
vectorial verificara las propiedades de un anillo graduado.

En primer lugar tenemos que los elementos homogéneos de gr” R son de la forma
0,(d) para algiin d € F, definimos pues el producto de dos elementos de gr’ R de la
siguiente forma

6,(d) c,(c) = o, (dc).

Parad € F, y ¢ € F,. El cual esta bien definido ya que F, - F,, C F,

k+m
61im(dc) € Fy,,/Fiim - Con este producto podemos probar que gr” R es una K-

algebra graduada. Ya que la propiedad (3) de la definicion se tiene directamente de la

y por tanto
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definicion de este producto y las primeras dos propiedades se tienen directamente de
las propiedades de la filtracién F. Los elementos homogéneos son los F;/F,_,. A esta
K-algebra se la denomina la algebra graduada asociada a la filtracion F de R.
Notaremos al algebra graduada asociada a la filtracion de Bernstein del algebra de
Weyl como S, = gr®A,, para la cual tenemos el siguiente resultado el cual es muy
importante ya que nos facilita en gran medida el estudio de estos elementos.

| Teorema 2.1. EI dlgebra graduada S, es isomorfa al anillo de polinomios en 2n
variables.

Demostracion. Parai =1,...,n. Sean y;, = 0,(x,), ¥;;,, = 6,(9,) y sea K[z, ..., z,,] el
anillo de polinomios en 2n variables.
Definimos el homomorfismo de anillos

¢ : Klzy,.... 2y,] = S,

Por ¢(z;) = y;. ¢ es un homomorfismo graduado de K-algebras ya que los elementos
z, son de grado 1 sobre K[z, ..., z,] y los elementos y, tienen también grado igual a 1
sobre S,

Para probar este resultado debemos probar en primer lugar que .S, esta generado por
los elementos y;, ..., y,, como K-algebra y que la aplicacion anterior es un isomorfis-
mo graduado de K-algebras.

Para probar que S, esta generado por esos elementos como K-algebra basta probar
que los elementos y,, ..., y,, generan a los elementos homogéneos de S,,.

Ahora bien, los elementos homogéneos de .S, son de la forma o,(d), para algin d €
A, de grado k. Sabemos que d es una combinacién lineal de monomios x*d”, con
|a| + |p| < k. Al aplicar la funcién simbolo k buscamos |a| + || = k, entonces

G (X% = (5, ey YO s V)

Luego 0,(d) es combinacién lineal de monomios en y,, ..., y,, de grado k.

« S, es un anillo conmutativo. Para probar esto basta probar que y,, ..., y,, son con-
mutativos. Ya que estos generan S,. Parai = 1, ..., n tenemos que y,y,,, = 0,(x;0,) y
por otro lado y,,,¥; = 0,(0,x;). Ahora bien, tenemos que J,x; = x,0; + 1y por tanto
se tiene la igualdad o,(x,0,) = 0,(0;x,).

De la misma forma usando los conmutadores que vimos al principio del texto pode-
mos probar que y; conmuta con y; para j # i + n. Luego S, es un anillo conmutativo.
Usando que S, es generado por y,, ..., ,, y que ademas estos elementos conmutan, se
tiene facilmente que ¢ es un homomorfismo sobreyectivo.

« Veamos ahora que ¢ es inyectivo, lo cual concluira el resultado. Sea F € K|z, ..., 2,,]
y supongamos que ¢(F) = 0. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que F es
un polinomio homogéneo ya que ¢ es un homomorfismo graduado. Entonces sea
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0= G(F(Z1s s 20) = Fpseees V3) = 2 Cop¥ bt - 30y

Donde a; + ... + a, + p, + ... + f, = k. Si definimos un operador d € A, dado por la
formula

@ @ | b Bn
d =Y cpx, ..x," - 0.0,

Por lo tanto o, (d) = F(y,, ..., ¥3,)-

Luego tenemos que o,(d) = ¢(F) = 0, esto implica que d € B,_,. Y por lo tanto
podemos escribir d como combinacién lineal de los monomios x*0” donde |a|+|8| <
k. Pero, por construccioén, d es también combinacion lineal de monomios de grado
exactamente k luego para que se den ambos casos todos los coeficientes ¢, son nulos.
De donde concluimos que F es nulo y que ¢ es inyectiva. |

Vamos a definir ahora las filtraciones sobre los A,-mddulos. Definiremos este con-
cepto sobre el algebra de Weyl con la filtraciéon de Bernstein para simplificar los re-
sultados.

| Definicién 2.6. Sea M un A,-médulo a la izquierda. Una familia de K -espacios
vectoriales {I';} 5 es una filtracion respecto de la filtracion de Bernstein de M si satisface
()Irycr,c..cM,

2) UiZO =M,

(3)BI, CT,;.

Se tiene que si i = 0, entonces de (3) obtenemos que I'; es un K-espacio vectorial.
Impondremos una ultima condicién la cual vamos a usar para las filtraciones que usa-
remos en este texto.

(4) I'; es un K-espacio vectorial de dimension finita. (También supondremos que
I', = {0} para k < 0. Aunque existan filtraciones con indices en Z, no las vamos
a necesitar en este trabajo).

A partir de ahora diremos de igual forma que, en las condiciones de la definicion ante-
rior, la familia de K-espacios vectoriales {I';},5, es una filtraciéon de M, o que es una
filtracion respecto de la filtraciéon de Bernstein, siempre y cuando no exista confusion.
Es claro que con estas condiciones /3 es una filtracion de A, como un A,-moédulo.
Otro ejemplo importante que vamos a tratar en esta seccion es el A,-moédulo a la
izquierda K[X]. Los espacios vectoriales I'; de todos los polinomios de grado < i for-
man una filtracion de K[X] respecto de la filtracion de Bernstein.

 De la misma forma que antes podemos tomar una filtracion sobre un moédulo pa-
ra construir un moédulo graduado.
Sean M un A,-moédulo a la izquierda y sea 7 una filtracion de M con respecto a .
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Tomamos la suma directa:

gr'M = Do /Ti)).

Param € T, laclase m+ T',_; € T';/T,_,. Un elemento en gr' M es una suma finita
> .(m; + M,_,) donde m, pertenece a M,. Se puede probar que gr' (M) tiene una es-
tructura natural de S,-moédulo, (ver 9], prop. 1.11).

El S,-modulo graduado, gr' M, se llama moédulo graduado asociado a la filtracién T
Tomando el ejemplo anterior I la filtraciéon de K[X] con respecto a /3 tenemos que
sus elementos homogéneos I'; /T";_, son isomorfos al espacio vectorial de los polino-
mios homogéneos de grado i. Por lo tanto gr' M es isomorfo a K[X]. Ahora bien ,
anteriormente hemos visto que S, es isomorfo al anillo de polinomios de 2n variables
V1i» s Yo,- Vamos determinar la operacion que definen los y’s sobre un polinomio ho-
mogéneo de grado r, que debe considerarse como un elemento de I', /I",_, .

Y, f =x,f parai =1,...,n, ahora bien, parai = n+ 1, ..., 2n se tiene que, por defini-
cion, y; - f = u,(9;,(f)). Pero tenemos que 0,(f) es un polinomio homogéneo de grado
<r—1.Y por tanto y, - f = 0. En particular se tiene que el anulador del .S,-mé6dulo
gr'M, anng (gr' M), es el ideal generado por los elementos y,, |, .., Vo,

2.2 Filtraciones inducidas

Sea M un A,-moédulo con una filtracion I'" respecto de la filtraciéon B. Sea N un
submoédulo de M, podemos usar la filtracion I para construir filtraciones para N y
para M /N. A estas filtraciones se las denomina filtraciones inducidas por I'. Tie-
nen una gran importancia a la hora de poder construir mdédulos con una dimension
especial a los cuales llamaremos modulos holénomos, los cuales estudiaremos en la
siguiente seccion.

Proposicion 2.2.  (1). La familia I = {N NI },,, es una filtraciéon sobre N. La lla-
maremos la filtracion inducida por I" sobre N.

(2). La familia I = {(I', + N)/ N}, es una filtracién sobre M /N. La llamaremos
la filtracion inducida por I' sobre M/ N.

Esta proposicion es facil de probar directamente usando que I" es una filtraciéon de
M. Por ejemplo para el primer caso (I'), tenemos que I, =T, nN C T\, ;NN =T
debido a que I', C I',,, para todo k. De donde se tiene la pripera propiedad de la

definicion de filtracion. Por otra parte es claro que J, (I, N N) = (U, IO N N =
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M N N = N por tanto también se tiene la segunda propiedad. La tercera es también
trivial usando que N es un A,-submoédulo de M y por tanto es invariante bajo el
producto en A,. Por lo que tendrfamos BI", CT', ;N N.

Proposicion 2.3.  Sea M un A,-mo6dulo, N € M un submédulode M y I' = {I'; },.0
una filtracion de M. Entonces existe una sucesién exacta de modulos graduados

0— g NosgrhrM—grm" M/N = 0

Demostracion. Para cada k > 0 tenemos la sucesion exacta de K-espacios vectoriales
1y 7y
O->NnI',->T,>T,+N)/N -0

Donde i, y 7, son las aplicaciones inclusion y proyeccion canonica respectivamente.
Entonces es claro que Im(i,) = N NI, y por otra parte usando que (I', + N)/N =~
I'./(T', N N) tenemos que Ker(z,) = N NI, para cada entero k > 0. Por tanto para
cada k > 0 la sucesion de K-espacios vectoriales

NI r I'+N
00— ko 5 k5 & -0
NATy_, r,, I, +N

es también exacta. De donde uniendo para todo k > 0 estas sucesiones obtenemos la
sucesion de modulos graduados anterior. |

2.3 Filtraciones buenas

Con completa generalidad, los anillos y los médulos no poseen propiedades "in-
teresantes", pero en la practica hay anillos particulares de los que se puede obtener
mucha mas informacion. Entre ellos estan los anillos noetherianos y los anillos arti-
nianos. En particular se puede decir mucho de un anillo que es finitamente generado
sobre un cuerpo K. Por ejemplo, el anillo de polinomios en un nimero finito de va-
riables sobre un cuerpo K es noetheriano. Esto fue probado por D. Hilbert en 1890
y es una de las claves del algebra conmutativa. Es conocido como el teorema de la
base de Hilbert. En esta secciéon vamos a ver ciertos resultados en relaciéon con este
teorema y coémo podemos asociarlo a nuestro estudios de moédulos sobre A, . Es decir
cémo podemos asociarlo al caso no conmutativo. Por ultimo definiremos lo que son
las filtraciones buenas y daremos un resultado de caracterizacion de estas, asi como
algunas de sus propiedades fundamentales.

Un R-modulo a la izquierda es noetheriano si todos sus submodulos son finitamente
generados. Y diremos que un anillo R es un anillo noetheriano a la izquierda si R es
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noetheriano como R-modulo. Otra definicién equivalente de R-mo6dulo noetheriano
es la siguiente. Un R-mé6dulo M es noetheriano a la izquierda si para toda cadena in-
finita ascendiente de submodulos a la izquierda N, € N, C ... existe un k > 0 para el
cual N, = N, paratodo i > k. Es decir satisfacen la cindicion de cadena ascendente.

Proposicion 2.4.  Sea M un R-modulo a la izquierda y sea N un submoédulo de M.
(1) M es noetheriano siy solo si M /N y N son noetherianos.

(2) Si N’ es otro submddulo de M y suponemos que M = N + N’.Si N, N’ son
noetherianos, entonces M 1o es.

La demostracion de este resultado se puede encontrar en la referencia [10], en el
capitulo 8, correspondiente a los anillos y mdédulos Noetherianos.
Los dos resultados que vienen a continuacién nos serviran para probar que A, es un
anillo noetheriano a la izquierda.

| Teorema 2.2. Sea R un anillo noetheriano conmutativo. El anillo de polinomios
R[X] es noetheriano.

Demostracion.  Supongamos por reduccion al absurdo que no es noetheriano. En-
tonces existe algiin ideal I de R[X] que no es finitamente generado. Usando ese ideal
vamos a construir una cadena ascendiente infinita de ideales en R[X] y por tanto
llegaremos a una contradiccion.

Escogemos f, € I de menor grado posible. Asumimos por inducciéon que f, ..., f;
han sido escogidos. Sea f,_, el polinomio de menor grado posible en I/(f,..., f,).
Como [ no es finitamente generado, esta construccién produce una sucesion infinita
de polinomios f}, f5,... € I. Sean n, el grado y g, el coeficiente lider de f;, para cada
i. Como R es noetheriano tenemos que la cadena ascendente de ideales

(a,) € (a;,a, C ...

Debe ser estacionaria, pongamos pues que se tiene (a,,...,a;) = (a,, ..., a;,,). Por lo

o k
tanto g, | es combinacion lineal de los a,, ..., a,. Pongamos que a, | = }_ b,a,, para

i

ciertos b, € R. Tomamos entonces

k —n.
&= fiy1 — Z,-=1 b;x"e+17" f

Como, por construccion, los grados satisfacen n;, < n, < ... se tiene que g es de
hecho un polinomio. Ademas por construcciéon de g estamos cancelando el término
lider de f,,, y por tanto g tiene menor grado que f,,. Ahora bien , g € I por ser
combinacion lineal de f1, ..., f;,,. Pero g & (f},..., f). Lo cual es absurdo ya que g
tiene grado menor que f, ;. Luego I debe ser finitamente generado. |
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En particular, se sigue del resultado anterior que si tomamos un cuerpo K, enton-
ces el anillo de polinomios K[x,, ..., x,,] es noetheriano.

| Teorema 2.3. Sea M un A, -médulo a la izquierda con una filtracién T" con respecto
a la filtracién de Bernstein BB. Si gr' M es un S,-médulo noetheriano, entonces M es
noetheriano.

La demostracion de este resultado, que se puede encontrar en la pagina 69 de [10],
se basa en tomar un submoddulo N de M y probar que N esta finitamente generado.
Usando la filtracién inducida I'" de N.

Corolario 2.1. A, es un anillo noetheriano a la izquierda.

La demostracion, se deduce de combinar los dos resultados anteriores. Sabemos
que el anillo graduado S, = gr®A, es isomorfo al anillo de polinomios en 2n va-
riables y por tanto por teorema 2.2, S, es noetheriano. Luego usando el teorema 2.3
concluimos que A, es noetheriano.

Proposicion 2.5. Sea R un anillo noetheriano a la izquierda. Los R-mddulos a la iz-
quierda finitamente generados son noetherianos.

Demostracion. Sea M un R-modulo a la izquierda finitamente generado. Suponga-
mos que M esta generado por un conjunto S de k elementos, entonces existe un
homomorfismo sobreyectivo ¢ : R* — M. Entonces Como R es noetheriano se
sigue de la proposicién 2.4(2) que R* es noetheriano. Sabemos del primer teorema de
isomorfia que R*/ Ker ¢pg ~ M. Luego M es noetheriano ya que por la proposicién
2.4(1) sabemos que R¥/ Ker ¢ es noetheriano por serlo R¥. |

| Definiciéon 2.7. Diremos que una filtracionT respecto de la filtracién de Bernstein de
un A,-médulo M, es una filtracién buena si verifica que gr' M es finitamente generado
sobre S,.

Sabemos que si gr' M es finitamente generado entonces es noetheriano (prop. 2.5)

y por tanto M es finitamente generado (teor. 2.3), aunque no es siempre cierto que si

M es finitamente generado sobre A, entonces gr' M es finitamente generado sobre

S, respecto a una filtracion I" cualquiera. Es por ello que hemos dado la definicién de

filtracion buena. Por otro lado, es cierto que cada A,-mddulo finitamente generado

admite una buena filtracion. Por ejemplo, si M esta generado por u,, ..., u, entonces
N

la filtracién I de M definida por I', = Z B,u, es buena. El médulo graduado gr' M
i=1
es generado sobre S, por los simbolos u, ..., u,.
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Proposicion 2.6.  Sea M un A,-mddulo a la izquierda. Entonces una filtracion I" de M
respecto de la filtracion de Bernstein, es buena si y solo si existe un entero k tal que
I, = B]I', para todo k > k, y para todo i.

Este es el resultado de caracterizacion de una filtraciéon buena respecto de la fil-
tracion de Bernstein, cuya demostracion tiene cierto parecido a la demostracion del
teorema 2.3 y se puede encontrar en [[10], en la pagina 71.

Hay filtraciones que no son buenas, para ver un ejemplo de ello basta construir una
filtracion con respecto a la filtracién de Bernstein, de tal forma que al tomar cualquier
indice k no se pueda dar nunca la igualdad que caracteriza una buena filtracion en la
proposicién anterior. Sea Q una filtracion del modulo a la izquierda A, definida por
Q, = B,,. De esta forma tenemos que B,Q, = B,,,, estd propiamente contenido en
By 11y = Q.- Usando la caracterizacion anterior, Q no es una buena filtracion de A,
respecto de la filtracion de Bernstein.

La siguiente proposicion es importante ya que nos va a permitir comparar dos filtra-
ciones buenas. Con este resultado podremos ver méas adelante que ciertas componen-
tes algebraicas no dependen de la buena filtracién que tomemos.

Proposicion 2.7. Sea M un A,-moédulo a la izquierda. Supongamos que I' y Q son
dos filtraciones de M con respecto a la filtracion de Bernstein, entonces se verifica lo
siguiente.

(1) SiT" es una filtracion buena, entonces existe un k, parael cualI'; C Q. .

(2) Si ambas filtraciones son buenas, entonces existe un k, talque ;_, CI', C Q. .
Para cualquier j > 0.

La prueba de este resultado se obtiene de la caracterizaciéon que hemos dado para
una filtracion buena en la proposicién 2.6. Se puede encontrar en [10]],(pagina 72).






3 | Dimension de un A,-moédulo

3.1 El polinomio de Hilbert-Samuel

| Definiciéon 3.1.  Sea un polinomio p(t) € Qt]. Se dice que p(t) es un polinomio
numeérico si p(n) € Z para todos los enteros n >> 0.

| Definicién 3.2. Sea f : C — C una funcién. Definimos la funcién diferencia como
Af(z)=f(z+1) - f(2).

Proposicion 3.1.  Sea p(t) € Q[t] un polinomio numérico de grado k. Entonces existen
unos enteros ¢, ..., ¢, tales que

k
p0y =Y ¢ ().
i=0
En particular tenemos que p(n) € Z, para todon € Z.

Demostracion. Probaremos este resultado por induccién en el grado de p(¢). Si p(r)
tiene grado 0, entonces por la definicion de polinomio numérico debe ser un entero.
Supongamos que el resultado se mantiene para todos los polinomios numéricos de
grado < k — 1. Sea p(t) un polinomio numérico de grado k. Como el término lider de
(;) es t"/r!, existen nimeros racionales ¢, ..., ¢, tales que p(t) = ZI(; Crei (:) ,ver [25]
(pag. 320). Hay que probar que ¢; € Z para cada i. Para ello vamos a usar que

A (;) = (ril). Lo cual se puede probar facilmente con un sencillo calculo que dejamos

para el final de la prueba. Usando la igualdad anterior tenemos que

Ap@ty=Xye (')

Como Ap(¢) tiene grado k — 1, por induccién tenemos que ¢,_;,...,c, € Z. Luego
p(t) — ¢, = Zlf Cp_i (:) es entero. Como p(#) es un polinomio numérico, se tiene que
para r >> 0 ambos p(r) y p(r) — ¢, son enteros. Luego ¢, € Z.
Por ultimo si tomamos f(t) = (i) tenemos que A f(t) viene dado por:

¢+ t! _ _ _ _ _ — t(t—1)---(t—r+2) — t
(t+1-r)!r! (t—r)'r! - ((t + 1) (t r+ 1))(t(t 1) (t r+ 2)) (r—1)! (r—l)‘
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Con este resultado hemos probado que cualquier polinomio numérico se puede
escribir como una combinacion lineal entera de binomios. Lo cual nos va a simplificar
bastante la definicién de dimensién de un A,-moddulo. Ya que esta definicion la da-
remos usando el polinomio de Hilbert, el cual es un polinomio numérico. Ademas se
puede probar que esta combinacién lineal es Unica. Es decir, que los enteros c,, ..., ¢,
del resultado anterior son tinicos. La prueba de esto se puede encontrar en [25], en la
solucién del problema 85 en la pagina 320.

Lema3.1. Sea f : Z — Zunafuncién. Supongamos que existe un polinomio numé-
rico q(t) € Q[f] tal que A f(n) = gq(n), para todo n >> 0. Entonces existe un polinomio
numérico p(t) € Q[¢] tal que f(n) = p(n), para todo n >> 0.

Demostracion. Usando la proposicion 3.1 tenemos que existen unos enteros c, ..., ¢,
para los cuales podemos escribir ¢(¢) de la forma:

90 =Yg ci (),

Sea p(t) = Z(I; Ch_j ( Il). Entonces tenemos que Ap(f) = q(t). Para esta igualdad hemos
N
usado que A (1) = ( )

i1
Tenemos por lo tanto que A(f — p)(n) = 0 para cada n >> 0. Pero esto so6lo es posible
si (f — p)(n) es una constante en Z ,la cual llamaremos ¢, _,, para todo n >> 0. Por lo

que f(n) = p(n) + ¢,,,, para cada n >> 0 como se queria demostrar. |

| Teorema 3.1. Sea M = @,,yM, un médulo graduado finitamente generado sobre
el anillo de polinomios K|[x,, ..., x,]. Existe un polinomio numérico X(t) € Q[t] y un
entero positivo N tales que Zis:o dim,(M,) = X(s) para todos > N.

Demostracion. La prueba es por induccién en el numero » de variables. Si n = 0, nos
reducimos al cuerpo base K. En este caso el moédulo finitamente generado M es un
espacio vectorial de dimension finita. Luego esta generado por un ntimero finito de
componentes homogéneas. Asi

¥, dimg(M,) = dimg M

para s >> 0, y podemos elegir X(t) = dimy M, como una constante.

suponemos, por induccién, que el teorema se mantiene para los modulos gradua-
dos finitamente generados sobre el anillo de polinomios K[x, ..., x,_;]. Sea ahora
M = ®,,,M; un médulo graduado finitamente generado sobre el anillo de polinomios
K[x,,....,x,]. Y definimos la funciéon f : Z — Z dada por

f(s) =Y, ___ dimg (M)
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donde M, =0sii <0.Sea ¢, : M; - M,,, la funciéon lineal de espacios vectoriales
definida por el producto por x,. Los conjuntos Q;, = Ker(¢,) y L, = CoKer(¢,)
forman la siguiente sucesion exacta de espacios vectoriales:

¢
0-Q,_,—-M_, — M, - L, —0.

1 1

Ahora bien, tenemos que Q = @,500; y L = ®,5,L; son dos médulos graduados
finitamente generados sobre K[x,,...,x,]. Ya que son respectivamente el Kernel y el
CoKernel del endomorfismo de M definido por el producto de x,. Como los elementos
de Ly O son anulados por x,, entonces son de hecho K[x,, ..., x,_,;]-mo6dulos gradua-

dos finitamente generados. Asi, por induccidn, existen polinomios X, (), X,(t) € Q[¢]
tales que

X (s) = Z,Lo dim, (Q,) y &,(s) = Z,-S=o dimg (L)),

para s >> 0.
Por otro lado, se cumple la siguiente igualdad debido a que la sucesion anterior es
exacta.

dimg Q,_; —dimy M,_, +dimg M, —dimy, L, =0

1

Sumando entonces para0 <i < sy s >> 0, se obtiene que
Xi(s=1)+Af(s)—X,(s) =0.

Entonces tenemos que A f(s) es un polinomio numérico para s >> 0 ya que es dife-
rencia de dos polinomios numeéricos. Podemos concluir pues que por el lema anterior
f(s) es un polinomio numérico para todo s >> 0, como se requeria. |

Este polinomio es conocido como el polinomio de Hilbert del médulo graduado
finitamente generado M.

3.2 Dimension y Multiplicidad

Ahora estamos preparados para definir la dimensién de un médulo sobre A, usan-
do el polinomio de Hilbert que acabamos de ver. Sea M un A,-moédulo a la izquierda
finitamente generado. Supongamos que I" es una buena filtracién de M con respecto
a la filtracion de Bernstein /3, que ademas sabemos que cualquier A, -mo6dulo admi-
te una buena filtraciéon. Denotamos por X'(¢,I", M) el polinomio de Hilbert del S -
modulo graduado gr' M = @,,,(I';/T;_,) sobre el anillo de polinomios .S,,, el cual es
finitamente generado debido a que I es una filtraciéon buena. Por el teorema anterior,
tenemos que, para t >> 0,
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XTI, M)=Y_ dimg([T,/T,_;) = dimg(T).

Esta ultima igualdad se tiene de que la sucesion de espacios vectoriales
i i
o-I_,-I,-Irr/r_,,—-0

donde i, y 7, son las aplicaciones inclusion y proyeccion canoénica respectivamente, es
una sucesion exacta. Y por tanto se tiene que dim, (I',)—dim (I', _,) = dimg (I, /T, _ ).
Por tanto en el sumatorio anterior se cancelan todos los términos excepto dim(I",).

| Definiciéon 3.3. Sea M un A, -modulo cumpliendo lo anterior, entonces La dimension
de M es el grado del polinomio X(t,1", M) denotado por d = d(M). Sea a,,, el coefi-
ciente lider de X(t,I", M') como polinomio en la variable t. Definimos la multiplicidad de
M comom(M) =d!a,

Aparentemente estas definiciones de dimensién y multiplicidad pueden depender
de la filtracion buena que tomemos para la construccion del polinomio de Hilbert,
pero esto no es asi. Sean I' y Q dos filtraciones buenas para M. Usando la proposicion
2.7 que vimos en la seccion de filtraciones buenas, con la cual podiamos relacionar
dos filtraciones buenas. Tenemos que existe un entero k tal que Q; , C ', C Q, ;.
En particular se tiene que, dimy Q; ;, < dimy I'; < dimy Q, ;. Usando el teorema 3.1
del polinomio de Hilbert tenemos que para j >> 0

X(—k,QM)<X(,I',M) <X(+k,Q,M).

como el comportamiento de un polinomio en valores muy grandes viene determina-
do por su término lider y podemos tomar j >> 0 suficientemente grande, podemos
concluir de las desigualdades anteriores que X'(j,I', M) y X(j,Q, M) tienen mismo
grado y coeficiente lider. Y por tanto d(M) y m(M) son independientes de la filtracion
buena tomada para M.

« Estudiemos estas definiciones con varios ejemplos. El primero es la filtracién de
Bernstein B la cual hemos visto que es una buena filtraciéon para un A,-moédulo. Tome-
mos M = A, que obviamente es un A, -moédulo. Calculemos X(t, B, M) = dimy(B,).
Los monomios x%0? para |a| + || < t forman una base como K-espacio vectorial
de las componentes homogéneas , de grado menor o igual que 7, B, de la filtracion
de Bernstein. Por tanto, es suficiente calcular el nimero de elementos de esta base
para saber su dimension y para ello es suficiente contar las soluciones no negativas
de la ecuacion a; + ... + a, + f, + ... + f, < t, por un calculo rapido de combinatoria,
obtenemos que el nimero de soluciones es (t“;") Luego obtenemos que el polinomio

de Hilbert correspondiente es X(t, B, M) = (t;i") = ('+2")(t+(222;1)"'(’+1). Visto como un
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polinomio en la variable ¢, tiene grado 2n y coeficiente lider 1 /(2n)!, luego d(A,) = 2n
y m(A,) = 1. Como mencionabamos en la anterior seccién, estos numeros combina-
torios empiezan a tener importancia, ya que nos dan la informacién necesaria de la
dimension y multiplicidad de un A,-modulo.

o Otro buen ejemplo para visualizar esto es el A,-moédulo, K[x/, ..., x,] con la filtra-
cion {I'; } 5, donde I', es el espacio vectorial de todos los polinomios de grado menor
o igual que 7. Es facil comprobar que es una buena filtracién de este A,-moédulo. De la
misma forma que antes tenemos que dimy I, = (":t), ya que en este caso buscamos las
soluciones no negativas de a; + ... + @, < t. Y por tanto el polinomio de Hilbert viene
dado por X(t,T', K[x,, ..., x,]) = (":’) el cual es un polinomio de grado n y coeficiente

lider 1/n!. Luego d(K[x,, ...,x,]) = ny m(K[x,, ..., x,]) = 1.

e Sea M un A,-moédulo a la izquierda y I" una buena filtracién de M respecto de
B Sea N un submodulo de M. Y sean I y I'” las filtraciones inducidas por I' en N
y en M /N, respectivamente. Vimos en el apartado de filtraciones inducidas que la
sucesion de .S,-modulos

0-gr'N—>gr'M - gl " M/N -0

es exacta, ademas I es una filtraciéon buena, por lo que gr' M es finitamente generado.
Y se tiene que S, es un anillo Noetheriano. Luego gr'’ N y gr'” M /N son finitamente
generados y por lo tanto las filtraciones inducidas son filtraciones buenas de M res-
pecto de 1.

« Por otra parte tenemos que la sucesion de espacios vectoriales
00/ -»T/0, -1 /T =0
es exacta, (ver prop. 2.3). Luego las dimensiones verifican
dim, I7, /T, | +dim, I/ /T | = dim, ', /T, ;.
Sumando estos términos en k =0, 1,2, ..., s y asumiendo que s >> se obtiene que
X(s,T'",N)+ X(s, ", M/N) = X(s,I', M).

Este punto nos proporciona dos resultados que van a ser muy utiles a la hora de
calcular la dimensién de algunos médulos.

| Teorema 3.2. Sea M un A, -médulo a la izquierda finitamente generado y N un
submodulo de M, entonces se verifica.
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(1) d(M) = max{d(N),d(M/N)}.
(2)sid(N)=d(M/N) entoncesm(M) = m(N)+m(M/N).

La prueba se obtiene trivialmente usando la igualdad entre polinomios de Hilbert
anterior

X(s,IT',N)+ X(s,"", M/N) = X(s,I', M).

por una parte d(M ) corresponde al grado del polinomio de la derecha de la igualdad,
y como estamos sumando polinomios de coeficientes lideres positivos, ya que estos
son polinomios numéricos, entonces se tiene que d(M) = max{d(N),d(M /N)}. (1)
Por otra parte si d(N) = d(M / N) entonces todos los polinomios de la igualdad ante-
rior tienen el mismo grado por (1), luego de la igualdad obtenemos que el coeficiente
lider de X(s,I", M) es la suma de los coeficientes lideres de los otros dos polinomios
y de ahi se concluye (2).

Corolario 3.1.  Sean M|, .., M, unos A,-moédulos a la izquierda finitamente genera-
dos,y M = M, @ ... & M,, entonces se verifican.
(1) d(M) = max{d(M,), ..., d(M,)}.

(2)sid(M) =d(M,)para 1 <i < k, entonces m(M) = Zk

i=1

m(M,).

La demostracion de este resultado se sigue por induccion aplicando el teorema
anterior en la sucesion exacta

O- M - M-M&..®M, -0

Gracias a este corolario podemos acotar superiormente la dimension de un A,-moédulo
finitamente generado por 2n.

Corolario 3.2. Sea M un A,-mddulo finitamente generado. Entonces d(M) < 2n.

Demostracion.  Supongamos que M es finitamente generado por un conjunto S que
consta de r elementos, entonces existe un homomorfismo sobreyectivo ¢ : Al —> M.
Se sigue del teorema anterior que como Ker(¢g) es un submoédulo de A’, entonces
d(Ar) = max{d(A’/ Ker ¢),d(Ker ¢)}. Donde por el primer teorema de isomorfia
tenemos que A’ / Ker ¢pg ~ M y ademés como d(A’) = 2n, concluimos que

d(M) = d(A”/ Ker ¢g) < 2n. |

Hemos obtenido una cota superior para la dimension de un A,-moédulo finitamente
generado. Pero la dimensioén de un A,-mo6dulo se puede afinar todavia un poco mas.
A continuacion veremos que la dimensiéon de un A, -moédulo tiene también una cota
inferior.
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3.3 Desigualdad de Bernstein

Para determina la cota inferior de un A,-mddulo vamos a comenzar con un resul-
tado de algebra lineal.

Lema3.2. Sea M un A,-mddulo a la izquierda finitamente generado con una filtra-
cion I' respecto de B. Supongamos que I'j # 0. Entonces la transformacioén K-lineal

¢ B, = Homg(I',,I'y;)
que lleva cada elemento a € B, a la transofrmacion lineal ¢,(#) = au es inyectiva.

La demostracion de este lema técnico se puede encontrar en [10], pag. 82.

| Teorema 3.3. Sea M un A, -médulo a la izquierda finitamente generado y no nulo,
entoncesd(M) > n.

Demostracion. Sea S = {u,,...,u,} un conjunto de generadores de M y sea I la fil-
tracion definida por I'y = }.'_ B,u,. Ya vimos que esta filtracion era buena respecto
de la filtracion de Bernstein ya que el médulo graduado gr' M es generado sobre .S,
por los simbolos u,, ...,u,. Como B, = K entonces I'j # 0. Sea X(t) = X(t,I', M) el
polinomio de Hilbert correspondiente. Usando el lema anterior tenemos que la trans-
formacion K-lineal ¢ : B, = Homy(I';,I',;) es inyectiva, en particular

dimg B, < dimy(Homy(T,,T,,))

Donde el espacio Hom(I';,I',,) tiene dimension dimy I'; - dim, I',,. De aqui, tomando
i >> 0 tenemos que dimy B, < X(i)X(2i). Por otra parte tenemos que dimy B, =
(';i") que es un polinomio de grado 2n. Entonces como polinomio en i, X(i)X'(2i),
debe tener grado > 2n. Pero el grado del polinomio X'(i)X(2i) es 2d(M). Por tanto

d(M) > n. |

Esta desigualdad fue probada en primer lugar por I. N.Bernstein en [4]] y se le
llama desigualdad de Bernstein. Hemos visto con dos ejemplos claros como el de A, y
el de K[X] que ambas cotas inferior y superior se alcanzan. De hecho se puede probar
que existen A,-moédulos de dimension k, para cada k un entero cualquiera entre estas
dos cotas. Si tomamos el ideal J = A,(0,,,...,0,) para un k > 1 tenemos que el
A,-moédulo A,/J tiene dimension n + k. Para probar esto basta tomar la filtracién
inducida por la filtracién de Bernstein I dada por I'/ = B, /(B; N A,(0;41, - 9,))-
De esta forma tenemos que dimg(A,/J) = X(t,I"”,A,/J) donde el polinomio de
hilbert asociado viene dado por el nimero combinatorio que se obtiene al contar las

soluciones no negativas de la desigualdad o, + ... + a, + f, + ... + f,
n+k+t
( n+k
forma podemos alcanzar ambas cotas.

< f que es

). Que visto como polinomio en la variable ¢ tiene dimensiéon n + k. De esta
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3.4 Mobdulos holonomos

Un A,-moddulo es holénomo si es cero o si tiene dimensién n. Hemos visto ya un

ejemplo de este tipo de A,-mddulos como es el de K[X]. Existen algoritmos que son
capaces de decirnos si un A,-moédulo es o no es holénomo. Hablaremos de ello en la
ultima seccion.
En esta seccion vamos a ver diferentes ejemplos de construccion de mddulos holono-
mo y propiedades basicas de estos, en particular, vamos a probar que los A,-mo6dulos
holénomos son de torsion, Artinianos y son ciclicos. Tres grandes propiedades que
hacen muy interesante el estudio de estos modulos y a su vez hacen que estos sean
mas manejables algoritmicamente.

Proposicion 3.2.  Sea n un entero positivo.

(1) Submodulos y cocientes de un A,-mddulo holénomo son también A,-moddulos
holénomos.

(2) Las sumas finitas de A,-mddulos holénomos son holénomos.

Para la demostracion de esta proposicion basta usar primero que si N es un sub-
moddulo de M, entonces la dimensiéon de N y de M /N es menor o igual quelade M y
por tanto usando la desigualdad de Bernstein, como la dimension de M es n, la menor
posible, entonces d(N) = d(M /N) = n. Esto demuestra (1).

Por otro ladousando que si M = M, ®...&M, entonces d(M ) = max{d(M,), ...,d(M,)}
donde cada M, es holénomo, entonces d(M) = n'y por tanto M es holénomo.(2).

Proposicion 3.3.  Los A,-médulos holéonomos son médulos de torsion.

Demostracion. Tomamos M un A,-moédulo a la izquierda holénomo y tomamos un
elemento ¥ € M no nulo cualquiera. definimos la funcién ¢ : A, — M defini-
da por ¢(a) = au, de esta forma Ker(¢) = annAn(u). Por el teorema 3.2 tenemos
que 2n = d(A,) = max{d(Ker ¢),d(Im ¢)}. Por otra parte Im¢ C M y este ulti-
mo es holénomo por tanto d(Im ¢) = n. Luego de la igualdad anterior se tiene que
d(Ker ¢) = 2n, en particular Ker ¢ # @ y por tanto u es un elemento de torsién de
M . Luego M es de torsion. |

Ademas cuando tratamos A;-moédulos se tiene el reciproco de lo anterior, es decir,
que sea holénomo es equivalente a que sea de torsion. El hecho de que un A;-moédulo
de torsion finitamente generado es holonomo esta demostrado en la pagina 87 de [10].
En cambio para n entero mayor que 1, esta equivalencia no es cierta para todos los
A,-moédulos de torsion. Como por ejemplo si tomamos el operador diferencial d, y to-
mamos el A -moédulo dadopor M = A, /A, (0,). Tenemos que la filtracion de Bernstein
induce en M una filtracion definida por
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I = B;/(B;,n A,9,)

donde tenemos que I'; es isomorfo al espacio vectorial generado por los monomios en
X{,.es X, ¥ Oy, ..., 0,_; de grado < i. Que como ya vimos anteriormente su dimension, la
cual viene dada por el polinomio de Hilbert asociado, se puede calcular directamente
por combinatoria, ya que buscamos las posibles soluciones de

a+ .o+t +p, <

y por tanto el polinomio de Hilbert de M viene dado por (2;::1

nomio en i, tiene grado 2n — 1. De aqui concluimos que si n > 2 entonces es claro que

), el cual como poli-

d(M) =2n—1 > ny por tanto no es holénomo.

| Teorema 3.4. Los A, -Moédulos holonomos son artinianos. Es decir, los submédulos a
la izquierda de M verifican la propiedad de cadena descendente.

Demostracion.  Sea M un A,-moédulo a la izquierda, no nulo, holénomo y suponga-
mos que existe una cadena descendente de submoédulos de M.

M=N,2N,2N,D..

Supondremos por reduccion al absurdo que esta cadena no es estacionaria. Por la por-
posicion 3.2(1) se puede concluir que, Como cada N, es un submoédulo de M entonces
son a su vez holénomos. Tenemos que existe una sucesion exacta

0—- N, - N,-N,/N, ,—-0

i+1 i

por lo que m(N,) = m(N,,,) + m(N,/N,,,). Luego uniendo cada término tenemos

m(M) = X m(N,/Nyy) +m(N, ) > 7+ 1.

Para cada r > 0. Lo cual es absurdo. Esta tltima desigualdad se debe a que la multipli-

cidad de un A,-moédulo es un entero estrictamente positivo, (ver [9], pag. 83). Luego
la cadena anterior debe ser estacionaria y por tanto M es artiniano. |

Un corolario inmediato de de la prueba anterior es que un A,-moédulo holénomo
de multiplicidad 1 es irreducible.
Para la prueba simplemente usamos que si M es un modulo a la izquierda holénomo
de multiplicidad 1, entonces como N y M /N son también holénomos por ser sub-
modulo y cociente de M, se tiene que m(M) = m(N) + m(M /N). Ahora bien, como
m(M)=1y N # @ entonces M /N = @. Y por tanto M = N y M es irreducible.

Un dato interesante es que hasta 1985, se creia que todo A,-médulo simple tenia que
ser holéonomo. Pero entonces Stafford ( [30]) probé que sin > 2y 4,,..., 4, € C son
algebraicamente independientes sobre Q, entonces el operador
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s=0,+ (Zf:2 A,x,x,0,) + Zfzz(x,. -9,

genera un ideal maximal a la izquierda de A,.Y al tomar, M = A, /A, s. Entonces M
es simpley d(M)=2n—-1> n,yaquen > 2.

| Teorema 3.5. Sea R un anillo noetheriano simple a la izquierda y M un R-médulo
finitamente generado a la izquierda. Si M es artiniano pero R no lo es (como R-modulo
a la izquierda), entonces M es un médulo ciclico.

La prueba de este resultado se puede encontrar en la pagina 90 de [10]. A partir
de este resultado se sigue que los médulos holonomos son, en particular, ciclicos.

Corolario 3.3. Los A,-mddulos holénomos son ciclicos.

Sabemos que un A,-médulo holénomo es artiniano. Por otra parte A, no es arti-
niano como A,-modulo a la izquierda. Por lo tanto la prueba de este corolario se sigue
del resultado anterior. Para demostrar que A, no es artiniano como un médulo sobre
si mismo basta construir una cadena descendiente infinita. Tomando pues

Ax, 2 AXx2 2 AX3D ...
n n

n-"n —

De donde concluimos que A, no es artiniano como moédulo sobre si mismo.

3.5 Variedades caracteristicas

En esta secciéon vamos a ver que lo que definimos como dimensién de un A, -
modulo usando el polinomio de Hilbert se puede definir geométricamente. Para ello
usaremos muchos resultados de geometria algebraica, los cuales se pueden encontrar
en el capitulo uno de [[15]. A lo largo de este capitulo supondremos que estamos sobre
el cuerpo C.

| Definicion 3.4. Sea M un A,-médulo finitamente generado a la izquierda, y sea
I' una buena filtracion de M respecto de la filtracion de Bernstein. Denotamos por
ann(M,I) al conjunto anulador de gr" M en S,, el cual es un ideal de S, (annSn (gr" M)).

| Definicion 3.5. Sea M un A,-médulo a la izquierda finitamente generado. El ideal

I(M) = y/ann(M,I') se llama el ideal caracteristico de M.

| Definicién 3.6. Sea M un A,-médulo finitamente generado a la izquierda. la va-
riedad caracteristica de M se define como la variedad afin

Ch(M) = V(y/ann(M,T"))
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Donde si I es un ideal polinomial en 2n variables, entonces V(1) es el conjunto de puntos
en K*" que anula a todos los polinomios en I.

Vamos a probar que el ideal caracteristico de un A,-mdédulo M no depende de la
filtracion buena usada. De esta forma tendremos que Ch(M') tampoco dependera de
la filtracion buena escogida.

Lema3.3. Sean Iy X dos filtraciones buenas de M. Entonces

\/ann(M, N = \/ann(M, 2)

Demostracion. En primer lugar se puede probar que los ideales ann(M,I') y ann(M, X)
son ideales homogéneos de un algebra graduada y por tanto coinciden con sus radi-
cales. Sea f un elemento homogéneo de grado s en y/ann(M,I). Existe d € B,, la
componente de grado < s de la filtraciéon de Bernstein, tal que f = o,(d). Ahora bien,
como f € y/ann(M,I'), existe un entero positivo m para el cual f” € ann(M,I).
Porloqued™l’; C T

i+ms—1» para todo i > 0. Iterando g veces tenemos que

d™T, CT

i+msq—q
Por otra parte, por la proposicion 2.5, existe un k > 0 tal que
I.,cx cli+k

para todo i > 0. Tomando ¢ = 2k + 1 en d™1I'; C I',,,(, . v junto a lo anterior,
tenemos que

2k+1 2k+1
dm( " )Zi c dm( " )Fi+k c I_‘i+ms(2k+1)—k—1 c Zi+ms(2k+1)—1

Luego d"***VX, C 3, ori1y-1 paratodo i > 0. De donde concluimos que f"+! e

ann(M,XY) y entonces \/ ann(M,I") C \/ ann(M, X). La otra inclusién es analoca
cambiando los papeles de I" y X. |

Proposicion 3.4. Sea M un A,-mddulo finitamente generado a la izquierda y sea N
un submoédulo de M. Entonces

Ch(M) =Ch(N)UCh(M/N)

Demostracion. Para demostrar esta proposicion hacemos uso de las buenas filtracio-
nes inducidas [ y I en N y M /N respectivamente, las cuales definimos anterior-
mente en el apartado de filtraciones inducidas.

En ese mismo apartado vimos la existencia de una sucesion exacta de .S,-modulos
finitamente generados,
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0—gr'"'N—>gri'M—gr'" M/N -0

Debido a esta sucesion exacta tenemos que ann(M,I") C ann(N,I[")nann(M /N, T").
Podemos aplicar a ambos lados radicales sin que varie la contencion. También pode-
mos aplicar a ambos lados V pero en este caso la contencion se invierte.

V(y/ann(M,T)) 2 V(y/ann(N,T") N y/ann(M /N,T"))

Debido a las propiedades de V se tiene que la contencién anerior es equivalente a

V(y/ann(M,T)) 2 V(y/ann(N,T")) U V(y/ann(M /N, T")))

Es decir, Ch(M) 2 Ch(N) U Ch(M /N). Por otra parte la otra inclusion se tiene de
que

ann(N,I"”)-ann(M /N,I") C ann(M,T’)
Luego tomando radicales y aplicando de nuevo V se tiene que

V(\/ann(N,F’) . \/ann(M/N,F”)) C V(v/ann(M,T"))

Usando que el producto de dos ideales radicales es equivalente a la interseccion de
ambos ideales radicales bajo la funcién V y usando la misma propiedad de V que
usamos para la contencion anterior

Y(y/ann(N,I")) U V(\/ann(M/N,F”)) C V(v ann(M,I))

Que es equivalente a Ch(M) C Ch(N) U Ch(M /N). |

Podemos definir la dimension de un A,-mdédulo finitamente generado, de una ma-
nera diferente a como la definimos usando el polinomio de Hilbert.

| Teorema 3.6. Sea M un A,-médulo a la izquierda finitamente generado. Entonces
dim(Ch(M)) = d(M).

Donde dim(Ch(M)) es la dimension de Krull de Ch(M). Este resultado es conse-
cuencia directa del hecho de que si tenemos un .S,-médulo graduado gr' M entonces
el grado de su polinomio de Hilbert es dim(V(ann Sn(grrM )) = dim(Ch(M)). Pode-
mos encontrar este resultado en la referencia [15], capitulo 1 Teorema 7.5.

Por tanto podemos definir la dimensién de un A,-modulo a la izquierda finitamente
generado M, como la dimension de Krull de la variedad caracteristica de M.
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El polinomio de Bernstein-Sato es un polinomio relacionado con los operadores
diferenciales en los D-modulos. Como comentamos en la introduccion, este polinomio
tiene dos origenes paralelos. Por un lado el origen analitico por Mikio Sato y por otra
parte el origen algebraico por Joseph Bernstein. Por este ultimo, también es conocido
por el nombre de b-funciéon. En esta seccion veremos la demostracién de la existencia
de este polinomio. Veremos que para cualquier polinomio f € K[x,, ..., x,] existe un
polinomio no nulo asociado b(s) y un operador diferencial P(s) tales que se tiene la
ecuacion funcional

b(s)f* = P(s)f™*!

En particular, se puede generalizar este concepto a un conjunto de polinomios f/, ..., .
Para ello se necesitan mas herramientas las cuales no abordaremos en este texto.

Por otra parte, como ya hemos comentado, existen algoritmos capaces de calcular el
polinomio de Bernstein-Sato. Estos calculos son dificiles y casi imposibles en papel.
Veremos varios ejemplos de las computaciones de estos polinomios en los programas
Macaulay? o Singular.

Antes de demostrar la existencia del polinomio de Bernstein-Sato vamos a ver una
serie de resultados que tienen una gran relacion con la existencia de este polinomio.

Proposicion 4.1.  Sea M un A,-moddulo con una filtracion I" respecto de la filtracion
de Bernstein 3 de A,. Supongamos que existen dos nimeros racionales ¢, ¢, satisfa-
ciendo

dim I'; < ¢ j"/n! +¢,(j + 1)

para j € N, suficientemente grande. Entonces M es holéonomo y m(M) < ¢,. En
particular M esta finitamente generado.

Demostracion.  En primer lugar vamos a probar que cualquier submoddulo finitamen-
te generado no nulo N de M es holéonomo y m(N) < c,. supongamos que N es
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finitamente generado. Entonces sabemos que admite una filtracién buena Q = (Q,),.
Sabemos que existe un entero positivo r tal que Q; CI';, N N. En particular,

dimy Q; < dimg ;.
Sea X(7) el polinomio de Hilber de N asociado a la filtracion Q. Usando la cota de la
hipotesis, tenemos que, para un j lo suficientemente grande

X() <G +r)"/nt+ e+ )

En particular, obtenemos que el grado del polinomio de Hilbert de N no supera a n.
d(N) < n. Luego usando la desigualdad de Bernstein concluimos que d(N) = n.
Ademas de la desigualdad anterior podemos observar que la multiplicidad m(N) es
< ¢,. Vamos a probar ahora que M es finitamente generado. Suponemos por reduc-
ciéon que M no es finitamente generado (suponiendo M no nulo). Consideramos un
elemento no nulo m; € M.Sea M, = A,m,. Si M # M, consideramos un elemento
nonulom, € M\ M, y sea M, = A,(m,, m,).

De esta forma podemos construir una cadena creciente infinita

M,CcM,C..CM,C..

de submodulos finitamente generados de M. De la primera parte de la prueba deduci-
mos que cada M; es holénomo y que m(M,) < c,. Pero por otro lado, al igual que hici-
mos en la prueba del teorema 3.4, tenemos que m(M,) = Z’;(Mi/Mi_l) +m(M,) > k,
para cada k. Luego para que se cumpla esto, la cadena no debe de ser de longitud
mayor que ¢, por lo que llegamos a contradiccion. Por tanto existe un conjunto ge-
nerador finito m,, ...,m, de M. |

Sea f un polinomio no nulo en K[X] y sea K[X], el localizado de K[X] con
respecto al conjunto multiplicativo {f*},_. Es decir, es el conjunto de funciones
racionales de la forma g/ f*, donde g es un polinomio. La accién de x, sigue actuando
como producto por la variable x,. Y la acciéon de 9, sobre g/ f* es de la forma

0,(8f ™) = 0,(&) f* + (=k)o,(f) f*g.
Por lo que estas funciones racionales se preservan por las derivadas parciales y por el

producto por un polinomio. Por tanto, K[X], es un A ,-moédulo a la izquierda.

| Teorema4.1. Para cualquier f € K[X] nonulo, K[ X], es holonomo. En particular,
es finitamente generado como A,-modulo.

Demostracion. tomamos N = K[X], y deg(f) = d > 0. Donde deg(f) denota el
grado del polinomio f en K[X]. Definimos para cada k € N

N, = {g/f*ldeg(g) < (d + Dk}
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 Vamos a probrar primero que la familiaI" = (IV,), es una filtracién sobre N respecto
de la filtracion de Bernstein.
Claramente verifica la primera propiedad N, C N, para k < [. Ya que (d + 1)k <
(d+ 1)l para k < I.
Supongamos que g/ f* € N,. Tenemos que deg(x;g) =deg(g) + 1 < (d + Dk+1 <
(d + 1)(k + 1). Esto prueba la inclusion x; N, C N, ;. Ademas tenemos que

ai(%) — 0,-(g)ff—k/jlg0,-(f)
y deg(9,(8)f — kgo,(f)) <d +deg(g) -1 <d—-1+(d+ Dk <(d+Dk+1).
Esto prueba la inclusiéon 9,N, C N,,,. Entonces B;N, C N,,,. Como B, = (B,)
tenemos que BN, C N, ;.
Nos queda por ultimo probar que N = |J, N, para tener probado que (N,), es una
filtracién de N respecto de la filtraciéon de Bernstein. Sea g/ f* € N. Supongamos
que deg(g) = m. Entonces tenemos que

g _ sf”

fk - fhtm

y deg(gf™) = m+dm < (d + 1)(k + m). Luego g/ f* € N, La otra inclusion
Ui Ni € N es trivial, por lo que N = (J, N,. Concluimos asi que (N,), es una
filtracion de N = K[ X] s respecto de la filtracién de Bernstein.

 La seguna parte de la prueba trata de buscar unos c,, ¢, convenientes para que la
filtracion anterior satisfaga las condiciones del resultado anterior. (Proposicion 4.1).
La dimension del K-espacio vectorial N, esta acotada por el numero de monomios
x* en K[X] con grado |a| < (d + 1)k. Este nimero es

((d+1n)k+n) _ i(d + 1)nkn +p(k)

Donde p(t) es un polinomio con coeficientes racionales de grado < n — 1. Entonces
existe un nimero entero ¢, > 0 para el cual

dim(N,) < (‘D) = 2(d + 1k + plk) < -(d + 1)K + ¢, (k+ 1" (1),

para un k lo suficientemente grande. Esta constante ¢, se puede afinar mas observando
((d+1)k+n) (d+1)"" (n+ Dnk"!
n 2(n!)

y la constante ¢, = (d +1)". Por lo que usando

que el segundo miembro de mayor grado en k de

n—1
podemos tomar en (1), ¢, = M
n

la proposicion anterior tenemos que K[X] s es holonomo. Ademés podemos afiadir

. Luego

que la multiplicidad del A,-moédulo a la izquierda K[X], para un polinomio no nulo
f de grado d, es < (d + 1)". I
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Sea f un polinomio no nulo en K[X], s una nueva variable y K(s) el cuerpo de
funciones racionales en s. Tomamos A, (s) el algebra de Weyl sobre el anillo K(s) y sea
el anillo de polinomios en la variable s con coeficientes en A,, que se puede expresar
como A,[s] :=A, ®K K[s] el producto tensorial de A, con K[s] sobre el cuerpo K.
Tomamos el anillo de funciones racionales K(s)[X], y sea K(s)[x],f* el K(s)[x],-
modulo libre de rango 1 generado por el simbolo formal f°. Ademas K(s)[x],f* esun
A, (s)-modulo a la izquierda, ya que la accion de 9, sobre el simbolo formal f* viene
dada por

0,f° = (s0,(Nf)f°
De esta operacion se sigue que A, (s)f* es un A,(s)-submodulo de K(s)[X], /.

Proposicion 4.2. El A, (s)-modulo K(s)[X],f* es holonomo.

Demostracion.  Tomamos N = K(s)[X],f* y supongamos que deg(f) = d > 0. De-
finimos para cada k € N

Ny = {£52 € N|deg(g) < (d + Dk}

De la misma forma que probamos el resultado anterior, se puede probar que la familia
I' = (N,), es una filtraciéon sobre N respecto de la filtracién de Bernstein.

Vamos a probar ahora que para esta filtracion existen c,, ¢, satisfaciendo la proposi-
cién que vimos al principio de esta seccion.(Proposicion 4.1).

La dimension del K(s)-espacio vectorial N, esta acotada por el numero de monomios
x* € K(s)[X] de grado |a| < (d + 1)k. Como ya vimos antes este nimero es

((d+1n)k+n> _ %(d + 1)k" +p(k)

donde p(?) es un polinomio con coeficientes racionales de grado < n — 1. Por lo tanto
existe un entero positivo c, tal que

dimy o (N,) < () = L(d + 1)k + p(k) < L(d + 1K + ¢ (k + 1)

para k lo suficientemente grande. Por tanto concluimos de la proposiciéon que men-
ciondbamos antes que, el A,(s)-modulo N = K(s)[X],f* es holonomo. |

Estamos preparados para demostrar la existencia del polinomio de Bernstein-Sato
asociado a un polinomio f € K[x, ..., x,].
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"n.n

Sea el automorfismo ¢ de K(s) que envia "s" en "s + 1". Y sea P un elemento
de K(s)[X],f*, que se podria escribir de la forma P = Q. a,()X*) f7*fs, con
a,(s) € K(s)y con k > 0. Entonces podemos extender el automorfismo anterior
a K(s)[X],f* de la forma:

(X @, (DX = (X, 1a,NXDfFff°

Que en particular tiene inversa que viene definida por t~!(s) = s — 1, donde t~1(f*) =
f~1 f$ esta bien definido debido a que f~! lo est4 sobre K(s)[X],f°. Se puede probar
que t es A, -lineal, pero que no es A, (s)-lineal, ( [10],pag. 96, ej. 4.8).

| Teorema 4.2. Sea f € K[X], un polinomio no nulo. Entonces existe un polinomio
no nulo b(s) € K[X] y un operador diferencial P(s) € A,[s] tal que la igualdad

P(s)ff*=b(s)f*
se da en el A, (s)-modulo a la izquierda K(s)[x] . f°.

Demostracion. En primer lugar de la proposicion 4.2 tenemos que N = K(s)[X], f*
es holonomo. Como A,(s)f* C N como A,(s)-moédulo, entonces también es holono-
mo (prop. 3.2(1)). Por tanto es finitamente generado sobre A,(s) (teor. 3.4). Entonces
la cadena descendente

A DA DDA D ..
debe ser estacionaria. Es decir, existe un / > 0 para el cual
Flf e A ) pe
Y por tanto existe un operador Q(s) € A, (s) para el cual se tiene la igualdad
flrE=0 M

Aqui podemos aplicar t~/ en ambos lados de la igualdad, de esta forma obtenemos
que f* = Q(s —I)f f°. Tomando b(s) € K[s] un polinomio no nulo tal que P(s) :=
b(s)Q(s — 1) € A,[s], tenemos que b(s)f* = P(s)f f*. |

La familia de polinomios b(s) satisfaciendo la ecuacion b(s)f* = P(s)f f* para
algun P(s) € A,[s] es un ideal no nulo en K[s].
Ademas como K[s] es un dominio de ideales principales, tenemos que el ideal ante-
rior tiene un unico generador moénico que denotaremos por b,(s). Llamaremos a este
generador b (s) el polinomio de Bernstein-Sato asociado a f.






5 | Calculo de la b-funciéon global

T. Oaku ha usado la teoria de las bases de Groebner para desarrollar e implemen-
tar el primer algoritmo para la computacion del polinomio de Bernstein-Sato para un
polinomio arbitrario en 1997, ver [22-24] . Hoy en dia, programas como Macaulay2 o
Singular tienen paquetes y comandos que permiten la computacioén del polinomio de
Bernstein-Sato.

A lo largo de este capitulo abordaremos las herramientas necesarias para poder es-
tudiar algunos algoritmos para el calculo del polinomio de Bernstein-Sato y veremos
mas adelante varios ejemplos del célculo de dichos polinomios.

5.1 Teorema de la division en el algebra de Weyl

En esta seccion estudiaremos como se dividen los operadores diferenciales en A,,.
En particular, veremos el correspondiente teorema de la division, el cual es muy pa-
recido al del caso conmutativo que podemos encontar en [11]).

| Definicion 5.1.  Sea M un conjunto.

(1). Un orden < sobre M se dice orden total, sim < m' om’ < m se mantiene para cada
m,m' € M, param # m’

(2). Un orden total < sobre M se llama un buen orden si todo subconjunto no vacio de
M tiene un elemento menor con respecto a <.

(3). Sean n variables x, ..., x, y sea el conjunto de monomios M = {xf’l1 x?zz x?,’n”|1 <
ifseesdyy < nymycon a; € N para cada j}. Entonces decimos que un orden total < sobre
el conjunto anterior se llama orden monomial si es compatible con el producto en el
siguiente sentido. Para todo f,g € M se mantiene lo siguiente

(i). f < gimplicap- f-p' <p-g-p para cualesquiera p,p’ € M.
(ii)).Sif=p-g-p yf #g, entoncesg < f.

En nuestro caso, en el algebra de Weyl A, podemos dar una definicién mas espe-
cifica de orden monomial.
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| Definicién 5.2. Diremos que un orden < sobre el conjunto de monomios que forma
una base del algebra de Weyl, es un orden monomial si satisface las siguientes condicio-
nes:

(1.1 <x,0, parai =1,..,n.

(2). x*0P < x%0° implica que x*+59P*" < xo+s9b+,

también usaremos la notacién (a, f) < (a,b) ,con (@, f),(a,b) € N*" para re-
ferirnos a que el monomio x*d” es menor que el monomio x?d” respecto al orden
monomial < si no hay confusion. A partir de ahora para los resultados y definiciones
que siguen usaremos un orden monomial fijado <.

Por ejemplo, el orden lexicografico y el orden inverso lexicografico sobre el anillo
de polinomios K[XT] vienen dados por:

« X“ es menor que X’ respecto al orden lexicografico, X¢ <,,. X?, siy solo si la pri-
mera componente no nula de b — a, (de izquierda a derecha), es no nula.

« X% es menor que X’ respecto al orden inverso lexicografico graduado, X¢ << X?,
siysélosi ) a; < ). b; 6 sison iguales, la primera coordenada no nula de b — a, (de
derecha a izquierda), es positiva.

Los resultados que prosiguen en esta secciéon y en la seccion 5.2 se pueden encon-
trar en la referencia [9].

| Definicion 5.3. Sea P = Za’ﬁ Papx*0P un operador de A, . Definimos por diagrama

de Newton de P al conjunto

N(P) := {(a, ) € N*"|p,, # 0}.

| Definicién 5.4. Llamamos exponente lider con respecto a < de un operador no nulo
P, denotado por exp_(P), al maximo de (a, p) € N?", con respecto a <, tal que Pap # 0.
Es decir

exp_(P) = max_ N (P)

Escribiremos por simplificacion exp(P) si no hay confusion.

Proposicion 5.1.  Sean P,Q € A,. Tenemos que:
(1). exp(PQ) = exp(P) + exp(Q).
(2). Si exp(P) # exp(Q) entonces exp(P + Q) = max_{exp(P), exp(Q)}.
La demostracion es trivial usando que el grado total del producto de dos operado-

res es la suma de los grados totales de los operadores.
En general para P,,..., P, € A, tal que exp(P)) # exp(P;) para todo i # j tenemos
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que exp(}." P,) = max_{exp(P)|i = 1,...,m}.

« Para cada m-upla ((a!, p'), ..., (@™, ™)) de elementos de N?", asociamos la particién
(A%, AL, ..., A™)}
de N?" de la siguiente forma.

Al — ((Zl,ﬂl) + N2n
AT = (@, Y + N2\ (AU ... UA)sii > 1.
A = N2\ (Um AT

El siguiente teorema generaliza el teorema de la division que tenemos en K[X].

| Teorema 5.1. (Teorema de la division en A, ). Sea (P,, ..., P,) elementos no nulos de
A, ysea{A°, ..., A"} una particiéon de N*" asociada con la m-upla (exp(P,), ...,exp(P,))
construida como acabamos de ver. Entonces, para cualquier P € A,, existe una tinica
(m+ D-upla (Q,, ..., Q,,, R) de operadores en A,, tales que
(1).P=Q,P+..+0,P,+R

(2). exp(P)+ N'(Q) C A,i=1,..,m.

(3). N(R) C A°.

Demostracion. e« Para la unicidad, supongamos que existen dos (m + 1)-uplas que sa-
tisfacen las condiciones del teorema (Q,, ..., Q,,, R) y (Q/, ..., Q , R'). De (1) tenemos
que

er'nzl(Qi -0)P =R -R

Si Q; # Q! entonces exp((Q; — Q))P,) € A'. Por otro lado si R # R’ entonces
exp(R' — R) € A". Ahora bien, como A, ..., A™ es una particién de N?", la igual-
dad anterior se tiene Gnicamente si Q; = Q! para cualquieri = 1,...,mysi R = R'.
ya que en caso contrario tenemos que existe un j en el conjunto de indices {1, ..., m}
tal que exp((Q; — Q;.)Pj) = exp(R’ — R), (ver proposicién 5.1). Lo cual es una contra-
diccién con la condicién de particién en N?". De donde concluimos la unicidad.

« Para probar la existencia basta probarla para los monomios x*0” € A, ya que sabe-
mos que forman una base de A, como K-espacio vectorial.

Lo probaremos por induccién sobre (a, f) respecto al orden monomial que estemos
usando. Si tomamos (a, f) = (0, ..., 0), tenemos que x*0” = 1.

Entonces o bien, exp(P,) # 0 € N?" para cada i, por lo cual es suficiente escribir 1 =
2w, OP, + 1. O bien, existe algiin entero j para el cual exp(P;) = 0 € N*". En este
caso P; es una constante no nula, ya que 0 es el primer elemento de N*" con respecto
al buen ordenamiento < y, ademas, A® = @. Por lo que bastaria escribir
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=20 B+ (1/P)P,

De esta forma queda probada la existencia para el primer caso de induccién. Supon-
gamos que el resultado esta probado para cualquier (o', f’) estrictamente menor que
algin (a, ) € N?" respecto al orden monomial usado. Sea j € {0, 1,...,m} tal que
(a, p) € A/. Si j = 0 entonces escribimos

x%0f =3" 0- P +x*0’

Si j > 1 entonces existe un (y, §) € N*" para el cual (7, §) + exp(P;) = (a, p). Es decir,
(r,0) = (a, p) — exp(P)) € N?". Podemos escribir

x%9P = Lx70°P, + G,
Cj

donde c; es el coeficiente del monomio de P, cuyo exponente es el exponente lider
de P; y todos los monomios de G; son menores (con respecto de <) que (a, f). Por
hipotesis de induccion existe (Q’, ..., Q;1 , R") satisfaciendo las condiciones del teorema
para P = G,. En particular tenemos:

X’ =Y, QP+ (CijxyafS +Q)P,+ R

Esto prueba el resultado para (a, ) y por tanto queda probada la existencia para cual-
quier P € A,. |

| Definiciéon 5.5. Llamamos al operador diferencial Q, del teorema anterior el i-ésimo
cociente y R es el resto de la division de P por (P,, ..., P,). A este resto también se le lama
"residuo"y lo denotaremos por R(P; P,, ..., P,,).

« Al igual que ocurre en los anillos de polinomios, tenemos que al hacer esta divi-
sion, los cocientes y el resto tienen menor "grado" que el operador que se divida. En
particular, obtenemos de la prueba del teorema anterior que para cualquier division
P=0QP +..40,P, + R se tiene max{max,{exp_(Q,P)},exp_(R)} = exp_(P).
Como mencionamos antes, el teorema 5.1 es una generalizacion del resultado del teo-
rema de division en K[X]. (Th. 1.5.9 de [1]).

5.2 Bases de Groebner en el algebra de Weyl
La teoria de las bases de Groebner sobre el anillo de polinomios en varias variables

C[X] se puede extender al algebra de Weyl A,. Ademas esta teoria es muy importante
ya que hay muchas aplicaciones y algoritmos que utilizan bases de Groebner.
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| Definicion 5.6.  Fijado un orden monomial <. Para cada ideal no nulo I de A, defi-
nimos Exp_(I) el conjunto

Exp (I) = {exp_(P)|P € I\{0}}

Y escribiremos en caso de que no haya confusion Exp([l).

Proposicion 5.2. Seam > O un enteroy E C N™ tal que E +N" = E. Entonces existe
un subconjunto finito F' C E tal que

E= U(a +N™).

aeF

Demostracion. La prueba es por induccién en m. Para el caso base de m = 1, sea a,,,;,
el menor elemento de E (con respecto del orden usual en N). Es claro que si E = E+N

entonces E esta generado por «a,,.,. Suponiendo que m > 1 y que se tiene el resultado

min*®
anterior param — 1. Sea E C N” tal que E + N” = E. Podemos suponer que E es
no vacio. Sea@ € E.Paracadai =1,...my j =0, ..., consideramos la aplicacion

biyectiva
¢;; o NTEX{j) x N7 — Nl
Definida por (f,, ..., B;_1s s Bir1s o B) = (Brs ooos Bizys Bisrs - B,y)- Y denotamos
E; =¢ (En(N"x {j} xN™T)).

Es claro que E;; + Nl = E, ;v que por la hipétesis de induccion existe un subcon-
jubnto finito F;; C E;; que genera E,;. El conjunto finito

F = {a} U, ()7 (F))
genera E. Esta prueba se puede encontrar en [9] y en [12], lema 1.1.8. |

La proposicion anterior nos quiere decir que cualquier ideal monomial I en C[X]
es finitamente generado. Mas generalmente, cualquier ideal monomial I en un ani-
llo de polinomios K[X] con coeficientes en K es finitamente generado. Es un caso
particular del teorema de la base de Hilbert ( [11]], pag. 77, Th. 4). En particular este
resultado nos sirve para afirmar que Exp_(I) es finitamente generado para cualquier
ideal I € A,. De donde la siguiente definicién cobra sentido.

| Definicion 5.7. Sea I un ideal nonulode A,. llamaremos a cualquier familia P,, ..., P,

de elementos de I tales que

Exp_(I) = | J(exp(P) +N™)

i=1



50 EL POLINOMIO DE BERNSTEIN-SATO DE UNA SINGULARIDAD

una base de Groebner del ideal I, con respecto a <. (o una <-base de Groebner).

Esta definicion viene a decir casilo mismo que la definicion de base de Groebner en
el caso conmutativo ( [[11]], pag. 78, def. 5). Donde se define por base de Groebner de un
ideal no nulo I € K[x, .., x,] como el conjunto finito de polinomios G = {g, ..., &, }
tales que verifican < LT(g,), ..., LT(g,) >=< LT(I) >. Donde LT (g) es el término
lider del polinomio g de K[x,,...,x,]y LT(I) = {LT(f)|f € I}.

Por la propia definicién de Exp_(I) tenemos que Exp_(I) = Exp_(I) + N*". Por lo
que debido a la proposicion 5.2, tenemos que para cualquier ideal I € A, existe una
base de Groebner.

Corolario5.1. Sea I unideal nonulode A, y sean P,, ..., P, una familia de elementos
de I. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1). Py, ..., P, es una base de Groebner de I.

(2). Para cualquier P € A,, tenemos que P € I siy s6losi R(P; P,,..., P,) = 0.

Corolario 5.2.  Sea I un ideal no nulo a la izquierda de A, y sea P,, ..., P,, una base de
Groebner de I. Enonces P,, ..., P, es un sistema de generadores de I.

Las pruebas de estos corolarios son similares a las que se tienen para el caso con-
mutativo que se pueden encontrar en [11]].

5.3 Algoritmo de Buchberger en el algebra de Weyl

| Definicién 5.8. Sea < un orden monomial. Y sea P € A, un operador diferencial,
P = Za’ﬁ Papx“0”. Definimos el monomio lider de P con respecto al orden <, denotado
por in_(P), al monomio x*d” de P con (a, ) = exp_(P). Es decir, el monomio de P
cuyo exponente sea el exponente lider respecto de <.

| Definicion 5.9. Sea < un orden monomial y sean f,g € A,. Podemos escribir

f = faﬁx“()ﬁ + términos de menor orden respecto de <.
g = g,,x°0° + términos de menor orden respecto de <.

Dondealos f 4, 8,, # 0 se les llama los coeficientes lideres de f y de g respectivamente.
Definimos el S-polinomio de f y g por:

o Ap fa N
Sp(f.8) =x aﬂf—(g—f)x 2"g

Cona) = méax(a;, a;)—a;, | = max(;, b)—p,, a, = max(w;, ai)—a;, b; = méax(p;, b,)—b,.
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Al igual que en el caso conmutativo, hacemos los productos de tal forma que usan-
do la regla de Leibniz los términos iniciales de f y de g respecto del orden monomial
< se anulen. El siguiente algoritmo nos va a servir para dar un algoritmo con el que
poder calcular una base de Groebner. Este algoritmo se puede encontrar en la refe-
rencia [27].

Input: f €A, {g,..8,) CA,
Output : r, "forma normal" de f respecto del conjunto G = {g,,...,&,,}-
normalForm_(f, {g;,....&,}) 1=

r.=f
while (in_(r) sea divisible por algun in_(g;)) do
{r :=Sp(r,g)}

r i=in_(r) + normal Form_(r —in_(r), {g, .., &, })
return(r)

Donde diremos que x*0” es divisible por x?0° si @, > a, y f; > b, para todo i.

La funcién de salida f”, de este algoritmo se llama la forma normal de f respecto de
G ={g,,..,8,} laforma normal de f por lo general no es unica sobre un conjunto
G cualquiera. En cambio, si G es una base de Groebner con respecto al orden mono-
mial <, entonces la forma normal es tnica. En particular tenemos que si f € I, con
I un ideal de A, y sea G una base de Groebner de I, entonces la forma normal de f
respecto de G es 0. Esto ocurre para cualquier base de Groebner de 1. El algoritmo de
Buchberger para obtener una base de Groebner en el algebra de Weyl puede descri-
birse como sigue cuando < es un orden monomial.

Input : F ={f,,..., f,,}: un subconjunto de A,, < un orden monomial.
Output : G : una base de Groebner para A,(F) con respecto a <.

pair :={(f, fPI1 <i<j<m}

G:=F

while (pair # @) do

{coge un elemento (f, f’) del conjunto pair.

pair .= pair \ {(f, ")}

h :=Sp(f, f")
r :=normalForm_(h, G)
if r£0)do

{pair := pair U {(g,r)|g € G}
G :=GU{r} }}; return(G)
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Se puede probar que este algoritmo termina y devuelve una base de Groebner del
conjunto F. (Ver [27]], teorema 1.1.10). Aunque la demostracion es totalmente analo-
ga a la del caso conmutativo.

| Teorema 5.2. Sea F = {(f,,..., f,} un subconjunto finito de A,. Sea < un orden
monomial fijado. Entonces el algoritmo de Buchberger anterior termina y devuelve una
base de Groebner para el ideal I de A, generado por el conjunto de polinomios F, que
denotabamos por A, (F).

5.4 b-funcion global

| Definicion 5.10. Sea P un operador diferencial de A,, P = Za’ﬂ Dapx“0P. Y sea
0 # w € RY. Definimos el exponente lider de P respecto a w, denotado como exp,,(P),
como

exp,,(P) =max(a,ﬂ)eNzn{Z:'=l(—wiai + w;p)|p,s # 0}.
Donde al vector w lo llamaremos vector de pesos.

| Definicién 5.11. Sea0 # w € RZ,. Para un operador nonulo P € A,,
P =3, ;5 Pypx"0". llamamos a

in,(P) := Z paﬁx"aﬂ

a,f:—wa+wp=exp,(P)

La forma inicial de P con respecto al vector de pesos w. Esta definicion se puede extender
de forma natural a un conjunto de operadores F C A, de la siguiente forma

in,(F) := {in,(P)|P € F}

Se le llama la forma inicial de F respecto del vector de pesos w. De igual forma se puede
extender esta definicion a un ideal I C A,,.

| Definiciéon 5.12. Sea0 # w € R?, yseal unidealde A,. Consideremos el elemento
s 1= ), w;x;0; y consideramos la interseccion in,(I) N K[s], la cual es un ideal de
K[s] y por tanto un ideal principal. Su generador ménico b ,(s) se llama b-funcioén

global de I respecto del vector de peso w.

En la siguiente seccién veremos como tratar la interseccién anterior. Y en parti-
cular veremos un algoritmo para calcular el polinomio ménico generador de dicha
interseccion.
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Sea la n-ésima algebra de Weyl sobre el anillo de polinomios K|[x,...,x,] y sea la
nueva variable 7, entonces vamos a denotar por 4,,, ~ A, < 1,0, > la (n+ 1)-ésima
algebra de Weyl. Entonces el K(s)[X],-modulo libre generado por f*, K(s)[X],f*
tiene estructura de A, < ¢, 0, >-moddulo con la operaciéon producto "-" definida por:
1- (X, a, ()X RS =, a,(s + Dx) f 1 f5, cona,(s) € K(s)y k > 0.

0, - (X, a,()x) fFf5==5(3, a,(s = Dx*) 15, cona,(s) € K(s) y k > 0.
Donde x; actiia como multiplicacién y d; como derivacién como hasta ahora. De esta
forma tenemos que 0, - ¢ actia como "—s". Ademas se puede observar de la relacion
0,-t=1t-0,+1quet- 0, actia como "—s — 1"

| Definicién 5.13. Para un polinomio f € K[x,, ..., x,] el ideal

I, :=<t-f,0, +%at,...,an+ L9, >

ox,,
En el (n+ 1)-ésimo algebra de Weyl A, < t,0, > se llama el ideal de Malgrange de f.

Este ideal tiene unas propiedades interesantes. Una de ellas es que el ideal de Mal-
grange de un polinomio f es en particular el ideal anulador de f* en el n + 1-ésimo
algebra de Weyl. Es decir

I, = annAn<t’at>(fs) ={Pe€A,<t,0 >|Pf*=0}

Para la prueba basta observar que los elementos que generan el ideal de Malgrange
en A, < t,0, >sont— fyo+ g—idt para cada i = 1,...,n, los cuales anulan a f*
sobre A, < t,d, > con la operacion de producto que vimos antes. (f — f) - f* =
=l =0y (0, + %()t) - f = s%fs‘1 - %sfs‘1 = 0. De donde concluimos
que I, Cann, ,,. (/7). Para terminar la prueba se usa que el ideal de Malgrange es
maximal y que el ideal ann, _, , (f*) es un ideal propio, (ver [2], lema 4.10).

Otra demostracion completa de este resultado se puede encontrar en [19]], (lema 4.1.2).

Otra propiedad interesante del ideal de Malgrange que se usa para la demostracion
del resultado anterior es que es un ideal a la izquierda maximal. Ademas el ideal de
Malgrange también es holonomo y propio. Las pruebas de estos resultados se pueden
encontrar en la seccion 4 de [2].

« Con este ideal se puede construir el polinomio de Bernstein-Sato de un polinomio f
cualquiera. Podemos decir de alguna forma que hay dos puntos de vista para definir el
polinomio de Bernstein-Sato. Por un lado el que hemos construido tedricamente en las
primeras 4 secciones y por otro lado la construccion del polinomio de Bernstein-Sato
desde el punto de vista de Malgrange usando este peculiar ideal.
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Proposicion5.3.  Sea f € K[xy,...,x,], I, elideal de Malgrangede f yw = (1,0, ...,0) €
R™*! tal que el peso de 9, es 1. Entonces

by(s) = (=D (=5 = 1)

coincide con el polinomio de Bernstein-Sato asociado al polinomio f también cono-
cida por la b-funcion del polinomio f.

Una prueba de la existencia del polinomio de Bernstein-Sato usando el ideal de
Malgrange y vectores de peso se puede encontrar en [2], teor. 4.13.

5.5 Teoria de eliminacion en el algebra de Weyl

En esta seccion estudiaremos principalmente el problema de la interseccion que
vimos en la definiciéon 5.12, la cual es una interseccion de un ideal del algebra de
Weyl con K[s]. Nuestro problema en particular es calcular la interseccion del ideal
J = in, (I), para un ideal I y un vector de pesos w, con K[s]. Notar que en la de-
finicion 5.12 dijimos que esta interseccion es un ideal de K[s] y por tanto tenia un
unico generador moénico que denominamos por b-funcion global de I respecto del
vector de peso w. Luego podemos resumir nuestro problema a obtener b € K|s] tal
que < b>=J N K[s].

Para hallar dicha interseccion se puede extender el teorema de eliminacion que tene-
mos en el caso conmutativo al caso no conmutativo, (ver [2]], pag. 33). De esa forma
se podria calcular dicha interseccién calculando una base de Groebner del ideal con
respecto de un orden monomial de eliminacién apropiado. Aunque esto tiene un pe-
queno problema. Por lo general el calculo de una base de Groebner de un ideal de A,
respecto de un orden de eliminacién es muy costoso computacionalmente hablando.
Incluso puede ocurrir que no existe dicho orden monomial de eliminacién, al contra-
rio que en el caso conmutativo donde el orden lexicografico, por ejemplo, es siempre
un orden de eliminacion.

De igual forma vimos en la seccion 5.2 que en el algebra de Weyl tenemos que para
cualquier ideal I C A, existe una base de Groebner. Luego suponiendo que G es la
base de Groebner de I respecto de algun orden monomial < se pueden probar los
siguientes resultados.

Lema5.1. Sino existe ningun g € G tal que in_(g) divida a s* para algun k € NU{0},
entonces I N K[s] = {0}

Donde definimos por in_(g) al monomio lider de g respecto del orden monomial
que estemos usando. La demostracion se tiene directamente de que si suponemos por
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reduccion al absurdo que exite un elemento O # b € I N K[s] entonces en particular
b € K[s], luego existe un k € NU {0} para el cual in_(b) = s*. Como b € J entonces
por el corolario 5.1(2) tenemos que el resto de dividir b por la base de Groebner G es
nulo. Por tanto existe un g € G para el cual se tiene en particular que in_(g) divide
a in_(b) = s*. Lo cual es absurdo. El reciproco del lema anterior no siempre se tiene.
Por ejemplo sea I =< y* + x >€ K[x, y]. Entonces I N K[y] = {0} ya que {)* + x}
es una base de Groebner de I para cualquier orden monomial.

| Teorema5.3. SeaJ € A, ysupongamos que J -s C J ydimg(End, (A,/J)) < 0.
Entonces J N K|[s] # {0}.

Demostracion. Consideremos la aplicacion ¢ : A,/J — A,/J definida por el pro-
ducto a la izquierda de s, ¢p(p) = sp. Esta aplicacion esta bien definida y es un endo-
morfismo del A,-médulo A, /J ya que para cada a,a’ € J se tiene que (a —d’) € J
implica que (a—a’)s € J -s C J. Como End, (A,/J) es de dimension finita sabemos
de &lgebra lineal que existe un conjunto de polinomios I, = { P € K[t]|P(¢) = 0}.
Donde I PR ideal propio de K[¢] y por tanto, como K[¢] es un dominio de ideales
principales, existe un inico generador moénico de I, caracterizado por ser el polinomio
que verifique u(¢) = u(s) = 0 de menor grado. A este polinomio se le denomina poli-
nomio minimo del endomorfismo ¢. Mas aln, u es precisamente el generador monico
de J N K[s]. Como u(s) =0en A,/J entonces u(s) € J, por tanto u(s) € J n K[s].
Y ademas el grado de u es minimal por la definicién de polinomio minimo. |

* En particular, dimy(End, (A,/J)) es finita si A,/J tiene dimension finita como
A,-modulo. Ademas si J es holonomo entonces dimy(End, (A,/J)) es finita (ver
[27])-

Gracias a la prueba del teorema anterior podemos reducir nuestro problema de la
interseccion de un ideal con una subalgebra a un problema de algebra lineal. Este
problema es el de encontrar el polinomio minimo de un endomorfismo.

| Teorema5.4. Lab-funcion globalb, ,, deun ideal holonomo I C A, es un polinomio
no nulo para cualquier vector de peso 0 # w € R .

Demostracion. sea J :=in,(I)y s := ) w;x,0; Sin pérdida de generalidad su-
ponemos que 0 # P = Za’ﬂ paﬁx“()ﬂ € J es w-homogéneo.Esto es, para cualquier par
de monomios distintos de P cuyos exponentes pongamos que sean («, f) y (@', f') se
verifica —wa + wp = —wa’ + wp'. Entonces usando la regla de Leibniz, obtenemos
para cualquier monomio de P

X400 x,0; = X708+ 4 Bx20P =@ — (@ + Dx[) 500 + fxe0f
=(0x, — (@, + D) + f)x"0 = (x,0, — &, + f)x"0’
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Tomemos ahora m := deg, (P). Que como hemos supuesto que P es w-homogéneo,
entonces m = —wa + wpf para cada término no nulo paﬂx“dﬁ de P. Entonces,

P-s=PY", wi):iai =) wPx;0, =" w, Za’ﬂ PapXx“0”x,0,
=Z,-:1 w; Zaﬁ(xiai -+ ﬂi)paﬁxaaﬁ
=(Z:’=1 wixiai)(z(x,ﬁ paﬁxaaﬁ) + Z?=1 w; Za,ﬁ(_ai + ﬂi)paﬂxaaﬂ
=5 - P+ Y, (X (—w,a; + w,f))pyx“0° =5 - P+ Y, (—wa + wh)p,;x0".
=s-P+m-P=(s+m)-PeJ

Porlo que J - s C J se mantiene. Ademas A,/J es de dimension finita. Esto se debe
aque J = in, (1) es holonomo cuando I es holénomo ( [27]]. Th. 2.2.1). luego por el
teorema 5.3 y el punto de observacion posterior tenemos probado el resultado. |

El siguiente algoritmo se puede usar para obtener el generador moénico de dicha
interseccion, sabiendo que esta interseccion es no nula. ( [2], algoritmo 3.12).

Principallntersect(s, J).

Input : s€ A,,J C A, un ideal a la izquierda tal que J N K[s] # {0}.
Output : b € K[s] ménico tal que J N K[s] =< b >.

G :=Una base de Groebner finita a la izquierda de J

i:=1

loop

if existen a,, ...,a,_, € K tales que

NormalForm(s’, G) + Z;g a; NormalForm(s’/, G) = 0 then
return b :=s'+ Z;_:B a;s’

elsei :=i+1

end if

end loop

Notar que como 0 =NormalForm(s’, G)+Z;_=10 a NormalForm(s’/, G) = NormalForm(s'+

2;_:1) a;s’), entonces s'+ 2;:) a;s’ € J.Luego lo que hace este algoritmo es encontrar
un polinomio ménico en K[s] que también esta en J. Esto lo consigue aumentando
la potencia de s grado a grado hasta que encuentra la dependencia lineal. Por lo que
de esta forma también tendremos la minimalidad del grado que buscabamos en el po-
linomio moénico de salia del algoritmo en caso de que exista dicha dependencia lineal.
El algoritmo termina siy solo si J N K[s] # 0.

En el caso de que J = in, (I) para I holénomo, hemos visto que J - s C J y que
dim, (End An(An /J)) es finita. Por tanto la dependencia lineal anterior existe y se da
en el polinomio minimo del endomorfismo que vimos en la demostracion del teorema

5.3.



6 | Programas parael calculo del po-
linomio de Bernstein Sato y ejem-
plos

Vamos a dividir este capitulo en dos partes. En la primera estudiaremos breve-
mente los programas que vamos a usar.
« MACAULAY?2, por D. Grayson y M. Stillman y su libreria para trabajar sobre D-
modulos "Dmodules” por A. Leykin y H. Tsai, ref. [[13].
o SINGULAR desarollado bajo la direccion de W. Decker, G.-M. Greuel, G. Pfister y
H. Schénemann y su subsistema PLURAL para trabajar en D-moédulos en el la que
nos centraremos en algunas de las librerias escritas por V. Levandovskyy, J. Martin-
Morales y Daniel Andres, ref. [3,/17,/18]

Usaremos ambos programas principalmente para el calculo del polinomio de Berns-
tein y comentar algunos de los comandos principales. Y la seguda parte constara de
ejemplos de estos calculos en ambos programas y algunas comparaciones de eficacia.

6.1 Paquetesy comandos principales para computar
el polinomio de Bernstein-Sato

6.1.1 Singular/plural

Singular es un sistema de Algebra Computacional para calculos polinomiales, con
especial énfasis en Algebra Conmutativa y no conmutativa, Geometria Algebraica y
Teoria de Singularidad. En este sistema podemos encontrar mas de 90 librerias. Nos
centraremos principalmente en las siguientes librerias y comandos:

bfun.lib. Escrita por Daniel Andres y Viktor Levandovskyy, ref. [3]. En esta libre-
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ria tenemos varios algoritmos para el calculo del polinomio de Bernstein-Sato de
un polinomio f € K|[x,,...,x,]. En particular, obtendremos las raices del polino-
mio de Bernstein-Sato b ,(s) y las multiplicidades de las mismas. Hay principalmen-
te tres comandos para el calculo del polinomio de Bernstein-Sato de un polinomio
f € K[xy,...x,]

- "bfctldeal". Computa la b-funcion global de un ideal holénomo con respecto a un
vector de peso, 0 # w € R . Este comando sigue el siguiente algoritmo:

bfctldeal(/, w).

Input: I C A, un ideal holonomo, 0 # w € R un vector de peso.

Output: La b-funcién global b; ,(s) € K[s] de I respecto del vector de pesos w.
J :=in, (I) (algoritmo 2.3.2 de la referencia [?2]])

s = Z w;X;0;
i=1

return b 1.0(8) 1= Principallntersect(s, J).

- "bfct". Computa el polinomio de Bernstein-Sato de f € K][x,...,x,], bs(s) , co-
mo ya hemos visto, aplicando el concepto de b-funcién global en ideales sobre el ideal
de Malgrange de f y una eleccion especifica del vector de peso. Este comando se basa
en el siguiente algoritmo:

bfct(f).

Input : f € K[x,,...,x,].

Output : El polinomio de Bernstein-Sato b ,(s) € K[s] de f.

I, :=<t-f,0,+ %dt, s 0, + ;}i@, >C A, <t,0, > el ideal de Malgrange de f.
w :=(1,0,...,0) € R™! de forma que el peso de 9, sea 1.

by ,(s) 1= bfctldeal(] , w).

return b (s) :=b; ,(—s —1).

- "bfctOneGB". Computa el polinomio de Bernstein-Sato de f usando una tnica base
de Groebner.

dmod.lib. Escrita por Jorge Martin Morales y Viktor Levandovskyy, ref. [18]. En
esta libreria podemos encontrar ciertos algoritmos para el calculo del polinomio de
Bernstein-Sato de un polinomio f € K[x,, ..., x, ], pero en estos casos, para la compu-
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tacion de dicho polinomio se usa prioritariamente el anulador de f*en A, < t,0, > el
cual hemos mencionado anteriormente que se puede probar que coincide con el ideal
de Malgrange del polinomio f. En la referencia de D. Andres [2]] se puede encontrar
el algoritmo que calcula el polinomio de Bernstein-Sato de un polinomio f usando el
conjunto Ann, _,,.(f*)y varios algoritmos para la computacion del ideal anulador
anterior.

Por otra parte en la misma libreria podemos encontrar el comando "isHolonomic", el
cual nos confirma si un médulo del Algebra de Weyl es o no es holénomo, que como
hemos visto durante el texto es una propiedad muy importante entre los A,-moédulos.

dmodapp.lib. Escrita por Daniel Andres y por Viktor Levandovskyy, ref. [17]. De
esta libreria podemos sacar varios comandos los cuales nos sirven mucho en nuestro
estudio, tales como:
- "GBWeight". Computa una base de Groebner de un ideal I respecto de unos vectores
de peso.
- "initialldealW". Computa el ideal inicial de un ideal I respecto de unos vectores de
peso.
- "charVariety". Computa la variedad caracteristica de un ideal 1.
- "fourier" y "inverseFourier". Aplican el automorfismo de Fourier y el inverso del au-
tomorfismo de Fourier respectivamente a un ideal /. (El automorfismo de Fourier esta
definido por x; = —0,, 0, = x,).
- "initialMalgrange". Computa una base de Groebner del ideal inicial de Malgrange.
A parte de estos comandos hay muchos otros y entre ellos podemos encontrar varios
relacionados con lo que hablamos anteriormente del conjunto anulador de un polino-
mio f.

Dentro de PLURAL hay una gran cantidad de librerias que no hemos mencionado,
debido a que nuestro objetivo principal es computar el polinomio de Bernstein-Sato
y por lo tanto nos hemos reducido a comentar aquellas librerias y aquellos comandos
que podamos usar con las herramientas previamente definidas. Todas las librerias se
pueden encontrar en el manual online de PLURAL donde también se puede encontrar
una gran cantidad de referencias muy utiles para comprender los algoritmos en los
que se basan estos comandos.
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6.1.2 Macaulay2/Dmodules

Macaulay?2 es otro sistema de software dedicado a apoyar la investigaciéon en Geo-
metria Algebraica y Algebra Conmutativa. Creado principalmente por Daniel R. Gray-
son y Michael E. Stillman. Macaulay2 incluye comandos para calcular entre otras mu-
chas cosas el polinomio de Bernstein-Sato de un polinomio f € K|[x,...,x,], que es
nuestro objetivo en esta seccion. Para poder aplicar dichos comandos en Macaulay2
podemos cargar el paquete "Dmodules”, cuyos autores son Anton Leykin y Harrison
Tsai. Este paquete contiene una gran variedad de comandos relacionados con los obje-
tos matematicos que hemos estado estudiando a lo largo del texto. Daremos y explica-
remos brevemente alguno de ellos y los compararemos con los del programa Singular.

- Para computar el ideal anulador de f* o de una lista de polinomios fls L so-
bre A, < t,d, > usaremos el comando "AnnFs".

- Para computar la b-funcién global de un ideal I con respecto a un vector de pesos
podemos usar el comando "bFunction(/,w)".

- El calculo de las variedades caracteristicas ya sea para un ideal I o para un D-
modulo se puede hacer con los comandos "charldeal". Cuando aplicamos este comano
a un ideal I, nos devuelve la variedad caracteristica correspondiente al médulo D/ 1
donde D es, en nuestro caso, el algebra de Weyl con la que estemos trabajando.

- De la misma forma funciona el comando "Ddim" que calcula la dimensién de un
modulo sobre el algebra de Weyl y podemos aplicarselo directamente a un médulo o
a un ideal I, en este segundo caso calculara la dimensién del médulo D/1.

- Al igual que en Singular el comando "Fourier" computa la transformacién por el au-
tomorfismo de Fourier de un ideal o de un anillo y "FourierInverse" calcula la inversa
de este automorfismo.

- Para computar una base de Groebner de un ideal podemos usar el comando "gbw"
de la forma "gbw(I, w)" donde w es un vector de pesos.

- Para el calculo del polinomio de Bernstein-Sato en Macaulay2 hay varios coman-
dos pero el que usaremos principalmente es el comando "globalBFunction(f)" calcula
el polinomio de Bernstein-Sato de f siguiendo un algoritmo muy similar al del co-
mando bfct en Singular. Primero calcula el ideal de Malgrange de f, después toma el
vector de pesos w = (1,0, ...,0) de forma que el peso de 0, sea 1. Después hace B(s) =
bFunction(/, w) y por ultimo hace b(s) = B(—s —1). Donde el comando "bFunction”
es el que mencionamos anteriormente que calcula la h-funcioén global de un ideal 1
respecto de un vector de pesos w.

- "inw(/, w)" computa el ideal inicial de un ideal I del algebra de Weyl con respecto
al vector de pesos w.



6. PROGRAMAS PARA EL CALCULO DEL POLINOMIO DE BERNSTEIN SATO Y EJEMPLOS 61

- De la misma forma que en Singular el comando "isHolonomic" sobre un médulo M
o sobre un ideal I nos verifica si es holonomo. En el caso de aplicarlo sobre un ideal
1, nos verifica si el médulo A,/I es holéonomo. El algoritmo en el que se basa este
comando se puede encontrar en la pagina 8 de la referencia [14]. En la misma refe-
rencia podemos encontrar otro algoritmo para caluclar el polinomio de Bernstein-Sato
mediante el calculo del conjunto anulador de f*en A, < t,0, >.

6.2 Ejemplos del calculo del polinomio Bernstein

El célculo del polinomio de Bernstein-Sato de un polinomio f € K[x,,...,x,] es

muy complicado de hacer a mano, hasta cuando tratamos un numero considerable-
mente pequeno de variables. Es por ello que se utilizan estos programas para su calcu-
lo. Incluso usando programas especialmente enfocados en estos calculos veremos en
esta seccion que el calculo del polinomio de Bernstein-Sato de ciertos polinomios re-
quiere una gran cantidad de tiempo debido al enorme coste computacional que tiene.
Por otra parte hay ciertos polinomios, de los cuales hablaremos muy brevemente, en
los que podemos obtener directamente su polinomio de Bernstein-Sato debido a cier-
tos resultados que comentaremos posteriormente.
Por ultimo antes de empezar a escribir ejemplos y representarlos en tablas vamos a
implementar dos scripts correspondientes a los calculos de un polinomio de Bernstein-
Sato de un polinomio f fijado, para mostrar como hemos realizado los ejemplos y las
tablas que daremos a continuacion.
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loadPackage( "Dmodules")

Dmodules

Package

R=QQ[x,y,z]

R

PolynomialRing
F=xXA2*y+y 2% Z+Z72*X

2 2 2
XY +Y Z+ X*zZ

R
b=globalBFunction f
5 4 173 3 2332 154

S +75 4 ---§ 4 ---5 4 ---5 ¢
9 9 9

: QQ[s]

La imagen de la izquierda corresponde al calculo del polinomio de Bernstein-Sato del
polinomio f(x,y, z) = x>y + y°z + z°x en el programa Singular usando el comando
bfct, que es el que usaremos en este programa. Para poder usar este comando debemos
de cargar la libreria bfun.lib.

Por otro lado la segunda imagen corresponde al calculo del polinomio de Bernstein-
Sato del mismo polinomio f en Macaulay2 usando el comando globalBFunction.
Para poder usar ese comando debemos cargar la libreria correspondiente, Dmodules.
Podemos factorizar el polinomio obtenido por el comando globalBFunction, sobre
el polinomio f, usando el comando factor. De esta forma obtendremos el polinomio
de Bernstein-Sato asociado a f de forma factorizada y por tanto podremos obtener
las raices del polinomio tal y como se obtiene directamente en Singular y asi poder
compararlos con mas eficacia.
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Ejemplo1. El siguiente resultado se puede encontrar en [20]. Sea f € K|[x, ...,
de la forma f(x,,...,x,) =
P(s) € A,[s] que satisface

X,],
x;c"k. Entonces tenemos que el operador diferencial
P(s) - f5*!' = b(s) - f*, con b(s) el polinomio de Bernstein-Sato de f.

viene dado por P(s) = c- 0 b 0
de f viene dado por

, con ¢ constante. Y el polinomio de Bernstein-Sato

N%fh+—>fk+—>

i=1 i=1

Representaremos los calculos que se obtengan en este ejemplo en una tabla de dos co-
lumnas, la primera de ellas con el polinomio f del cual queramos calcular el polinomio
de Bernstein-Sato y la otra columna con las raices de este polinomio, multiplicadas
por (—1) ya que sabemos que las raices del polinomio de Bernstein-Sato asociado a un
polinomio f € K[X] arbitrario son siempre nimeros racionales negativos (ver [16]).
Con respecto a las raices usaremos la expresion (a)” para expresar que a es una raiz
de multiplicidad m del polinomio de Bernstein-Sato asociado al polinomio f. Por otra
parte notar que en estos ejemplos no haremos una comparativa de los tiempos trans-
curridos en los dos programas al ejecutar los comandos correspondientes, ya que el
tiempo que han necesitado ambos programas para realizar los calculos ha sido insig-
nificante.

Input Negativo de las raices
xXyz 1)
1na 14 /3
xtytzu (1)4,(5)4,(1)4,(1)4
435 3\ 20 /1

x°yz> (1)%, (-)2 (-)2 (-)2 (g)2

5,10 ,15 314 9 13 43 11 7 2 2 il 2313 4 I3 2 11
x2y4 i . (7 1510715 (5) 415 1 33(3)2’51 ’12 415;(?) ]’3;1?’%5’(5) 1510 15
xX“y'z°u (1%5.5.()555G) 53 0%

357 11 410694852734653241231211
Xyz'u O S P IS P I S I Pl I

Como podemos observar en este ultimo polinomio f = x*y°z’u'! obtenemos que en
el polinomio de Bernstein-Sato asociado a f, b(s), solo se repite la raiz s = 1. Esto es
obvio cuando observamos el resultado anterior ya que todos los exponentes del poli-
nomio f* son primos y por tanto en cada uno de los productos el tnico i; que divide
am; es el propio i; = m;.
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Ejemplo 2. Aqui vamos a tomar diferentes tipos de polinomios con los que po-

der obtener una pequefia comparaciéon de los tiempos necesarios para la obtenciéon

del polinomio de Bernstein-asociado. Primero representaremos en una primera tabla

los polinomios que vamos a tratar en ambos programas y las raices del polinomio de

Bernstein-Sato asociado, al igual que antes, multiplicadas por (-1). Después en una

segunda tabla daremos la comparacion de tiempos necesarios. Se pueden encontrar

mas ejemplos en las referencias [2,26].

Input Negativo de las raices
0+ x) 1222137 ()217919gg
Y Y 16> 1678716 16° 8’ 8’16716 8
8 3 7 131537 295113137
X +y +xy _’_7_9_’_7_9(1)’_’_7_9_’_’_
48278748 8’4’ 8 i 874
x4yl 4yl 23 45 6 3178 910 qp712 18 1305 I 17 18 19 20
. . Y . Y ) 1’1’1’1’ 11’11’ 1 ’311’112’5 3’%1’119’1 117117117117 117 11
X +y +Z _(xyZ) _3(1)’275’2’ ’Z
5 9 3 14 19 22 23 8 26 28 29 31 32 11734 37 38 13 41 14 43 44 46
x"+y +xy Ty Ty T — o L=
457 457 457 457 157457 457 45° 457 457 157 45° 457 45° 15° 457 15° 45° 45° 45’
471649172§§£§616222
. , ) 45° 157 457 15 45° 3;5545 157457 45”457 15
X +y _(xyz) 13(1)3275’1’2
x+y +z1° 1
2 3 10 11 6 13 7 3 8 17 9 19
X +y +z 1’1_35’555757555’5,_0’
X3 4 3+ z10 23 132 E£Z§22ﬂ222§234784917é2
Y 307152307 71571076757 157107307 5730715227 15730°5730° 107157 5’
R I R )
6’10 15°30” 15’ 30

La siguiente tabla es la tabla de tiempos correspondientes a los polinomios anteriores

en ambos programas. Los tiempos vienen dado con el formato "miutos:segundos”.

Input Singular | Macaulay?2

x*+ 30 4+ x)y° 0:03 0:17
x84+ 8+ xy’ 0:02 0:12
x4yl 4 xypl0 0:10 3:43
x*+ y 4 2 = (xyz)? 0:07 0:22
x4+ +x)8 0:59 26:17
x4+ y* = (xyz)? 0:02 0:01
x+y> +z1 0:01 0:01
x?+y + 210 0:02 0:01
x4+ 4210 0:04 0:01

Algunos de los ejemplos que se han probado no se han podido implementar ya que en
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alguno de los dos porgramas la operacion no finalizaba. Esto nos indica como ya se
venia diciendo que este polinomio es dificil de calcular incluso computacionalmente
con unos programas algebraicos fuertes. De los ejemplos que he hecho en general se
pueden sacar varias conclusiones. El tiempo del calculo claramente depende del al-
goritmo. Por otra parte se puede observar que cuando el polinomio es homogéneo el
tiempo del calculo es mucho menor que cuando no lo es, en la mayoria de los casos.
Por ejemplo tomando el polinomio f = x® + y® + xy’ hemos observado que el poli-
nomio de Bernstein-Sato asociado a f no tiene un gran numero de raices y ademas
ninguno de los programas que hemos usado requiere de mucho tiempo para calcu-
larlo (2 segundos en Singular y 12 segundos en Macaulay). En cambio, si cambiamos
algun exponente con tal de que no sea homogéneo, el resultado varia muchisimo. Por
ejemplo tomando ahora g = x® + y® + x)° obtenemos que el polinomio de Bernstein-
Sato asociado a g tiene 42 raices, en cambio el de f tenia unas 14 raices. No sélo eso,
el calculo del polinomio de Bernstein-Sato asociado a g tardé aproximadamente 1:35
minutos en Singular, mientras que en Macaulay?2 acabé cancelando la operacién.
Podemos observar también que en la mayoria de los ejemplos Singular realiza la ope-
raciéon considerablemente mas rapido que Macaulay2. Es mas, la mayoria de ejemplos
que no he implementado es debido a que en el programa Macaulay?2 no finalizaba la
operacion pasada media hora. Por lo que yo diria que el programa Singular es mejor
a la hora de calcular el polinomio de Bernstein-Sato que el programa de Macaulay2.
Dejando en un segundo lugar qué programa sea mejor que el otro, la principal con-
clusion que saco es que el calculo del polinomio de Bernstein-Sato para un polinomio
arbitrario f tiene un enorme coste computacional incluso para un nimero considera-
blemente pequefio de variables. Aunque estoy seguro de que estos algoritmos tienen
variables las cuales pueden mejorar considerablemente el calculo de estos polinomios
en casos particulares. Es decir, creo que la dificultad de obtener un algoritmo con el
que se obtenga un resultado en un tiempo pequefio para el calculo del polinomio de
Bernstein-Sato sobre cualquier polinomio f es muy dificil. No obstante algunos de
estos algoritmos pueden modificarse para agilizar el calculo en determinados casos,
(ver [2]).

De todas formas no es para nada raro que el calculo de b-funciones sea muy costoso
computacionalmente, pues la b-funcion de una singularidad es un invariante muy fino
que contiene una gran informaciéon. Hoy en dia se dista mucho de conocerse bien el
comportamiento de la b-funcion por deformaciones y otras operaciones geométricas.
Se trata de un aspecto de la Teoria de Singularidades muy activo en la actualidad y
para el que este trabajo debe considerarse simplemente como un "aperitivo".
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