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Resumen

En este trabajo, con objetivo de estudiar una serie de curvas, veremos la cone-
xión entre distintas ramas de la matemática: los productos de Blaschke, el Teorema
de Poncelet y la extensión numérica de un operador. Estos son conceptos que en un
principio parecen alejados entre sí, pero como estudiaremos más adelante, están
íntimamente ligados. A través de la extensión numérica de un operador, que surge
de los productos de Blaschke, podremos construir lo que se conoce como curvas de
Poncelet. Veremos también cuándo estas curvas son elipses y por tanto, verifican el
teorema de Poncelet para cónicas.





Abstract

This paper aims to study a series of curves, what will lead us to connect three
different concepts from diverse areas of mathematics: Blaschke products, Ponce-
let’s theorem and the numerical range of an operator. These are concepts that at
first seem not to be connected at all, but, as we will study later, are closely related.
Through the numerical range of an operator, which comes from Blaschke products,
we will construct what is knonwn as Poncelet curves. We will also review when these
curves are ellipses and therefore verify Poncelet’s theorem for conics.





Introducción

En el trascurso de este trabajo, vamos a tratar con conceptos de distintas ramas
de las matemáticas. Vamos a ver desde geometría hasta teoría de operadores, pa-
sando por análisis complejo. Cada una de estas ramas nos va a aportar una serie de
resultados que al principio nos van a parecer alejados unos de otros, pero confor-
me vayamos avanzando, estos irán encajando hasta que finalmente completemos el
marco general de la teoría que estudia determinadas curvas. Pese a que en nuestro
camino hallaremos muchas respuestas, también plantearemos una serie de pregun-
tas abiertas que indican la actividad de estas relaciones.

Utilizaremos como guía principal [6]. En esta se recogen todos los resultados que
aquí se plasman. Aún así, no deja de ser una guía, por lo que en varios puntos nos
alejaremos de esta e incorporaremos resultados y demostraciones propias.

Empecemos en primer lugar con la geometría. Consideremos dos cónicas D y E

y un punto z1 ∈D. Si trazamos pasando por z1 una recta tangente a E , esta cortará a
D en otro punto z2. Si repetimos este mismo proceso desde z2 obtenemos un z3 ∈D.
En este proceso iterativo pueden ocurrir dos cosas. La primera es que obtengamos
una sucesión {zm}m≥1 ⊆ D con todos los elementos distintos. La segunda, y más
interesante, es que para algún n ∈ N se tenga que zn+1 = z1. Si se da esta última
propiedad, el teorema de Poncelet nos dice que realmente se cumple para cualquier
punto en D y con el mismo número n de iteraciones. Este último resultado puede
ser reformulado de la siguiente manera.

Teorema 0.1 (Poncelet). Sean D y E dos cónicas. Si existe un polígono de n la-
dos inscrito en D que circunscribe a E , entonces dicho polígono forma parte de una
familia infinita de polígonos de n lados que están inscritos en D y circunscriben a E .

Podemos, para simplificar, en lugar de considerar una cónica cualquiera D, to-
mar el círculo centrado en el origen de radio 1, T. No solo eso, sino que podemos
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Figura 1: Elipse de Poncelet con focos en −1
2 y 1

2 − i 1
2 .

pensar que la cónica E es una elipse dentro del disco unidad D. A las elipses que
cumplan la propiedad reflejada en el Teorema de Poncelet las llamaremos elipses
de Poncelet.

El concepto de elipse de Poncelet se puede extender a cualquier curva genérica.
Dada una curva C en el interior del círculo unidad D, diremos que es una curva de
Poncelet si para todo z ∈T existe un polígono de n lados inscrito enT y con z vértice
del mismo tal que circunscribe a la curva C . Diremos entones que C es una n-curva
de Poncelet.

Nuestros intereses van a ser conocer cómo construir estas curvas y estudiar cuán-
do dicha construcción da lugar a una elipse. Para resolver ambos, vamos a hacer uso
de la teoría de operadores. En concreto del concepto de extensión numérica de un
operador.

Definición 0.2. Sea H un determinado espacio de prehilbertiano con un producto
escalar. Dado un operador lineal T : H → H, se define la extensión numérica de T
como el conjunto

W (T ) = {〈x|T x〉 ∈C : x ∈ H ,‖x‖ = 1}. (1)

Con 〈|〉 el producto escalar de H tal que si α,β ∈C y x, y, z ∈ H

1. 〈z|αx +βy〉 =α〈z|x〉+βz y.
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Figura 2: Ejemplo de una 5-curva de Poncelet.

2. 〈x|y〉 = 〈y |x〉.
3. 〈x|x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0.

En lo que a nosotros respecta, vamos a trabajar con espacios de Hilbert. En la
mayoría de los casos será con Cn y por tanto, los operadores lineales serán matrices
n ×n.

La extensión numérica de una matriz es un subconjunto del plano complejo que
cumple una serie de propiedades. Entre ellas, se encuentra el que sea un conjunto
compacto y convexo. Esta última es muy importante ya que nos permite obtener el
conjunto completo simplemente conocida la frontera del mismo. Kippenhahn en
[14] estudió cómo obtener la frontera de estos conjunto a través de lo que llamaba
la curva generadora de la frontera. La idea intuitiva detrás de esta curva consiste en
conseguir líneas tangentes que delimitan el conjunto. Mediante transformaciones
de la matriz, se obtienen distintas rectas tangentes obteniendo así la envolvente de
la frontera.

Dejando a un lado lo anterior, entra en escena otro concepto clave de nuestro
trabajo. Este no es más que los productos de Blaschke, que son funciones del plano
complejo en el plano complejo.

Definición 0.3. Dados a1, . . . , an ∈D y µ ∈T, se define el producto de Blaschke B de
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Figura 3: Extensión numérica de la matriz A =
(
−1

2
1
2

√
3
2

0 1
2 − i 1

2

)
.

grado n como la función

B(z) =µ
n∏

i=1

z −ai

1−ai z
. (2)

Los productos de Blaschke se caracterizan porque son funciones holomorfas
que cumplen B(D) = D y B(T) = T. Es más, esta es condición suficiente para que
una función compleja sea un producto de Blaschke. Dado un λ ∈T se cumple que la
ecuación B(z) = λ tiene n soluciones distintas sobre la circunferencia unidad. Esto
nos permite identificar n puntos de T construyendo así un polígono inscrito en la
misma. Tenemos por tanto, una familia de polígonos inscritos en la circunferencia
unidad dados por el producto de Blaschke. Si hacemos la intersección de todos es-
tos polígonos, obtenemos un conjunto cerrado en el interior del disco D e inscrito
en la familia de polígonos.

Es posible que con los dibujos ya el lector se haya percatado de que hay una
cierta relación entre todos los conceptos y resultados expuestos. Vamos a revelar la
última pieza clave en la conexión de todos ellos.
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Figura 4: Identificación de puntos de la circunferencia a través del producto de Blasch-
ke con µ= 1 y ceros 0,−1

2 y 1
2 − i 1

2 . Dos puntos z!, z2 ∈T están unidos por un segmento
si cumplen B(z1) = B(z2).

Como ya hemos mencionado, la teoría de operadores es importante en nuestro
discurso, pero en concreto nos centramos en el operador desplazamiento.

Definición 0.4. Se define el operador desplazamiento S : H 2 → H 2 que lleva f en
S( f ) definida como

S( f )(z) = z f (z), (3)

donde H 2 no es más que el conjunto

H 2 = {
f ∈ L2(T) : f̂ (n) = 0 para n < 0

}
.

Este último espacio se estudiará mucho más a fondo, de momento quedémonos
con que es un espacio de Hilbert.

Dado B un producto de Blaschke de grado n podemos construir un determinado
subespacio KB ⊆ H 2 de dimensión n. La restricción del operador desplazamiento a
dicho subespacio está representada por una matriz n ×n que está dentro de una
determinada clase de matrices particular. Lo interesante de estas matrices es que
sus autovalores son los ceros del producto de Blaschke B asociado. Pero no solo
eso, si calculamos su extensión numérica obtenemos un conjunto de puntos en el
interior del disco unidad. Este conjunto tiene una propiedad que enlaza por fin todo
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lo anterior. La frontera del mismo, no es nada más y nada menos que una curva de
Poncelet. En otras palabras, hemos hallado un método de construcción de curvas
de Poncelet.

A partir de aquí surgen una serie de problemas a resolver. Por ejemplo, cuándo
esta curva es una elipse. Veremos que para n = 3 lo es siempre; y para n = 4 si y
solo si el producto de Blaschke se puede descomponer como composición de dos
productos de Blaschke de grado 2. Otro problema relacionado es cuándo una curva
de Poncelet procede de un producto de Blaschke. Lamentablemente, no existe en
la actualidad un criterio para hacerlo, pero sí veremos un ejemplo de una curva de
Poncelet que no proviene de un producto de Blaschke. Por último, nos planteamos
si dada una elipse dentro del círculo unidad en las condiciones del Teorema de Pon-
celet, proviene de un producto de Blaschke o no. Confirmaremos que si el polígono
que la circunscribe es convexo, entonces dicha elipse se construye a partir de un
producto de Blaschke, pero si no es así, no tenemos respuesta.

En resumen, los productos de Blaschke establecen una conexión entre áreas tan
diferentes como Análisis Complejo, Geometría Proyectiva y Análisis Funcional, a
través del teorema y las curvas de Poncelet, el concepto de extensión numérica de
una matriz y el operador de desplazamiento en un cierto espacio de Hilbert.



1 Conceptos fundamentales.

En esta primera parte, vamos a asentar las bases del estudio de las curvas de
Poncelet a través de los productos de Blaschke. Vamos a ver, en efecto, la definición
de producto de Blaschke, así como sus propiedades principales. Posteriormente ve-
remos el concepto de extensión numérica, propiedades y algunos resultados rela-
cionados. Y por último, estudiaremos el operador desplazamiento y la clase Sn .

1.1 Propiedades de los productos de Blaschke.

Definición 1.1 (Producto de Blaschke). Sean ai ∈D⊂C, i = 1, . . . ,n y µ ∈T (sien-
do T la circunferencia unidad y D el disco abierto unidad). Definimos entonces el
producto de Blaschke asociado como

B(z) =µ
n∏

i=0

z −ai

1−ai z
. (1.1)

En muchos casos hablaremos del producto de Blaschke B y su conjunto de ceros
ai ∈D i = 1, . . . ,n asociados.

Los productos de Blaschke van a ser un conjunto de funciones complejas de vital
importancia en el desarrollo de nuestro tema. Estas cumplen una serie de propie-
dades que probaremos empleando el Teorema del módulo máximo.

Proposición 1.2. El teorema del módulo máximo tiene dos versiones equivalentes:

1. Sea f una función analítica en un abierto conexo U ⊂ C y a ∈U cumpliendo∣∣ f (a)
∣∣≥ ∣∣ f (z)

∣∣ para todo z ∈U , entonces f es constante.
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2. Sea U ⊂C un conjunto abierto acotado y supongamos que f es continua en U
y analítica en U , entonces

máx{| f (z)| : z ∈U } = máx{| f (z)| : z ∈ ∂U }.

Demostración. Podemos encontrar la demostración detallada de esta equivalencia
en la referencia [5, pp. 128-129].

Proposición 1.3. Una función B de Blaschke cumple las siguientes propiedades:

1. Son funciones analíticas en un abierto U ⊃D.
2. B lleva puntos de T en puntos de T.
3. B lleva puntos de D en D.

Demostración. La prueba de (1) es sencilla. Basta comprobar que existe un abierto
U que contiene a D y en el que no hay polos de B . Es claro ver que

|ai | < 1∀i = 1, . . . ,n =⇒
∣∣∣∣ 1

ai

∣∣∣∣> 1 ⇐⇒
∣∣∣∣ 1

ai

∣∣∣∣> 1 ⇐⇒ 1

ai
∉D

con lo que los polos de B se encuentran fuera del disco unidad. Es suficiente tomar
el abierto U = B(0, 1

‖ai0‖
) ⊃D con 1

ai0
el de menor norma.

Pasemos a (2). Consideremos e iθ ∈T, entonces se cumple que∣∣∣B(e iθ)
∣∣∣= n∏

j=1

∣∣∣∣ e iθ−ai

1−ai e iθ

∣∣∣∣= n∏
j=1

1∣∣e−iθ
∣∣
∣∣∣∣ e iθ−ai

1−ai e iθ

∣∣∣∣= n∏
j=1

∣∣∣∣ e iθ−ai

e−iθ−ai

∣∣∣∣= n∏
j=1

|ci |∣∣ci
∣∣ = 1.

Por tanto B(e iθ) ∈T.

Probemos el punto (3). Para ello, nos limitamos al caso en el que B sea un pro-
ducto de Blaschke de grado 1 normalizado (µ= 1). Extender esto al caso general es
trivial. Consideremos

B(z) = z −a

1−az
.

Como sabemos por (2) |B(e iθ)| = 1 con e iθ ∈ ∂D = T y por (1) es analítica en D y
continua en ∂D. Luego por la segunda versión del Teorema del módulo máximo (1.2)

|B(z)| ≤ 1 ∀z ∈D.

Pero como B(z) no es una función constante (solo hay que comprobarlo para un par
de valores), se llega a que necesariamente |B(z)| < 1 para todo z en el disco unidad.
Finalizando así la demostración.
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Los productos de Blaschke son mucho más interesantes. Las propiedades descri-
tas en la Proposición 1.3 no son solo condición necesaria para que sea un producto
de Blaschke, también son condición suficiente. Una vez más, para demostrar esto
haremos uso del Teorema del módulo máximo 1.2 en sus distintas equivalencias.

Lema 1.4. Sea f una función no constante. Entonces f es analítica en un conjunto
abierto U conteniendo a D y lleva D en sí mismo y T en sí mismo si y solo si f es un
producto de Blaschke.

Demostración. ⇐ Es evidente a través de la Proposición 1.3, que todo producto
de Blaschke B cumple las propiedades anteriores.

⇒ Demostremos la otra implicación. Como f es una función no constante, los
ceros de esta no pueden tener puntos adherentes en D, por lo que estos están aisla-
dos en D. Como | f | = 1 en T, los ceros tampoco pueden tener puntos adherentes en
T, entonces necesariamente f tiene un número finito de ceros en D, a1, . . . , an ∈ D.
Teniendo en cuenta que se cumple

|ai | < 1∀i = 1, . . . ,n ⇐⇒
∣∣∣∣ 1

ai

∣∣∣∣> 1 ⇐⇒
∣∣∣∣ 1

ai

∣∣∣∣> 1 ⇐⇒ 1

ai
∉D

podemos tomar 1
ai0

de menor norma y construir U ′ = U ∩B(0,‖ 1
ai0

‖) ⊂ U tal que
1

ai0
∉U ′ ∀i = 1, . . . ,n. Si consideramos ahora el desarrollo en serie de potencias de f

se cumple que
f = (z −a1)(z −a2) · · · (z −an)g (1.2)

con g una función analítica en U ′. Además, como los 1
ai0

∉U ′∀i = 1, . . . ,n, se cumple

que
(
(1−ai z) · · · (1−an)

)−1 es analítica en U ′ de modo que

f = z −a1

1−a1z
· · · z −an

1−an z
h = Bh (1.3)

siendo h una función analítica en U ′ y que no se anula en dicho abierto. Así, f /B
y B/ f son analíticas en U ′. Por ser ambas continuas en el compacto D, tienen que
alcanzar el máximo. Como | f | = |B | = 1 en T, | f /B | = |B/ f | = 1 en T y empleando la
segunda versión del teorema del módulo máximo se cumple que en D∣∣∣∣ f

B

∣∣∣∣≤ 1 y

∣∣∣∣B

f

∣∣∣∣≤ 1.

Y por tanto, |B(z)| = | f (z)| ∀z ∈D. En consecuencia, |h(z)| = 1 ∀z ∈D y por la versión
primera del teorema del módulo máximo h(z) = γ ∈ T. Confirmamos así que f no
es más que un producto de Blaschke.
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Como podemos ver, los productos de Blaschke son funciones muy particulares.
Estas están muy bien definidas a través de una serie de características, que en con-
secuencia, nos proporcionan diversas propiedades.

Proposición 1.5. Sea B un producto de Blaschke de grado n con ceros en a1, . . . , an .
Entonces se cumple lo siguiente:

1. La derivada del logaritmo de B es

d(log(B(z)))

d z
= B ′(z)

B(z)
=

n∑
i=1

1−|ai |2
(1−ai z)(z −ai )

. (1.4)

2. El argumento de B(e iθ) es una función estrictamente creciente de θ.
3. Para cada λ ∈ T, existen exactamente n distintas soluciones a la ecuación

B(z) =λ las cuales se encuentran en la circunferencia unidad T.

Demostración. La prueba de (1) es sencilla, simplemente hay que aplicar las pro-
piedades de la derivada

log(B(z)) = log(µ)+
n∑

i=1

(
log(z −ai )− log(1− zai )

)
de donde se sigue que

d(log(B(z)))

d z
= B ′(z)

B(z)
=

n∑
i=1

(
1

z −ai
− ai

1−ai z

)
=

n∑
i=1

(
1− zai + zai −|ai |2

(1−ai z)(z −ai )

)
=

=
n∑

i=1

1−|ai |2
(1−ai z)(z −ai )

.

Para probar (2) vamos a emplear (1). Tomemos z = e iθ. Si escribimos B(e iθ) =
e iψ, se cumple que

ψ=−i log(B(e iθ)). (1.5)

Derivando y haciendo uso de la regla de la cadena es fácil ver que

dψ

dθ
= e iθ B ′(e iθ)

B(e iθ)
= B ′(e iθ)

e−iθB(e iθ)
=

n∑
i=1

1−|ai |2
(e−iθ−ai )(e iθ−ai )

=
n∑

i=1

1−|ai |2
|e iθ−ai |2

> 0 (1.6)

donde hemos tenido en cuenta que los a1, . . . , an ∈D.

Probemos ahora (3). Para cada λ ∈T, queremos resolver B(z) =λ o equivalente-
mente

µ(a −a1)(z −a2) · · · (z −an) =λ(1− za1)(1−a2z) · · · (1−an z). (1.7)
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Este es un polinomio de grado n en un cuerpo algebraicamente cerrado por tanto,
tiene que tener z1, . . . , zn ∈T raíces (contando multiplicidad). El hecho de que estas
raíces se encuentren en T se debe a que B−1(T) = T. Vamos a ver que ninguna de
estas raíces es múltiple, en otras palabras, B(z) = λ tiene n raíces distintas. Esto es
consecuencia directa del punto (2). Como |B(e iθ)| = 1, se cumple entonces que

|B ′(e iθ)| =
∣∣∣∣e iθ B ′(e iθ)

B(e iθ)

∣∣∣∣= n∑
i=1

1−|ai |2
|e iθ−ai |2

> 0

y en consecuencia B ′(e iθ) 6= 0. Si consideramos F (z) = B(z)−λ, con F (zi ) = 0, zi ∈T.
Como F ′(zi ) = B ′(zi ) 6= 0, zi es un cero de orden 1. Tenemos entonces que los zi son
n elementos distintos.

Lo que más nos va a interesar de este resultado es que, siendo B un producto
de Blaschke de grado n, identifica n puntos distintos de la circunferencia unidad
mediante B(z) =λ con λ ∈T.

Ejemplo 1.6. Si consideramos el producto de Blaschke normalizado, es decir, con
µ= 1, y ceros 0, 1

2 + i 1
2 , 1

2 − i 1
2 ∈D. Podemos dibujar los triángulos que describen los

puntos de la forma B(z) = 1 y B(z) =−1.

Figura 1.1: Conjunto de puntos que verifican B(z) = 1 y B(z) =−1, con B el producto
de Blaschke con µ= 1, y ceros 0, 1

2 +i 1
2 , 1

2 −i 1
2 ∈D. Dos puntos z1 y z2 enT están unidos

por un segmento si cumplen B(z1) = B(z2).
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Podemos obtener aún más resultados de los productos de Blaschke que nos van
a ser interesantes, y algunos útiles para resultados posteriores.

Proposición 1.7. Sea B un producto de Blaschke de grado n ≥ 2 con ceros 0, a1, . . . , an−1.
Sea λ ∈T y denotemos por z1, . . . , zn a las n soluciones de B(z) =λ. Consideremos la
función F de la siguiente forma

F (z) = B(z)/z

B(z)−λ = µ
∏n−1

i=1 (z −ai )

z
∏n−1

i=1 (z −ai )−λ∏n−1
i=1 (1−ai z)

=
n∑

i=1

mi

z − zi
(1.8)

Siendo este último término el desarrollo en suma de fracciones simples de F . En-
tonces se cumple lo siguiente

1.
∑n

i=1 mi = 1
2. Para cada i = 1,2, . . . ,n tenemos que mi = λ

zi B ′(zi ) .

3. Para cada i = 1,2, . . . ,n tenemos que 1
mi

= 1+∑n−1
k=1

1−|ak |2
|zi−ak |2 .

4. Para cada i = 1,2, . . . ,n tenemos que 0 < mi < 1.

Demostración. Como ya sabemos, la expansión en fracciones simples de F es de la
forma

F (z) =
n∑

i=1

mi

z − zi
.

Consideremos ahora

zF (z) =
n∑

i=1

mi z

z − zi
.

Haciendo tender z →∞

1 = ĺım
z→∞

B(z)

B(z)−λ =
n∑

i=1
mi ĺım

z→∞
z

z − zi
=

n∑
i=1

mi .

De modo que
∑n

i=1 mi = 1, probando así (1).

Pasemos ahora a probar (2). Como sabemos, B(zi ) =λ, luego(
z − zi

B(z)−B(zi )

)
B(z)

z
= (z − zi )B(z)

z(B(z)−λ)
= (z − zi )F (z) = ∑

k 6=i

mk (z − zi )

z − zk
+mi .

El término de la izquierda de la igualdad nos insinúa una derivada, es por ello que
tomamos z → zi , obteniendo

mi = ĺım
z→zi

(
z − zi

B(z)−B(zi )

)
ĺım
z→zi

B(z)

z
= B(zi )

zi B ′(zi )
= λ

zi B ′(zi )
.
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Probamos así (2).

Para probar (3) recurrimos a la fórmula de la Proposición 1.5. Teniendo en cuen-
ta que hemos considerado un cero de B en 0, se cumple

B ′(z)

B(z)
= 1

z
+

n−1∑
k=1

1−|ak |2
(1−ak z)(z −ak )

.

En concreto, si tomamos zi ∈T y teniendo en cuenta que zi = 1
zi

, se cumple

zi B ′(zi )

B(zi )
= 1+

n−1∑
k=1

1−|ak |2
zi (1−ak zi )(zi −ak )

= 1+
n−1∑
k=1

1−|ak |2
(zi −ak )(zi −ak )

= 1+
n−1∑
k=1

1−|ak |2
|zi −ak |2

.

Si tenemos ahora en cuenta que B(zi ) =λ así como (2)

1

mi
= 1+

n−1∑
k=1

1−|ak |2
|zi −ak |2

.

La prueba de (4) se sigue de (3). Como |ak | < 1 por pertenecer al disco unidad,
se tiene que 1−|ak |2 > 0 y por tanto

1

mi
= 1+

n−1∑
k=1

1−|ak |2
|zi −ak |2

> 1.

Luego 0 < mi < 1.

Una observación interesante de este resultado es que podemos escribir la fun-
ción F (z) como una combinación convexa de funciones racionales simples.

1.2 Extensión numérica.

Uno de los conceptos básicos que vamos a ver ahora es el concepto de extensión
numérica de un operador. Este concepto, propio del análisis funcional, se utiliza no
solo en matemáticas, sino también algunas ramas de la física como la física cuántica
o la física del estado sólido. Nosotros, de momento, nos vamos a centrar en estudiar
sus propiedades geométricas.

Definición 1.8 (Extensión numérica). Consideremos un espacio vectorial prehil-
bertiano X , y un operador linear T : X → X . Entonces se define la extensión numérica
de T como el conjunto

W (T ) = {〈x|T x〉 | x ∈ X ,‖x‖ = 1} ⊂C. (1.9)
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Antes de ver algunas propiedades de la extensión numérica veamos un poco de
teoría de operadores.

Definición 1.9 (Operador adjunto). Sea X un espacio de Hilbert y T : X → X un
operador lineal. Definimos el operador adjunto de T , denotado por T ∗, como el ope-
rador T ∗ : X → X cumpliendo que

〈T x|x〉 = 〈x|T ∗x〉 ∀x ∈ X . (1.10)

La existencia de este operador es clara para el caso en el que X sea un espacio de Hil-
bert. Para más contenido relacionado con este concepto se recomienda la referencia
[20].

Proposición 1.10. Dado un operador lineal T , se cumple que (T ∗)∗ = T .

Demostración. Este es un resultado básico de análisis funcional que se puede de-
mostrar a partir de la definición de operador adjunto.

Definición 1.11. Dado un espacio de Hilbert X y un operador lineal T : X → X
decimos que

1. T es normal si T T ∗ = T ∗T
2. T es autoadjunto si T = T ∗

3. T es unitario si T T ∗ = T ∗T = I . Siendo I el operador identidad.

Observación 1.12. Es necesario remarcar que el producto que estamos empleando
entre operadores no es más que la composición de estos, es decir

(AB)(x) = A(B(x)).

Observación 1.13. Ser unitario y/o autoadjunto implica ser un operador normal.

Aunque se haya trabajado en las definiciones anteriores con operadores lineales
de forma genérica, vamos a centrar todo nuestro estudio en espacios de dimensión
finita, es decir, vamos a emplear la representación matricial de los operadores.

Proposición 1.14. Sea A una matrix n ×n, entonces:

1. Si U es una matriz n ×n unitaria, entonces W (U∗AU ) =W (A).
2. W (A∗) = {λ : λ ∈W (A)}.
3. Siα yβ son números complejos, entonces W (αA+βI ) =αW (A)+β := {αz+β :

z ∈W (A)}.
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4. El conjunto W (A) es compacto.

Demostración. Para demostrar estos resultados basta emplear la definición de ex-
tensión numérica. En el caso del punto 4 tenemos además que considerar la con-
tinuidad de la función f (x) = x∗Ax y tener en cuenta que el conjunto de vectores
unitarios (esfera de radio 1) es compacto.

Teorema 1.15 (Teorema espectral para matrices normales). Sea A una matriz
con autovalores a1, . . . , an . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La matriz A es normal.
2. Existe una matriz unitaria U tal que U∗AU es diagonal.
3. Existe una base ortonormal de Cn de autovectores de A.

Demostración. Este resultado es elemental en el Álgebra Lineal y es consecuencia
del Lema de Schur para descomposición de matrices cuadradas.

El siguiente resultado nos aporta una importante propiedad de la extensión nu-
mérica de un operador lineal. Esta propiedad nos va a permitir demostrar futuros
resultados y teoremas. Pese a que estamos trabajando con matrices, dada la impor-
tancia de este, hemos querido dar el resultado de la forma más genérica posible.

Teorema 1.16 (Toeplitz-Hausdorff ). La extensión numérica de un operador li-
neal T : X → X en un espacio de Hilbert es convexo.

Demostración. Supongamos λ1,λ2 ∈W (T ) con λ1 6=λ2. Como sabemos por la Pro-
posición 1.14 si escalásemos el operador como T ′ =αT +βI , no se alteraría la con-
vexidad de la extensión numérica de este nuevo operador, de modo que eligiendo α
y β adecuadamente podemos suponer que λ1 = 0 y que λ2 = 1.

Sean u, v ∈ X cumpliendo que 〈u|Tu〉 = 0 y 〈v |T v〉 = 1. Podemos probar que
existe θ ∈ [0,2π) cumpliendo que

〈e iθv |Tu〉+〈u|T (e iθv)〉 ∈R.

Consideremos 〈v |(T −T ∗)u〉 ∈ C. Si tomamos θ = arg(〈v |(T −T ∗)u〉), es evidente
que e−iθ〈v |(T −T ∗)u〉 ∈R, es decir

e−iθ〈v |(T −T ∗)u〉 = e−iθ〈v |(T −T ∗)u〉 = e iθ〈v |(T −T ∗)u〉 = e iθ〈(T −T ∗)u|v〉.
Si desarrollamos la igualdad entre el primer y último termino de la cadena de igual-
dades

e−iθ〈v |Tu〉−e−iθ〈v |T ∗u〉 = e iθ〈Tu|v〉−e iθ〈T ∗u|v〉 ⇐⇒
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e−iθ〈v |Tu〉+e iθ〈T ∗u|v〉 = e iθ〈Tu|v〉+e−iθ〈v |T ∗u〉 ⇐⇒
⇐⇒ e−iθ〈v |Tu〉+e iθ〈u|T v〉 = e iθ〈Tu|v〉+e−iθ〈T v |u〉.

Lo que nos lleva fácilmente, teniendo en cuenta las propiedades de los productos
escalares, a

〈e iθv |Tu〉+〈u|T (e iθv)〉 = 〈Tu|e iθv〉+〈T (e iθv)|u〉 = 〈e iθv |Tu〉+〈u|T (e iθv)〉.
Cumpliendo así esta primera parte. Además se verifica que

〈e iθv |T (e iθv)〉 = e iθ ·e−iθ〈v |T v〉 = 〈T v |v〉
‖v‖ = ‖e iθv‖.

Podemos entonces suponer, sin pérdida de generalidad, que tomamos v cum-
pliendo el resultado anterior y con 〈T v |v〉 = 1. Definimos por tanto la siguiente fun-
ción ϕ : [0,1] →W (T )∩R como

ϕ(t ) := 〈(1− t )u + t v |T ((1− t )u + t v)〉
‖(1− t )u + t v‖ =

= (1− t )2〈u|Tu〉+ t 2〈v |T v〉+ (1− t )t (〈v |Tu〉+〈u|T v〉 )

‖(1− t )u + t v‖ =

= t 2 + (1− t )t (〈v |Tu〉+〈u|T v〉)
‖(1− t )u + t v‖ .

Como u y v son vectores linealmente independientes y (1− t , t ) 6= (0,0)∀t ∈ [0,1]
entonces (1− t )u + t v 6= 0 ∀t ∈ [0,1]. Luego el denominador no se anula y, por el
resultado anterior, el numerador es real y la función es continua. Además, es fácil
de comprobar que esta función no es más que aquella que nos da el conjunto de
valores que alcanza un vector que pertenezca a la combinación convexa de u y v .
Siendo entonces ϕ(0) = 0 y ϕ(1) = 1. De modo que, por el teorema del valor medio,
el segmento que une 0 y 1 está contenido en W (T ).

Estudiemos algunos ejemplos concretos:

Ejemplo 1.17. Sea A una matriz n ×n normal. Como sabemos por el Teorema 1.15
tenemos que A es unitariamente equivalente a una matriz diagonal, es decir, existe
U unitaria y D diagonal (formada por los autovalores de A) tales que D =U∗AU . Si
tenemos en cuenta la Proposición 1.14 llegamos a que

W (A) =W (U∗AU ) =W (D) =
{

n∑
j=1

a j |x j |2 : ‖x‖ =
n∑

j=1
|x j |2 = 1

}
. (1.11)
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Este conjunto no es más que el cierre convexo de los autovalores de A y, como cabe
esperar por el Teorema de Toeplitz-Haussdorff, es convexo.

El siguiente ejemplo va a ser tan utilizado en el desarrollo de nuestro trabajo
que vamos a darle la importancia que merece. Para ello necesitamos hacer uso del
siguiente lema.

Lema 1.18. Sea A una matriz n ×n, γ ∈R \{0}, y

C = (A+ A∗)+γ(A− A∗)

2
.

Entonces, para x, y ∈R, tenemos que x + i y ∈W (A) si y solo si x + iγy ∈W (C )

Demostración. Sea z ∈Cn con norma 1 tal que x + i y = 〈z|Az〉. Entonces

〈z|C z〉 = 〈z|Az〉+〈z|A∗z〉+γ(〈z|Az〉−〈z|A∗z〉)
2

=

= 〈z|Az〉+〈z|Az〉+γ(〈z|Az〉−〈z|Az〉)
2

=

= x + i y +x − i y +γ(x + i y −x + i y)

2
= x + iγy ∈W (C ).

Verificar que x + iγy ∈W (C ) implica x + i y ∈W (A) es totalmente análogo, basta ver
que podemos escribir la matriz A como

A = (C +C∗)+γ−1(C −C∗)

2
.

Proposición 1.19. Dada A una matriz 2×2 con autovalores a y b. Entonces la exten-
sión numérica de A es un disco elíptico con focos en a y b y eje menor de longitud√

tr(A∗A)−|a|2 −|b|2.

Demostración. Esta demostración no es complicada, pero nos va a llevar algo de
tiempo. En primer lugar consideremos A de la forma

A =
(

0 1
0 0

)
.

Consideremos un x ∈ C2 con ‖x‖2 = |x1|2 + |x2|2 = 1. Así, |xi | ≤ 1 i = 1,2. Podemos
escribir entonces x1 = r e iθ1 , x2 =

p
1− r 2e iθ2 , con 0 ≤ r ≤ 1 y θ1,θ2 ∈ R. Si llamamos

γ= e i (θ2−θ1) ∈T tenemos que

〈x|Ax〉 = γr
√

1− r 2.
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Como x es un vector genérico, tanto r como γ pueden valer lo que sea dentro del
conjunto de valores que pueden alcanzar. Si dejamos fijo r y variamos γ obtenemos
una circunferencia de radio r

p
1− r 2. Si tenemos en cuenta que 0 ≤ r

p
1− r 2 ≤ 1

2 ,
llegamos a que la extensión numérica de A es el disco centrado en 0 y de radio 1

2 . Es
inmediato ver, a partir de las propiedades del producto escalar, que si tuviésemos

A =
(

0 c
0 0

)
la extensión numérica de A sería el círculo centrado en el origen de radio |c|

2 . Es, en

efecto, una elipse de eje menor
p

tr(A∗A)−0−0 =
√
|c|2 −0−0 = |c|.

Consideremos ahora una matriz A normal genérica. Como sabemos del ejem-
plo anterior, la extensión numérica de A será el cierre convexo de a y b, es decir, el
segmento que los une. Por ser A normal es unitariamente equivalente a la matriz D
diagonal formada por sus autovalores. La traza se conserva para matrices unitaria-
mente equivalentes de modo que

tr(A∗A) = tr(U∗A∗UU∗AU ) = tr(D∗D) = |a|2 +|b|2.

Luego
√

tr(A∗A)−|a|2 −|b|2 = 0 verificándose la hipótesis del teorema. En este caso
la elipse es degenerada.

Supongamos ahora que A no es normal; por la Proposición 1.14 si tomamos
A1 := A − tr(A)

2 I , se cumple que W (A1) = W (A) + tr(A)/2 y la extensión numérica
de A1 es una elipse si y solo si lo es la de A. Podemos entonces estudiar de manera
equivalente A1 la cual tiene traza nula.

Si uno de los autovalores es nulo, teniendo en cuenta el Teorema de Schur (exis-
ten U unitaria y T triangular superior cumpliendo T = U∗A1U ) y que la traza se
conserva para matrices unitariamente equivalentes

0 = tr(A1) = tr(U∗A1U ) = tr(T ) = a +b = 0+b.

Luego si un autovalor es nulo, el otro necesariamente lo es. Por tanto, A es una ma-
triz unitarmente equivalente a una del tipo

T =
(

0 c
0 0

)
.

Y como ya vimos al inicio, esta matriz cumple la hipótesis de nuestra proposi-
ción.
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Supongamos ahora que A1 tiene un autovalor a no nulo. Como tr(A1) = 0, por
el mismo razonamiento que antes, necesariamente el otro autovalor tiene que ser
−a. La extensión numérica de A1 es una elipse si y solamente lo es A2 = 1

a A1, con
autovalores 1 y −1. Esta matriz a su vez es unitariamente equivalente a una matriz
triangular superior de la forma

T2 =
(

1 c
0 −1

)
con c = |c|e iθ. Si tomamos ahora la matriz unitaria

U2 =
(

1 0
0 e−iθ

)
se cumple que

A3 =U∗
2 T2U =

(
1 2r
0 −1

)
siendo 2r = |c|. Sea ahora

C = (A3 + A∗
3 )+

p
1+r 2

r (A3 − A∗
3 )

2
(1.12)

que no es más que la matriz

C =
(

1 r +
p

1+ r 2

r −
p

1+ r 2 −1

)
.

Por el Lema de Schur sabemos que toda matriz es unitariamente equivalente a
una matriz triangular superior con los autovalores en la diagonal. Como los auto-
valores son el 0 doble, solo nos queda por determinar un término de la matriz. La
norma de Frobenius se conserva a través de transformaciones unitarias, y por tanto,
si denotamos por C1 dicha matriz se tiene que cumplir

([C1]1,2)2 = 1+1+ (r +
√

1+ r 2)2 + (r −
√

1+ r 2)2 = 4+4r 2.

Por tanto la matriz C es unitariamente equivalente a

C1 =
(

0 2
p

1+ r 2

0 0

)
.

Como ya vimos la extensión numérica de esta matriz no es más que el círculo cen-
trado en el origen de radio

p
1+ r 2, entonces:

W (C ) =W (C1) =
{

s
√

1+ r 2 cos t + i s
√

1+ r 2 sin t : t ∈R, 0 ≤ s ≤ 1
}

.
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Por el Lema 1.18 tenemos entonces que

W (A3) =
{

s
√

1+ r 2 cos t + i sr sin t : t ∈R, 0 ≤ s ≤ 1
}

,

que no es más que la elipse de semiejes
p

1+ r 2 y r , y focos en −1 y 1. Es inme-
diato comprobar que esta elipse tiene eje menor 2r =

√
tr(A∗A)−|a|2 −|b|2. Basta

entonces con ir deshaciendo las transformaciones que hemos ido aplicando sobre
la extensión numérica para que lleguemos al resultado que buscamos.

Ejemplo 1.20. Si consideramos la matriz

A =
(

1
2 + i 1

2
1
4

√
7
2

0 i 3
4

)

utilizando la Proposición 1.19 es claro que la extensión numérica de nuestra matriz
no es más que el disco elíptico de focos 1

2 + i 1
2 y i 3

4 , cuyo eje menor es√
tr(A∗A)−

∣∣∣∣1

2
+ i

1

2

∣∣∣∣2

−
∣∣∣∣i 3

4

∣∣∣∣2

= 1

4

√
7

2
.

Figura 1.2: Extensión numérica de la matriz A del ejemplo 1.20
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Definición 1.21. Dado un conjunto de matrices A1, . . . , Am , (ni×ni , con i = 1, . . . ,m)
definimos la matriz A1 ⊕ A2 ⊕ . . .⊕ Am como

m⊕
i=1

Ai =


A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Am

 . (1.13)

Si una matriz A es unitariamente equivalente a una matriz en la forma (1.13), deci-
mos que A está en suma directa.

Proposición 1.22. Dada un conjunto de matrices A1, . . . , Am , entonces la extensión
numérica de la matriz por bloques A = ⊕m

i=1 Ai es el cierre convexo del conjunto
W (A1)∪W (A2)∪ . . .∪W (Am).

Demostración. ⊇ Es evidente que W (A) contiene a W (A1)∪W (A2)∪ . . .∪W (Am),
basta escoger los vectores unitarios adecuadamente. Además, por el Teorema de
Toeplitz-Hausdorf 1.16 tenemos que W (A) es convexo, luego contiene al cierre con-
vexo de W (A1)∪W (A2)∪ . . .∪W (Am).

⊆ Consideremos x = (x1, . . . , xm) unitario con xi ∈Cni . Es evidente que se cum-
ple 1 = ‖x‖2 =∑m

i=1 ‖xi‖2. De modo que:

〈x|Ax〉 = ∑
i=1

〈xi |Axi 〉 =
∑
i=1

‖xi‖2〈x̃i |Ax̃i 〉

siendo x̃i = xi
‖xi ‖ . Por tanto 〈x|Ax〉 está en el cierre convexo de W (A1)∪W (A2)∪ . . .∪

W (Am).

Como mencionamos al principio, el concepto de extensión numérica de un ope-
rador es algo que se utiliza en Física Cuántica. En esta disciplina, las magnitudes
observables se representan a través de operadores lineales hermíticos. Estos ope-
radores actúan sobre un determinado espacio de estados que depende de las mag-
nitudes que caracterizan un determinado sistema. Normalmente este espacio está
representado por lo que se conoce como las funciones de onda. Medir un deter-
minado valor, por ejemplo de la posición, en un estado del sistema no es más que
calcular el promedio de los valores que pueden alcanzar el operador asociado, en
este caso a la posición, en la función de onda. Esto no es más que calcular el valor
numérico del operador. En consecuencia, la extensión numérica del operador coin-
cide con el conjunto de valores posibles que podemos medir en un determinado
sistema.
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1.2.1 Contracciones y 1-dilataciones.

Veamos para finalizar esta sección algunas definiciones y un último resultado.

Definición 1.23 (Contracción). Dado un operador T : X → X lineal y continuo,
decimos que es una contracción si y solo si su norma es menor que 1. Es decir, si y solo
si

‖T ‖ = sup{‖T x‖ : x ∈ X ,‖x‖ = 1} ≤ 1.

Definición 1.24. Decimos que una matriz B es una 1-dilatación unitaria de una
matriz A de dimensión n×n, si es una matriz (n+1)× (n+1) unitariamente equiva-
lente a una matriz de la forma

U =


∗

A
...
∗

∗ ·· · ∗ ∗

 .

con U una matriz unitaria.

Proposición 1.25. Si una matriz A tiene una 1-dilatación unitaria B , entonces A es
una contracción.

Demostración. Supongamos que dada la matriz A existe una 1-dilatación B de la
misma. Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que

B =


∗

A
...
∗

∗ ·· · ∗ ∗

 .

Si tomamos un vector unitario de la forma x = (v,0) ∈Cn+1, se cumple que

‖B x‖ = ‖Av‖ ≤ ‖B‖‖x‖ = 1 ⇒‖A‖ ≤ 1.

Llegando así a que A es una contracción.

El concepto de 1-dilatación se puede generalizar a m-dilatación de la manera
natural. Además, podemos encontrar el siguiente resultado.

Proposición 1.26. Toda matriz A es una contracción si y solamente si existe una
m-dilatación B de A.
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Demostración. La demostración de este enunciado se desvía del contenido del tra-
bajo por lo que simplemente vamos a dejar como referencia [3] para aquella persona
que esté interesada.

A partir de una contracción A, podemos construir la 1-dilatación en función de
un parámetroλ ∈T simplemente añadiendo una fila y una columna a A e imponien-
do la ortonormalidad de las columnas. Este método no es óptimo, ni nos garantiza,
en un principio, la existencia de dicha 1-dilatación.

Proposición 1.27. Sea A una matriz en representación de una determinada con-
tracción. Entonces la extensión numérica W (A) está contenida en el disco unidad
D.

Demostración. Consideremos un número complejo w ∈W (A), entonces existe un
x ∈Cn unitario tal que w = 〈x|Ax〉. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se cumple
que

|w | = |〈x|Ax〉| ≤ ‖x|‖‖Ax‖.

Si tenemos además en cuenta que A representa a un operador lineal continuo y que
tiene norma menor o igual que 1, vemos que

|w | = |〈x|Ax〉| ≤ ‖x‖‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ≤ 1.

Por tanto, se tiene que w ∈D verificando así la contención.

1.3 Operador desplazamiento

En la sección anterior hemos hablado de operadores en general. Es en esta en la
que vamos a estudiar un operador concreto, el operador desplazamiento. El estudio
de este se tiene que hacer cuidadosamente. En primer lugar, tenemos que construir
un espacio de Hilbert poco conocido, el espacio de Hardy, y a partir de él estudiar
cómo se comporta nuestro operador en distintos subespacios.

Debido a que los conceptos que aquí se tratan, pese a ser elementales, son algo
nuevos, necesitan de un estudio y una construcción detallados.

Proposición 1.28. El espacio de las funciones complejas de módulo al cuadrado
integrable, en el sentido de Lebesge, L2(T), es un espacio de Hilbert con el producto

〈 f |g 〉 =
∫ 2π

0
f (e iθ)g (e iθ)

dθ

2π
, (1.14)
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donde dθ/2π denota la medida normalizada de Lebesgue.

Observación 1.29. En este espacio, si dos funciones son iguales salvo un conjunto
de medida nula entonces tienen la misma integral. Es por ello que en lugar de fun-
ciones se trata con clases de equivalencia. Aún así, tratamos los elementos de L2(T)
como si fuesen funciones.

Proposición 1.30. El conjunto de funciones {en}n∈Z con en(z) = zn es un conjunto
ortonormal de L2(T). No solo eso, también es un conjunto completo, es decir, una
base de nuestro espacio.

Demostración. Este es un resultado básico del Análisis de Fourier. Aún así, vamos
a ver la primera parte. Si al lector le interesa ver una demostración más completa, le
recomendamos [12].

‖en‖2 = 〈en |en〉 =
∫ 2π

0
e−i nθe i nθ dθ

2π
=

∫ 2π

0

dθ

2π
= 1

〈en |em〉 =
∫ 2π

0
e−i nθe i mθ dθ

2π
=

∫ 2π

0
e i (m−n)θ dθ

2π
= −i

2π(m −n)

[
e i (m−n)θ

]2π

0
= 0

Observación 1.31. Dada un función f ∈ L2(T), podemos escribir

f (e iθ) =
+∞∑
−∞

ane i nθ,

donde an = 〈en | f 〉 = f̂ (n).

Pasemos ahora a un segundo espacio denominado espacio de Hardy, H 2(D).
Consideremos una función f analítica definida como f (z) =∑∞

n=0 an zn en D, cons-
truimos fr :T→ C definida por fr (e iθ) = f (r e iθ) para 0 < r < 1. Obtenemos así una
función continua fr ∈ L2(T). Teniendo en cuenta que {en}n∈Z es una base ortonor-
mal y aplicando la identidad de Parseval, se cumple

‖ fr (e iθ)‖L2(T) =
∫ 2π

0
| f (r e iθ)|2 dθ

2π
=

∫ 2π

0

∣∣∣∣ ∞∑
n=0

anr ne i nθ
∣∣∣∣2 dθ

2π

=
∞∑

n,m=0
an amr nr m

∫ 2π

0
e i (n−m)θ dθ

2π
= ∑

n=0
|an |2r 2n .

Estas integrales crecen en cuanto r crece, por tanto, definimos H 2(D) como sigue:
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Definición 1.32 (Espacio de Hardy). Se define el espacio de Hardy (H 2(D)) como
el conjunto de funciones analíticas f :D→C para las cuales

ĺım
r→1−

∫ 2π

0
| f (r e iθ)|2 dθ

2π
<∞.

La norma en este espacio se define como

‖ f ‖2
H 2(D) = ĺım

r→1−

∫ 2π

0
| f (r e iθ)|2 dθ

2π
. (1.15)

Observación 1.33. Como podemos expresar f ∈ H 2(D) como f = ∑∞
n=0 an zn , se

cumple que

‖ f ‖2
H 2(D) = ĺım

r→1−

∫ 2π

0
| f (r e iθ)|2 dθ

2π
= ĺım

r→1−

∞∑
n=0

|an |2r 2n =
∞∑

n=0
|an |2.

Este espacio puede ser observado desde otro punto de vista gracias al teorema
de Fatou del límite radial.

Teorema 1.34 (Teorema del límite radial de Fatou). Sea f ∈ H 2(D), entonces el
límite radial

ĺım
r→1−

f (r e iθ) = f ?(e iθ) (1.16)

existe casi en todo T. Donde f ? = ĺımn→∞ frn ∈ L2(T) con rn → 1−.

Demostración. La prueba de este teorema se encuentra en [9, p. 28].

A partir del Teorema 1.34 podemos construir un producto escalar en el espacio
H 2(D).

Definición 1.35. Dadas dos funciones f , g ∈ H 2(D) se define el producto escalar
como

〈 f |g 〉H 2(D) = ĺım
r→1−

∫ 2π

0
f (r e iθ)g (r e iθ)

dθ

2π
. (1.17)

Observación 1.36. Teniendo en cuenta el Teorema de la Convergencia Dominada y
el Teorema 1.34 se cumple que

〈 f |g 〉H 2(D) = ĺım
r→1−

∫ 2π

0
f (r e iθ)g (r e iθ)

dθ

2π
=

∫ 2π

0
f ∗(r e iθ)g∗(r e iθ)

dθ

2π
= 〈 f ∗|g∗〉L2(T).

(1.18)
Es por ello que podemos extender en casi todo punto de T toda función f ∈ H 2(D)
por f ∗. Esto hace que sea habitual identificar H 2(D) con el subespacio vectorial ce-
rrado de L2(T) dado por

H 2 = {
f ∈ L2(T) : f̂ (n) = 0 para n < 0

}
. (1.19)
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Como el producto escalar es una función continua en cada una de sus componen-
tes, el subespacio anterior es cerrado por ser intersección de preimágenes de espa-
cios cerrados a través de funciones continuas.

En lo que resta de tema, vamos a identificar H 2(D) con H 2, y la norma y el pro-
ducto escalar de H 2(D) con el de L2(T).

Ejemplo 1.37. Veamos algunos ejemplos de funciones dentro del espacio de Hardy.

1. Como cabe de esperar, un producto de Blaschke B es una función del espacio
de Hardy. Son analíticas en D, acotadas por 1 en D, y por tanto el límite de
(1.15) es finito.

2. Los polinomios son funciones que se encuentran trivialmente en H 2(D).

Vamos a estudiar ahora más a fondo un ejemplo que nos va a ser útil a lo largo
del resto del capítulo.

Definición 1.38 (Núcleo de Cauchy). Dado un elemento a ∈D definimos el núcleo
reproductor o núcleo de Cauchy a la función

ka(z) = 1

1−az
. (1.20)

Proposición 1.39. Dado a ∈D, se cumple que ka ∈ H 2(D) con norma

‖ka‖2 = 1

1−|a|2 .

Además, si f ∈ H 2(D), se cumple que

〈ka | f 〉 = f (a). (1.21)

Demostración. Mediante el mismo razonamiento al que hemos recurrido en el Teo-
rema 1.3 y en el Lema 1.4, ka no tiene polos en D y por tanto, es analítica. Si consi-
deramos la norma del denominador

|1−az|2 = 1+|a|2|z|2 −2ℜ(az) ≥ 1+|a|2|z|2 −2|a||z| = (1−|a||z|)2.

A partir de esta desigualdad, si tenemos en cuenta que z ∈D, se cumple que

|1−az|2 ≥ (1−|a|)2 ∀z ∈D
=⇒ |ka(z)|2 ≤ 1

(1−|a|)2
∀z ∈D.
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Afirmamos así que es acotada, con lo que el límite radial es finito.

A través de la serie geométrica, es inmediato llegar a que

ka(z) = 1

1−az
=

∞∑
n=0

an zn ,

con lo que ka ∈ H 2(D). Si tenemos en cuenta la Observación 1.33, vemos que

‖ka‖2 =
∞∑

n=0
|a|2n = 1

1−|a|2 .

Probemos ahora el último resultado. En primer lugar, es fácil de comprobar que

〈ka |en〉 = k̂a(n) = an .

Como el producto escalar es una función lineal en la segunda componente, se cum-
ple que, dado un polinomio p ∈C[z] ⊂ H 2(D),

〈ka |p〉 = p(a).

Además, los polinomios son densos en L2(T) ([4, p. 28]) y por tanto los son en el
subespacio H 2(D). Si a esto le sumamos que el producto escalar es una función con-
tinua, tenemos por último que

〈ka | f 〉 = f (a)

para cualquier f función analítica.

El núcleo de Cauchy es una función recurrente en el análisis de funciones de
variable compleja, debido a que está involucrado en grandes teoremas de esta rama
mencionada. Para nosotros será útil a la hora de construir subespacios de H 2 gracias
a sus propiedades.

Ahora que ya hemos construido el espacio de Hardy, es hora de hablar del ope-
rador principal que va a ser clave a la hora de conectar los productos de Blaschke
con la extensión numérica.

Definición 1.40 (Operador desplazamiento). Se define el operador desplazamien-
to S : H 2(D) → H 2(D) como aquel que aplica f ∈ H 2(D) en S( f ) definida por

S( f )(z) = z f (z).
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Observación 1.41. Si a cada función f ∈ H 2(D) le asociamos el vector correspon-
diente a los coeficientes del desarrollo en serie

f → (a0, a1, . . .).

A la función S f le corresponde

S f → (0, a0, a1, . . .).

Como su nombre indica, el operador desplazamiento, valga la redundancia, des-
plaza los coeficientes del desarrollo en serie añadiendo un término nulo. Esto nos
permite ver que, bajo la definición (1.19), el operador S lleva funciones de Hardy en
funciones de Hardy.

Observación 1.42. Fijémonos que se cumple

S( f )(z) = z
∞∑

n=0
an zn =

∞∑
n=0

an zn+1

=⇒‖S f ‖2 = 0+
∞∑

n=0
|an |2 = ‖ f ‖2.

Ejemplo 1.43. Con lo que conocemos sobre operadores y sobre la extensión numé-
rica, podemos calcular W (S). A través de la desigualdad de Cauchy-Schwartz con
f ∈ H 2(D) de norma 1, tenemos

|〈 f |S f 〉| ≤ ‖ f ‖‖S f ‖ = 1.

Luego, W (S) ⊆D. Sea a ∈D, consideremos el núcleo de Cauchy normalizado

k̃a(z) =
√

1−|a|2
1−az

que cumple

〈k̃a |Sk̃a〉 = (1−|a|2)〈ka |Ska〉 = (1−|a|2)Ska(a) = a(1−|a|2)

1−|a|2 = a,

de modo queD⊆W (S) ⊆D. Veamos si la frontera del disco unidad está contenida en
la extensión numérica de S. Supongamos λ ∈W (S)∩T, entonces existe una función
g ∈ H 2(D) con norma 1 que cumple 〈g |Sg 〉 =λ

1 = |λ| = |〈g |Sg 〉| ≤ ‖Sg‖‖g‖ ≤ 1.

En concreto, |〈g |Sg 〉| = ‖Sg‖‖g‖, se alcanza entonces la igualdad de Cauchy-Schwartz.
Por tanto existe un escalar µ ∈C con Sg =µg . Pero esto es imposible pues se tendría
que cumplir zg (z) =µg (z) ∀ z ∈D, lo cual es cierto solo si g (z) = 0.

Concluimos entonces que W (S) =D.
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Si el operador desplazamiento es el operador más importante en el estudio de
este tema, el operador retroceso es el segundo más importante.

Definición 1.44 (Operador retroceso). Definimos el operador retroceso S∗ : H 2(D) →
H 2(D) como el operador que me lleva una función f ∈ H 2(D) tal que f (z) =∑∞

n=0 an zn

en la función

S∗( f )(z) = f (z)− f (0)

z
=

∞∑
n=0

an+1zn . (1.22)

Observación 1.45. Representamos f ∈ H 2(D) mediante la sucesión (a0, a1, . . .) don-
de f =∑∞

n=0 an zn . El operador desplazamiento construye una aplicación de la forma

(a0, a1, . . .) → (a1, a2, . . .).

El hecho de que hayaamos denotado al operador retroceso por S∗ no es mera
casualidad. La siguiente proposición aclara este hecho.

Proposición 1.46. El operador retroceso S∗ es el adjunto del operador desplaza-
miento S.

Demostración. Para probar esto, simplemente tenemos que comprobar que se cum-
ple la igualdad

〈S f |g 〉 = 〈 f |S∗g 〉
para todo f , g ∈ H 2(D). Si f (z) =∑∞

n=0 an zn y g (z) =∑∞
m=0 bm zm . Teniendo en cuen-

ta la linealidad del producto escalar, se cumple:

〈S f |g 〉 = 〈
∞∑

n=0
an zn+1|

∞∑
m=0

bm zm〉 =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

anbm〈zn+1|zm〉 =

=
∞∑

n=0

∞∑
m=0

anbmδn+1,m =
∞∑

n=0
anbn+1

〈 f |S∗g 〉 = 〈
∞∑

n=0
an zn |

∞∑
m=0

bm+1zm〉 =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

anbm+1〈zn |zm〉 =

=
∞∑

n=0

∞∑
m=0

anbm+1δn,m =
∞∑

n=0
anbn+1.

1.3.1 Compresión del operador Desplazamiento.

Como vamos a ver en el capítulo 2, la clave para construir las curvas de Poncelet
es el operador desplazamiento. En concreto nos va a interesar su representación en
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subespacios de dimensión finita de H 2. Pero para ver esto, primero tenemos que
ver qué subespacios tienen un buen comportamiento frente al operador desplaza-
miento.

Definición 1.47 (Funciones internas). Sea u :D→C, decimos que es una función
interna si es analítica, acotada y cumple que

ĺım
r→1−

|u(r e iθ)| = 1

en casi todo θ ∈ [0,2π).

Definición 1.48. Dado un subespacio M ⊆ H 2(D) decimos que es invariante bajo
el operador S si es cerrado y cumple S(M) ⊆ M.

Teorema 1.49 (Teorema de Beurling). Un subespacio M ⊆ H 2(D) no trivial, es
invariante bajo el operador S si y solo si existe una función interna u tal que M =
uH 2(D), donde

uH 2(D) = {uh : h ∈ H 2(D)}. (1.23)

Demostración. En esta demostración probaremos solo la implicación hacia la iz-
quierda. La otra implicación queda recogida en la referencia [9, p.79].

⇐ Consideremos f ∈ uH 2(D), entonces existe un h ∈ H 2(D), de modo que f =
uh ∈ uH 2(D). Se cumple por tanto:

S f (z) = z f (z) = zu(z)h(z) = u(z)(Sh(z)) ∈ uH 2(D).

Queda así claro que S(uH 2(D)) ⊆ uH 2(D). Veamos ahora que es un subespacio ce-
rrado. Que es subespacio vectorial, es decir, cerrado para la suma y para el producto
por escalares, es inmediato a partir de la definición. Veamos ahora que es cerra-
do. Para ello vamos a ver que toda sucesión convergente, converge a un vector del
espacio. Consideremos un { fn}n≥1 ⊆ uH 2(D), con fn → f . Existe entonces un con-
junto {hn}n≥1 ⊆ H 2(D) tal que fn = uhn∀n ≥ 1. Si tenemos en cuenta que H 2(D) es
un subespacio cerrado de L2(T) y que el módulo de u está acotado por 1 al ser una
función interna, entonces

‖ fn − fm‖ = ‖uhn −uhm‖ = ‖hn −hm‖.

Como fn → f , entonces es de Cauchy, por lo que {hn}n≥1 es de Cauchy en H 2(D),
espacio de Hilbert. De modo que existe h ∈ H 2(D) tal que hn → h. En consecuencia

‖ fn −uh‖ = ‖uhn −uh‖ = ‖hn −h‖→ 0.

Luego fn → uh ∈ uH 2(D) como queríamos demostrar.
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Lema 1.50. Sea B un producto finito de Blaschke, y sea f ∈ H 2(D). Entonces f se
anula en los ceros de B (según multiplicidad) si y solo si f ∈ B H 2(D).

Demostración. ⇐ Es claro que si f ∈ B H 2(D), entonces f se anula en los ceros de
B .

⇒ Supongamos ahora que B tiene ceros a1, a2, . . . , an ∈ D (repetimos los ceros
según su multiplicidad) y f se anula en estos. Como f se anula en a1, a2, . . . , an y es
analítica, se cumple que

f (z) = (z −a1) · · · (z −an)g (z)

con g una función analítica. Como bien hemos razonado muchas veces anterior-
mente (1−a j z) no se anula en D ∀ j = 1, . . . ,n. Por tanto

f (z) = z −a1

1−a1z
· · · z −an

1−an z
g1(z), (1.24)

donde g1 es también analítica en D. Tenemos entonces que f = B g1. Solo nos que-
daría probar que g1 ∈ H 2(D). Como los ceros de B se encuentran en D y hay un
número finito de estos, existen ε> 0 y s > 0 tales que |B(z)| > ε para todo s < |z| < 1.
Se cumple entonces que

|(g1)r (e iθ)| = |g1(r e iθ)| = | f (r e iθ)|
|B(e iθ)| < | f (r e iθ)|

ε
= | fr (e iθ)|

ε
∀r > s.

Si tenemos en cuenta que f ∈ H 2(D), por el teorema de convergencia dominada
de Lebesgue, se cumple que la integral de g1 dada por (1.15) es finita. Por tanto
g1 ∈ H 2(D). Finalmente f ∈ B H 2(D) como queríamos demostrar.

Proposición 1.51. Un subespacio M ⊆ H 2(D) no trivial, es invariante bajo el opera-
dor S∗ si y solo si existe un función interna u tal que M = (uH 2(D))⊥ espacio orto-
gonal a uH 2(D).

Demostración. ⇐ Supongamos que M = (uH 2(D))⊥ siendo u una función inter-
na, por las propiedades del complemento ortogonal es un espacio vectorial cerrado.
Consideremos f ∈ (uH 2(D))⊥ y g ∈ uH 2(D), entonces

〈S∗ f |g 〉 = 〈 f |Sg 〉 = 0,

ya que por el Teorema 1.49 se tiene que Sg ∈ uH 2(D) para todo g ∈ uH 2(D). De modo
que S∗ f ∈ (uH 2(D))⊥. En consecuencia M es invariante para el operador S∗.

⇒ Supongamos ahora que M ⊆ H 2(D) es un subespacio invariante para S∗. De
manera completamente análoga podemos llegar a que S(M⊥) ⊆ M⊥. Por el Teorema
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1.49 existe una función interna u tal que M⊥ = uH 2(D). Como M es un subespacio
vectorial cerrado se cumple que M = (M⊥)⊥, de modo que M = (uH 2(D))⊥.

Observación 1.52. En lo que sigue del tema vamos a notar a (uH 2)⊥ como Ku .

Proposición 1.53. Sea B un producto de Blaschke de grado n con ceros a1, . . . , an

distintos. Entonces KB = 〈
ka1 , . . . ,kan

〉
.

Es importante destacar que por ser un subespacio generado por un número fi-
nito de vectores, es también cerrado.

Demostración. Vamos a probar esto por doble contención.

⊇ Sea f ∈ B H 2(D) entonces f = B ·h con h ∈ H 2(D). Sabemos por 1.39 que

〈ka j |Bh〉 = B(a j )h(a j ) = 0 ∀ j = 1, . . . ,n.

Se sigue entonces que ka j ∈ (B H 2(D))⊥. Por tanto〈
ka1 , . . . ,kan

〉⊆ (B H 2(D))⊥.

⊆ Para demostrar esta inclusión vamos a demostrar que B H 2(D) ⊇ 〈
ka1 , . . . ,kan

〉⊥.
Seguidamente tomamos el complemento ortogonal, invirtiendo así las contencio-
nes y probando lo que queremos.

Sea f ∈ 〈ka1 , . . . ,kan 〉⊥. Se cumple particularmente que f (a j ) = 〈ka j | f 〉 = 0 para
todo j = 1, . . . ,n. Como f se anula en los ceros de B , por el Lema 1.50, f ∈ B H 2(D).
Terminamos así la demostración.

Observación 1.54. Si cada cero a j de B tiene multiplicidad m j , entonces basta to-

mar
〈

k l
a j

, j = 1, . . . ,n, l = 1, . . . ,m j

〉
= KB .

Proposición 1.55. Sea B un producto finito de Blaschke con n ceros a1, . . . , an dis-
tintos. Denotemos por k̃a j el núcleo de Cauchy normalizado y

ϕa j (z) = z −a j

1−a j z
. (1.25)

Entonces el conjunto{
k̃a1

n∏
j=2

ϕa j , k̃a2

n∏
j=3

ϕa j , . . . , k̃an−1ϕan , k̃an

}
(1.26)

forma una base ortonormal de KB .
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Demostración. Es evidente, gracias a la proposición 1.53, que k̃an pertenece a KB ,
pero tenemos que ver que el resto también lo hacen. Tenemos entonces que com-
probar que para todo j = 1, . . . ,n y h ∈ H 2 se cumple que

〈k̃a j

n∏
k= j+1

ϕak |Bh〉 = 0.

Teniendo en cuenta la definición de producto escalar

〈k̃a j

n∏
k= j+1

ϕak |Bh〉 =
∫ 2π

0
k̃a j (e iθ)

n∏
k= j+1

ϕa j (e iθ)
n∏

l=1
ϕal (e iθ)h(e iθ)

dθ

2π
.

Si recordamos de la Proposición 1.3 que |ϕa j (e iθ)| = 1, en consecuencia

〈k̃a j

n∏
k= j+1

ϕak |Bh〉 =
∫ 2π

0
k̃a j (e iθ)

j∏
l=1

ϕal (e iθ)h(e iθ)
dθ

2π
= 〈k̃a j |

j∏
l=1

ϕal 〉 =
j∏

l=1
ϕal (a j ) = 0

pues ϕa j (a j ) = 0. Por tanto, todos los elementos de nuestro conjunto pertenecen a
KB . Nos queda, por último, comprobar que es un conjunto ortonormal. Mediante
razonamientos totalmente análogos a los que ya hemos hecho, es evidente que

〈k̃a j

n∏
k= j+1

ϕak |k̃a j

n∏
k= j+1

ϕak 〉 = 〈k̃a j |k̃a j 〉 = 1.

Además, suponiendo que q > p se verifica

〈k̃aq

n∏
j=q+1

ϕa j |k̃ap

n∏
j=p+1

ϕa j 〉 = 〈k̃aq |k̃ap

q∏
j=p+1

ϕa j 〉 = 0.

Tenemos entonces n vectores ortonormales del espacio KB de dimensión n, por tan-
to estos actúan como base.

Definición 1.56 (Compresión del operador desplazamiento). Sea B un n-producto
de Blaschke, S el operador desplazamiento y PB la proyección ortogonal sobre KB . De-
finimos SB : KB → KB como

SB = PB S|KB . (1.27)

El operador SB se conoce como la compresión del operador desplazamiento por B.

Nos interesa ahora conocer la representación del operador SB con respecto de la
base (1.26). Para ello vamos a obtener la representación de S∗

B . Como KB es invarian-
te para el operador S∗ se cumple que S∗

B = S∗
|KB

, con lo que simplemente tenemos
que saber cómo actúa S∗ sobre los elementos de la base.



38 PRODUCTOS DE BLASCHKE

Proposición 1.57. Consideremos { f1, . . . , fr } un conjunto de funciones de H 2 y sea
S∗ el operador retroceso. Entonces se cumple que

S∗
(

r∏
i=1

fi

)
(z) =

r∑
i=1

i−1∏
j=1

f j (z)S∗( fi )(z)
r∏

k=i+1
fk (0). (1.28)

Demostración. Vamos a demostrar esto por inducción. Es obvio que se cumple pa-
ra el caso n = 1. Antes de pasar a la hipótesis de inducción veamos el caso en que
n = 2.

S∗( f g )(z) = f (z)g (z)− f (0)g (0)

z
=

= f (z)(g (z)− g (0))

z
+ g (0)( f (z)− f (0))

z
= f (z)S∗(g )(z)+ g (0)S∗( f )(z)

Supongamos entonces que se cumple la fórmula (1.28) para n, veamos que también
se cumple para n +1.

S∗
(

n+1∏
i=1

fi

)
(z) = S∗

(
fn+1

n∏
i=1

fi

)
(z) =

n∏
i=1

fi (z)S∗( fn+1)(z)+ fn+1(0)S∗
(

n∏
i=1

fi

)
(z)

=
n∏

i=1
fi (z)S∗( fn+1)(z)+ fn+1(0)

n∑
i=1

i−1∏
j=1

f j (z)S∗( fi )(z)
n∏

k=i+1
fk (0)

=
n∏

i=1
fi (z)S∗( fn+1)(z)+

n∑
i=1

i−1∏
j=1

f j (z)S∗( fi )(z)
n+1∏

k=i+1
fk (0) =

n+1∑
i=1

i−1∏
j=1

f j (z)S∗( fi )(z)
n+1∏

k=i+1
fk (0)

Si escribimos los elementos de la base como

vi =
n−(i+1)∏

r=0
ϕan−r · k̃ai

y tenemos en cuenta
S∗(k̃ai ) = ai k̃ai

S∗(ϕan−r ) =
√

1−|ai |2k̃ai

además de la expresión (1.28), llegamos a que

S∗
(

n−(i+1)∏
r=0

ϕan−r · k̃ai

)
=

= ai

n−(i+1)∏
r=0

ϕan−r · k̃ai +
√

1−|ai |2
n−(i+1)∑

l=0

√
1−|an−l |2

n−(i+1)∏
m=l+1

(−am)
l−1∏
p=0

ϕan−p k̃an−l .

(1.29)
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Si consideramos los vectores de la base, nos queda la matriz

[S∗
B ]i j =


a j si i = j ,(∏ j−1

k=i+1(−ak )
)√

1−|ai |2
√

1−|a j |2 si i > j ,

0 si i < j .

Si tomamos ahora la matriz conjugada traspuesta (que no es más que la representa-
ción matricial del operador adjunto) nos queda finalmente la representación de SB

en el espacio KB con respecto de la base (1.26)

[SB ]i j =


a j si i = j ,(∏ j−1

k=i+1(−ak )
)√

1−|ai |2
√

1−|a j |2 si i < j ,

0 si i > j .

(1.30)

Si nos fijamos podemos fácilmente comprobar que esta matriz es triangular supe-
rior.

Estas matrices admiten 1-dilataciones en función de un parámetro λ ∈ T. Para
obtener las 1-dilataciones Uλ basta añadir una fila y una columna a la matriz ante-
rior e imponer las condiciones de ortonormalidad. Nos queda por tanto

[Uλ]i j =


ai j si 1 ≤ i , j ≤ n,

λ
(∏ j−1

k=i+1(−ak )
)√

1−|a j |2 si i = n +1 y 1 ≤ j ≤ n,(∏n
k=i+1(−ak )

)√
1−|ai |2 si j = n +1 y 1 ≤ i ≤ n,

λ
∏n

k=1(−ak ) si i = j = n +1.

(1.31)

Definición 1.58. Dada una matriz A diremos que está en forma estándar si es de
la forma (1.30).

Observación 1.59. Siguiendo la Proposición 1.26 las matrices en forma estándar
son contracciones por existir 1-dilataciones de las mismas. Esto nos indica, junto
con la Proposición 1.27 que la extensión numérica de estas matrices está dentro de
D. Esto es razonable teniendo en cuenta que ya vimos que la extensión numérica del
operador desplazamiento S es el disco abierto D y las matrices en forma estándar
representan restricciones del operador S en distintos subespacios.

Ejemplo 1.60. Consideremos por simplicidad a1, a2 ∈D. La matriz asociada al ope-
rador SB con

B(z) = z −a1

1− za1

z −a2

1− za2
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es de la forma

A =
(

a1

√
1−|a1|2

√
1−|a2|2

0 a2

)
.

Si recordamos ahora la Proposición 1.19, tenemos que la extensión numérica de
nuestra matriz A no es más que la elipse de focos a1 y a2 y eje menor

√
tr(A∗A)−|a1|2 −|a2|2.

En concreto el eje menor vale:

A∗A =
(

a1 0√
1−|a1|2

√
1−|a2|2 a2

)
·
(

a1

√
1−|a1|2

√
1−|a2|2

0 a2

)
=

=
( |a1|2 ∗

∗ |a2|2 + (1−|a1|2)(1−|a2|2)

)
√

tr(A∗A)−|a1|2 −|a2|2 =
√

1−|a1|2
√

1−|a2|2 = [A]12.

La 1-dilatación Uλ correspondiente a A es la matriz

Uλ =

 a1

√
1−|a1|2

√
1−|a2|2 −a2

√
1−|a1|2

0 a2

√
1−|a2|2

λ
√

1−|a1|2 −λa1

√
1−|a2|2 λa1a2

 .

En la sección 3.1 hablaremos más de este caso particular y veremos una familia
de curvas asociadas a este tipo de matrices.



2 Curvas de Poncelet y productos
de Blaschke.

En esta sección vamos a ver, por fin, la conexión de todos los fundamentos que
hemos visto anteriormente. A través del concepto de curva de Poncelet vamos a
relacionar los productos de Blaschke, la extensión numérica y el operador desplaza-
miento. Al final del capítulo, estudiaremos lo que se conoce como la clase Sn de ma-
trices que va a ser clave para responder, parcialmente, una de las principales cues-
tiones que nos planteamos en este capítulo, ¿provienen las elipses de Poncelet de
productos de Blaschke?

2.1 Curvas de Poncelet.

Teorema 2.1 (Teorema de Poncelet). Sean D y C dos cónicas en un mismo plano.
Si es posible encontrar para un n ≥ 3, un polígono de n lados que simultáneamente se
inscribe en D (lo que significa que todos sus vértices se encuentran en D) y circunscrito
alrededor de C (lo que significa que todos sus bordes son tangentes a C ), entonces es
posible encontrar un número infinito de ellos. Cada punto de D o C es un vértice o
una tangencia (respectivamente) de uno de dichos polígonos.

Observación 2.2. El Teorema de Poncelet está descrito para dos cónicas cuales-
quiera. En nuestro caso vamos a trabajar con la circunferencia unidad y una curva
C que en un principio no tiene por qué ser una cónica.

Este teorema se puede adaptar a un contexto más general si no nos restringimos
solamente a cónicas. Para ello generalizamos el concepto de curva de Poncelet a
través de la siguiente definición.
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Figura 2.1: Ejemplo de 5-elipse de Poncelet. En este caso los polígonos no son convexos.

Definición 2.3 (Curva de Poncelet). Una curva diferenciable C en D decimos que
tiene la propiedad de Poncelet o la n-propiedad de Poncelet, si para todo z ∈T existe
un polígono de n lados inscrito en T que circunscribe a C y tiene z como un vértice.
Diremos entonces que C es una n-curva de Poncelet.

Nuestro objetivo va a ser construir curvas con esta propiedad. Es aquí donde
realmente vamos a unificar todos los conocimientos previos. Antes de entrar en ma-
teria, veamos un resultado que nos va a permitir hacer una consideración genérica
sobre los productos de Blaschke con los que vamos a trabajar.

Proposición 2.4. Dado un producto de Blaschke B de la forma

B(z) =
n∏

i=1

z −ai

1−ai z
, con ai ∈D

entonces se cumple que

C := B −B(0)

1−B(0)B
(2.1)

es un producto de Blaschke con C (0) = 0 e identifica puntos de la misma manera
que B . Es decir, si B(z1) = B(z2) entonces C (z1) =C (z2).

Demostración. Que C (0) = 0 es inmediato; solo hay que sustituir. Si B(z1) = B(z2) es
también sencillo ver que C (z1) =C (z2). Solo nos quedaría ver que C es un producto
de Blaschke. Para ello, vamos a recurrir a la caracterización 1.4 de los productos de



2. CURVAS DE PONCELET Y PRODUCTOS DE BLASCHKE. 43

Figura 2.2: Ejemplo de 4-curva de Poncelet.

Blaschke. Podemos escribir C como

C (z) = (ψ◦B)(z)

siendo

ψ(z) = z −B(0)

z −B(0)z

el producto de Blaschke de grado 1 con cero en B(0). Esta última función es un auto-
morfismo del disco en el disco y de la circunferencia unidad en la circunferencia. De
modo que, por composición, es inmediato que C es una función analítica en D que
va del disco unidad en el disco y de la circunferencia unidad en la circunferencia.
Por tanto, C es un producto de Blaschke.

Este resultado nos va a permitir considerar todos los próximos productos de
Blaschke de aquí en adelante con un cero en 0. En otras palabras, se cumple que
B(0) = 0.

Lema 2.5. Sean S y T matrices (n +1)× (n +1) que difieren solo en la (n +1,n +1)
entrada

S =
(

A B
C s

)
y T =

(
A B
C t

)
con A,B y C matrices n ×n, n ×1 y 1×n, respectivamente. Entonces se cumple que

detS −detT = (s − t )det A (2.2)
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Este lema nos va a permitir demostrar uno de los principales teoremas de esta
sección. Con él, vamos a estrechar la conexión entre los productos de Blaschke y la
compresión del operador desplazamiento.

Teorema 2.6. Sea A una matriz (n−1)×(n−1) en forma estándar 1.30. Para cada
λ ∈ T, denotamos por Uλ la 1-dilatación que aparece en 1.31. Sea B1 el producto de
Blaschke de grado n−1 con ceros en los autovalores de A. Entonces, los autovalores de
Uλ son las n soluciones en T de la ecuación B(z) =λ con B(z) := zB1(z).

Demostración. Vamos a demostrar este resultado por inducción en el número k de
ceros de B1. Consideremos el producto de Blaschke normalizado con cero a1 ∈ D.
Como sabemos, la matriz en forma estándar asociada es

A = (
a1

)
,

cuya familia de 1-dilataciones es la siguiente

Uλ =
(

a1

√
1−|a1|2

λ
√

1−|a1|2 −λa1

)
.

Si buscamos ahora los autovalores de la anterior matriz, tenemos que resolver la
ecuación det(zI −Uλ) = 0. Realizamos lo cálculos pertinentes y obtenemos

∣∣∣∣∣ z −a1 −
√

1−|a1|2
−λ

√
1−|a1|2 z +λa1

∣∣∣∣∣= 0 ⇐⇒

⇐⇒ z(z −a1)−λ(1−a1z) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ B(z) = z

z −a1

1−a1z
=λ.

Planteemos como hipótesis de inducción que se cumple para k −1 ceros que el
polinomio característico es det(zI −Uλ) = z

∏k−1
i=1 (z−ai )−λ∏k−1

i=1 (1−ai z). Suponga-
mos ahora que B1 tiene k ceros, si tenemos en cuenta la representación de la matriz
Uλ (k +1×k +1) dada por (1.31), se cumple que

det(zI −Uλ) = (z −ak ) ·V1(z)+
√

1−|ak |2 ·detV2(z),

siendo V1(z) (resp. V2(z)) la matriz k × k obtenida a partir de la matriz zI −Uλ al
eliminar la k-ésima fila y la k-ésima columna (resp. la k-ésima fila y la (k +1)-ésima
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columna). Si hacemos uso del Lema 2.5 para el cálculo del determinante de V1(z) y
V2(z) tenemos

det(zI −Uλ) = (z −ak )(−ak )

[
det(zI −U ′

λ)+
(
− z

ak
− z

)
det(zI − A′)

]
+ (1−|ak |2)

[
det(zI −U ′

λ)+ (−z)det(zI − A′)
]

,

donde A′ es la (k−1)×(k−1) matriz triangular superior que representa la compresión
del operador desplazamiento con ceros a1, . . . , ak−1 y U ′

λ
su 1-dilatación unitaria. Si

hacemos uso de la hipótesis de inducción, tenemos

det(zI −Uλ) = (1−ak z)det(zI −U ′
λ)+ z

[
(z −ak )− (1−ak z)

]
det(zI − A′)

= (1−ak z)

[
z

k−1∏
i=1

(z −ai )−λ
k−1∏
i=1

(1−ai z)

]

+ z
[
(z −ak )− (1−ak z)

]k−1∏
i=1

(z −ai ) =

= z
k∏

i=1
(z −ai )−λ

k∏
i=1

(1−ai z).

En consecuencia, los autovalores de Uλ son aquellos que verifican

det(zI −Uλ) = 0 ⇐⇒ z
k∏

i=1
(z −ai )−λ

k∏
i=1

(1−ai z) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ z
k∏

i=1

z −ai

1−ai z
=λ ⇐⇒ B(z) =λ

Proposición 2.7. Sea B un producto de Blaschke y sea A la matriz en forma estándar
1.30 asociada. Entonces todos los autovalores de A, y por tanto los ceros de B , están
en el interior de W (A).

Demostración. Cambiar el orden de los ceros de B no altera el operador A en sí ni
su extensión numérica, simplemente cambia el orden de las columnas. Por lo que si
tomamos un autovalor a ∈W (A), podemos considerar

A =


a

√
1−|a|2

√
1−|b|2 ?

0 b ?
...

...
...

0 0 ?

 .
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Si tomamos ahora vectores de norma 1 de la forma x = (x1 x2 0. . .0)T podemos ver
que la extensión numérica de

A2 =
[

a
√

1−|a|2
√

1−|b|2
0 b

]

está contenido en W (A). Por la Proposición 1.19, W (A2) no es más que la elipse de
focos a y b y eje menor

√
1−|a|2

√
1−|b|2. Esta elipse es no degenerada y contiene

al autovalor a, luego es un punto interior de W (A).

Definición 2.8. Se define una línea de apoyo de W (A) como una curva que corta
a la frontera de W (A) en un punto (posiblemente con multiplicidad mayor que 1) o
todo un intervalo.

Lema 2.9. Sea n > 1 y A una matriz n×n. Todo punto de W (A) en la curva definida
por la frontera de esta, que no sea diferenciable, es un autovalor de A.

Demostración. Sea w en la frontera de W (A) no diferenciable. Como W (A) es ce-
rrado y convexo, existen dos diferentes líneas de apoyo que pasan por w .

Como w ∈ W (A), existe un vector unitario x ∈ Cn tal que w = 〈x|Ax〉. Si x y Ax
son linealmente dependientes entonces w es un autovalor y ya habríamos termina-
do. Supongamos que son linealmente independientes y consideremos el subespacio
de Cn dado por S = 〈x, Ax〉 . Sea AS = PS A|S sobre S, con P|S la proyección ortogonal
sobre S. Vemos que

〈x|AS x〉 = 〈x|PS A|S〉 = 〈x|Ax〉 = w, (2.3)

de modo que w ∈ W (A|S). Por la proposición 1.19 W (A|S) es un disco elíptico. Es-
te tiene que ser degenerado (un segmento) porque si no, el punto o sería interior
o la frontera sería diferenciable. Además, w se debe encontrar en uno de los extre-
mos del segmento por el mismo razonamiento que antes. En consecuencia, w es un
autovalor de A|S , de manera que

Ax = PS A|S x = A|S x = w x. (2.4)

Llegamos así a que w es un autovalor de A.

Lema 2.10. Sea A una matriz (n − 1)× (n − 1) en forma estándar y, para cada λ ∈
T, sea Uλ la 1-dilatación unitaria de A. Entonces los autovalores de Uλ son todos
distintos y son los vértices de un polígono convexo de n lados inscrito en T y que
circunscribe a W (A) con cada lado tangente a la frontera de la extensión numérica
en exactamente un punto.
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Demostración. Por la Proposición 1.5 y el Teorema 2.6 es claro que los autovalores,
w1, . . . , wn de Uλ son distintos. Ordenamos estos por argumento creciente. También
es obvio, por ser la matriz unitaria (sus autovalores son de módulo 1), que el polí-
gono que forman está inscrito en T. Es por ello que lo realmente interesante de la
prueba es demostrar que dicho polígono circunscribe a W (A).

En primer lugar, veamos que el segmento que une wn−1 y wn corta a W (A). Es-
ta prueba se puede adaptar fácilmente a cualquier par de vértices w j y w j+1 (los
índices son tomados módulo n).

Sea V = [In−1,0], que denota a una matriz (n−1)×n. Como Uλ es unitaria, y por
tanto normal, es unitariamente equivalente a una matriz (n+1)×(n+1) diagonal D
formada por los autovalores de Uλ. En consecuencia podemos escribir

A =V UλV ∗ =V X D X ∗V ∗

para una cierta matriz, n ×n, X unitaria. Llamando V1 = V X ((n −1)×n) tenemos
que A =V1DV ∗

1 . Tomemos ahora la matriz, n×n, E j = (elm) tal que e j j = 1 y el resto
ceros. Tenemos que

A =V1

(
n∑

j=1
w j E j

)
V ∗

1 .

También se cumple que
n∑

j=1
E j = In

y por tanto,
n∑

j=1
V1E j V ∗

1 = In−1.

Consideremos ahora K j = ker(V1E j V ∗
1 ) ⊆Cn−1, vamos a encontrar un x ∈⋂n−2

j=1 K j ⊂
Cn−1. Para ello, vamos a demostrar que esta intersección es no vacía por inducción
sobre m para 1 ≤ m ≤ n −2, viendo que

dim

(
m⋂

j=1
K j

)
≥ n −1−m.

Sin centrarnos en los elementos del producto de matrices, nos queda una matriz
de la forma

V1E j V ∗
1 = (

α1v | α2v | · · · | αn−1v
)
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conαi ∈C para todo i = 1, . . . ,n −1 y v ∈Cn−1. Con lo que rg(V1E j V ∗
1 ) ≤ 1 y por tanto

dimker(V1E j V ∗
1 ) = n −1− rg(V1E j V ∗

1 ) ≥ n −2.

Esto es genérico para cualquier j luego dimK j ≥ n −2 ∀ j = 1, . . . ,n, verificando así
el primer paso de la demostración.

Vamos a suponer que dim
(⋂m

j=1 K j

)
≥ n −1−m para 1 ≤ m ≤ n −3. Si tenemos

en cuenta nuestra hipótesis de inducción así como la fórmula de la dimensión de la
intersección

dim(S ∩T ) = dimS +dimT −dim(S +T ), (2.5)

llegamos a que

dim

(
m+1⋂
j=1

K j

)
= dim

(
m⋂

j=1
K j

)
+dimKm+1 −dim

((
m⋂

j=1
K j

)
+Km+1

)
≥

≥ (n −1−m)+ (n −2)− (n −1) = n −1− (m +1).

Se verifica entonces la desigualdad para todo 1 ≤ m ≤ n − 2 planteada y tomando
m = n −2 tenemos que

dim

(
n−2⋂
j=1

K j

)
≥ 1.

Existe por tanto, un vector unitario x0 ∈ ⋂n−2
j=1 K j con el que vamos a encontrar un

punto de W (A) que pertenece también al segmento que une wn−1 y wn .

〈x0|Ax0〉 = 〈x0|
n∑

j=1
w j V1E j V ∗

1 x0〉 =

= wn−1〈x0|V1En−1V ∗
1 x0〉+wn〈x0|V1EnV ∗

1 x0〉 = wn−1αn−1 +wnαn .

Además α j = 〈x0|V1E j V ∗
1 x0〉 = 〈V ∗

1 x0|E j V ∗
1 x0〉 = |(V ∗

1 x0) j |2 ≥ 0 para todo j = 1, . . . ,n
y

αn−1 +αn = 〈x0|V1En−1V ∗
1 x0〉+〈x0|V1EnV ∗

1 x0〉 =

= 〈x0|
n∑

j=1
V1E j V ∗

1 x0〉 = 〈x0|In−1x0〉 = ‖x0‖2 = 1.

Por tanto, 〈x0|Ax0〉 ∈ W (A) pertenece al segmento formado por wn y wn+1. Solo
nos quedaría probar que este es un punto de tangencia. Supongamos que existen
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x, y vectores de norma uno linealmente independientes con 〈x|Ax〉 y 〈y |Ay〉 perte-
necientes al segmento formado por wn−1 y wn . De la misma manera que hicimos
antes, vemos que

〈x|Ax〉 =
n∑

j=1
w j 〈x|V1E j V ∗

1 x〉

luego necesariamente para que esté en el segmento, 〈x|V1E j V ∗
1 x〉 = 0 para todo j =

1, . . . ,n −2. Entonces para dichos j se verifica

0 = 〈x|V1E j V ∗
1 x〉 = 〈V ∗

1 x|E j V ∗
1 x〉 = |(V ∗

1 x) j |2.

En consecuencia V1E j V ∗
1 x = 0 para todo j = 1, . . . ,n−2. Análogamente se tiene para

y , luego x, y ∈ ⋂n−2
j=1 K j . Como x e y son linealmente independientes, tenemos que

dim
(⋂n−2

j=1 K j

)
≥ 2. Así, una vez más a través de la fórmula de la dimensión, llegamos

a que

dim

(
n−1⋂
j=1

K j

)
= dim

(
n−2⋂
j=1

K j

)
+dimKn−1 −dim

((
n−2⋂
j=1

K j

)
+Kn−1

)
≥

2+ (n −2)−n +1 = 1.

Podemos entonces tomar u ∈⋂n−1
j=1 K j vector unitario de tal modo que

〈u|Au〉 =
n∑

j=1
w j 〈u|V1E j V ∗

1 u〉 = wn〈u|V1EnV ∗
1 u〉 =

= wn〈u|
n∑

j=1
V1E j V ∗

1 u〉 = wn〈u|u〉 = wn ,

(2.6)

o equivalentemente wn ∈ W (A)∩T = ;, llegando así a una contradicción con la
Observación 1.3.1.

Teorema 2.11. Sea A una matriz en forma estándar y consideremos la familia de
1-dilataciones unitarias {Uλ}λ∈T descritas por 1.31. Entonces W (A) =⋂

λ∈TW (Uλ).

Demostración. Consideremos λ ∈ T y la respectiva 1-dilatación Uλ asociada a A.
Entonces se cumple que A = P∗UλP con P la matriz n × (n −1)

P =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
0 0 · · · 0

 .
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Si consideramos x ∈Cn−1 con ‖x‖ = 1, se cumple que P x ∈Cn con ‖P x‖ = 1.

Si α ∈W (A), existe un xα unitario con

α= 〈xα|Axα〉 = 〈xα|P∗UλP xα〉 = 〈P xα|UλP xα〉.

Por tanto, α ∈W (Uλ) para todo λ ∈T, y equivalentemente W (A) ⊆⋂
λ∈TW (Uλ).

Vamos a ver que la contención no es estricta. Consideremos β ∉ W (A). Si β ∉
D entonces no se encuentra en la intersección de la extensión numérica de dos 1-
dilataciones distintas; y por tanto β ∉⋂

λ∈TW (Uλ). Asumimos entonces que β ∈D.

Por el Teorema de Toeplitz-Hausdorff 1.16 W (A) es convexo y cerrado y existe
una recta separando β de W (A).

Figura 2.3: Separación deβ y W (A). En principio no tiene por qué ser W (A) una elipse,
pero se ha representado así por sencillez.

Esta recta corta aT en dos puntos, w1 y w2. Si recordamos bien, nuestra matriz A
en forma estándar proviene de un producto de Blaschke B1. Si tomamos λ̃= B(w1)
con B(z) = zB1(z), se cumple que los autovalores de Uλ̃ forman, según 2.6, un po-
lígono de n lados que, por el lema 2.10, circunscribe a W (A). Si nos fijamos en la
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Figura 2.3, es inmediato afirmar que entonces β no pertenece al polígono dado. Co-
mo Uλ̃ es una matriz unitaria, la extensión numérica no es más que el cierre convexo
de los autovalores, en otras palabras, el polígono convexo de n lados mencionado.
Como β ∉Uλ̃ tenemos que β ∉⋂

λ∈TW (Uλ). Llegamos así a que la contención no es
estricta y por tanto W (A) =⋂

λ∈TW (Uλ).

Teorema 2.12. Sea B un producto de Blaschke de grado n satisfaciendo B(0) = 0.
Existe entonces una curva C convexa tal que para todo λ ∈ T, si z j con j = 1, . . . ,n
(ordenados en orden de argumento creciente) son los puntos deT para los que B(z j ) =
λ, entonces el segmento que une z j y z j+1 (donde los índices están tomados módulo
n) es tangente a C en precisamente un punto. Además, cada punto de la curva C se
obtiene de esta manera. Luego la curva C es una n-curva de Poncelet.

Demostración. Consideremos el producto de Blaschke B1(z) = B(z)
z y la matriz A

en forma estándar que representa la compresión SB1 . Por el Teorema 2.6 sabemos
que los autovalores de la 1-dilatación Uλ son los puntos z j con j = 1, . . . ,n, donde
B(z j ) =λ. Por el Lema 2.10 sabemos que el segmento z j z j+1 es tangente a la frontera
de W (A) en exactamente un punto. Esta va a ser nuestra curva C . Justificamos así
los dos primeros puntos del teorema.

Para obtener el último resultado, tomemos α0 en la curva C y tracemos la línea
tangente l a la curva pasando por α0. Esta recta corta a la circunferencia T en dos
puntos, w1 y w2. Como sabemos hay exactamente n puntos z1, . . . , zn en la circun-
ferencia que verifican B(z j ) = B(w1), con w1 = zk para algún k. Por el Lema 2.10 el
polígono de vértices z1, . . . , zn circunscribe W (A). Así los segmentos zk−1w y w1zk+1

son tangentes a la frontera de W (A). Como W (A) es compacto y convexo, existen
exactamente dos tangentes a W (A) desde w1. Entonces, w2 = zk−1 o w2 = zk+1. En
cualquier caso, B(w1) = B(w2).

Por fin, hemos conectado los tres conceptos principales de este trabajo: produc-
tos de Blaschke, extensión numérica y teorema de Poncelet. Tenemos un método
que nos permite construir n-curvas de Poncelet a partir de los productos de Blasch-
ke y a través de la extensión numérica. De manera resumida, consideramos un pro-
ducto de Blaschke B de grado n, y la familia de polígonos {Pλ}λ∈T, donde Pλ no
es más que el polígono de n lados inscrito en T y con vértices las n soluciones de
B(z) = λ. La intersección de estos polígonos describe un conjunto cuya frontera C

no es más que una n-curva de Poncelet. De manera equivalente podemos construir
la misma curva. Comprobamos en primer lugar si B(0) = 0. Si es así, tomamos los
n − 1 ceros restantes de B , si no, lo transformamos como en la Proposición 2.4 en
un producto de Blaschke C que cumpla C (0) = 0 y nos quedamos con los n−1 ceros
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restantes de C . Este producto de Blaschke identifica los mismos puntos que B con lo
que va a derivar en la misma curva. Consideramos el producto de Blaschke B1 con
los n −1 ceros de antes. Entonces, la frontera de la extensión numérica de la matriz
en forma estándar que representa a SB1 no es más que la curva C .

Una pregunta surge a raíz de esto y es si toda curva de Poncelet se construye de
esta forma, o equivalentemente si toda curva de Poncelet proviene de un producto
de Blaschke. Demostrar esto no es un trabajo sencillo. Podemos ver en concreto en
la Figura 2.4 una representación de la curva [16, p. 131]. Esta es un ejemplo de una
curva de Poncelet que no proviene de un producto de Blaschke. Podemos afirmar
esto porque si fuese así, sería una elipse, porque como veremos en la Sección 3.1:
toda 3-curva de Poncelet proveniente de un producto de Blaschke es una elipse.

Figura 2.4: Curva de Poncelet que no proviene de un producto de Blaschke.

La siguiente pregunta es cuándo estas curvas van a ser, así como en el Teorema
de Poncelet, elipses. En el siguiente capítulo vamos a estudiar condiciones suficien-
tes, y en algunos casos necesarias, para que la curva obtenida con el método ante-
rior sea una elipse. Llamaremos entonces elipses de Blaschke a aquellas elipses que,
mediante el método descrito en este capítulo u otro que veremos posteriormente,
se puedan construir a través de un producto de Blaschke.
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2.2 La clase Sn.

Como hemos podido ver el conjunto de matrices en forma estándar es bastan-
te importante y define una clase de matrices que nos permiten construir curvas de
Poncelet. Esta clase de matrices son muy estudiadas y tienen su nombre propio den-
tro del campo del álgebra lineal.

Definición 2.13. Se define la clase Sn como el conjunto de matrices A n ×n que
cumplen

1. A es una contracción.
2. Todos los autovalores de A se encuentran en D.
3. rg(I − A∗A) = rg(I − A A∗) = 1.

Proposición 2.14. La clase Sn no es más que el conjunto de matrices que represen-
tan la compresión del operador desplazamiento SB para un determinado producto
de Blaschke B de grado n.

Demostración. La demostración de este resultado se encuentra en [11, p. 361].

Observación 2.15. Recordemos que uno de nuestros intereses es trabajar con la ex-
tensión numérica de una matriz y esta se conserva ante transformaciones unitarias.
Es por ello que una matriz A en Sn no tiene por qué estar necesariamente en forma
estándar, pero podemos considerar que es así.

Para todo aquel lector que esté interesado en profundizar sobre el tema, reco-
mendamos [19] y [10].

Proposición 2.16. Sea U una matriz unitaria n×n con autovalores λ1, . . . ,λn distin-
tos. Entonces, el conjunto de matrices (n −1)× (n −1) que se pueden 1-dilatar a U ,
no es más que el conjunto de matrices unitariamente equivalentes a una de la forma
U1 ⊕T1, donde U1 es una matriz m ×m unitaria (0 ≤ m ≤ n −1) cuyos autovalores
son algunos de los λ j y T1 es una matriz en Sn−m−1 con W (T1) circunscrito por el
polígono de n −m lados formado por los m λ j restantes.

Demostración. Si A es una matriz que admite U como 1-dilatación unitaria, en-
tonces por la Proposición 1.26 es una contracción, además se puede comprobar que
rg(In−1 − A∗A) ≤ 1. Si tenemos en cuenta que U es una 1-dilatación de A, se tiene
que U es de la forma (unitariamente equivalente a)

U =
(

A b
c α

)
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con α ∈C y b y c matrices (n−1)×1 y 1× (n−1) respectivamente. Luego, realizando
una multiplicación por bloques

In =U∗U =
(

A∗ c∗

b∗ α

)(
A b
c α

)
=

(
A∗A+ c∗c A∗b +αc∗

b∗A+αc b∗b +|α|2
)

.

Debido a esto, necesariamente se tiene que cumplir

In−1 = A∗A+ c∗c ⇒ In − A∗A = c∗c ⇒ rg(In − A∗A) ≤ 1.

Por otro lado, como A es una contracción, por el Teorema 3.2 de [19, p. 8] po-
demos escribir A = U1 ⊕T1, con U1 una matriz m ×m unitaria y T1 una matriz de
dimensión (n −m − 1)× (n −m − 1) con todos los autovalores de módulo distinto
de 1. Se dice entonces que T1 es no unitaria. Como A es una contracción, necesa-
riamente T1 también lo es. Además, rg(In − A∗A) = rg(In−m−1 −T ∗

1 T1) ≤ 1 donde Ik

denota a la matriz identidad k ×k, por tanto T1 pertenece a la clase Sn−m−1. Como
U es una 1-dilatación de A, necesariamente se tiene que cumplir que U =U1 ⊕U2,
donde U2 es una 1-dilatación de la matriz T1. Entonces, por el Lema 2.10, W (T1) está
inscrito en el polígono de n −m lados formado por los autovalores de U2.

Recíprocamente, si A =U1⊕T1 tiene las propiedades mencionadas, entonces por
el Lema 2.10, T1 se dilata en la matriz (n−m)×(n−m) unitaria U2 cuyos autovalores
son los λ j distintos a los autovalores de U1. Por tanto, A se dilata en la matriz U1⊕U2

que es unitariamente equivalente a U , como queríamos probar.

Teorema 2.17. Para todo polígono P de n + 1 lados inscrito en T y cualesquiera
v1, . . . , vn puntos cada uno en un lado de P y ninguno un vértice, existe un producto
de Blaschke B de grado n tal que W (SB ) está circunscrito por P con los v j , j = 1, . . . ,n
como puntos de tangencia.

Demostración. Supongamos que P tiene λ1, . . . ,λn+1 ∈T como vértices ordenados
con argumento creciente y v j = t jλ j + (1− t j )λ j+1 con 0 < t j < 1 para j = 1, . . . ,n.
Tomemos

x1 =



p
t1p

1− t1

0
...
0

 , x2 =



0p
t2p

1− t2

0
...
0


, . . . xn =


0
...
0p
tnp

1− tn


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vectores en Cn+1, y sea H ⊆Cn+1 el subespacio de dimensión n generado por los x j

con j = 1, . . . ,n. Sea

U =

 λ1 0
. . .

0 λn+1


y definimos el operador T = PHU|H , donde PH es la proyección ortogonal de Cn+1

en H . Entonces

〈x j |T x j 〉 = 〈x j |Ux j 〉 =λ j t j +λ j+1(1− t j ) = v j

para todo j . En consecuencia, todos los v j están en W (T ). Por otro lado, como T se
puede 1-dilatar en U , por la Proposición 2.16 podemos escribir T =U1 ⊕T1 con U1

unitaria y T1 perteneciente a algún Sm con m < n. Supongamos que U1 está presen-
te en esta descomposición. Como los autovalores de U1 son todos autovalores de U ,
algún λk es autovalor de U1 para el cual λk+1 no lo es. Supongamos que 1 ≤ k ≤ n.
Como W (T1) está circunscrito por el polígono de m +1 lados formado por m +1 de
los λ j incluyendo λk+1, pero no λk y W (T ) es el cierre convexo de W (U1)∪W (T1),
deducimos así que vk no está en W (T ) pues la única manera de conseguir este pun-
to es a través del segmento que une λk y λk+1. Este primero pertenece a W (U1),
mientras que el segundo no pertenece ni a W (T1) ni a W (U1). Una representación
de este hecho se encuentra en la Figura 2.5.

Figura 2.5: Imagen geométrica de la demostración del Teorema 2.17.

Esto entra en contradicción con que todos los v j con j = 1, . . . ,n están en W (T ).
Si ahora k = n + 1, es decir, λn+1 es autovalor de U1, pero λ1 no lo es. Entonces,
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suponiendo que j es el menor índice para el cual λ j , . . . ,λn+1 son todos autovalo-
res de U1, como vimos antes, se tiene que v j−1 no está en W (T ), una vez más una
contradicción. Por tanto, T = T1 es una compresión del operador desplazamiento
y en consecuencia, es de la forma SB con B un determinado producto de Blaschke
de grado n. Como ya sabemos por la Proposición 2.10, esto indica que W (T ) está
inscrito en P con v j con j = 1, . . . ,n puntos de tangencia.

Con estos resultados terminamos esta sección. Aunque al lector le parezcan en
un principio algo alejados de lo que hemos estudiado al comienzo de esta segunda
parte, estos serán relevantes a la hora de demostrar en la sección 3.3 si las elipses de
Poncelet provienen de productos de Blaschke o no.



3 n-Elipses de Blaschke.

3.1 3-elipses de Blaschke.

En la sección anterior hemos hablado de curvas de Poncelet obtenidas con n-
productos de Blaschke. Esta vez nos vamos a centrar en las que obtenemos para
n = 3, que como vamos a ver más adelante, se corresponden con elipses. Es por ello
que hablamos de 3-elipses de Blaschke.

Teorema 3.1. Sea B el producto de Blaschke con ceros 0, a1, a2 ∈ D. Para λ ∈ T,
sean z1, z2, z3 las soluciones de B(z) = λ. Entonces las líneas que unen z j y zk con
j 6= k, son tangentes a la elipse de ecuación

|w −a1|+ |w −a2| = |1−a1a2|. (3.1)

Recíprocamente, todo puto de la elipse es tangente a una recta que une dos puntos de
T que B identifica.

Demostración. Con las herramientas que ya tenemos simplemente tenemos que
encadenar una proposición tras otra. Si consideramos el producto de Blaschke B1

con ceros a1, a2 y su matriz asociada 2×2 en forma estándar

A =
(

a1

√
1−|a1|2

√
1−|a2|2

0 a2

)
.

Por la Proposición 1.19 la extensión numérica de A no es más que la elipse de focos
a1 y a2, y eje menor

√
1−|a1|2

√
1−|a2|2. Si tenemos en cuenta la geometría de la

elipse, la cual podemos ver en la Figura 3.1, tenemos que el semieje mayor es√
|a1 −a2|2

4
+ (1−|a1|2)(1−|a2|2)

4
=

= 1

2

√
1−a1a2 −a2a1 +|a1a2|2 = 1

2
|1−a1a2|.
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Por lo que la extensión numérica de A no es más que la elipse de ecuación

|w −a1|+ |w −a2| = |1−a1a2|.

Figura 3.1: Focos y semiejes de una elipse genérica

Por el Teorema 2.6 sabemos que para cada λ ∈ T, las soluciones de B(z) = λ

no son más que los autovalores de la 1-dilatación Uλ de A. Por el Lema 2.10, estas
forman un triángulo que circunscribe a W (A) es decir, a la elipse que hemos descrito
anteriormente. Finalizamos así el teorema.

Observación 3.2. Es posible demostrar el resultado anterior sin elaborar todos los
resultados anteriores sobre la extensión numérica y el operador desplazamiento. Si
recordamos la Proposición 1.7 se puede escribir

F (z) = B(z)/z

B(z)−λ =
n∑

i=1

mi

z − zi
.

Se puede demostrar aritméticamente que

ζ j =
m j+1z j +m j z j+1

m j +m j+1
(3.2)

con j = 1,2,3 módulo 3, es un punto de la elipse tangente al segmento formado por
los ya descritos z j y z j+1.

Ejemplo 3.3. Si consideramos el producto de Blaschke

B(z) = z
z − 1

2 (1+ i )

1− z
2 (1− i )

z + 1
2 (1+ i )

1+ z
2 (1− i )
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obtenemos la elipse de ecuación∣∣∣∣w − 1

2
(1+ i )

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣w + 1

2
(1+ i )

∣∣∣∣= 3

2
.

Figura 3.2: 3-elipse de Blaschke a partir del producto con ceros 0, 1
2 (1+ i ) y −1

2 (1+ i ).

Proposición 3.4. Sea E una elipse con focos a1 y a2. Si E puede ser circunscrito en
un triángulo T inscrito en T, entonces E es una 3-elipse de Blaschke con focos a1 y
a2 y eje mayor |1−a1a2|.
Demostración. Por el Teorema 3.1 sabemos que existe una elipse E1 con focos en
a1 y a2 que tiene la propiedad que dado un punto z ∈T, existe un triángulo, Tz , que
la circunscribe y está inscrito en T con un vértice en z.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el eje mayor de E es más largo que
el eje mayor de E1. Como ambas tienen los mismos focos, es evidente que E1 está
en el interior de E . Sean z1, z2, z3 los vértices del triángulo T . Consideremos ahora el
triángulo Tz1 que circunscribe a E1 y con vértices z1, w2, w3.

Como E es mayor que E1 y las elipses son cofocales, el argumento de w2 debe ser
mayor que el de z2; es decir, el segmento uniendo z1 y w2 se encuentra por debajo
del que une z1 y z2. Análogamente, el segmento que une z1 y w3 está por encima del
segmento que une z1 y z3. Pero entonces, el segmento que une w2 y w3 se encuentra
fuera de E y por tanto, no es tangente a E1. Esto implica que la única posibilidad sea
que E y E1 coincidan. Finalizando así la prueba.
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Figura 3.3: Esquema de la demostración de la Proposición 3.4.

3.1.1 3-Elipses de Blaschke y condiciones de Cayley

Un producto de Blaschke B de grado 3, con ceros en 0, a y b en el interior del
disco unidad D tiene asociado una elipse de la siguiente forma. Dado λ ∈ T = ∂D,
existen tres soluciones distintas z1, z2, z3 ∈T de la ecuación B(z) =λ. Se verifica que
las rectas que unen los puntos zi z j son tangentes a la elipse E de ecuación

|w −a|+ |w −b| = |1− āb| .

Se tiene así que la circunferencia unidadT y la elipse E forman una 3-configuración
de Poncelet. Las condiciones de Cayley asociadas al teorema de Poncelet nos di-
cen que una condición equivalente para que se tenga una 3-configuración es que el
desarrollo de la función

p
det(tT+E) en t = 0 tenga un término cuadrático igual a

cero. El orden es importante, pues el triángulo debe estar inscrito en T y circunscri-
to a E . Se puede ver el enunciado general para cónicas sin puntos singulares en ([7,
p. 4]).

En primer lugar, analice mos un ejemplo y los problemas que nos podemos en-
contrar para verificarlo. Consideremos los valores a = 1

2+ 1
2 i ,b =−3

4+ 1
4 i . La ecuación
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de la elipse E asociada es

a:=1/2+1/2*I:b:=-3/4+1/4*I:
w:=x+I*y:
fa:=evalc(abs(w-a)^2);

2 2
fa := x - x + 1/2 + y - y

> fb:=evalc(abs(w-b)^2):
> f0:=evalc(abs(1-conjugate(a)*b)^2);

29
f0 := --

16

> E:=(fa+fb-f0)^2-4*fa*fb;

/ 2 11 2 \2
E := |2 x + 1/2 x - -- + 2 y - 3/2 y|

\ 16 /

2 2 2 2
- 4 (x - x + 1/2 + y - y) (x + 3/2 x + 5/8 + y - 1/2 y)

> expand(E);

19 89 2 2 199
--- x + -- y - x - 7 y + 5/2 x y - ---
16 16 256

Tenemos entonces que la matriz asociada a la elipse E es

ME =


−199

256 −19
32

89
32

−19
32 −1 5/4

89
32

5
4 −7

 .
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La ecuación para la circunferencia unidad es x2 + y2 −1 = 0, y su matriz asociada es

MT =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Entonces

> with(LinearAlgebra):
> ME:=Matrix([[-199/256, -19/32, 89/32],[-19/32,-1,5/4],[89/32, 5/4, -7]]);

[-199 -19 89 ]
[---- --- -- ]
[256 32 32 ]
[ ]
[-19 ]

ME := [--- -1 5/4]
[32 ]
[ ]
[ 89 ]
[ -- 5/4 -7 ]
[ 32 ]

> MT:=Matrix([[-1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]]);

[-1 0 0]
[ ]

MT := [ 0 1 0]
[ ]
[ 0 0 1]

> E1:=sqrt(Determinant(t*MT + ME));

3 2 1/2
(-4096 t + 29584 t - 29928 t + 7569)

E1 := -----------------------------------------
64
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> taylor(E1, t=0,4);

87 43 32 3 4
-- - -- t - -- t + O(t )
64 16 87

El término en t 2 tiene coeficiente nulo y, en efecto, las dos cónicas forman una 3-
configuración de Poncelet. En la figura 3.4 aparece este caso. Se pueden ver otros
ejemplos de las condiciones de Cayley en [17, p. 45-48].

Figura 3.4: 3-elipse.

El problema que planteamos ahora es dar una prueba de que la elipse E y la
circunferenciaT forman una 3-configuración de Poncelet basada en las condiciones
de Cayley. En [6] hay una prueba geométrica.

Podemos hacer una prueba mediante cálculo simbólico en MAPLE.

restart:with(LinearAlgebra):
a:=a1+a2*I:b:=b1+b2*I:
w:=x+y*I:
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fa:=evalc(abs(w-a)^2):
fb:=evalc(abs(w-b)^2):
f0:=evalc(abs(1-conjugate(a)*b)^2):
E:=(fa+fb-f0)^2-4*fa*fb:
M00:=subs([x=0,y=0],E):
M01:=coeff(subs(y=0,E), x):
M02:=coeff(subs(x=0,E), y):
M11:=coeff(E, x^2):
M12:=coeff(coeff(E,x), y):
M22:=coeff(E, y^2):
ME:=Matrix([[M00, 1/2*M01, 1/2*M02],
[1/2*M01, M11, 1/2*M12],
[1/2*M02, 1/2*M12, M22]]):
xx:=Vector([1,x,y]):
expand(Transpose(xx) . ME . xx - E);

0

MT:=Matrix([[-1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]]):
E1:=sqrt(Determinant(t*MT + ME)):
expr1:=subs(t=0, diff(E1,t$2)):
numexpr1:=numer(expr1) :
expand(numexpr1);

0

Verificando así que la circunferencia T y una elipse proveniente de un producto
de Blaschke forman una 3-configuración de Poncelet. Esto podría ser una prueba
alternativa a la demostración del Teorema 3.1.

3.2 4-Curvas de Blaschke.

3.2.1 Curva generadora de la frontera.

Tras estudiar el caso de las 3-elipses, vamos a pasar a las 4-elipses. Este avance a
priori parece inmediato, pero su construcción es mucho más compleja. Para tratar
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estas elipses tenemos que recurrir al trabajo de Kippenhahn [14] sobre la extensión
numérica de matrices.

Proposición 3.5. Dada una matriz A cuadrada n ×n, se puede descomponer como

A = HA + i K A (3.3)

donde HA y K A son matrices hermíticas. A HA se conoce como la parte real de A y a
K A la parte imaginaria.

Demostración. Basta escribir

HA = A+ A∗

2
; K A = A− A∗

2i
.

Teorema 3.6. Si A = HA + i K A y HA tiene autovalores α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn mientras
que K A tiene autovalores β1 ≤β2 ≤ . . .βn , entonces W (A) está contenido en el rectán-
gulo formado por las rectas x = α1, x = αn , y = β1 e y = βn . Los lados del rectángulo
comparten o un punto o todo un intervalo.

Demostración. Vamos a dar una ligera idea de la primera parte; el resto, como ya
hemos mencionado, se encuentra en [14]. Si tenemos en cuenta que tanto la par-
te real de A como su parte imaginaria son matrices hermíticas, sus autovalores son
reales. No solo eso, sino que son matrices normales, y como ya hemos visto en el
Ejemplo 1.17, su extensión numérica no es más que el cierre convexo de sus auto-
valores. En consecuencia, la extensión numérica de HA y K A serán intervalos reales
cerrados y acotados.

Por otro lado, si z ∈W (A), entonces z ∈W (HA)+iW (K A). Tomemos v ∈Cn cum-
pliendo tal que 〈v |Av〉 = z. Se cumple entonces que

〈v |HA v〉 = 〈v |Av〉+〈v |A∗v〉
2

= z + z

2
=ℜ(z) ∈W (HA).

De manera totalmente análoga se cumple que ℑ(z) ∈W (K A), terminando así la pri-
mera parte de la demostración.

Este teorema nos permite acotar la frontera de la extensión numérica de una
cierta matriz A. Si realizásemos un giro de la extensión numérica a través de un giro
de la matriz podríamos hallar nuevos límites del conjunto. Repitiendo este proceso
encajonaríamos la región lo suficiente como para conocer la frontera de W (A).
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El proceso de girar la matriz no es más que tomar e−iϕA, lo que provoca un giro
en W (A), ya que por el Teorema 1.15, W (e−iϕA) = e−iϕW (A). Como se cumple que

e−iϕA = (
cosϕHA + sinϕK A

)+ i
(
cosϕK A − sinϕHA

)
y la parte real de una matriz es única, para hallar los autovalores de He−iϕA tenemos
que resolver la ecuación

det
[
cosϕHA + sinϕK A −λI

]= 0. (3.4)

Una vez halladas las rectas que limitan la extensión numérica de W (e−iϕA) simple-
mente tendríamos que rotar estas mismas de vuelta.

Todo este proceso es el que llevó a Kippenhan a desarrollar su principal teorema,
aunque antes de hablar de este vamos a introducir una serie de conceptos.

Observación 3.7. Podemos ver C dentro de P2(R) identificando x + i y con (x, y,1).
Así mismo, podemos ver este espacio dentro de P2(C) de la manera natural.

Definición 3.8. Dada una curva C en P2(C) definimos su parte real como el con-
junto de puntos C ∩P2(R).

Definición 3.9. Sea C una curva dada por la ecuación homogénea f (x, y, z) = 0
y consideremos la curva (dual) que verifican las rectas tangentes (ux + v y +w z = 0)
dada por φ(u, v, w) = 0. El grado de f se dice que es el grado de C y el grado de φ su
clase.

Teorema 3.10 (Kippenhahn). Dada una matriz n×n A = HA + i K A, el polinomio
de grado n dado por

L A(u, v, w) = det[uHA + vK A +w I ] = 0 (3.5)

determina una curva de clase n en coordenadas homogéneas del plano complejo
dual ((u, v, w) denotan rectas). El cierre convexo del dual de la curva definida por
L A(u, v, w) = 0 no es más que W (A).

Demostración. La prueba de este teorema se encuentra en el artículo de Kippen-
hahn [14].

Observación 3.11 (Curva generadora de la frontera). El dual de la curva definida
por L A(u, v, w) = 0 es una curva algebraica en P2(C). La parte real de esta curva se
denomina curva generadora de la frontera y se denota por C (A).

Es importante destacar que, pese a ser un concepto original de Kippenhan, él
mismo en [14] comete una serie de errores que hay que tener en cuenta pues si no,
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dificultan la compresión del artículo. En el transcurso de este, trata indistintamente
C (A) y L A(u, v, w) = 0 como si fuesen la misma curva; cuando la primera está en el
plano complejo y es la que genera W (A), mientras la segunda se encuentra en el
espacio dual.

Proposición 3.12. Para el caso en el que A sea una matriz 3× 3 se puede demos-
trar que existe una trasformación afín de la curva L A de manera que nos queda una
curva en coordenadas inhomogéneas de la forma

(v −1)2(u −1) =αu2 +βu2 +γu +δ (3.6)

con α,β,γ y δ reales.

Demostración. La prueba de este resultado se encuentra en [14, p. 203].

Teorema 3.13. Dada una matriz A, 3×3, se cumple uno de los siguientes resulta-
dos:

1. El determinante L A en 3.5 se factoriza en tres factores lineales y C (A) consiste
en 3 puntos.

2. El determinante L A se factoriza en un factor lineal y otro cuadrático, y C (A) es
un punto y una elipse.

3. El determinante L A es irreducible y C (A) es una curva de grado 4 con una doble
tangente y una cúspide. La frontera de W (A) contiene un tramo recto.

4. El determinante L A es irreducible y C (A) es una curva de grado 6 formada por
un óvalo y una curva con tres cúspides en su interior.

Demostración. Una discusión de la ecuación (3.6) nos lleva a demostrar todos los
casos posibles. Para ellos vamos a tomar la ecuación en coordenadas homogéneas

x2
0 y1 =α(x1 −a1x2)(x1 −a2x2)(x1 −a3x2). (3.7)

Esta clasificación se vuelve más clara cuando tratamos (x ′
0 : x ′

1 : x ′
2) como coordena-

das homogéneas de un punto. En cada caso, la ecuación (3.7) representa una curva
de orden tres, y de entre todas la curvas de este tipo tenemos que separar aquellas
correspondientes al dual de la curva generadora de la frontera de la extensión.

Como podemos ver la curva en el dual es una cúbica estándar. La clasificación
de estas es conocida y se encuentra en [1]. Para más detalles de la demostración
puede referirse a [14], aunque para la demostración hace uso de la notación clásica.
Una prueba alternativa más actual se encuentra en [2, p.585].
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Veamos un ejemplo de cada uno de los tres últimos tipos de curva que se pueden
obtener.

Ejemplo 3.14. Tomemos la matriz

A2 =

 1 0 0
1 1 0
0 1 1

 .

A través de L A2 (u, v, w) = 0 se define la curva en el espacio dual

1

2
u3 + 5

2
u2w +3uw2 − 1

2
uv2 +w 3 − 1

2
w v2 = 0.

Al calcular el dual de esta curva obtenemos la curva en el plano proyectivo complejo.
En este caso, la curva se define como intersección de dos curvas

BGC1(λ,µ,ν) = 2λ2µ−4λνµ+ν2µ+2µ3 = 0

BGC2(λ,µ,ν) = 2λ3 −6λ2ν+5λν2 −ν3 +2λµ2 −2νµ2 = 0.

Si deshomogeneizamos esta ecuación, en el espacio afín nos queda:

C (A2) ≡
{

µ(2λ2 −4λ+1+2µ2) = 0
(λ−1)(2λ2 −4λ+1+2µ2) = 0

que no es más que una circunferencia y un punto. Estamos entonces en el caso (2)
del Teorema 3.13.

Ejemplo 3.15. Si consideramos la matriz

A3 =

 0 −1/2 0
1/2 1/

p
2 −1/2

0 1/2 −1/
p

2

 .

A través de L A3 (u, v, w) = 0 se obtiene la curva dual

−1

2
wu2 +w 3 − 1

2
w v2 + 1

8
v2u

p
2 = 0.

Para obtener C (A3) tenemos que calcular la parte real del dual de la curva anterior.
Primero obtenemos el dual de la curva como BCG(λ,µ,ν) = 0 donde

BGC (λ,µ,ν) = ν4µ2 −32ν2µ4 +64µ6 −ν5λ
p

2+40ν3µ2λ
p

2

−96νµ4λ
p

2−12ν4λ2 −4ν2µ2λ2 +192µ4λ2 −22ν3λ3
p

2−48νµ2λ3
p

2

−8ν2λ4 +84µ2λ4 +48νλ5
p

2+64λ6.
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Figura 3.5: Curva generadora de la frontera de la matriz A2.

Para obtener C (A3), en este caso, simplemente tenemos que deshomogeneizar la
tercera componente, es por ello que

C (A3) ≡µ2 −32µ4 +64µ6 −λp2+40µ2λ
p

2−96µ4λ
p

2−12λ2

−4µ2λ2 +192µ4λ2 −22λ3
p

2−48µ2λ3
p

2−8λ4 +84µ2λ4 +48λ5
p

2+64λ6 = 0.

Para este ejemplo nos encontramos en el caso (3) del Teorema 3.13.

Ejemplo 3.16. Consideremos como último ejemplo el caso en que

A4 =

 0 −1/2 0
1/2 0 −1/2

0 1/2
p

2

 .

Una vez más, calculamos L A4 (u, v, w) = 0 y obtenemos la curva en el espacio dual

w 2u
p

2+w 3 − 1

2
w v2 − 1

4
v2u

p
2 = 0.

Calculamos ahora el dual de esta curva y obtenemos la curva en el espacio real
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Figura 3.6: Curva generadora de la frontera de la matriz A3.

representada por

BGC (λ,µ,ν) = 2ν4 −7ν3λ
p

2+18ν2λ2 −10νλ3
p

2+4λ4

−16ν2µ2 −4νλµ2
p

2+13λ2µ2 +32µ4 = 0.

Si deshomogeneizamos la tercera componente obtenemos la curva afín en el
plano complejo

C (A4) ≡ 2−7λ
p

2+18λ2 −10λ3
p

2+4λ4 −16µ2 −4λµ2
p

2+13λ2µ2 +32µ4 = 0.

En este último ejemplo, nos encontramos en el caso (4) de la clasificación del
Teorema 3.13.

3.2.2 4-Elipses de Blaschke.

Como lo que buscamos son elipses, es claro que nos interesa que dentro del
Teorema 3.13 se cumpla el caso (2). No solo esto, sino que el punto aislado que nos
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Figura 3.7: Curva generadora de la frontera de la matriz A4.

queda se encuentre en el interior de la elipse, de modo que al hacer el cierre convexo
nos quede solo esta primera. Para ver esto, consideremos dos matrices

A =

 a x y
0 b z
0 0 c

 y A1 =

 a s 0
0 b 0
0 0 c

 (3.8)

con s ≥ 0.

Para la matriz A1, haciendo uso de la Proposición 1.19, así como del Lema 1.22,
es obvio que W (A1) es el cierre convexo del punto c unión la elipse de focos a y b
y eje menor s. Entonces, la curva C (A) es una elipse y un punto si y solo si C (A) =
C (A1), y haciendo uso de la clasificación de Kippenhahn, esto ocurre si y solo si
L A = L A1 . Veamos, no muy detalladamente, cuándo se da este caso.

Primero, calculamos HA, K A y formamos la matriz uHA +vK A +w I . Obtenemos
así  uℜ(a)+ vℑ(a)+w (u − i v) x

2 (u − i v) y
2

(u + i v) x
2 uℜ(b)+ vℑ(b)+w (u − i v) z

2

(u + i v) y
2 (u + i v) z

2 uℜ(c)+ vℑ(c)+w

 .
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De manera similar formamos uHA1 + vK A1 +w I , recalcando que s ≥ 0.

 uℜ(a)+ vℑ(a)+w (u − i v) s
2 0

(u + i v) s
2 uℜ(b)+ vℑ(b)+w 0

0 0 uℜ(c)+ vℑ(c)+w

 .

Podemos escribir los respectivos determinantes como polinomios en C[u, v][w]
de la forma

C3(u, v)+C2(u, v)w +C1(u, v)w 2 +w 3

donde C j (u, v) denota un polinomio homogéneo de grado j . Comparemos ahora
los coeficientes de L A y L A1 . Observando las respectivas matrices podemos apreciar
que los coeficientes de w 3 y w 2 son iguales para ambos polinomios.

A partir del coeficiente que acompaña a w llegamos a la primera condición para
que L A sea igual a L A1

s2 = |x|2 +|y |2 +|z|2.

Si consideramos ahora el coeficiente que acompaña al término constante llegamos
a la condición

s2c = a|z|2 +b|y |2 + c|x|2 −x y z. (3.9)

A partir de estas condiciones construimos el siguiente teorema.

Teorema 3.17. Sean a,b,c ∈C, y sean x, y, z ∈C con al menos uno no nulo. Sea

A =

 a x y
0 b z
0 0 c

 .

Entonces la curva de Kippenhahn C (A) es un punto autovalor de A y una elipse si y
solo si alguno de los autovalores λ verifica

(|x|2 +|y |2 +|z|2)λ= a|z|2 +b|y |2 + c|x|2 −x y z. (3.10)

Si se satisface esta condición, entonces C (A) es la unión de λ y la elipse con foco en los
otros dos autovalores de A. La longitud del eje menor de esta es s =√|x|2 +|y |2 +|z|2.

Demostración. Ya hemos indicado anteriormente un pequeño esbozo de lo que
podría ser una demostración. Para más detalles de la misma se recomienda la refe-
rencia [13].



3. N-ELIPSES DE BLASCHKE. 73

Observación 3.18. Nos restringimos al estudio de matrices triangulares superiores
porque, como sabemos por el Lema de Schur, toda matriz es unitariamente equi-
valente a una matriz triangular superior y la extensión numérica es invariante para
matrices unitariamente equivalentes.

Proposición 3.19. Sea

A =

 a x y
0 b z
0 0 c


con

x =
√

1−|a|2
√

1−|b|2, y =−b
√

1−|a|2
√

1−|c|2

y

z =
√

1−|b|2
√

1−|c|2

la representación usual de la compresión del operador desplazamiento correspon-
diente al producto de Blaschke B1 con ceros a,b,c ∈ D. Entonces W (A) es un disco
elíptico con foco a y b si y solo si

(|x|2 +|y |2 +|z|2)c = a|z|2 +b|y |2 + c|x|2 −x y z. (3.11)

Demostración. ⇐ Sabemos por el Teorema 3.17 que la condición (3.11) se satisfa-
ce si y solo si C (A) consiste en una elipse y un autovalor de A. Como A es una matriz
en forma estándar, dicho autovalor tiene que estar en el interior de W (A), con lo que
W (A) es en consecuencia un disco elíptico.

⇒ Supongamos que la frontera de W (A) es una elipse con focos en a y b. Como
A representa al operador SB1 , sabemos que el autovalor c se encuentra en el interior
de la elipse. Si tomamos entonces A1 como en (3.8), se tiene que W (A1) = W (A).
Se cumple, por tanto, que L A = L A1 y en consecuencia se debe verificar la ecuación
(3.11).

Antes de pasar a dar una condición necesaria y suficiente que debe cumplir un
determinado 4-producto de Blaschke para que de lugar a una elipse, vamos a definir
una serie de conceptos.

Definición 3.20. Decimos que un producto de Blaschke B es factorizable si puede
ser escrito como

B =C ◦D

con C y D dos productos de Blaschke.



74 PRODUCTOS DE BLASCHKE

Observación 3.21. Nos centramos ahora en descomponer productos de Blaschke B
de grado 4. Como ya discutimos en la Proposición 2.4 podemos considerar sin pér-
dida de generalidad que B tiene un cero en 0. Para ello basta considerar la función

ψc (z) = c − z

1− cz
(3.12)

con c ∈ D y tomar ψB(0) ◦ B . Así B es factorizable, es decir, B = C ◦ D si y solo si
B =C ◦ψ−1

D(0)◦ψD(0)◦D si y solo si existen productos de Blaschke C1 y D1 con B =C1◦
D1 y D1(0) = 0. Como además hemos considerado que B(0) = 0, necesariamente se
tiene que cumplir que C1(0) = 0. Es por ello que nos podemos limitar simplemente
a estudiar los productos de Blaschke factorizables de la forma

B(z) =
(
z
α− z

1−αz

)
◦
(
z

c − z

1− cz

)
(3.13)

Lema 3.22. Sea a,c ∈C. Para ψc (a) = c−a
1−ca , se cumple

1−|ψc (a)|2 = (1−|a|2)(1−|a|2)

|1− ca|2 . (3.14)

Teorema 3.23. Sea B1 un producto de Blaschke de grado 3 con ceros en a,b,c ∈D, y
sea B el producto de Blaschke definido por B(z) = zB1(z). Entonces B factorizable si y
solo si la extensión numérica de la matriz representando la compresión del operador
SB1 es un disco elíptico.

Demostración. Para ambas implicaciones vamos a hacer uso del siguiente cálcu-
lo. Sea A la matriz en forma estándar representando SB1 . Esta verifica, siguiendo la
notación de (3.8)

x =
√

1−|a|2
√

1−|b|2, y =−b
√

1−|a|2
√

1−|c|2,

y

z =
√

1−|b|2
√

1−|c|2.

Así se tiene que

c|x|2 +b|y |2 +a|z|2 −x y z =
=c(1−|a|2)(1−|b|2)+b|b|2(1−|a|2)(1−|c|2)

+a(1−|b|2)(1−|c|2)+b(1−|a|2)(1−|b|2)(1−|c|2) =
=c(1−|a|2)(1−|b|2)+a(1−|b|2)(1−|c|2)+b(1−|a|2)(1−|c|2)

(3.15)
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y

s = |x|2 +|y |2 +|z|2 =
= (1−|a|2)(1−|b|2)+|b|2(1−|a|2)(1−|c|2)+ (1−|b|2)(1−|c|2).

(3.16)

⇒ Supongamos que B se puede descomponer de la forma (3.13). Es evidente
por tanto, que B(z) = C (zψc (z)), donde C (z) = zψα(z) para un determinado α ∈ D.
Como ψc es su propio inverso, es fácil comprobar que B(ψc (z)) = B(z). De manera
que ψc permuta los ceros de B . A través de la definición, ψc permuta 0 con c. Como
los ceros de B son 0, a,b,c ∈ D se cumple que b =ψc (a). Comprobemos ahora que
la extensión numérica de SB1 es un disco elíptico con focos en a y en b =ψc (a). Es
por ello que tenemos que demostrar que

(|x|2 +|y |2 +|z|2)c = a|z|2 +b|y |2 + c|x|2 −x y z.

Rotar los ceros de B a través de un factor λ ∈T no cambia ni la forma de la extensión
numérica ni la ecuación anterior. De manera que podemos suponer que c ∈R.

Calculemos primero s2 y a|z|2 +b|y |2 + c|x|2 − x y z para nuestra matriz. Usando
que b = c−a

1−ca , el Lema 3.22 y la ecuación (3.15) llegamos a

s2 = (1−|a|2)(1−|c|2)
(1−|a|2)+|a − c|2 + (1−|c|2)

|1− ca|2 .

Como hemos tomado c ∈R, simplificando tenemos

s2 = (1−|a|2)(1−|c|2)

|1− ca|2 (2−2cℜ(a)).

La ecuación (3.16) y el Lema 3.22 dan lugar a

a|z|2 +b|y |2 + c|x|2 −x y z = c
(1−|a|2)2(1−|c|2)

|1− ca|2 +a
(1−|a|2)(1−|c|2)2

|1− ca|2 +b(1−|a|2)(1−|c|2)

= (1−|a|2)(1−|c|2)

|1− ca|2
(
c(1−|a|2)+a(1−|c|2)+ (c −a)(1− ca)

)
= c

(1−|a|2)(1−|c|2)

|1− ca|2 (2−2cℜ(a)) = cs2.

Por el Teorema 3.17, la curva generadora de la frontera C (A) está formada por
una elipse y un punto (autovalor de A). Como ya vimos en la Proposición 2.7, los
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autovalores de A se encuentran en el interior de W (A) de modo que necesariamente
W (A) es una elipse.

⇐ En este sentido, si asumimos que W (A) es un disco elíptico vamos a demos-
trar que esto implica que los ceros de B son 0, a,c yψc (a). Si esto es así, entonces los
ceros de B son los mismos que los del producto de Blaschke(

z
z −β

1−βz

)
◦
(
z

c − z

1− cz

)
donde β= a c−a

1−ca . Por tanto, B sería factorizable. Supongamos entonces que los ce-
ros de B son 0, a,b,c ∈ D y que la extensión numérica de A es una elipse. En este
caso, el Teorema 3.17, nos indica que uno de los autovalores λ, debe verificar

s2λ= a|z|2 +b|y |2 + c|x|2 −x y z. (3.17)

Si reordenamos los ceros de B1 en la matriz A seguimos teniendo una matriz que
representa el operador SB1 , luego tiene la misma extensión numérica. Así, podemos
asumir que dicho λ no es más que c, y vamos entonces a demostrar que b =ψc (a).
Para ver esto, si sustituimos las ecuaciones (3.15) y (3.16) en (3.17)

c|b|2(1−|a|2)+ c(1−|b|2) = a(1−|b|2)+b(1−|a|2).

Si despejamos ahora c

c = a(1−|b|2)+b(1−|a|2)

1−|ab|2 . (3.18)

En consecuencia

ψc (a) = c −a

1− ca
= b −a|b|2 −b|a|2 +a|ab|2

1−|a|2 −ab +ab|a|2
= b.

Finalizamos así la demostración.

Observación 3.24. Se puede observar que para la matriz 3×3 que hemos conside-
rado en la 3.19 la longitud del eje menor es

s = (
tr(A∗A)−|a|2 −|b|2 −|c|2)1/2

. (3.19)

Proposición 3.25. Sea B un producto de Blaschke de grado 4. Entonces la curva
asociada a B es una elipse si y solo si B es factorizable.

Demostración. La prueba es una consecuencia directa del Teorema 3.23, basta con-
siderar C = ψB(0) ◦B . Ambos son productos de Blaschke y forman la misma curva
pues ambos identifican los mismos puntos de la circunferencia. Ahora no tenemos
más que aplicar el Teorema 3.23 y tener en cuenta que ψB(0) es un isomorfismo.
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Figura 3.8: 4-Elipse de Blaschke a través de B(z) =
(

z
z− 1

2
1− z

2

)
◦
(

z
z−i 1

2

1+ zi
2

)
.

3.3 n-Elipses convexas de Blaschke.

Las curvas de Poncelet que hemos considerado hasta ahora han estado inscri-
tas en polígonos convexos. Sin embargo, el teorema de Poncelet también considera
elipses inscritas en polígonos no convexos. Es por ello que es útil tomar una nueva
definición que nos permita aclarar la distinción.

Definición 3.26. Dada una elipse de Poncelet E decimos que es una elipse convexa
de Poncelet si alguno de los polígonos inscritos enD que circunscriben a E es convexo.

Una vez que tenemos esta definición podemos encontrar un importante Teore-
ma de unicidad al respecto, pero para obtener este primero tenemos que asentar
una serie de resultados.

Teorema 3.27. Existe una única función multiplicidad de intersección Ip (C ,D)
para todas las curvas C y D en P2(C) cumpliendo las siguientes propiedades.

1. Ip (C ,D) = Ip (D,C ).
2. Ip (C ,D) = ∞ si p pertenece a una componente común de C y D, en otro caso

Ip (C ,D) es un entero no negativo.
3. Ip (C ,D) = 0 si y solo si p ∉C ∩D.
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4. Dos líneas se cortan en p con multiplicidad de intersección 1 en su único punto
de intersección.

5. Si C1 y C2 están definidas por polinomios homogéneos P1(x, y, z) y P2(x, y, z) y
sea C definida por

P (x, y, z) = P1(x, y, z)P2(x, y, z)

entonces

Ip (C ,D) = Ip (C1,D)+ Ip (C2,D).

6. Si C y D están definidas por los polinomios homogéneos P (x, y, z) y Q(x, y, z) de
grados n y m, y E está definido por el polinomio PR +Q con R(x, y, z) homogé-
neo de grado m −n entonces

Ip (C ,D) = Ip (C ,E).

Demostración. La función multiplicidad de intersección tiene distintas definicio-
nes, nosotros usamos la de Kirwan [15], pero puede, si el lector lo prefiere, hacer uso
de las construcciones de [8] y/o [1]. En esta primera puede encontrar la demostra-
ción del teorema.

A partir de la definición de multiplicidad de intersección se enuncia el Teorema
de Bézout.

Teorema 3.28 (Teorema de Bézout). Si C y D son dos curvas proyectivas de grado
n y m en P2(C) que no tienen ninguna componente en común, entonces hay exacta-
mente n ·m puntos de intersección contando multiplicidad, es decir∑

p∈C∩D
Ip (C ,D) = n ·m.

Como consecuencia de este teorema tenemos la siguiente proposición.

Proposición 3.29. Sean C y D curvas algebraicas y P un punto en P2(C). Entonces
IP (C ,D) = 1 si y solo si P es un punto no singular de C y D y las líneas tangentes de
C y D en P son distintas.

Demostración. La demostración de este resultado, al igual que el anterior, se en-
cuentra en [15].

Estamos ahora preparados para enunciar y demostrar el teorema clave que va a
dar como consecuencia el resultado que buscamos.
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Teorema 3.30. Sea A una matriz n×n (n ≥ 2) y sea E un disco elíptico en el plano.
Supongamos que W (A) y E tienen l ≥ 1 rectas de apoyo L1, . . . ,Ll en común con m
(0 ≤ m ≤ l ) de las intersecciones Lk ∩W (A)∩E no vacías. Si l +m ≥ 2n +1, entonces
E ⊆ W (A). En este caso, el número 2n + 1 es la cota óptima, en el sentido de que si
l +m < 2n +1, no se cumple el resultado.

Demostración. Sea L alguna de las líneas de apoyo de W (A) y E , y sea P el punto
de tangencia de L y ∂E . Consideremos además, como hicimos en 3.2, C (A) la curva
generadora de la frontera de W (A). En un principio, tenemos distintos casos que
considerar.

1. P no está en W (A). Como L es tangente a C (A), se corresponde, por dualidad,
con el punto L∗ intersección de C (A)∗ y ∂E∗. Entonces IL∗(C (A)∗,∂E∗) ≥ 1 por
la definición de la multiplicidad de intersección.

2. P está en W (A) y en C (A). En este caso el punto de intersección L∗ de C (A)∗ y
∂E∗ tiene una línea tangente P∗ en común. Entonces IL∗(C (A)∗,∂E∗) ≥ 2 por
3.29.

3. P está en W (A) pero no en C (A). Este caso podría corresponderse con el del
Ejemplo 3.6, donde existen puntos en W (A) que no están en C (A). Esto impli-
ca que L es tangente a C (A) en otros dos puntos Q y R. Tenemos entonces que
considerar otros dos casos:

a) Q y R se encuentran en componentes distintas, denotadas C1 y C2 de
C (A). Entonces C∗

1 y C∗
2 son componentes de C (A)∗ y

IL∗(C (A)∗,∂E∗) ≥ IL∗(C∗
1 ,∂E∗)+ IL∗(C∗

2 ,∂E∗) ≥ 1+1 = 2,

donde la primera desigualdad se da por una de las propiedades la multi-
plicidad de intersección.

b) Q y R se encuentran en la misma componente C de C (A). En este ca-
so el punto L∗ en C∗ tiene al menos dos líneas tangentes Q∗ y R∗ a
C (A)∗. Así L∗ es un punto singular de C (A)∗ y deducimos de 3.29 que
IL∗(C (A)∗,∂E∗) ≥ 2.

En todos los casos considerados IL∗(C (A)∗,∂E∗) es al menos tan grande como
la cantidad (1 o 2) que contribuye la línea de apoyo L a la suma l +m. Entonces si
l +m ≥ 2n +1,

∑
j IL∗

j
(C (A)∗,∂E∗) ≥ 2n +1. Como los grados de C (A)∗ y ∂E∗ son n y

2, respectivamente, el teorema de Bézout 3.28 implica que C (A)∗ y ∂E∗ tiene com-
ponentes en común. Inferimos de la irreducibilidad de la elipse ∂E∗ que ∂E∗ es una
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componente de C (A)∗. Entonces ∂E es una componente de C (A) como requeríamos
y E ⊆W (A).

Para ver que 2n+1 es la cota óptima, consideremos E =D y n = 3, l = 5 (se verifica
que n ≥ 2 y n ≤ l ≤ 2n). Sea P el polígono de 5 lados con vértices a1, . . . , a5 que
circunscribe a E con b j con j = 1, . . . ,5 puntos de tangencia. Sea ahora m = 2n−l = 1
y tomemos la matriz

A =

 b1 0 0
0 a3 0
0 0 a5

 .

Por ser A una matriz diagonal su extensión numérica no es más que el cierre conve-
xo de sus autovalores, es decir, el polígono que une b1, a3 y a5. Este polígono cumple
que tiene l = 5 líneas de apoyo en común con E y m = 1 intersecciones Lk∩W (A)∩E
no vacías, donde Lk con k = 1, . . . , l denota a las líneas de apoyo, es decir, los lados
del polígono P . Sin embargo, como podemos ver en la Figura 3.9 no se cumple que
E ⊆W (A).

Observación 3.31. Es importante aclarar que en un principio el caso (1) de 3.30 se
puede dar, pero es cuando imponemos la condición l +m ≥ 2n +1 cuando descar-
tamos esta posibilidad.

Lo que nos interesa de este teorema no es el resultado en sí, sino la proposición
que este implica.

Proposición 3.32. Sea E un disco elíptico contenido en D. Entonces E es la exten-
sión numérica de una matriz A, n×n, en forma estándar si y solo si ∂E es una (n+1)-
elipse de Poncelet convexa. En este caso, A es única salvo transformaciones unita-
rias.

Demostración. ⇒ La condición necesaria está ya probada. Como sabemos toda
curva que proviene de una matriz en forma estándar es una curva convexa de Pon-
celet.

⇐ Para probar la condición suficiente, sea P uno de los polígonos de n +1 la-
dos tangentes a ∂E con v1, . . . , vn+1 puntos de tangencia. Por el Teorema 2.17 existe
una matriz A en forma estándar tal que W (A) está circunscrito por P con v1, . . . , vn

puntos de tangencia. Entonces E y W (A) tienen n + 1 líneas de apoyo en común
con n puntos de intersección. De modo que, por el Teorema 3.30, E ⊆ W (A). Para
probar la igualdad E =W (A), sea λ1 =λ′

1 un punto arbitrario deT. Dibujamos suce-
sivamente desde λ j (respectivamente λ′

j ), j = 1, . . . ,n+1, líneas tangentes a ∂E (res-
pectivamente a ∂W (A)), que cortan a T en λ j+1 (respectivamente λ′

j+1). Como por



3. N-ELIPSES DE BLASCHKE. 81

Figura 3.9: Ejemplo de la extensión numérica de una matriz (triángulo gris) y una
cónica (círculo) que verifican las condiciones del Teorema 3.30 pero no la cota l +m ≥
2n +1, siendo l = 5, n = 3 y m = 1. Podemos apreciar como el círculo no se encuentra
en el interior de la región gris.

hipótesis ∂E es una elipse de Poncelet convexa y todas las curvas provenientes de
una matriz en forma estándar son curvas convexas de Poncelet, podemos suponer

λ j = e iθ j (respectivamente λ′
j = e iθ′j ) con θ1 = θ′1 y 0 ≤ θ1 < θ2 < ·· · < θn+2 = θ1 +2π

(respectivamente 0 ≤ θ′1 < θ′2 < ·· · < θ′n+2 = θ′1 + 2π). Como E ⊆ W (A), es fácil de
ver que θ j ≥ θ′j para todo j y, más aún, si θ j0 > θ′j0

para algún j0, entones θk > θ′k
para todo k ≥ j0. Como θn+2 = θ′n+2 necesariamente se tiene que cumplir θ j = θ′j .
Así ∂E y ∂W (A) están circunscritas por el mismo conjunto de polígonos de n +1 la-
dos con vértices en T. Si recordamos que E y W (A) son la intersección de la región
delimitada por cada uno de estos polígonos, concluimos que E =W (A).

Observación 3.33. Esta proposición se puede enunciar de manera equivalente co-
mo que toda elipse convexa de Poncelet proviene de un producto de Blaschke y por
tanto, es una elipse de Blaschke.

Hemos llegado a un resultado bastante importante, y es que toda toda elipse E
en D circunscrita por un polígono convexo P inscrito en T proviene de un producto
de Blaschke B . Hemos caracterizado, dentro de la familia de elipses de Poncelet, a
una gran parte de ellas. Aún así, todavía nos queda ver una condición necesaria y/o
suficiente de elipses inscritas en polígonos no convexos.





4 (n,p)-Elipses de Blaschke.

4.1 Automorfismos del disco elípticos.

Si recapitulamos lo que hemos visto hasta ahora, sabemos que los productos
Blaschke de grado 3 nos proporcionan siempre elipses. Por otro lado, conocemos
una condición necesaria y suficiente para que los productos de Blaschke de grado 4
nos proporcionen de nuevo estas cónicas. Sin embargo, para productos de Blaschke
de grado n hemos visto que estas no siempre aparecen. Nuestro interés ahora va a
ser ver cuándo los productos de Blaschke nos proporcionan elipses mediante una
generalización de la construcción que ya habíamos hecho para las curvas de Ponce-
let. Este proceso de construcción no va a ser detallado, mostrando simplemente los
resultados principales que nos van a permitir construir elipses de Poncelet a través
de productos de Blaschke. Para toda aquella persona interesada en las demostracio-
nes de estos puede dirigirse a la referencia [6] para más detalles.

Definición 4.1 (Automorfismos del disco). Sean φ ∈R y a ∈D construimos el au-
tomorfismo del disco Mφ,a :D→D definido por

Mφ,a(z) = e iφ a − z

1−az
. (4.1)

Observación 4.2. Si nos fijamos en la expresión de Mφ,a podemos darnos cuenta
de que no es más que un producto de Blaschke de grado 1. Si recordamos la Propo-
sición 1.3 se sigue que Mφ,a : D→ D, Mφ,a(D) = D y Mφ,a(T) = T. Un simple cálculo
nos permite comprobar que la inversa de esta función no es más que Maeiφ,2π−φ.

Los autmorfismos del disco van a ser la base de la construcción de nuevas elipses
de Blaschke. Sin embargo, no todos nos sirven, requerimos de un tipo de automor-
fismo en concreto.
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Definición 4.3 (Automorfismos del disco elípticos). Si consideramos Ma,φ dis-
tinto de la identidad, resolviendo la ecuación Ma,φ(z) = z vemos que tiene a lo más
dos puntos fijos. Definimos entonces:

Si hay un solo punto fijo dentro de D (el otro está fuera de D) decimos que es
elíptico.
Si hay exactamente un punto fijo (de multiplicidad 2) en T, decimos que el au-
tomorfismo es parabólico.
Hay exactamente dos puntos fijos, ambos en T, el automorfismo se dice que es
hiperbólico.

Lema 4.4. Para a ∈ D y φ ∈ [0,2π), el automorfismo no trivial Ma,φ no trivial es

elíptico si y solo si |a| < |cos φ2 | o a = 0.

Teorema 4.5 (Frantz). Sean a ∈ D y φ ∈ [0,2π) tal que Ma,φ sea un automorfismo

elíptico. Entonces el conjunto de líneas {
←−−−−−→
zMa,φ(z) : z ∈T}, donde

←−−−−−→
zMa,φ(z) denota el

segmento que une z y Ma,φ(z), es el conjunto de rectas tangentes a la elipse Eφ
a con

focos en a y ae iφ y eje mayor de longitud 2sin φ
2 .

Cuando la elipse es degenerada (es decir cuando φ = 0), las líneas
←−−−−−→
zMa,φ(z) son

concurrentes en a.

Demostración. Puede encontrar la prueba de este Teorema en [6, p. 179].

Parece que los automorfismos elípticos son bastante prometedores a la hora de
determinar elipses que provengan de productos de Blaschke. Sin embargo, por lo
general la elipse obtenida en el Teorema 4.5 no es una elipse de Poncelet. En este
proceso de trazar líneas tangentes alrededor de la elipse, puede que no volvamos al
punto de partida como sí ocurre con las elipses de Poncelet. De manera que tendre-
mos que buscar automorfismos del disco elípticos que dada una serie de iteraciones
vuelva al punto inicial.

Observación 4.6. Denotamos como automorfismos del disco canónicos a aquellos
de la forma M0,φ. Es evidente que estos no son más que un giro antihorario de án-
guloφ. Además, todo automorfismo elíptico del disco Ma,φ es conjugado a un auto-
morfismo del disco canónico, es decir, existe ψ ∈R tal que

Ma,φ = Mb,0 ◦M0,ψ ◦Mb,0 (4.2)

con b ∈ D un punto fijo de Ma,φ. Observar también que Mb,0 es un automorfismo
elíptico que es su propio inverso.
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A la n-ésima iteración de Ma,φ, es decir Ma,φ◦Ma,φ◦ . . .◦Ma,φ, la denotamos por
M (n)

a,φ. Esta es la identidad si y solo si M (n)
0,ψ = M0,π+n(π+ψ) es la identidad ya que

M (n)
a,φ = Mb,0 ◦M (n)

0,ψ ◦Mb,0 = Mb,0 ◦M0,π+n(π+ψ) ◦Mb,0.

Esta condición se cumple para un determinado n si y solo si ψ es una fracción de π.
Así, decimos que Ma,φ tiene orden n si ψ−π = 2πp

n para ciertos enteros p y n con
1 ≤ p < n y mcd(p,n) = 1. Además, decimos que Ma,φ tiene orden convexo n si p = 1
o p = n−1. El que digamos que, los automorfismos del disco elípticos que cumplen
esta condición, tienen orden convexo, no es casualidad y esto se verá más adelante.

Este proceso de iterar va a ser el que nos permitirá construir los polígonos que
circunscriban la elipse. Tomamos z ∈T y M (k)

a,φ(z) con k ∈N el conjunto de vértices.
Para que nos de un polígono se tiene que cumplir que el automorfismo sea de orden
finito y tengamos así un número finito de puntos.

Lema 4.7. Con la notación ya mencionada, supongamos que Ma,φ tiene orden n
conψ−π= 2πp

n . Entonces para un z ∈T cualquiera pero fijo, el polígono con vértices

M (k)
a,φ(z) con k = 1, . . . ,n envuelve la circunferencia unidad p veces si p < n

2 y n −p
veces si p > n

2 . En particular, el polígono es convexo si y solo si p = 1 o p = n −1.

Demostración. La demostración de este Lema puede encontrarse en [6, p. 182].

Proposición 4.8. Conocidos el punto fijo b y el ángulo de rotación ψ podemos en-
contrar a y φ

a = b(1+e iψ)

|b|2 +e iψ
; φ= arg

( |b|2 +e iψ

1+|b|2e iψ

)
. (4.3)

4.2 Familia de (n, p)-elipses.

Como mencionamos anteriormente, las elipses de Poncelet no tienen por qué
ser convexas. Nuestro interés al emplear los automorfismos elípticos del disco es
construir elipses de Blaschke, pero con la peculiaridad ahora de los polígonos que la
circunscriben pueden ser no convexos. Para identificarlas necesitamos de notación
adicional.

Definición 4.9 ((n, p)-elipses de Blaschke.). Dado un producto de Blaschke B de
grado n. Para λ ∈ T denotamos por z1, . . . , zn los n distintos puntos en T asociados a
B(z) = λ y ordenados por argumento creciente. Para 1 ≤ p < n y mcd(n, p) = 1 lla-
mamos a una elipse de Blaschke una (n, p)- elipse asociada a B si tiene la propiedad
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Figura 4.1: Cadena poligonal M (k)
a,φ(z), k = 0, . . . ,7 con p = 3 para un automorfismo

elíptico del disco de orden 7. Dado un vértice del polígono, el siguiente al que está
conectado es corresponde con su imagen por Ma,φ

de que para todo λ ∈ T la elipse está inscrito en (el no necesariamente convexo) po-
lígono formado con los n vértices z1, . . . , zn uniendo z j con z j+p para j = 1, . . . ,n con
los subíndices de los vértices tomados módulo n.

Lema 4.10. Sea a ∈ D, φ ∈ [0,2π) cumpliendo |a| < |cos φ2 |. Entonces se cumple lo
siguiente:

Si Ma,φ es de orden n > 1, entonces existe un producto de Blaschke B de grado
n tal que B ◦Ma,φ = B . Además, para todo producto de Blaschke C de grado n

con C ◦Ma,φ = C , existe un entero p con 1 ≤ p < n y mcd(n, p) = 1 tal que Eφ
a

es una (n, p)-elipse de Blaschke asociada a C .
Si Ma,φ es de orden infinito, no existe ningún producto de Blaschke C cum-

pliendo C ◦Ma,φ =C y ningún polígono inscrito en T que circunscriba a Eφ
a .

Demostración. Puede encontrar la prueba detallada en [6, p. 185]

Nos encontramos ahora preparados para describir un conjunto de productos
de Blaschke que dan lugar a elipses de Blaschke de la forma Eφ

a . Una vez conocidos
estos, vamos a ser capaces de encontrar elipses inscritas en polígonos con n vértices
en T para cada n ≥ 3.

Teorema 4.11. Sea B un producto de Blaschke de grado n ≥ 2, a ∈ D y φ ∈ [0,2π).
Son equivalentes:
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Figura 4.2: Ejemplo de una (7,2)-elipse.

1. La elipse Eφ
a es una (n,1)-elipse de Blaschke asociada a B.

2. El automorfismo del disco Ma,φ es elíptico convexo de orden n y B = B ◦Ma,φ.
3. El automorfismo del disco Ma,φ es elíptico convexo de orden n con punto fijo

b ∈D y

B = τ◦
(

b − z

1−bz

)n

(4.4)

donde τ es un automorfismo del disco.

Demostración. Una vez más, nos referimos a [6, p. 187] para toda aquella persona
interesada en los detalles.

A partir del Teorema 4.11 podemos deducir un caso particular de producto de
Blaschke que va a dar lugar a un conjunto de elipses distintas.

Proposición 4.12. Sea b ∈ D, µ ∈ T, y k,m,n enteros positivos tales que n = mk y
k ≥ 2. Sea

B(z) =µ
(

b − z

1−bz

)n

.

Para cada λ ∈ T, (z1, . . . , zn) denotan los puntos ordenados satisfaciendo B(z) = λ.
Entonces cada uno de los m polígonos cerrados con lados ←−−−→z j z j+m circunscribe a la
elipse con focos

a1 = b
e

2πi
k −1

e
2πi

k −|b|2
y a2 = b

e
2πi

k −1

|b|2e
2πi

k −1
(4.5)
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y eje mayor de longitud 2sin φ
2 , donde

φ= arg

(
e

2πi
k −|b|2

|b|2e
2πi

k −1

)
. (4.6)

Si k = 2 la elipse no es más que el punto

a = 2b

1+|b|2 . (4.7)

Observación 4.13. Las elipses obtenidas en la proposición anterior son (k,1)-elipses
de Blaschke y obtenemos una por cada factor k de n.

Proposición 4.14. Sea a ∈ D y φ ∈ [0,2π) tal que Ma,φ es un automorfismo elípti-
co del disco de orden n > 1 con punto fijo b ∈ D. Sea B un producto de Blaschke
cumpliendo B ◦Ma,φ = B . Si n1,n2, . . . ,nl son todos los divisores de n mayores que 1,
entonces B da lugar a l elipses de Poncelet con una de ellas posiblemente degene-
rada. Los focos de todas estas elipses se encuentran en el círculo centrado en b

1+|b|2
que pasa por el origen.

Demostración. Este resultado no es más que un corolario de todos los resultados
expuestos anteriormente.

A estas alturas conocemos múltiples métodos para construir elipses de Poncelet
a través de elipses de Blaschke. En un principio, el uso del operador desplazamien-
to parece distinto de los automorfismos elípticos del disco. Sin embargo, podemos
conectar ambas construcciones empleando teoría de operadores.

Definición 4.15 (Operador composición). Dado un automorfismo del disco Ma,φ

se define el operador composición CMa,φ : B →B como

CMa,φ( f ) = f ◦Ma,φ (4.8)

donde B es el conjunto de todos los productos de Blaschke.

Observación 4.16. Para todo aquel interesado en comprobar que este operador está
bien definido puede consultar [18, p. 16].

Es entonces claro que la condición B ◦Ma,φ = B es equivalente a que B sea una
autofunción de CMa,φ asociada al autovalor 1. Si hacemos uso de esto, así como del
Lema 4.10 y la Proposición 4.14, tenemos un resultado particular para esta clase de
productos de Blachke.
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Proposición 4.17. Sea a ∈ D y φ ∈ [0,2π) tal que Ma,φ es un automorfismo elíptico
del disco de orden n > 1. Supongamos que B es un producto de Blaschke de gra-
do n autofunción del operador composición asociada al autovalor 1. Sean n1, . . . ,nl

los divisores de n mayores que 1. Entonces para todo entero pk con 1 ≤ pk < n
2 y

mcd(pk ,nk ) = 1 existe una (nk , pk )-elipse de Blachke.

Ejemplo 4.18. Si tomamos el producto de Blaschke

B(z) =
( −0.1+0.3i − z

1− (−0.1−0.3i )z

)6

.

Construimos una familia de elipses de Blaschke compuesta por una (6,1)-elipse (6-
elipse) , una (3,1)-elipse (3-elipse) y una (2,1)-elipse (2-elipse correspondiente a un
punto). Podemos ver en la Figura 4.3 esta familia de elipses.

Figura 4.3: Familia de elipses de Blaschke para el Ejemplo 4.18.

Si ahora consideramos todos los resultados de las secciones 1.3, 4 y del Capí-
tulo 2, obtenemos la siguiente proposición que nos permite hilar todo al operador
desplazamiento.

Proposición 4.19. Sea a ∈ D y φ ∈ [0,2π) tal que Ma,φ es un automorfismo elíptico
del disco de orden n > 1, y sea B un producto de Blaschke de grado n −1. Supon-
gamos que el producto de Blacshke C (z) = zB(z) cumple C ◦Ma,φ = C . Entonces la
extensión numérica de SB es un disco elíptico.
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Como podemos ver, en este capítulo hemos encontrado un método de construc-
ción de elipses de Blaschke de cualquier orden. Hemos dado además un paso más
allá, pudiendo construir también elipses que estén inscritas en polígonos que no
sean convexos. La pregunta que nos surge ahora es si toda elipse de Poncelet, con-
vexa o no, proviene de un producto de Blaschke (y por tanto son elipses de Blasch-
ke). Ya probamos en la Proposición 3.32 que si el polígono que la circunscribe es
convexo entonces proviene de un producto de Blaschke. Sin embargo, si la fami-
lia de polígonos que circunscriben a la elipse no es convexa, entonces no tenemos
garantía, en principio, de que provengan de un producto de Blaschke.
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