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Resumen

En este trabajo, con objetivo de estudiar una serie de curvas, veremos la cone-
xion entre distintas ramas de la matemaética: los productos de Blaschke, el Teorema
de Poncelet y la extensién numérica de un operador. Estos son conceptos que en un
principio parecen alejados entre si, pero como estudiaremos mds adelante, estan
intimamente ligados. A través de la extension numérica de un operador, que surge
de los productos de Blaschke, podremos construir lo que se conoce como curvas de
Poncelet. Veremos también cudndo estas curvas son elipses y por tanto, verifican el
teorema de Poncelet para conicas.






Abstract

This paper aims to study a series of curves, what will lead us to connect three
different concepts from diverse areas of mathematics: Blaschke products, Ponce-
let’s theorem and the numerical range of an operator. These are concepts that at
first seem not to be connected at all, but, as we will study later, are closely related.
Through the numerical range of an operator, which comes from Blaschke products,
we will construct what is knonwn as Poncelet curves. We will also review when these
curves are ellipses and therefore verify Poncelet’s theorem for conics.






Introduccion

En el trascurso de este trabajo, vamos a tratar con conceptos de distintas ramas
de las matemadticas. Vamos a ver desde geometria hasta teoria de operadores, pa-
sando por andlisis complejo. Cada una de estas ramas nos va a aportar una serie de
resultados que al principio nos van a parecer alejados unos de otros, pero confor-
me vayamos avanzando, estos irdn encajando hasta que finalmente completemos el
marco general de la teoria que estudia determinadas curvas. Pese a que en nuestro
camino hallaremos muchas respuestas, también plantearemos una serie de pregun-
tas abiertas que indican la actividad de estas relaciones.

Utilizaremos como guia principal [6]. En esta se recogen todos los resultados que
aqui se plasman. Adn asi, no deja de ser una guia, por lo que en varios puntos nos
alejaremos de esta e incorporaremos resultados y demostraciones propias.

Empecemos en primer lugar con la geometria. Consideremos dos conicas 2y &
y un punto z; € 9. Si trazamos pasando por z; una recta tangente a &, esta cortara a
2 en otro punto zy. Si repetimos este mismo proceso desde z; obtenemos un z3 € 2.
En este proceso iterativo pueden ocurrir dos cosas. La primera es que obtengamos
una sucesion {z,;}m=1 S 2 con todos los elementos distintos. La segunda, y mas
interesante, es que para algin n € N se tenga que z,+; = 2;. Si se da esta ultima
propiedad, el teorema de Poncelet nos dice que realmente se cumple para cualquier
punto en 2 y con el mismo numero 7 de iteraciones. Este tltimo resultado puede
ser reformulado de la siguiente manera.

| Teorema 0.1 (Poncelet). Sean @ y & dos cénicas. Si existe un poligono de n la-
dos inscrito en 9 que circunscribe a &, entonces dicho poligono forma parte de una
familia infinita de poligonos de n lados que estdn inscritos en 2 y circunscriben a &.

Podemos, para simplificar, en lugar de considerar una cénica cualquiera 2, to-
mar el circulo centrado en el origen de radio 1, T. No solo eso, sino que podemos
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Figura 1: Elipse de Poncelet con focos en —% Y5-I %

1
2

pensar que la conica & es una elipse dentro del disco unidad D. A las elipses que
cumplan la propiedad reflejada en el Teorema de Poncelet las llamaremos elipses
de Poncelet.

El concepto de elipse de Poncelet se puede extender a cualquier curva genérica.
Dada una curva ¥ en el interior del circulo unidad D, diremos que es una curva de
Poncelet si para todo z € T existe un poligono de n lados inscrito en T y con z vértice
del mismo tal que circunscribe ala curva €. Diremos entones que €6 es una n-curva
de Poncelet.

Nuestros intereses van a ser conocer c6mo construir estas curvas y estudiar cuan-
do dicha construccion da lugar a una elipse. Para resolver ambos, vamos a hacer uso
de la teoria de operadores. En concreto del concepto de extensién numérica de un
operador.

| Definicién 0.2. Sea H un determinado espacio de prehilbertiano con un producto
escalar. Dado un operador lineal T : H — H, se define la extension numeérica de T
como el conjunto

W(T)={x|Tx)eC :x€ H,| x| =1}. (1)

Con () el producto escalar de H tal quesia,fcCyx,y,z€ H

1. (zlax+ By) = a{z|x) + Pzy.
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Figura 2: Ejemplo de una 5-curva de Poncelet.

2. {xly) =<ylx).
3. x|x)=0 < x=0.

En lo que a nosotros respecta, vamos a trabajar con espacios de Hilbert. En la
mayoria de los casos serd con C" y por tanto, los operadores lineales seran matrices
nxn.

La extension numérica de una matriz es un subconjunto del plano complejo que
cumple una serie de propiedades. Entre ellas, se encuentra el que sea un conjunto
compacto y convexo. Esta tltima es muy importante ya que nos permite obtener el
conjunto completo simplemente conocida la frontera del mismo. Kippenhahn en
[14] estudi6é como obtener la frontera de estos conjunto a través de lo que llamaba
la curva generadora de la frontera. La idea intuitiva detrds de esta curva consiste en
conseguir lineas tangentes que delimitan el conjunto. Mediante transformaciones
de la matriz, se obtienen distintas rectas tangentes obteniendo asi la envolvente de
la frontera.

Dejando a un lado lo anterior, entra en escena otro concepto clave de nuestro
trabajo. Este no es més que los productos de Blaschke, que son funciones del plano
complejo en el plano complejo.

| Definicién 0.3. Dados a,...,a, €D yue T, sedefine el producto de Blaschke B de
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Figura 3: Extension numeérica de la matriz A =

grado n como la funcion

B(z):ul_[ —. (2)

Los productos de Blaschke se caracterizan porque son funciones holomorfas
que cumplen B(D) = D y B(T) = T. Es mads, esta es condicién suficiente para que
una funcién compleja sea un producto de Blaschke. Dado un A € T se cumple que la
ecuacion B(z) = A tiene n soluciones distintas sobre la circunferencia unidad. Esto
nos permite identificar n puntos de T construyendo asi un poligono inscrito en la
misma. Tenemos por tanto, una familia de poligonos inscritos en la circunferencia
unidad dados por el producto de Blaschke. Si hacemos la interseccion de todos es-
tos poligonos, obtenemos un conjunto cerrado en el interior del disco D e inscrito
en la familia de poligonos.

Es posible que con los dibujos ya el lector se haya percatado de que hay una
cierta relacion entre todos los conceptos y resultados expuestos. Vamos a revelar la
ultima pieza clave en la conexion de todos ellos.
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s

Figura 4: Identificacion de puntos de la circunferencia a través del producto de Blasch-
keconpu=1ycerosO0, —% y% - i%. Dos puntos z1,zp € T estdn unidos por un segmento
si cumplen B(z1) = B(zp).

Como ya hemos mencionado, la teoria de operadores es importante en nuestro
discurso, pero en concreto nos centramos en el operador desplazamiento.

| Definicién 0.4. Se define el operador desplazamiento S : H> — H? que lleva f en
S(f) definida como
S(f)(2) = zf(2), 3)

donde H? no es mds que el conjunto

H?>={feL*(T) : f(n) =0 paran < 0}.

Este ultimo espacio se estudiard mucho mas a fondo, de momento quedémonos
con que es un espacio de Hilbert.

Dado B un producto de Blaschke de grado n podemos construir un determinado
subespacio K € H? de dimensién 7. La restriccién del operador desplazamiento a
dicho subespacio esta representada por una matriz n x n que esta dentro de una
determinada clase de matrices particular. Lo interesante de estas matrices es que
sus autovalores son los ceros del producto de Blaschke B asociado. Pero no solo
eso, si calculamos su extension numérica obtenemos un conjunto de puntos en el
interior del disco unidad. Este conjunto tiene una propiedad que enlaza por fin todo
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lo anterior. La frontera del mismo, no es nada mds y nada menos que una curva de
Poncelet. En otras palabras, hemos hallado un método de construcciéon de curvas
de Poncelet.

A partir de aqui surgen una serie de problemas a resolver. Por ejemplo, cudndo
esta curva es una elipse. Veremos que para n = 3 lo es siempre; y paran =4 siy
solo si el producto de Blaschke se puede descomponer como composicion de dos
productos de Blaschke de grado 2. Otro problema relacionado es cudndo una curva
de Poncelet procede de un producto de Blaschke. Lamentablemente, no existe en
la actualidad un criterio para hacerlo, pero si veremos un ejemplo de una curva de
Poncelet que no proviene de un producto de Blaschke. Por dltimo, nos planteamos
si dada una elipse dentro del circulo unidad en las condiciones del Teorema de Pon-
celet, proviene de un producto de Blaschke o no. Confirmaremos que si el poligono
que la circunscribe es convexo, entonces dicha elipse se construye a partir de un
producto de Blaschke, pero si no es asi, no tenemos respuesta.

En resumen, los productos de Blaschke establecen una conexién entre areas tan
diferentes como Anélisis Complejo, Geometria Proyectiva y Andlisis Funcional, a
través del teorema y las curvas de Poncelet, el concepto de extension numérica de
una matriz y el operador de desplazamiento en un cierto espacio de Hilbert.



1 Conceptos fundamentales.

En esta primera parte, vamos a asentar las bases del estudio de las curvas de
Poncelet a través de los productos de Blaschke. Vamos a ver, en efecto, la definicién
de producto de Blaschke, asi como sus propiedades principales. Posteriormente ve-
remos el concepto de extension numérica, propiedades y algunos resultados rela-
cionados. Y por ultimo, estudiaremos el operador desplazamiento y la clase S,.

1.1 Propiedades de los productos de Blaschke.

| Definicién 1.1 (Producto de Blaschke). Seana;eDcC,i=1,...,n YHET (sien-
do T la circunferencia unidad y D el disco abierto unidad). Definimos entonces el
producto de Blaschke asociado como

n Z— aj
B(z) = —. (1.1)
'ul-ll) l1-a;z

En muchos casos hablaremos del producto de Blaschke B y su conjunto de ceros
a;eDi=1,...,n asociados.

Los productos de Blaschke van a ser un conjunto de funciones complejas de vital
importancia en el desarrollo de nuestro tema. Estas cumplen una serie de propie-
dades que probaremos empleando el Teorema del m6dulo méximo.

Proposicion 1.2. El teorema del m6édulo méximo tiene dos versiones equivalentes:

1. Sea f una funcién analitica en un abierto conexo U c Cy a € U cumpliendo
|f(@)| = |f(2)| paratodo z € U, entonces f es constante.
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2. Sea U c C un conjunto abierto acotado y supongamos que f es continua en U
y analitica en U, entonces

max{|f(z)| : z€ U} = max{| f(z)| : z € dU}.

Demostracion. Podemos encontrar la demostracion detallada de esta equivalencia
en la referencia [5, pp. 128-129]. |

Proposicion 1.3.  Una funcion B de Blaschke cumple las siguientes propiedades:

1. Son funciones analiticas en un abierto U > D.
2. Blleva puntos de T en puntos de T.
3. Blleva puntos de D en D.

Demostracion. Laprueba de (1) es sencilla. Basta comprobar que existe un abierto
U que contiene a D y en el que no hay polos de B. Es claro ver que

1
>]1 << —¢D
a;

la;|<1Vi=1,...,n = >] =

ai;

a;

con lo que los polos de B se encuentran fuera del disco unidad. Es suficiente tomar
el abierto U = B(0, ”a—L,”) 5D con aé el de menor norma.
10 o

Pasemos a (2). Consideremos e’ € T, entonces se cumple que

n .
=11 ’
1

ei@ - a; n 1 ei9

j=1 |e=i0]

eI}

J=1

1-G;eif 1-a;e?

Por tanto B(e'?) e T.

Probemos el punto (3). Para ello, nos limitamos al caso en el que B sea un pro-
ducto de Blaschke de grado 1 normalizado (u = 1). Extender esto al caso general es
trivial. Consideremos

z
B(z) = —.
l-az

Como sabemos por (2) IB(e?®)|=1cone?edD=T y por (1) es analiticaen D y
continua en dD. Luego por la segunda version del Teorema del médulo méximo (1.2)

|B(z)|<1VzeD.

Pero como B(z) no es una funcién constante (solo hay que comprobarlo para un par
de valores), se llega a que necesariamente |B(z)| < 1 para todo z en el disco unidad.
Finalizando asi la demostracion. |
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Los productos de Blaschke son mucho mds interesantes. Las propiedades descri-
tas en la Proposicion 1.3 no son solo condicién necesaria para que sea un producto
de Blaschke, también son condicién suficiente. Una vez mds, para demostrar esto
haremos uso del Teorema del médulo méximo 1.2 en sus distintas equivalencias.

Lema1.4. Sea f unafuncién no constante. Entonces f es analitica en un conjunto
abierto U conteniendo a D y lleva D en si mismo y T en si mismo siy solo si f esun
producto de Blaschke.

Demostracion. Es evidente a través de la Proposicién 1.3, que todo producto
de Blaschke B cumple las propiedades anteriores.

Demostremos la otra implicaciéon. Como f es una funcién no constante, los
ceros de esta no pueden tener puntos adherentes en D, por lo que estos estadn aisla-
dosenD. Como |f| =1en T, los ceros tampoco pueden tener puntos adherentes en
T, entonces necesariamente f tiene un nimero finito de ceros en D, ay,...,a, € D.
Teniendo en cuenta que se cumple

a;

1
>] << —¢D
27}

la;|<1Vi=1,...,n < >] <

ai;

podemos tomar aé de menor norma y construir U’ = U n B(0, ||a$||) c U tal que
ig 0
L% ¢ U' Vi=1,...,n.Si consideramos ahora el desarrollo en serie de potencias de f
0
se cumple que

f=Gz-a)(z-ay)---(z—ap)g (1.2)
con g una funcién analitica en U’. Ademads, como los aé ¢ U'Vi=1,...,n, se cumple
io
que (1-@2) - (1-@y,) " es analitica en U’ de modo que

= —..-———h=Bh (1.3)
l-a1z2 1-ayz

siendo h una funcién analitica en U’ y que no se anula en dicho abierto. Asi, f/B

y B/ f son analiticas en U’. Por ser ambas continuas en el compacto D, tienen que

alcanzar el maximo. Como |f|=|B|=1enT, |f/B|=|B/f|=1en T y empleando la

segunda version del teorema del m6dulo maximo se cumple que en D

5

<1

<1 ‘B
=1y |=
f

Y por tanto, |B(z)| = | f(z)| Yz € D. En consecuencia, |h(z)| =1 Vz € Dy por la versién
primera del teorema del m6édulo méximo h(z) =y € T. Confirmamos asi que f no
es mds que un producto de Blaschke. |
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Como podemos ver, los productos de Blaschke son funciones muy particulares.
Estas estdn muy bien definidas a través de una serie de caracteristicas, que en con-
secuencia, nos proporcionan diversas propiedades.

Proposicion 1.5.  Sea B un producto de Blaschke de grado n con ceros en ay, ..., a,.
Entonces se cumple lo siguiente:

1. La derivada del logaritmo de B es

2
—la;l

=) - (1.4)

= a,z)(z a;)’

d(log(B(z))) _ B'(z)
dz " B(2)

2. El argumento de B(e'Y) es una funcién estrictamente creciente de 6.
3. Para cada A € T, existen exactamente n distintas soluciones a la ecuacion
B(z) = A las cuales se encuentran en la circunferencia unidad T.

Demostracion. La prueba de (1) es sencilla, simplemente hay que aplicar las pro-
piedades de la derivada

log(B(2)) =log(w) + )Y _ (log(z— a;) —log(1 — zay))
i=1

de donde se sigue que

d(log(B(2)) B'(z) _ Z ) Z (1 —za; + 2a; — |a;|°
dz "~ B(2) _i:1 z—a; l—al o\ (1-a;2)(z—a;)

i —la;l*
- - aZZ) (z—a;)
Para probar (2) vamos a emplear (1). Tomemos z = e'%. Si escribimos B(e?) =
e'¥, se cumple que
w =—ilog(B(e'?)). (1.5)
Derivando y haciendo uso de la regla de la cadena es fécil ver que
d . B/ i0 Bl i0 n 1= 12 n 1- 2
4y _giBle ) Dle) =) — el =) — %" S e
ao B(eZG) e—lGB(eze) = (6—19 _ ai)(eze _ ai) = |619 _ ai|2

donde hemos tenido en cuenta que los ay,...,a, € D.

Probemos ahora (3). Para cada A € T, queremos resolver B(z) = A o equivalente-
mente
pla—a))(z—ap)---(z—ap) = A1 - za1)(1 —apz) -+ (1 — apz). (1.7)
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Este es un polinomio de grado n en un cuerpo algebraicamente cerrado por tanto,
tiene que tener zy,...,z;, € T raices (contando multiplicidad). El hecho de que estas
raices se encuentren en T se debe a que B~!(T) = T. Vamos a ver que ninguna de
estas raices es multiple, en otras palabras, B(z) = A tiene n raices distintas. Esto es
consecuencia directa del punto (2). Como IB(ei?)| =1, se cumple entonces que
no1—]a;l?

= — >0
=i leif — a;?

0 B/(eiﬂ)

B’ 0y — :
|B (™) Blei®)

e

y en consecuencia B'(e'%) #0. Si consideramos F(z) = B(z)— A, con F(z;) =0, z; € T.
Como F'(z;) = B'(z;) #0, z; es un cero de orden 1. Tenemos entonces que los z; son
n elementos distintos. |

Lo que mads nos va a interesar de este resultado es que, siendo B un producto
de Blaschke de grado n, identifica n puntos distintos de la circunferencia unidad
mediante B(z) =Acon A€ T.

Ejemplo 1.6. Si consideramos el producto de Blaschke normalizado, es decir, con

©=1,yceros0, % + i%, % - i% € D. Podemos dibujar los tridngulos que describen los

puntos de la forma B(z) =1y B(z) = —1.

Figura 1.1: Conjunto de puntos que verifican B(z) =1 y B(z) = —1, con B el producto

de Blaschke con it =1, y ceros0, % + i%, % - i% e D. Dos puntos z1 y zo en T estdn unidos

por un segmento si cumplen B(z;) = B(zp).
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Podemos obtener atin mads resultados de los productos de Blaschke que nos van
a ser interesantes, y algunos utiles para resultados posteriores.

Proposicion1.7. Sea B un producto de Blaschke de grado n = 2 con ceros 0, ay, ..., a,—1.
Sea A € T y denotemos por z,,..., 2, alas n soluciones de B(z) = A. Consideremos la
funcién F de la siguiente forma

B(2)/z pIl= (Z a;)

n
F(z) = = =
D -1 2 eman - A 1 -a) ,-;z—

(1.8)

Siendo este ultimo término el desarrollo en suma de fracciones simples de F. En-
tonces se cumple lo siguiente

1. Zln:l m; = 1
. A
2. Paracadai=1,2,...,n tenemos que m; = ZB @) )
. 1 _ n—-1 1-|agl
3. Paracadai=1,2,...,ntenemos que m 1 +Zk=1 lzi—ap?

4. Paracadai=1,2,...,ntenemos que 0 < m; < 1.

Demostracion. Como ya sabemos, la expansion en fracciones simples de F es de la

forma
n

Fg)=Y X

Consideremos ahora

Haciendo tender z — oo

De modo que .7, m; = 1, probando asi (1).

Pasemos ahora a probar (2). Como sabemos, B(z;) = A, luego

( Z—Zi ) B(z) _ (z—2;)B(2) - (z-z)F@) =Y mi(z - z;) m
B(z)-B(z;)) =z z(B(z)—A) Kz 2%k

El término de la izquierda de la igualdad nos insintia una derivada, es por ello que
tomamos z — z;, obteniendo

( zZ—2z; ) B(z) B(z;) A
m;=1lim | —— | lim = = .
2=zi\B(2) - B(z;))+=~% z  ziB'(z;) z;B'(z)
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Probamos asi (2).
Para probar (3) recurrimos a la formula de la Proposicion 1.5. Teniendo en cuen-
ta que hemos considerado un cero de B en 0, se cumple

B _1 & 1-laf’

Bz z [ (Q-@2)(z—ap)
En concreto, si tomamos z; € T y teniendo en cuenta que z; = %, se cumple
1

ziB'(zp) "ol 1-|al S el el
B(z;) k=1 2i(1 —akzi)(zi — ax) =1 (zi —ap)(z; — ag) = lzi— agl?

Si tenemos ahora en cuenta que B(z;) = A asi como (2)

=11 - |ag?
- Z

m; —ail?
La prueba de (4) se sigue de (3). Como |ai| < 1 por pertenecer al disco unidad,
se tiene que 1 — Iclkl2 > ( y por tanto
—1 1 —|a|?
_ Z I kl > 1.

ml |z; — ak|2

Luego0<m; <1. |

Una observacion interesante de este resultado es que podemos escribir la fun-
cién F(z) como una combinacién convexa de funciones racionales simples.

1.2 Extension numeérica.

Uno de los conceptos bésicos que vamos a ver ahora es el concepto de extension
numeérica de un operador. Este concepto, propio del andlisis funcional, se utiliza no
solo en matematicas, sino también algunas ramas de la fisica como la fisica cuantica
o la fisica del estado s6lido. Nosotros, de momento, nos vamos a centrar en estudiar
sus propiedades geométricas.

| Definicién 1.8 (Extensién numérica). Consideremos un espacio vectorial prehil-
bertiano X, y un operador linear T : X — X . Entonces se define la extension numérica
de T como el conjunto

W) ={x|Tx) | xe X, |lx] =1} <C. (1.9
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Antes de ver algunas propiedades de la extensiéon numérica veamos un poco de
teoria de operadores.

| Definicién 1.9 (Operador adjunto). Sea X un espacio de Hilberty T : X — X un
operador lineal. Definimos el operador adjunto de T, denotado por T*, como el ope-
rador T* : X — X cumpliendo que

(Tx|x)=(x|T*x) Vx e X. (1.10)

La existencia de este operador es clara para el caso en el que X sea un espacio de Hil-
bert. Para mds contenido relacionado con este concepto se recomienda la referencia
[20].

Proposicion 1.10. Dado un operador lineal T, se cumple que (T*)* = T.

Demostracion. Este es un resultado bésico de andlisis funcional que se puede de-
mostrar a partir de la definicién de operador adjunto. |

| Definicién 1.11. Dado un espacio de Hilbert X y un operador lineal T : X — X
decimos que

1. TesnormalsiTT*=T*T
2. T esautoadjuntosiT =T*
3. T esunitariosi TT* = T*T = 1. Siendo I el operador identidad.

Observacion 1.12. Es necesario remarcar que el producto que estamos empleando
entre operadores no es mas que la composicion de estos, es decir

(AB)(x) = A(B(x)).

Observacion 1.13.  Ser unitario y/o autoadjunto implica ser un operador normal.

Aunque se haya trabajado en las definiciones anteriores con operadores lineales
de forma genérica, vamos a centrar todo nuestro estudio en espacios de dimensién
finita, es decir, vamos a emplear la representacion matricial de los operadores.

Proposicion 1.14. Sea A una matrix n x n, entonces:

1. Si U es una matriz n x n unitaria, entonces W(U* AU) = W (A).

2. W(A*) ={1 : L e W(A)}.

3. Siay f sonnameros complejos, entonces W(aA+fI) =aW(A)+p:={az+f :
ze W(A)}.
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4. El conjunto W (A) es compacto.

Demostracion. Para demostrar estos resultados basta emplear la definicién de ex-
tension numérica. En el caso del punto 4 tenemos ademas que considerar la con-
tinuidad de la funcién f(x) = x* Ax y tener en cuenta que el conjunto de vectores
unitarios (esfera de radio 1) es compacto. |

| Teorema 1.15 (Teorema espectral para matrices normales). Sea A una matriz
con autovalores ay, ..., a,. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La matriz A es normal.
2. Existe una matriz unitaria U tal que U™ AU es diagonal.
3. Existe una base ortonormal de C" de autovectores de A.

Demostracion. Este resultado es elemental en el Algebra Lineal y es consecuencia
del Lema de Schur para descomposicion de matrices cuadradas. |

El siguiente resultado nos aporta una importante propiedad de la extensiéon nu-
meérica de un operador lineal. Esta propiedad nos va a permitir demostrar futuros
resultados y teoremas. Pese a que estamos trabajando con matrices, dada la impor-
tancia de este, hemos querido dar el resultado de la forma més genérica posible.

| Teorema 1.16 (Toeplitz-Hausdorff). La extension numérica de un operador li-
neal T : X — X en un espacio de Hilbert es convexo.

Demostracion. Supongamos A1, € W(T) con A; # A,. Como sabemos por la Pro-
posicion 1.14 si escaldsemos el operador como T’ = a T + B1, no se alteraria la con-
vexidad de la extensiéon numérica de este nuevo operador, de modo que eligiendo a
y B adecuadamente podemos suponer que A; =0y que A, = 1.

Sean u,v € X cumpliendo que (u|Tu) = 0y (v|Tv) = 1. Podemos probar que
existe 0 € [0,27) cumpliendo que

@9y Tw + (u|Tv)) e R.

Consideremos (v|(T — T*)u) € C. Si tomamos 0 = arg(v|(T — T*)u)), es evidente
que e 0 |(T - T* u) € R, es decir

e 0T =T Yu) = e~ 0 W|(T - THu) = ! W|(T = THuy = (T - T u|v.

Si desarrollamos la igualdad entre el primer y tiltimo termino de la cadena de igual-
dades
e™ 0 (w|Tuy — e (| T uy = "(Tulv) - (T ulv) =
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e 0w Twy + ' (T* ulvy = ' Tulvy + e (| T* 1) =
— e'ie(vlTu) + eig(uITw = eiQ(TuIU) +e'i9(Tv|u).

Lo que nos lleva facilmente, teniendo en cuenta las propiedades de los productos
escalares, a

(eOv|Tuy + uI T v)) = (Tule® v) + (T (e v)|u) = (e v| Tu) + (Ul T (e v)).
Cumpliendo asi esta primera parte. Ademas se verifica que

v TE?v)) =e®. e 0| Tv) = (Tv|v)

i
vl =le®vl.

Podemos entonces suponer, sin pérdida de generalidad, que tomamos v cum-
pliendo el resultado anterior y con (T v|v) = 1. Definimos por tanto la siguiente fun-
cion¢: [0,1] = W(T)NR como

(I-Du+tv|T(A-Du+tv))

(1) :=
I1-Du+tv|
A= 0*ulTuy+ > Tv) + A - 0t (v Tuy + (ulTvy)
- 11— Du+ v -
P+ Q-0 uITu) +ulTv))
- I(L-Du+ v '

Como u y v son vectores linealmente independientes y (1 - ¢, £) # (0,0)V¢ € [0, 1]
entonces (1 —)u+tv #0 Vet € [0,1]. Luego el denominador no se anula y, por el
resultado anterior, el numerador es real y la funcion es continua. Ademas, es facil
de comprobar que esta funcién no es mas que aquella que nos da el conjunto de
valores que alcanza un vector que pertenezca a la combinacién convexa de u 'y v.
Siendo entonces ¢(0) =0y ¢(1) = 1. De modo que, por el teorema del valor medio,
el segmento que une 0y 1 estd contenido en W(T). |

Estudiemos algunos ejemplos concretos:

Ejemplo 1.17. Sea A una matriz n x n normal. Como sabemos por el Teorema 1.15
tenemos que A es unitariamente equivalente a una matriz diagonal, es decir, existe
U unitaria y D diagonal (formada por los autovalores de A) tales que D = U* AU. Si
tenemos en cuenta la Proposicion 1.14 llegamos a que

W(A) =W({U" AU) = W(D) = { Y ajlx? o lxl = 1x1% = 1}. (1.11)
j=1 j=1
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Este conjunto no es mas que el cierre convexo de los autovalores de Ay, como cabe
esperar por el Teorema de Toeplitz-Haussdorff, es convexo.

El siguiente ejemplo va a ser tan utilizado en el desarrollo de nuestro trabajo
que vamos a darle la importancia que merece. Para ello necesitamos hacer uso del
siguiente lema.

Lema1.18. Sea Aunamatriznxn,y € R\{0},y

B (A+A")+y(A-AY)
- 5 .

C

Entonces, para x, y € R, tenemos que x+ iy € W(A) siysolosi x+iyye W(C)

Demostracion. Sea z € C" connorma 1 tal que x + iy = (z| Az). Entonces

(2| Az) +(z|A* z) + y((z| Az) — (2| A* Z)) _

(z|Cz) = >
_ (z|Az) +(z|Az) + Y((z| Az) — (2| AZ)) _
2
xX+iy+x—iy+yx+iy—-x+1iy)

= 5 =x+iyye W(C).

Verificar que x + iyy € W(C) implica x + iy € W(A) es totalmente andlogo, basta ver
que podemos escribir la matriz A como

_(C+CH+yH(C-C)

= 5 )

A

Proposicion1.19. Dada A una matriz 2 x 2 con autovalores a y b. Entonces la exten-
sion numérica de A es un disco eliptico con focos en a 'y by eje menor de longitud
Vr(A* A) —|al? — |b[2.

Demostracion. Esta demostracion no es complicada, pero nos va a llevar algo de
tiempo. En primer lugar consideremos A de la forma

01
A= ( )
0 0
Consideremos un x € C? con ||x]|> = |x1]? + |x2|> = 1. Asi, |x;| < 1 i = 1,2. Podemos

escribir entonces x; = rel?, x, = vV1-r2e%2, con0<r<1 y 61,0, € R. Si llamamos
y = e!®279) ¢ T tenemos que

(x|Axy =yrv1-r2
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Como x es un vector genérico, tanto r como y pueden valer lo que sea dentro del
conjunto de valores que pueden alcanzar. Si dejamos fijo r y variamos y obtenemos
una circunferencia de radio rv'1 - r2. Si tenemos en cuenta que 0 < rvV1—-r2 < %,
llegamos a que la extensién numérica de A es el disco centrado en 0y de radio % Es

inmediato ver, a partir de las propiedades del producto escalar, que si tuviésemos
A= ( 0 ¢ )
00

la extensién numérica de A seria el circulo centrado en el origen de radio % Es, en

efecto, una elipse de eje menor /tr(A*A)—0—-0=+/|c[>—0-0=|c|.

Consideremos ahora una matriz A normal genérica. Como sabemos del ejem-
plo anterior, la extensién numérica de A serd el cierre convexo de a y b, es decir, el
segmento que los une. Por ser A normal es unitariamente equivalente a la matriz D
diagonal formada por sus autovalores. La traza se conserva para matrices unitaria-
mente equivalentes de modo que

tr(A* A) = tr(U* A*UU* AU) = tr(D*D) = |al* + | b|>.

Luego \/ tr(A* A) —|al? — |b|? = 0 verificandose la hipotesis del teorema. En este caso
la elipse es degenerada.

Supongamos ahora que A no es normal; por la Proposicion 1.14 si tomamos
A= A- %L se cumple que W (A;) = W(A) + tr(A)/2 y la extensién numérica
de A; es una elipse si y solo silo es la de A. Podemos entonces estudiar de manera
equivalente A; la cual tiene traza nula.

Si uno de los autovalores es nulo, teniendo en cuenta el Teorema de Schur (exis-
ten U unitaria y T triangular superior cumpliendo 7' = U*A;U) y que la traza se
conserva para matrices unitariamente equivalentes

0=tr(A) =tr(U" A /U)=tr(T)=a+b=0+Db.

Luego si un autovalor es nulo, el otro necesariamente lo es. Por tanto, A es una ma-
triz unitarmente equivalente a una del tipo

~(25)

Y como ya vimos al inicio, esta matriz cumple la hip6tesis de nuestra proposi-
cion.
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Supongamos ahora que A; tiene un autovalor a no nulo. Como tr(A4;) = 0, por
el mismo razonamiento que antes, necesariamente el otro autovalor tiene que ser
—a. La extensiéon numérica de A; es una elipse si y solamente lo es A, = %Al, con
autovalores 1 y —1. Esta matriz a su vez es unitariamente equivalente a una matriz
triangular superior de la forma

1 ¢
T, =
? (0 —1)
conc=|c| % Si tomamos ahora la matriz unitaria
1 0
UZZ(O e""’)
se cumple que
A —U*TU—(1 2r)
M W |

siendo 2r = |c|. Sea ahora

o (A3 + A5 + Y52 (43— AY)
2

(1.12)

que no es mas que la matriz

C=

1 r+ 1+r2)

r—=v1+4r? -1

Por el Lema de Schur sabemos que toda matriz es unitariamente equivalente a
una matriz triangular superior con los autovalores en la diagonal. Como los auto-
valores son el 0 doble, solo nos queda por determinar un término de la matriz. La
norma de Frobenius se conserva a través de transformaciones unitarias, y por tanto,
si denotamos por C; dicha matriz se tiene que cumplir

(C1112)* =1+ 1+ (r+ V1+1)?+(r—V1+7r2)? =4+4r°

Por tanto la matriz C es unitariamente equivalente a

(0 2\/1+r2)
a=|, . .

Como ya vimos la extension numérica de esta matriz no es més que el circulo cen-
trado en el origen de radio V1 + r2, entonces:

W(C)=W(Cl)={S\/1+7’ZCOSt+iS\/1+I’ZSinl‘ (teER, 0<s< 1}.



24 PRODUCTOS DE BLASCHKE

Por el Lema 1.18 tenemos entonces que
W(A3) = {S\/1+ r2cost+isrsint :teR, 0<s< 1},

que no es mds que la elipse de semiejes V1+r2y r, y focos en —1 y 1. Es inme-
diato comprobar que esta elipse tiene eje menor 2r = \/ tr(A* A) —|al? — |b|2. Basta
entonces con ir deshaciendo las transformaciones que hemos ido aplicando sobre
la extensi6én numérica para que lleguemos al resultado que buscamos. |

Ejemplo 1.20. Si consideramos la matriz

+ii 1./1
0 i3

4

DN|—
D=
i
[N

A=

utilizando la Proposicion 1.19 es claro que la extension numérica de nuestra matriz

2 . P 1 .1 .3 .
no es mas que el disco eliptico de focos 5 + i3 y i, cuyo eje menor es

1
\/tr(A* A) -

12
— 41—

2 2

Figura 1.2: Extensiéon numérica de la matriz A del ejemplo 1.20
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| Definicién 1.21. Dado un conjunto de matrices Ay, ..., Ay, (nijxn;,coni=1,...,m)
definimos la matriz Ay ® A2 ®...® Ay, como

AL 0 - 0
m 0 A - 0
Da=| . . | B (1.13)
i=1 . . T. :

0 0 - Ay,

Si una matriz A es unitariamente equivalente a una matriz en la forma (1.13), deci-
mos que A estd en suma directa.

Proposicion 1.22. Dada un conjunto de matrices Aj,..., A;;, entonces la extensiéon
numérica de la matriz por bloques A = @, A; es el cierre convexo del conjunto
W(AD)UW(A)U...UWI(Ap,).

Demostracion. Es evidente que W (A) contienea W(A;)UW (A2)U...UW(A;,),
basta escoger los vectores unitarios adecuadamente. Ademads, por el Teorema de
Toeplitz-Hausdorf 1.16 tenemos que W (A) es convexo, luego contiene al cierre con-
vexode W(A)DUW(A)U...UW(A,).

Consideremos x = (xy, ..., X;;) unitario con x; € C"i. Es evidente que se cum-
ple1=|x[*=X", llx;[|*>. De modo que:

(x|Ax) = ) (xilAxy = ) llxil1(% | A%;)
i=1 i=1

siendo X; = Tl Por tanto (x| Ax) estd en el cierre convexo de W(A;) U W(Ay)U...U

W(A,). |

Como mencionamos al principio, el concepto de extension numérica de un ope-
rador es algo que se utiliza en Fisica Cudntica. En esta disciplina, las magnitudes
observables se representan a través de operadores lineales hermiticos. Estos ope-
radores actian sobre un determinado espacio de estados que depende de las mag-
nitudes que caracterizan un determinado sistema. Normalmente este espacio estd
representado por lo que se conoce como las funciones de onda. Medir un deter-
minado valor, por ejemplo de la posicion, en un estado del sistema no es mas que
calcular el promedio de los valores que pueden alcanzar el operador asociado, en
este caso a la posicion, en la funcién de onda. Esto no es més que calcular el valor
numérico del operador. En consecuencia, la extension numérica del operador coin-
cide con el conjunto de valores posibles que podemos medir en un determinado
sistema.
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1.2.1 Contracciones y 1-dilataciones.

Veamos para finalizar esta secciéon algunas definiciones y un tultimo resultado.

| Definicién 1.23 (Contraccién). Dado un operador T : X — X lineal y continuo,
decimos que es una contraccion si y solo si su norma es menor que 1. Es decir, si y solo
Si

ITI=sup{llTxll : xe X,|xll=1}=<1.

| Definicién 1.24. Decimos que una matriz B es una 1-dilatacion unitaria de una
matriz A de dimension n x n, si es una matriz (n+ 1) x (n+ 1) unitariamente equiva-
lente a una matriz de la forma

con U una matriz unitaria.

Proposicion 1.25.  Si una matriz A tiene una 1-dilatacién unitaria B, entonces A es
una contraccion.

Demostracion. Supongamos que dada la matriz A existe una 1-dilatacién B de la
misma. Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que

Si tomamos un vector unitario de la forma x = (v,0) € C"*1, se cumple que
IBxll = [lAvl < [ Bllllxl =1 = [|All = 1.

Llegando asia que A es una contraccion. |

El concepto de 1-dilatacion se puede generalizar a m-dilatacion de la manera
natural. Ademds, podemos encontrar el siguiente resultado.

Proposicion 1.26. Toda matriz A es una contraccion si y solamente si existe una
m-dilatacién B de A.
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Demostracion. Lademostracion de este enunciado se desvia del contenido del tra-
bajo por lo que simplemente vamos a dejar como referencia [3] para aquella persona
que esté interesada. |

A partir de una contraccién A, podemos construir la 1-dilatacién en funcién de
un parametro A € T simplemente afiadiendo una filay una columna a A e imponien-
do la ortonormalidad de las columnas. Este método no es 6ptimo, ni nos garantiza,
en un principio, la existencia de dicha 1-dilatacion.

Proposicion 1.27. Sea A una matriz en representacion de una determinada con-
traccién. Entonces la extensiéon numérica W (A) estd contenida en el disco unidad
D.

Demostracion. Consideremos un nimero complejo w € W (A), entonces existe un
x € C" unitario tal que w = (x| Ax). Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se cumple
que

lwl =Kx|Ax)[ < [l x|l Ax].

Si tenemos ademads en cuenta que A representa a un operador lineal continuo y que
tiene norma menor o igual que 1, vemos que

lw| = [x|Ax)| < x|l Ax|l < | Al = 1.

Por tanto, se tiene que w € D verificando asi la contencion. |

1.3 Operador desplazamiento

En la seccion anterior hemos hablado de operadores en general. Es en esta en la
que vamos a estudiar un operador concreto, el operador desplazamiento. El estudio
de este se tiene que hacer cuidadosamente. En primer lugar, tenemos que construir
un espacio de Hilbert poco conocido, el espacio de Hardy, y a partir de él estudiar
c6mo se comporta nuestro operador en distintos subespacios.

Debido a que los conceptos que aqui se tratan, pese a ser elementales, son algo
nuevos, necesitan de un estudio y una construccion detallados.

Proposicion 1.28. El espacio de las funciones complejas de md6dulo al cuadrado
integrable, en el sentido de Lebesge, L?(T), es un espacio de Hilbert con el producto
2n do

— i0 iy "
(flg) = A f(el%)g(e )27I (1.14)
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donde df/2n denota la medida normalizada de Lebesgue.

Observacion 1.29. En este espacio, si dos funciones son iguales salvo un conjunto
de medida nula entonces tienen la misma integral. Es por ello que en lugar de fun-
ciones se trata con clases de equivalencia. Atn asi, tratamos los elementos de L2
como si fuesen funciones.

Proposicion 1.30. El conjunto de funciones {e,},cz con e;(z) = z"* es un conjunto
ortonormal de L?(T). No solo eso, también es un conjunto completo, es decir, una
base de nuestro espacio.

Demostracion. Este es un resultado bdsico del Andlisis de Fourier. Atin asi, vamos
aver la primera parte. Si al lector le interesa ver una demostracién més completa, le
recomendamos [12].

2 . dO 21 4o
||en||2=<enlen>:f0 e"”"e’”"—‘f0 =1

2n o
21 R . ao 2m dao —i . o
(enlem) :f e—mﬁelme_ :f el(m—n)H_ - [el(m—n)H -0
0 2 Jo 2n 2n(m-n) 0

Observacion 1.31. Dada un funcion f € L2(T), podemos escribir
. +(X) .
f(eZO) — Z anemﬂ,
—00
donde a,, = (e,|f) = f(n).

Pasemos ahora a un segundo espacio denominado espacio de Hardy, H?(D).
Consideremos una funcion f analitica definida como f(z) =Y.7, a,z" en D, cons-
truimos f, : T — C definida por f;(e’®) = f(re'%) para 0 < r < 1. Obtenemos asi una
funcién continua f; € L%(T). Teniendo en cuenta que {e,}nez €s una base ortonor-
mal y aplicando la identidad de Parseval, se cumple

271 2 do

£+ @2y = f anf(re”nz@ = f
M 0 2m 0 2m

- —_ n.m am i(n—m)@de 2.2n
= Z anamr’'r e —:Zlanl rev.
n,m=0 0 21 ;5

00 18
Z anrnem
n=0

Estas integrales crecen en cuanto r crece, por tanto, definimos H?(D) como sigue:
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| Definicién 1.32 (Espacio de Hardy). Se define el espacio de Hardy (H? (D)) como
el conjunto de funciones analiticas f : D — C para las cuales

271 . d@
lim |f(re®)|? == < oo.
r—1-Jo 27

La norma en este espacio se define como
2m . 4o
2 _ 1z i0,2
11w = rlg?—_[o |f(re')| P (1.15)

Observacion 1.33. Como podemos expresar f € H*(D) como f = Y2, anz", se
cumple que

2 an 0,240 O 2.2 o 2
= limf re'’)|*— = lim a,lcre" = anl”.
||f”H2(I]J)) - 0 |f( )l 277: Py n;()l nl ngo| nI

Este espacio puede ser observado desde otro punto de vista gracias al teorema
de Fatou del limite radial.

| Teorema 1.34 (Teorema del limite radial de Fatou). Sea f € H?(D), entonces el
limite radial
lixxlgf(rele) = f*(e'%) (1.16)
r—

existe casi en todo T. Donde f* =lim,— fr, € L>(M conr,—1".

Demostracion. La prueba de este teorema se encuentra en [9, p. 28]. |

A partir del Teorema 1.34 podemos construir un producto escalar en el espacio
H*(D).

| Definicién 1.35. Dadas dos funciones f,g € H*>(D) se define el producto escalar

como
2n

: o de
(fle)pem = lim | fre®)g(re®)—. (1.17)
r—1"Jo 27

Observacion 1.36. Teniendo en cuenta el Teorema de la Convergencia Dominaday
el Teorema 1.34 se cumple que

21 21

(f1® @) = 1m A freig(re

. do _— 0 dl

0 * * 0 _ * *

: o= ) T (reif)g”(re' ) =18 .
(1.18)

Es por ello que podemos extender en casi todo punto de T toda funcién f € H?(D)

por f*. Esto hace que sea habitual identificar H?(D) con el subespacio vectorial ce-

rrado de L?(T) dado por
H?={f e L*(T) : f(n) = 0 para n < 0}. (1.19)
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Como el producto escalar es una funcién continua en cada una de sus componen-
tes, el subespacio anterior es cerrado por ser interseccion de preimégenes de espa-
cios cerrados a través de funciones continuas.

En lo que resta de tema, vamos a identificar H 2(D) con H?, y la normay el pro-
ducto escalar de H*(D) con el de L*(T).

Ejemplo1.37. Veamos algunos ejemplos de funciones dentro del espacio de Hardy.

1. Como cabe de esperar, un producto de Blaschke B es una funcion del espacio
de Hardy. Son analiticas en D, acotadas por 1 en D, y por tanto el limite de
(1.15) es finito.

2. Los polinomios son funciones que se encuentran trivialmente en H(D).

Vamos a estudiar ahora mads a fondo un ejemplo que nos va a ser ttil a lo largo
del resto del capitulo.

| Definicién 1.38 (Ntcleo de Cauchy). Dado un elemento a € D definimos el niicleo
reproductor o niicleo de Cauchy a la funcion

ka(z) = ;_ (1.20)
1 z

Proposicién 1.39. Dado a € D, se cumple que k, € H*(D) con norma

kall? = .
kol = 1=
Ademss, si f € H?(D), se cumple que
(kalf) = f(a). (1.21)

Demostracion. Mediante el mismo razonamiento al que hemos recurrido en el Teo-
rema 1.3 y en el Lema 1.4, k, no tiene polos en D y por tanto, es analitica. Si consi-
deramos la norma del denominador

11-azf® =1+lal |z’ - 2R(@z2) 2 1 +|af’|zI* - 2lallzl = (1 - |al|2))*.
A partir de esta desigualdad, si tenemos en cuenta que z € D, se cumple que

N-azP>=0-la|)>VzeD
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Afirmamos asi que es acotada, con lo que el limite radial es finito.
A través de la serie geométrica, es inmediato llegar a que
1

[e.0]
ky2)=——=) a"z",
ald) = = n;o

con lo que k, € H?(D). Si tenemos en cuenta la Observacién 1.33, vemos que

2 o 2
lkall® =) lal*" =

n=0 1_|a|2

Probemos ahora el dltimo resultado. En primer lugar, es facil de comprobar que

(kalen> = kta(n) =a".

Como el producto escalar es una funcién lineal en la segunda componente, se cum-
ple que, dado un polinomio p € C[z] H?(D),

(kalp) = p(a).

Ademds, los polinomios son densos en L?(T) ([4, p. 28]) y por tanto los son en el
subespacio H?(D). Si a esto le sumamos que el producto escalar es una funcién con-
tinua, tenemos por ultimo que

(kalf) = f(a)

para cualquier f funcién analitica. |

El nicleo de Cauchy es una funcién recurrente en el andlisis de funciones de
variable compleja, debido a que estd involucrado en grandes teoremas de esta rama
mencionada. Para nosotros seré titil ala hora de construir subespacios de H? gracias
a sus propiedades.

Ahora que ya hemos construido el espacio de Hardy, es hora de hablar del ope-
rador principal que va a ser clave a la hora de conectar los productos de Blaschke
con la extension numeérica.

| Definicién 1.40 (Operador desplazamiento). Se define el operador desplazamien-
to S: H?>(D) — H?(D) como aquel que aplica f € H>(D) en S(f) definida por

S(f)(2) =zf(2).
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Observacién 1.41. Si a cada funcién f € H?(D) le asociamos el vector correspon-
diente a los coeficientes del desarrollo en serie

f—(ap, a,...).
Ala funcién Sf le corresponde
Sf and (0,d0, dl,...).

Como su nombre indica, el operador desplazamiento, valga la redundancia, des-
plaza los coeficientes del desarrollo en serie afiadiendo un término nulo. Esto nos
permite ver que, bajo la definicién (1.19), el operador S lleva funciones de Hardy en
funciones de Hardy.

Observacion 1.42. Fijémonos que se cumple
o0 oo
SN@ =2 apnz" =) anz""'
n=0 n=0

o0
=IISfI*=0+ Y lanl* = fI*

n=0
Ejemplo1.43. Conlo que conocemos sobre operadoresy sobre la extension numé-
rica, podemos calcular W(S). A través de la desigualdad de Cauchy-Schwartz con
f € H?(D) de norma 1, tenemos

KASHOI=IFISfI=1.

Luego, W(S) < D. Sea a € D, consideremos el ntcleo de Cauchy normalizado

- V1-lal?
=T

que cumple
a(l-lal®) _

(KalSka) = (1~ lal")kalSka) = (1 = al) Ska(@ = = —

)

de modo que D € W (S) < D. Veamos si la frontera del disco unidad esta contenida en
la extensién numérica de S. Supongamos A € W(S)N T, entonces existe una funcién
g € H?(D) con norma 1 que cumple (g|Sg) = A

1=|A=1(gISg) = ISglligll = 1.

En concreto, [{g|Sg)| = IISgllligll, se alcanza entonces la igualdad de Cauchy-Schwartz.
Por tanto existe un escalar p € C con Sg = ug. Pero esto es imposible pues se tendria
que cumplir zg(z) = ug(z) V z € D, lo cual es cierto solo si g(z) = 0.

Concluimos entonces que W (S) =D.
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Si el operador desplazamiento es el operador mas importante en el estudio de
este tema, el operador retroceso es el segundo més importante.

| Definicién 1.44 (Operador retroceso). Definimos el operador retroceso S* : H2(D) —
H?(D) como el operador que me lleva una funcién f € H*(D) tal que f(z) = o0 anz"
en la funcion

S*(f)(2) =

f(Z) ;f(o) — Z an+lzn. (122)

n=0
Observacién 1.45. Representamos f € H?(D) mediante la sucesion (ag, ay,...) don-
de f =39, a,z". El operador desplazamiento construye una aplicacién de la forma

(aO)al)---) - (Cll, aZ;---)-

El hecho de que hayaamos denotado al operador retroceso por S* no es mera
casualidad. La siguiente proposicion aclara este hecho.

Proposicion 1.46. El operador retroceso S* es el adjunto del operador desplaza-
miento S.

Demostracion. Para probar esto, simplemente tenemos que comprobar que se cum-
ple la igualdad

(Sflgy=<f1S"g)
paratodo f,g € H?(D). Si [ =X anz"yg(z) =X _,bmz™. Teniendo en cuen-
ta la linealidad del producto escalar, se cumple:

8
8

(SF18) =(Y_ anz"™'| Y bmz™) b (2" 2" =
n=0 m=0

i
o

M8 10

0o
nbm6n+l,m = Z apbpiy

n=0

I
18 1

3
I
=]

Q

anbm1(2"2™) =

18

(f1S*8y=(D_ anz"l Y bp12™ =
n=0 m=0

anbmi16n,m = Z anbpiy.
n=0

I
18 1
12 T8

3
i
S
3
i
S

1.3.1 Compresion del operador Desplazamiento.

Como vamos a ver en el capitulo 2, la clave para construir las curvas de Poncelet
es el operador desplazamiento. En concreto nos va a interesar su representacion en
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subespacios de dimensién finita de H?. Pero para ver esto, primero tenemos que
ver qué subespacios tienen un buen comportamiento frente al operador desplaza-
miento.

| Definicién 1.47 (Funciones internas). Sea u:D — C, decimos que es una funcién
interna si es analitica, acotada y cumple que

lim |u(re?®)| =1
r—1-

en casi todo 0 € [0,2m).

| Definicién 1.48. Dado un subespacio M < H?(D) decimos que es invariante bajo
el operador S si es cerrado y cumple S(M) < M.

| Teorema 1.49 (Teorema de Beurling). Un subespacio M < H*(D) no trivial, es
invariante bajo el operador S si y solo si existe una funcion interna u tal que M =
uH?(D), donde

uH?*D) = {uh: he H*D)}. (1.23)

Demostracion. En esta demostracion probaremos solo la implicacién hacia la iz-
quierda. La otra implicacion queda recogida en la referencia [9, p.79].

Consideremos f € uH?(D), entonces existe un h € H2(D), de modo que [ =
uh € uH?(D). Se cumple por tanto:

Sf(2) = zf(2) = zu(2) h(2) = u(z)(Sh(z)) € uH* (D).

Queda asi claro que S(uH?(D)) € uH?(D). Veamos ahora que es un subespacio ce-
rrado. Que es subespacio vectorial, es decir, cerrado para la suma y para el producto
por escalares, es inmediato a partir de la definicion. Veamos ahora que es cerra-
do. Para ello vamos a ver que toda sucesion convergente, converge a un vector del
espacio. Consideremos un {f};>1 < uH?(D), con fn — f. Existe entonces un con-
junto {h},=1 < H?(D) tal que f, = uh,¥n = 1. Si tenemos en cuenta que H?(D) es
un subespacio cerrado de L?(T) y que el médulo de u esté acotado por 1 al ser una
funcion interna, entonces

”fn_fm” =uhy—uhmll =h, = hpl.

Como f,, — f, entonces es de Cauchy, por lo que {h,},>; es de Cauchy en H?(D),
espacio de Hilbert. De modo que existe h € H*(D) tal que h,, — h. En consecuencia

I fn—uhl = luhp — uhll = | hy — h]l — 0.

Luego f,, — uh € uH?*(D) como queriamos demostrar. |
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Lema 1.50. Sea B un producto finito de Blaschke, y sea f € H?>(D). Entonces f se
anula en los ceros de B (segin multiplicidad) siy solosi f € BH 2(D).

Demostracion. Es claro que si f € BH*(D), entonces f se anula en los ceros de
B.

Supongamos ahora que B tiene ceros a;, ay, ..., a, € D (repetimos los ceros
segun su multiplicidad) y f se anula en estos. Como f se anulaen a;,ay,...,a, yes
analitica, se cumple que

fR@=GEz-a) - (z—aygz)

con g una funcién analitica. Como bien hemos razonado muchas veces anterior-
mente (1-a;z) noseanulaenD Vj=1,...,n. Por tanto

z—a Z—a
! "Z g1(2), (1.24)

Z — — .o —
1@ l-a1z 1-a,
donde g; es también analitica en D. Tenemos entonces que f = Bgj. Solo nos que-
daria probar que g; € H?(D). Como los ceros de B se encuentran en D y hay un
numero finito de estos, existen € > 0y s > 0 tales que |B(z)| > € para todo s < |z| < 1.
Se cumple entonces que

i0 i0 i0
|f(re'”)| - |f(re')] _ | fr(e')] vr

- > .
|B(e')] 3 €

(g1 ()l = Ig1(re™)| =
Si tenemos en cuenta que f € H?(D), por el teorema de convergencia dominada
de Lebesgue, se cumple que la integral de g; dada por (1.15) es finita. Por tanto
g€ H?(D). Finalmente fe BH?(D) como queriamos demostrar. |

Proposicién 1.51.  Un subespacio M < H?(D) no trivial, es invariante bajo el opera-
dor S* si y solo si existe un funcién interna u tal que M = (uH?(D))* espacio orto-
gonal a uH?(D).

Demostracion. Supongamos que M = (uH?(D))* siendo u una funcién inter-
na, por las propiedades del complemento ortogonal es un espacio vectorial cerrado.
Consideremos f € (uH?(D))' y g € uH?(D), entonces

(S*flgy=(f1Sg) =0,

ya que por el Teorema 1.49 se tiene que Sg € uH?(D) para todo g € uH?(D). De modo
que S* f € (uH?(D))*. En consecuencia M es invariante para el operador S*.

Supongamos ahora que M < H?(D) es un subespacio invariante para S*. De
manera completamente analoga podemos llegar a que S(M*) € M. Por el Teorema
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1.49 existe una funcién interna u tal que M+ = uH?(D). Como M es un subespacio
vectorial cerrado se cumple que M = (M1, de modo que M = (uH?(D))*. |

Observacion 1.52. Enlo que sigue del tema vamos a notar a (uH?)* como K.

Proposicion 1.53. Sea B un producto de Blaschke de grado n con ceros ay,...,a,
distintos. Entonces Kg = (kg ..., ka, )-

Es importante destacar que por ser un subespacio generado por un ntamero fi-
nito de vectores, es también cerrado.

Demostracion. Vamos a probar esto por doble contencién.
Sea f € BH?(D) entonces f = B- h con h € H?>(D). Sabemos por 1.39 que
(kajIBh) =B(aj)h(aj)=0Vj=1,...,n.
Se sigue entonces que ka]. € (BH?(D))*. Por tanto

(kayy..., ka,) S (BH*(D))™.

. . L

Para demostrar esta inclusién vamos a demostrar que BH?(D) 2 (kg .-, kq, )
Seguidamente tomamos el complemento ortogonal, invirtiendo asi las contencio-
nesy probando lo que queremos.

Sea f € (kgy,...,ka,)". Se cumple particularmente que flaj) = <kq;|f) = 0 para
todo j =1,...,n. Como f se anula en los ceros de B, por el Lema 1.50, f € BH?(D).
Terminamos asila demostracién. |

Observacion 1.54.  Si cada cero a; de B tiene multiplicidad m;, entonces basta to-
l j = = . —
mar <kaj,] =1,...,nl= 1,...,m]> = Kjz.

Proposicion 1.55.  Sea B un producto finito de Blaschke con 7 ceros ay, ..., a, dis-
tintos. Denotemos por k, ; el nicleo de Cauchy normalizado y

(2) = —4 (1.25)
(Paj <) = 1 —a_]‘Z .
Entonces el conjunto
~ n ~ n ~ ~
kal H(Paj,kag H(Paj»---,kan-l(/)an;kan (126)
j=2 j=3

forma una base ortonormal de K.
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Demostracion. Es evidente, gracias a la proposicion 1.53, que l~can pertenece a Kp,
pero tenemos que ver que el resto también lo hacen. Tenemos entonces que com-
probar que paratodo j =1,...,ny h € H? se cumple que

n
(ka; T1 ®alBRY=0
k=j+1

Teniendo en cuenta la definicién de producto escalar

2n
a, H Pa|Bh) = f ka, (€!0) H wa](ele)l'[%l(e"’)h(e"’)

k=j+1 k=j+1
Si recordamos de la Proposicion 1.3 que I(pa]. (eie)l =1, en consecuencia

_ n am— ) . do . J J
(ka; [T @a)BRY=| ka,(ei) 1‘[<pal(e’9)h(e’9)2— = (ko [Toa) =1 9a(ap =0
k=j+1 0 1=1 n 1=1 =1
pues ¢4, (aj) = 0. Por tanto, todos los elementos de nuestro conjunto pertenecen a
Kp. Nos queda, por ultimo, comprobar que es un conjunto ortonormal. Mediante
razonamientos totalmente andlogos a los que ya hemos hecho, es evidente que

n
ka; T1 @alka; T1 @ap) = kaylkay) = 1.
k=j+1 k=j+1

Ademds, suponiendo que g > p se verifica

n q
<kaq H (Pajlkap H Qoaj> = (kaq”cap H (Paj> =0
j=q+1 j=p+1 j=p+1
Tenemos entonces n vectores ortonormales del espacio Kz de dimensién n, por tan-
to estos actiian como base. |

| Definicién 1.56 (Compresién del operador desplazamiento). Sea B un n-producto
de Blaschke, S el operador desplazamientoy Py la proyeccion ortogonal sobre Kg. De-
finimos Sp : Kg — Kg como

Sp = PpSik;- (1.27)

El operador Sg se conoce como la compresion del operador desplazamiento por B.

Nos interesa ahora conocer la representacion del operador Sp con respecto de la
base (1.26). Para ello vamos a obtener la representacion de S;. Como K es invarian-
* * _ O .
te para el operador §* se cumple que Sy = §, Ky CON lo que simplemente tenemos

que saber como actta S* sobre los elementos de la base.
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Proposicién 1.57. Consideremos {fj,..., f;} un conjunto de funciones de H? y sea
S* el operador retroceso. Entonces se cumple que

r r i-1 r

s* (l_[ fi) @=) [[fi@s (M@ [] fiO. (1.28)
i=1 i=1j=1 k=i+1

Demostracion. Vamos a demostrar esto por induccion. Es obvio que se cumple pa-

ra el caso n = 1. Antes de pasar a la hip6tesis de induccién veamos el caso en que

n=2.

—f(0)g(0
5*(fg0 = 28D -TOED)

_f2)(g(=2) ~g®) N g0)(f(2)— f(0)
z

z

= f(2)S*(g)(2) + g(0)S™ (f)(2)

Supongamos entonces que se cumple la férmula (1.28) para n, veamos que también
se cumple para n + 1.

n+l n n n
s’ (1‘[ f,-) (2)=S$ (fn+1 [1 ﬁ-) (2) =[] fi@S" (fus1) (@) + fr1 (OS” (]‘[ f,-) (2)

i=1

n i—1

H i(2)S* (fn+1)(z)+fn+1(0)21'[f](z)s (fi)(2) H fi(0)

i=1 i=1j= k=i+1
n n+1 n+li— n+1
H i(2)S* (fn+1)(Z)+ZHf](Z)S @ [] fio=>3 Hf,(z)s @ [] fo
i=1 i=1j= k=i+1 i=1j=1 k=i+1

Si escribimos los elementos de la base como

n—(i+1) B
Vi = l_[ - kai
r=0
y tenemos en cuenta
S* (kai) = a_ikai

$*(Pa, ) =\/1-lail?kq,

ademads de la expresion (1.28), llegamos a que

n—(i+1) B
S* ( l_[ Pan_,- kai) =

r=0
n—(i+1) B n—(i+1) n—(>i+1)
=a; H Pay_, ka; + 1-|a;l? Z \/1_|ar1—l|2 H (- am)l_[(/’an pka,, Iz
r=0 1=0 m=Il+1

(1.29)
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Si consideramos los vectores de la base, nos queda la matriz

aj si i=j],
(S5 =3 (MM, Cap) VI=Tal?\/1-laj si i>j,
0 si i<j.

Si tomamos ahora la matriz conjugada traspuesta (que no es mds que la representa-
ci6n matricial del operador adjunto) nos queda finalmente la representacién de Sp
en el espacio Kp con respecto de la base (1.26)

aj si i=j,
1851ij =1 (M}, @0 VI-lal?\1-1a; si i<}, (1.30)
0 si 0> ).

Si nos fijamos podemos facilmente comprobar que esta matriz es triangular supe-
rior.

Estas matrices admiten 1-dilataciones en funcion de un pardmetro A € T. Para
obtener las 1-dilataciones U, basta afiadir una fila y una columna a la matriz ante-
rior e imponer las condiciones de ortonormalidad. Nos queda por tanto

aij Si 1<i,j=n,

( Z:iﬂ(—@)vl—lailz si j=n+lyl<is<n,
AT, (—ax) si i=j=n+1.

| Definicién 1.58. Dada una matriz A diremos que estd en forma estdndar si es de
la forma (1.30).

Observacion 1.59. Siguiendo la Proposiciéon 1.26 las matrices en forma estandar
son contracciones por existir 1-dilataciones de las mismas. Esto nos indica, junto
con la Proposicion 1.27 que la extension numérica de estas matrices estd dentro de
D. Esto es razonable teniendo en cuenta que ya vimos que la extension numérica del
operador desplazamiento S es el disco abierto D y las matrices en forma estdndar
representan restricciones del operador S en distintos subespacios.

Ejemplo 1.60. Consideremos por simplicidad a;, a, € D. La matriz asociada al ope-

rador Sg con
Z—d) Z2— A

B(z) = — —
l-zaj1-zay
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es de la forma

A=

a1 V1—-|a P11 layP )

0 ar

Si recordamos ahora la Proposicion 1.19, tenemos que la extension numérica de
nuestra matriz A no es mas que la elipse de focos a; y a, y eje menor \/tr(A* A) —lai|? —|as)?.
En concreto el eje menor vale:

ar 0 )( a V1-laPy/1-]aP ):

A*A=

Vi-laiPV1-lal a; 0 as

(|6l1|2 * )
T ox P+ -la) A -a)?)

VIr(A* A) — a1 — |as? = V1 - a1 12V 1 - |as|? = [Al 2.
La 1-dilatacién U, correspondiente a A es la matriz
a Vi-la2V1-la? -a\/1-la;?

U, = 0 ap V1-layl?
1—|a|? —daiV1-layl? Aayaz

En la seccién 3.1 hablaremos més de este caso particular y veremos una familia
de curvas asociadas a este tipo de matrices.



2 | Curvas de Poncelet y productos
de Blaschke.

En esta seccién vamos a ver, por fin, la conexion de todos los fundamentos que
hemos visto anteriormente. A través del concepto de curva de Poncelet vamos a
relacionar los productos de Blaschke, la extensién numérica y el operador desplaza-
miento. Al final del capitulo, estudiaremos lo que se conoce como la clase S;, de ma-
trices que va a ser clave para responder, parcialmente, una de las principales cues-
tiones que nos planteamos en este capitulo, ;provienen las elipses de Poncelet de
productos de Blaschke?

2.1 Curvas de Poncelet.

| Teorema 2.1 (Teorema de Poncelet). Sean @ y€ dos cénicas en un mismo plano.
Si es posible encontrar para un n = 3, un poligono de n lados que simultdneamente se
inscribeen 2 (lo que significa que todos sus vértices se encuentran en %) y circunscrito
alrededor de € (lo que significa que todos sus bordes son tangentes a € ), entonces es
posible encontrar un niimero infinito de ellos. Cada punto de 2 o € es un vértice o
una tangencia (respectivamente) de uno de dichos poligonos.

Observacion 2.2. El Teorema de Poncelet estd descrito para dos conicas cuales-
quiera. En nuestro caso vamos a trabajar con la circunferencia unidad y una curva
% que en un principio no tiene por qué ser una conica.

Este teorema se puede adaptar a un contexto méds general si no nos restringimos
solamente a conicas. Para ello generalizamos el concepto de curva de Poncelet a
través de la siguiente definicion.
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Figura 2.1: Ejemplo de5-elipse de Poncelet. En este caso los poligonos no son convexos.

| Definici6én 2.3 (Curva de Poncelet). Una curva diferenciable 6 en D decimos que
tiene la propiedad de Poncelet o la n-propiedad de Poncelet, si para todo z € T existe
un poligono de n lados inscrito en T que circunscribe a € y tiene z como un vértice.
Diremos entonces que € es una n-curva de Poncelet.

Nuestro objetivo va a ser construir curvas con esta propiedad. Es aqui donde
realmente vamos a unificar todos los conocimientos previos. Antes de entrar en ma-
teria, veamos un resultado que nos va a permitir hacer una consideracién genérica
sobre los productos de Blaschke con los que vamos a trabajar.

Proposicion 2.4. Dado un producto de Blaschke B de la forma

noz—a;
B(Z):H—l_—,l ,cona; €D

i=1 i
entonces se cumple que
_ B-B(0)
"~ 1-BO)B
es un producto de Blaschke con C(0) = 0 e identifica puntos de la misma manera
que B. Es decir, si B(z;1) = B(z) entonces C(z;) = C(z).

C: (2.1)

Demostracion. Que C(0) = 0 esinmediato; solo hay que sustituir. Si B(z1) = B(z,) es
también sencillo ver que C(z;) = C(z2). Solo nos quedaria ver que C es un producto
de Blaschke. Para ello, vamos a recurrir a la caracterizacion 1.4 de los productos de
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Figura 2.2: Ejemplo de 4-curva de Poncelet.

Blaschke. Podemos escribir C como

C(2) = (yo B)(2)

siendo
z—B(0)

z-B(0)z
el producto de Blaschke de grado 1 con cero en B(0). Esta ultima funcién es un auto-
morfismo del disco en el disco y de la circunferencia unidad en la circunferencia. De
modo que, por composicién, es inmediato que C es una funcién analitica en D que
va del disco unidad en el disco y de la circunferencia unidad en la circunferencia.
Por tanto, C es un producto de Blaschke. |

v(z) =

Este resultado nos va a permitir considerar todos los préximos productos de
Blaschke de aqui en adelante con un cero en 0. En otras palabras, se cumple que
B(0) =0.

Lema?2.5. Sean Sy T matrices (n+1) x (n+ 1) que difierensoloenla (n+1,n+1)

entrada
A B A B
S‘(c s)yT‘(c r)

con A, By C matrices n x n, n x 1y 1 x n, respectivamente. Entonces se cumple que

detS—detT =(s—t)detA 2.2)
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Este lema nos va a permitir demostrar uno de los principales teoremas de esta
seccion. Con él, vamos a estrechar la conexion entre los productos de Blaschke y la
compresion del operador desplazamiento.

| Teorema2.6. Sea A una matriz(n—1) x (n—1) en forma estdndar 1.30. Para cada
A €T, denotamos por Uy la 1-dilatacién que aparece en 1.31. Sea B, el producto de
Blaschke de grado n—1 con ceros en los autovalores de A. Entonces, los autovalores de
U, son las n soluciones en T de la ecuaciéon B(z) = A con B(z) := zB1(z2).

Demostracion. Vamos a demostrar este resultado por induccién en el nimero k de
ceros de B;. Consideremos el producto de Blaschke normalizado con cero a; € D.
Como sabemos, la matriz en forma estandar asociada es

A=(a ),

cuya familia de 1-dilataciones es la siguiente

UA:( o m)

1-|a? -Aay

Si buscamos ahora los autovalores de la anterior matriz, tenemos que resolver la
ecuacion det(zl — U,) = 0. Realizamos lo cdlculos pertinentes y obtenemos

=0 <=

' z—a —V1=lai2

1-|a;|? z+Aay

<~ z(z—a;))-A1-a12) =0 —
Z— a1
@B(z):z — =
l-a,z

Planteemos como hipotesis de induccién que se cumple para k — 1 ceros que el
polinomio caracteristico es det(zI—U)) = z ]'[i.c;l1 (z—a;)—A Hf;ll (1-a;z). Suponga-
mos ahora que B tiene k ceros, si tenemos en cuenta la representacion de la matriz
U, (k+1 x k+1)dada por (1.31), se cumple que

det(zI —Uy) = (z—ag) - V1(2) + /1 —|agl? - det V,(2),

siendo V;(z) (resp. V»(z)) la matriz k x k obtenida a partir de la matriz zI — U, al
eliminar la k-ésima fila y la k-ésima columna (resp. la k-ésima fila y la (k + 1)-ésima
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columna). Si hacemos uso del Lema 2.5 para el cdlculo del determinante de V1 (z) y
V5 (z) tenemos

det(zI — Uy) = (z— ap)(—ay)

det(zI - U}) + (—é - z) det(zI - A’)]
a
+(1-|arl?) [det(z] — U}) + (-2) det(z] — A)],

donde A’ esla (k—1) x (k—1) matriz triangular superior que representa la compresion
del operador desplazamiento con ceros ay,...,ax-1 y U /’1 su 1-dilatacién unitaria. Si
hacemos uso de la hip6tesis de induccién, tenemos

det(zI - Uy) = (1 —arz) det(zI - U}) + z[(z— ax) — (1 — ayz)| det(z] — A"

k-1 k-1
=(-a2 |z][(z—a)-A] 0 ~az)
i=1 i=1
k-1
+z[(z—ap) —(1—ar2)]| [[(z—a;) =
i=1
k k
=z[[(z—a)-A[]Q-G52).

i=1 i=1

En consecuencia, los autovalores de U, son aquellos que verifican

k k
det(zI-Uy) =0 < zl_[(z—ai)—/ll_[(l—a_iz):o —

i=1 i=1
k Z—a;
= z[[——=1 <= B®=1

Proposicion2.7. Sea B un producto de Blaschke y sea Ala matriz en forma estdndar
1.30 asociada. Entonces todos los autovalores de A, y por tanto los ceros de B, estdn
en el interior de W (A).

Demostracion. Cambiar el orden de los ceros de B no altera el operador A en si ni
su extension numérica, simplemente cambia el orden de las columnas. Por lo que si
tomamos un autovalor a € W(A), podemos considerar

a V1-la>V/1-|b? *
0 b *
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Si tomamos ahora vectores de norma 1 de la forma x = (x; x2 0...0)T podemos ver
que la extension numérica de

a V1-lal?\/1-1bJ?
Ay =
0 b

estd contenido en W (A). Por la Proposicién 1.19, W(A2) no es mds que la elipse de
focos a y by eje menor \/1 —|al? \/1 — |b|?. Esta elipse es no degenerada y contiene
al autovalor a, luego es un punto interior de W (A). |

| Definicién 2.8. Se define una linea de apoyo de W (A) como una curva que corta
a la frontera de W (A) en un punto (posiblemente con multiplicidad mayor que 1) o
todo un intervalo.

Lema?2.9. Sean>1y Aunamatriz n x n. Todo punto de W(A) en la curva definida
por la frontera de esta, que no sea diferenciable, es un autovalor de A.

Demostracion. Sea w en la frontera de W (A) no diferenciable. Como W (A) es ce-
rrado y convexo, existen dos diferentes lineas de apoyo que pasan por w.

Como w € W(A), existe un vector unitario x € C” tal que w = (x| Ax). Si x y Ax
son linealmente dependientes entonces w es un autovalor y ya habriamos termina-
do. Supongamos que son linealmente independientes y consideremos el subespacio
de C" dado por S = (x, Ax) . Sea As = PsA|s sobre S, con Pjs la proyeccién ortogonal
sobre S. Vemos que

(x| Asx) = (x|PsAjs) = (x| Ax) = w, (2.3)

de modo que w € W(As). Por la proposicién 1.19 W(A;s) es un disco eliptico. Es-
te tiene que ser degenerado (un segmento) porque si no, el punto o seria interior
o la frontera seria diferenciable. Ademads, w se debe encontrar en uno de los extre-
mos del segmento por el mismo razonamiento que antes. En consecuencia, w es un
autovalor de A;s, de manera que

Ax = P5A|5x = A|5x =wx. (2.4)

Llegamos asi a que w es un autovalor de A. |

Lema 2.10. Sea A una matriz (n—1) x (n—1) en forma estdndar y, para cada A €
T, sea U, la 1-dilatacién unitaria de A. Entonces los autovalores de U, son todos
distintos y son los vértices de un poligono convexo de n lados inscrito en T y que
circunscribe a W(A) con cada lado tangente a la frontera de la extensién numérica
en exactamente un punto.
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Demostracion. Por la Proposicion 1.5y el Teorema 2.6 es claro que los autovalores,
wi,..., w, de Uy son distintos. Ordenamos estos por argumento creciente. También
es obvio, por ser la matriz unitaria (sus autovalores son de médulo 1), que el poli-
gono que forman estd inscrito en T. Es por ello que lo realmente interesante de la
prueba es demostrar que dicho poligono circunscribe a W (A).

En primer lugar, veamos que el segmento que une w,_; y w, corta a W(A). Es-
ta prueba se puede adaptar facilmente a cualquier par de vértices w; y w;j41 (los
indices son tomados médulo 7).

Sea V = [I;,1,0], que denota a una matriz (n— 1) x n. Como U) es unitaria, y por
tanto normal, es unitariamente equivalente a una matriz (n+ 1) x (n+ 1) diagonal D
formada por los autovalores de Uj,. En consecuencia podemos escribir

A=VUV*=VXDX*V*

para una cierta matriz, n x n, X unitaria. Llamando V; = VX ((n—1) x n) tenemos
que A= VlDVI*. Tomemos ahora la matriz, n x n, Ej = (e;,) tal que e;; = 1y el resto
ceros. Tenemos que

También se cumple que

y por tanto,

n
Y VAEjV{" =1I,.
j=1

Consideremos ahora K; = ker(V, E; V") € C" ! vamosaencontrarun x € ﬂ;l;lz Kjc
C"~!. Para ello, vamos a demostrar que esta interseccién es no vacia por induccién
sobre m paral < m < n-2, viendo que

m
dim(ﬂKj) >n—-1-m.
j=1

Sin centrarnos en los elementos del producto de matrices, nos queda una matriz
de la forma
VIEjV'=(aiv | av | - | apiv)
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cona; € Cparatodoi=1,...,n—1yveC" ! Conloque rg(V1E; V") < 1y por tanto
dimker(V1E; V") =n—-1-1g(ViE;V]") = n-2.

Esto es genérico para cualquier j luego dimK; > n—-2Vj=1,...,n, verificando asi
el primer paso de la demostracion.

Vamos a suponer que dim (ﬂ;?lzl Kj) >n—-1-mparal <m=< n-3.Sitenemos
en cuenta nuestra hipétesis de inducciéon asi como la férmula de la dimension de la
interseccion

dim(SNT)=dimS+dim 7T —-dim(S+ T), (2.5)

llegamos a que

m+1 m m
dim( ﬂ K]’) = dlm(ﬂ Kj) +dime+1 —dlm((ﬂ K]’) +Km+1) =

j=1 j=1 j=1
>n-1-m+mn-2)—-n-1)=n-1-(m+1).

Se verifica entonces la desigualdad para todo 1 < m < n -2 planteada y tomando
m = n-—2 tenemos que

n-2
dim ﬂK]’ =>1.
j=1

Existe por tanto, un vector unitario xy € ﬂ;.’:_lz K; con el que vamos a encontrar un
punto de W (A) que pertenece también al segmento que une w;,_y wy,.

n
(x0l Axo) = (X0l D_ wjVIE;Vy* x0) =
=1
= Wy—1(X0| VI En—1 V] X0) + Wp (x| V1 E,V]" X0) = Wp—1@p-1 + Wnap.

Ademas a; = (xo| V1 E; V] x0) = (V" X0l Ej V" x) = |(V1*x0)j|2 >(0paratodo j=1,...,n
y

Ap1+ &y = (Xl VI Ep—1 V)" X0) + (X0l VIE, V] x0) =

n
= (xol Y_ VIE;V;" x0) = (X0l I—1X%0) = Il x0[I* = 1.
j=1

Por tanto, (xp|Axp) € W(A) pertenece al segmento formado por w, y wy+;. Solo
nos quedaria probar que este es un punto de tangencia. Supongamos que existen
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x, y vectores de norma uno linealmente independientes con (x|Ax) y (y|Ay) perte-
necientes al segmento formado por w;,_; y w,. De la misma manera que hicimos
antes, vemos que
n
(x|Axy =) wi(xIV1E; Vi x)
j=1

luego necesariamente para que esté en el segmento, (x|V1 E;V|"x) = 0 para todo j =
1,...,n—2. Entonces para dichos j se verifica

0= (xIVLE; ;' x) = (Vy" x| E; Vi x) = | (V) ;1.

En consecuencia V1 E;V{"x = 0 para todo j = 1,...,n—2. Andlogamente se tiene para
¥, luego x,y € ﬂ;’:—lz K;. Como x e y son linealmente independientes, tenemos que

dim (ﬂ;.’;lz K j) > 2. Asi, una vez més a través de la férmula de la dimension, llegamos
aque

n—1 n-2 n-2
dim(ﬂ KJ-) = dim(ﬂ K]-) +dim K, —dim((ﬂ Kj) +Kn_1) >

]:1 ]:1 ]:1
2+(n=-2)—-n+1=1.

Podemos entonces tomar u € ﬂ;?;ll K; vector unitario de tal modo que

n
(ulAuy =Y wiulViE; Vi u) = wy(ulVLE, Vi u) =
i=1
! i 2.6)
= wp(ul Y VIE; V" u) = wp(ulu) = wy,
j=1
o equivalentemente w, € W(A)Nn T = @, llegando asi a una contradiccién con la
Observaci6n 1.3.1. |

| Teorema 2.11. Sea A una matriz en forma estdndar y consideremos la familia de
1-dilataciones unitarias {U)} et descritas por 1.31. Entonces W (A) =(pet W (U)).

Demostracion. Consideremos A € T y la respectiva 1-dilatacién U, asociada a A.
Entonces se cumple que A= P*U, P con P lamatriz n x (n—1)

01 --- 0
P=|:
00 1

o
(=)
o



50 PRODUCTOS DE BLASCHKE

Si consideramos x € C" ! con || x| =1, se cumple que Px € C" con || Px| =1.

Si @ € W(A), existe un x, unitario con
@ = (Xg|AXg) = (x| P*UpPxg) = (PXo|UpPXq).
Por tanto, a € W(U,) paratodo A € T, y equivalentemente W (A) S (et W (Uy).

Vamos a ver que la contencion no es estricta. Consideremos 8 ¢ W(A). Si ( ¢
D entonces no se encuentra en la interseccion de la extension numérica de dos 1-
dilataciones distintas; y por tanto ¢ (et W(U3). Asumimos entonces que f € D.

Por el Teorema de Toeplitz-Hausdorff 1.16 W (A) es convexo y cerrado y existe
una recta separando § de W (A).

Figura 2.3: Separacionde 3 y W (A). En principio no tiene por qué ser W (A) una elipse,
pero se ha representado asi por sencillez.

Estarecta cortaa T en dos puntos, w; y w». Sirecordamos bien, nuestra matriz A
en forma estandar proviene de un producto de Blaschke B;. Si tomamos A = B(w;)
con B(z) = zB;(z), se cumple que los autovalores de Uj forman, segin 2.6, un po-
ligono de n lados que, por el lema 2.10, circunscribe a W (A). Si nos fijamos en la
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Figura 2.3, es inmediato afirmar que entonces § no pertenece al poligono dado. Co-
mo Uj es una matriz unitaria, la extension numeérica no es mds que el cierre convexo
de los autovalores, en otras palabras, el poligono convexo de n lados mencionado.
Como f ¢ Uj tenemos que f ¢ (re7 W(Uy). Llegamos asi a que la contencion no es
estricta y por tanto W (A) =xeT W (Uy). |

| Teorema 2.12. Sea B un producto de Blaschke de grado n satisfaciendo B(0) = 0.
Existe entonces una curva € convexa tal que para todo A€ T, sizj con j=1,...,n
(ordenados en orden de argumento creciente) son los puntos de T para los que B(z;) =
A, entonces el segmento que une z; y zj+1 (donde los indices estdn tomados modulo
n) es tangente a € en precisamente un punto. Ademds, cada punto de la curva € se
obtiene de esta manera. Luego la curva € es una n-curva de Poncelet.

Demostracion. Consideremos el producto de Blaschke B;(z) = @ y la matriz A

en forma estdndar que representa la compresion Sg,. Por el Teorema 2.6 sabemos
que los autovalores de la 1-dilataciéon Uy son los puntos z; con j = 1,...,n, donde
B(zj) = A. Por el Lema 2.10 sabemos que el segmento z;z;+1 es tangente a la frontera
de W(A) en exactamente un punto. Esta va a ser nuestra curva 6. Justificamos asi
los dos primeros puntos del teorema.

Para obtener el tltimo resultado, tomemos ay en la curva € y tracemos la linea
tangente [ a la curva pasando por a. Esta recta corta a la circunferencia T en dos
puntos, w; y w». Como sabemos hay exactamente n puntos z,,..., 2, en la circun-
ferencia que verifican B(z;) = B(wy), con wy = zj para algun k. Por el Lema 2.10 el
poligono de vértices z,..., z, circunscribe W (A). Asilos segmentos zx_1 Wy W) Zx+1
son tangentes a la frontera de W (A). Como W (A) es compacto y convexo, existen
exactamente dos tangentes a W (A) desde w,. Entonces, w» = zx_1 0 w2 = zj+1. En
cualquier caso, B(w;) = B(w,). |

Por fin, hemos conectado los tres conceptos principales de este trabajo: produc-
tos de Blaschke, extensién numérica y teorema de Poncelet. Tenemos un método
que nos permite construir n-curvas de Poncelet a partir de los productos de Blasch-
ke y a través de la extension numérica. De manera resumida, consideramos un pro-
ducto de Blaschke B de grado n, y la familia de poligonos {P;}cT, donde P, no
es més que el poligono de n lados inscrito en T y con vértices las n soluciones de
B(z) = A. La interseccion de estos poligonos describe un conjunto cuya frontera €
no es mds que una n-curva de Poncelet. De manera equivalente podemos construir
la misma curva. Comprobamos en primer lugar si B(0) = 0. Si es asi, tomamos los
n — 1 ceros restantes de B, si no, lo transformamos como en la Proposicién 2.4 en
un producto de Blaschke C que cumpla C(0) = 0 y nos quedamos con los n—1 ceros
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restantes de C. Este producto de Blaschke identifica los mismos puntos que B con lo
que va a derivar en la misma curva. Consideramos el producto de Blaschke B; con
los n—1 ceros de antes. Entonces, la frontera de la extension numérica de la matriz
en forma estdndar que representa a Sg, no es mds que la curva €.

Una pregunta surge a raiz de esto y es si toda curva de Poncelet se construye de
esta forma, o equivalentemente si toda curva de Poncelet proviene de un producto
de Blaschke. Demostrar esto no es un trabajo sencillo. Podemos ver en concreto en
la Figura 2.4 una representacion de la curva [16, p. 131]. Esta es un ejemplo de una
curva de Poncelet que no proviene de un producto de Blaschke. Podemos afirmar
esto porque si fuese asi, seria una elipse, porque como veremos en la Seccién 3.1:
toda 3-curva de Poncelet proveniente de un producto de Blaschke es una elipse.

Figura 2.4: Curva de Poncelet que no proviene de un producto de Blaschke.

La siguiente pregunta es cudndo estas curvas van a ser, asi como en el Teorema
de Poncelet, elipses. En el siguiente capitulo vamos a estudiar condiciones suficien-
tes, y en algunos casos necesarias, para que la curva obtenida con el método ante-
rior sea una elipse. Llamaremos entonces elipses de Blaschke a aquellas elipses que,
mediante el método descrito en este capitulo u otro que veremos posteriormente,
se puedan construir a través de un producto de Blaschke.



2. CURVAS DE PONCELET Y PRODUCTOS DE BLASCHKE. 53

2.2 Laclase S,.

Como hemos podido ver el conjunto de matrices en forma estdndar es bastan-
te importante y define una clase de matrices que nos permiten construir curvas de
Poncelet. Esta clase de matrices son muy estudiadas y tienen su nombre propio den-
tro del campo del dlgebra lineal.

| Definicién 2.13. Se define la clase S,, como el conjunto de matrices A n x n que
cumplen

1. A es una contraccion.
2. Todos los autovalores de A se encuentran enD.
3. rg(I-A*A)=rg(I- AA*) =1.

Proposicion 2.14. Laclase S; no es mas que el conjunto de matrices que represen-
tan la compresion del operador desplazamiento Sp para un determinado producto
de Blaschke B de grado n.

Demostracion. La demostracion de este resultado se encuentra en [11, p. 361]. |

Observacion2.15. Recordemos que uno de nuestros intereses es trabajar con la ex-
tensién numérica de una matriz y esta se conserva ante transformaciones unitarias.
Es por ello que una matriz A en S, no tiene por qué estar necesariamente en forma
estdndar, pero podemos considerar que es asi.

Para todo aquel lector que esté interesado en profundizar sobre el tema, reco-
mendamos [19] y [10].

Proposicion2.16. Sea U una matriz unitaria n x n con autovalores A14,..., 1, distin-
tos. Entonces, el conjunto de matrices (n — 1) x (n— 1) que se pueden 1-dilatar a U,
no es més que el conjunto de matrices unitariamente equivalentes a una de la forma
U; @ T1, donde U, es una matriz m x m unitaria (0 < m < n—1) cuyos autovalores
son algunos de los A; y T1 es una matriz en S,_,;,—1 con W(T1) circunscrito por el
poligono de n — mlados formado por los m A restantes.

Demostracion. Si A es una matriz que admite U como 1-dilatacién unitaria, en-
tonces por la Proposicién 1.26 es una contraccién, ademas se puede comprobar que
rg(I,—; — A* A) < 1. Si tenemos en cuenta que U es una 1-dilatacién de A, se tiene
que U es de la forma (unitariamente equivalente a)

(2]
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cona € Cy by cmatrices (n—1) x1y1 x (n—1) respectivamente. Luego, realizando
una multiplicacién por bloques

A* ¢ A b A*A+c*c A*b+ac”
I :U*U: _ = _
" ( b* @ )( c a) ( b*A+ac b*b+|al?

Debido a esto, necesariamente se tiene que cumplir

In1=A"A+c*c=>1,-A"A=c*c=>rg(l, - A*A) < 1.

Por otro lado, como A es una contraccion, por el Teorema 3.2 de [19, p. 8] po-
demos escribir A = U; @ T;, con U; una matriz m x m unitaria y 77 una matriz de
dimension (n—m —1) x (n—m — 1) con todos los autovalores de médulo distinto
de 1. Se dice entonces que T; es no unitaria. Como A es una contracciéon, necesa-
riamente T; también lo es. Ademas, rg(I, — A*A) =1g(I—m-1 — T; T1) < 1 donde I
denota a la matriz identidad k x k, por tanto T; pertenece a la clase S;,—,;—1. Como
U es una 1-dilatacion de A, necesariamente se tiene que cumplir que U = U; & U,
donde U, es una 1-dilatacién de la matriz T;. Entonces, por el Lema 2.10, W (T}) esta
inscrito en el poligono de n — m lados formado por los autovalores de Us.

Reciprocamente, si A = U; @ T tiene las propiedades mencionadas, entonces por
el Lema 2.10, T; se dilata en la matriz (n—m) x (n— m) unitaria U, cuyos autovalores
sonlos A; distintos a los autovalores de U . Por tanto, A se dilata en la matriz U; & U,
que es unitariamente equivalente a U, como queriamos probar. |

| Teorema 2.17. Para todo poligono P de n+ 1 lados inscrito en T y cualesquiera
v1,..., Uy puntos cada uno en un lado de P y ninguno un vértice, existe un producto
de Blaschke B de grado n tal que W (Sp) estd circunscrito por P con losvj, j=1,...,n
como puntos de tangencia.

Demostracion. Supongamos que P tiene A4,...,A1,4+1 € T como vértices ordenados
con argumento crecientey vj = tjA;+ (1 —fj)Aj;1 con0<tj<lparaj=1,...,n
Tomemos

8] 0
Vi NG
vi—i — :
_— .
a= O L=, |..x=| o0
: : Vin
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vectores en C"*!, y sea H < C"*! el subespacio de dimensi6n n generado por los x;
conj=1,...,n.Sea
M 0
U= )
0 An+1

y definimos el operador T = Py Uy, donde Py es la proyeccion ortogonal de C"**!
en H. Entonces

(ijij) = <xj|ij) ZA]'L‘]'+7L]'+1(1— tj) =v;j

para todo j. En consecuencia, todos los v; estdan en W(T). Por otro lado, como T se
puede 1-dilatar en U, por la Proposicién 2.16 podemos escribir T = U; @ T con U,
unitaria y 7 perteneciente a algin S, con m < n. Supongamos que U; estd presen-
te en esta descomposicién. Como los autovalores de U; son todos autovalores de U,
algin A es autovalor de U para el cual 1441 no lo es. Supongamos que 1 < k < n.
Como W (T) esta circunscrito por el poligono de m + 1 lados formado por m + 1 de
los A incluyendo A1, pero no Ay W(T) es el cierre convexo de W (Uy) u W (Ty),
deducimos asi que v no estd en W (T) pues la inica manera de conseguir este pun-
to es a través del segmento que une Ay y Ax41. Este primero pertenece a W (Uy),
mientras que el segundo no pertenece ni a W(7;) ni a W(U;). Una representacion
de este hecho se encuentra en la Figura 2.5.

Figura 2.5: Imagen geométrica de la demostracion del Teorema 2.17.

Esto entra en contradiccion con que todos los v; con j =1,...,n estan en W(T).
Si ahora k = n+ 1, es decir, 1,4, es autovalor de U;, pero A, no lo es. Entonces,
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suponiendo que j es el menor indice para el cual A;,...,A,4; son todos autovalo-
res de U;, como vimos antes, se tiene que v j-1 NO estd en W(T), una vez mas una
contradiccion. Por tanto, T = T; es una compresion del operador desplazamiento
y en consecuencia, es de la forma Sp con B un determinado producto de Blaschke
de grado n. Como ya sabemos por la Proposicién 2.10, esto indica que W(T) esta
inscrito en P con vj con j = 1,..., n puntos de tangencia. |

Con estos resultados terminamos esta seccion. Aunque al lector le parezcan en
un principio algo alejados de lo que hemos estudiado al comienzo de esta segunda
parte, estos serdn relevantes a la hora de demostrar en la seccion 3.3 si las elipses de
Poncelet provienen de productos de Blaschke o no.



3 | n-Elipses de Blaschke.

3.1 3-elipses de Blaschke.

En la seccién anterior hemos hablado de curvas de Poncelet obtenidas con n-
productos de Blaschke. Esta vez nos vamos a centrar en las que obtenemos para
n =3, que como vamos a ver mds adelante, se corresponden con elipses. Es por ello
que hablamos de 3-elipses de Blaschke.

| Teorema 3.1. Sea B el producto de Blaschke con ceros 0,a,,a, € D. ParaA € T,
sean z1,zp,z3 las soluciones de B(z) = A. Entonces las lineas que unen z; y zj con
] # k, son tangentes a la elipse de ecuacién

lw—ail+|w-az| =11-aazl. 3.1
Reciprocamente, todo puto de la elipse es tangente a una recta que une dos puntos de
T que B identifica.

Demostracion. Con las herramientas que ya tenemos simplemente tenemos que
encadenar una proposicion tras otra. Si consideramos el producto de Blaschke B;
con ceros aj, a; y su matriz asociada 2 x 2 en forma estandar

A:( a T-laPy1-a?

0 ay

Por la Proposicion 1.19 la extensién numérica de A no es mds que la elipse de focos
a y ap, y eje menor \/1 - Iallz\/l —|ay|?. Si tenemos en cuenta la geometria de la
elipse, la cual podemos ver en la Figura 3.1, tenemos que el semieje mayor es

la, — a|? N (1-la)A~lal?)
4 4

1 — — 1 _
= 5\/1—611@—612@1 +layaz)? = 5|1—dldzl-
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Por lo que la extensiéon numérica de A no es mas que la elipse de ecuacién

lw—ail+|w—-axl =11-aiazl.

Semieje menor

Semieje mayor

Figura 3.1: Focos y semiejes de una elipse genérica

Por el Teorema 2.6 sabemos que para cada A € T, las soluciones de B(z) = 1
no son mas que los autovalores de la 1-dilatacion U, de A. Por el Lema 2.10, estas
forman un tridngulo que circunscribe a W (A) es decir, a la elipse que hemos descrito
anteriormente. Finalizamos asi el teorema. |

Observacion 3.2. Es posible demostrar el resultado anterior sin elaborar todos los
resultados anteriores sobre la extension numeérica y el operador desplazamiento. Si
recordamos la Proposicién 1.7 se puede escribir

Flo) = B(2)/z
“=B@-1

n m;

Se puede demostrar aritméticamente que

_ m;ji12; + m;zjs1

(j=

(3.2)

con j =1,2,3 modulo 3, es un punto de la elipse tangente al segmento formado por
los ya descritos z; y zj1.
Ejemplo3.3. Siconsideramos el producto de Blaschke
z—1A+D)z+i1+0)
-2(0-)1+5(1-1)

B(z)=2z
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obtenemos la elipse de ecuacion

+

1
w+-1+1
2( )

1(1+')
w——(1+i
2

Figura 3.2: 3-elipse de Blaschke a partir del producto con ceros 0, %(1 +i)y-— % (1+1).

Proposicion 3.4. Sea E una elipse con focos a; y a,. Si E puede ser circunscrito en
un tridngulo T inscrito en T, entonces E es una 3-elipse de Blaschke con focos a; y
ap y eje mayor |1 —aj a|.

Demostracion. Por el Teorema 3.1 sabemos que existe una elipse E; con focos en
ay y a; que tiene la propiedad que dado un punto z € T, existe un tridngulo, T, que
la circunscribe y estd inscrito en T con un vértice en z.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el eje mayor de E es mds largo que
el eje mayor de E;. Como ambas tienen los mismos focos, es evidente que E; esta
en el interior de E. Sean z, z», z3 los vértices del tridngulo 7. Consideremos ahora el
tridngulo T, que circunscribe a Ej y con vértices z;, wo, ws.

Como E es mayor que E y las elipses son cofocales, el argumento de w, debe ser
mayor que el de zy; es decir, el segmento uniendo z; y w» se encuentra por debajo
del que une z; y zo. Andlogamente, el segmento que une z; y ws estd por encima del
segmento que une z; y z3. Pero entonces, el segmento que une w, y ws se encuentra
fuera de E y por tanto, no es tangente a E;. Esto implica que la tinica posibilidad sea
que Ey Ej coincidan. Finalizando asi la prueba.
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Figura 3.3: Esquema de la demostracion de la Proposicion 3.4.

3.1.1 3-Elipses de Blaschke y condiciones de Cayley

Un producto de Blaschke B de grado 3, con ceros en 0,ay b en el interior del
disco unidad D tiene asociado una elipse de la siguiente forma. Dado A € T = 9D,
existen tres soluciones distintas z;, 22, z3 € T de la ecuaciéon B(z) = A. Se verifica que
las rectas que unen los puntos z;z; son tangentes a la elipse E de ecuacion

lw—al+|w-bl=1|1-ab].

Se tiene asi que la circunferencia unidad T y la elipse E forman una 3-configuracién
de Poncelet. Las condiciones de Cayley asociadas al teorema de Poncelet nos di-
cen que una condicién equivalente para que se tenga una 3-configuracion es que el
desarrollo de la funcién /det(:T + E) en ¢ = 0 tenga un término cuadratico igual a
cero. El orden es importante, pues el tridngulo debe estar inscrito en T y circunscri-
to a E. Se puede ver el enunciado general para cénicas sin puntos singulares en ([7,

p- 41).

En primer lugar, analice mos un ejemplo y los problemas que nos podemos en-
contrar para verificarlo. Consideremos los valores a = % + % i,b=— % + i i.Laecuacion
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de la elipse E asociada es

a:=1/2+1/2%I:b:=-3/4+1/4%1:
wi=x+Ix*xy:
fa:=evalc(abs(w-a)~2);

2 2
fa :=x -x+1/2+y -y

> fb:=evalc(abs(w-b)~2):
> fO0:=evalc(abs(1l-conjugate(a)*b)~2);

29

fO := --

16

> E:=(fa+fb-f0) "2-4xfaxfb;
/2 11 2 \2
E:=1]2x +1/2x - --+2y - 3/2yl
\ 16 /
2 2 2 2

-4 (x -x+1/2+y -y) (x +3/2x+5/8+y -1/27y)
> expand(E) ;

19 89 2 2 199
-—- X+ --y-x -7y +5/2xy - ---
16 16 256

Tenemos entonces que la matriz asociada a la elipse E es

199 _19 89
256 32 32

Mg=| -3 -1 5/4
89 5
2 1 7
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La ecuacién para la circunferencia unidad es x? + y?> — 1 = 0, y su matriz asociada es

-1 00
Mr=|1 0 1 0
0 01

Entonces

> with(LinearAlgebra):
> ME:=Matrix([[-199/256, -19/32, 89/32],[-19/32,-1,5/4]1,[89/32, 5/4, -711);

[-199 -19 89 ]
[---- --- --]
[256 32 32 ]
[ ]
[-19 ]
ME := [--- -1 5/4]
[32 ]
[ ]
[ 89 ]
[ -- 5/4 -7 1]
[ 32 ]

-1 0 0]
I ]
MT := [0 1 0]
I ]
[0 O 1]

> El:=sqrt(Determinant (t*MT + ME));

3 2 1/2
(-4096 t + 29584 t - 29928 t + 7569)
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> taylor(E1l, t=0,4);

87 43 32 3 4
- - —t - -t +0(t)
64 16 87

El término en t? tiene coeficiente nulo y, en efecto, las dos conicas forman una 3-
configuracién de Poncelet. En la figura 3.4 aparece este caso. Se pueden ver otros
ejemplos de las condiciones de Cayley en [17, p. 45-48].

Figura 3.4: 3-elipse.

El problema que planteamos ahora es dar una prueba de que la elipse E y la
circunferencia T forman una 3-configuracién de Poncelet basada en las condiciones
de Cayley. En [6] hay una prueba geométrica.

Podemos hacer una prueba mediante cdlculo simbélico en MAPLE.
restart:with(LinearAlgebra):

a:=al+a2*I:b:=bl1+b2x*I:
wi=x+y*I:
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fa:=evalc(abs(w-a)~2):
fb:=evalc(abs(w-b)~2):
fO0:=evalc(abs(1l-conjugate(a)*b)~2):
E:=(fa+fb-f0) ~2-4xfaxfb:

MO0 :=subs ([x=0,y=0] ,E) :

MO1:=coeff (subs(y=0,E), x):
M02:=coeff (subs(x=0,E), y):
M11l:=coeff(E, x~2):

M12:=coeff (coeff(E,x), y):
M22:=coeff (E, y~2):

ME:=Matrix ([[MOO, 1/2%MO1, 1/2%M02],
[1/2%MO1, M11, 1/2%M12],

[1/2%M02, 1/2%M12, M22]]):
xx:=Vector([1,x,y]):
expand(Transpose(xx) . ME . xx - E);

MT:=Matrix([[-1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]]):
El:=sqrt(Determinant (t*MT + ME)):
exprl:=subs(t=0, diff(E1,t$2)):
numexprl:=numer (exprl)

expand (numexprl) ;

Verificando asi que la circunferencia T y una elipse proveniente de un producto
de Blaschke forman una 3-configuraciéon de Poncelet. Esto podria ser una prueba
alternativa a la demostracion del Teorema 3.1.

3.2 4-Curvas de Blaschke.

3.2.1 Curva generadora de la frontera.

Tras estudiar el caso de las 3-elipses, vamos a pasar a las 4-elipses. Este avance a
priori parece inmediato, pero su construccién es mucho mds compleja. Para tratar
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estas elipses tenemos que recurrir al trabajo de Kippenhahn [14] sobre la extensién
numeérica de matrices.

Proposicion 3.5. Dada una matriz A cuadrada n x n, se puede descomponer como
A=Hp+iKy (3.3)

donde H4 y K4 son matrices hermiticas. A H4 se conoce como la parte real de Ay a
K4 la parte imaginaria.

Demostracion. Basta escribir

| Teorema3.6. SiA=Hs+iKu y Hy tiene autovalores a) < a» < ... < a, mientras
que K, tiene autovalores B < B < ..., entonces W (A) estd contenido en el rectdn-
gulo formado por las rectas x = ay, x = ap,, y = 1 e y = Bn. Los lados del rectdngulo
comparten o un punto o todo un intervalo.

Demostracion. Vamos a dar una ligera idea de la primera parte; el resto, como ya
hemos mencionado, se encuentra en [14]. Si tenemos en cuenta que tanto la par-
te real de A como su parte imaginaria son matrices hermiticas, sus autovalores son
reales. No solo eso, sino que son matrices normales, y como ya hemos visto en el
Ejemplo 1.17, su extension numérica no es mas que el cierre convexo de sus auto-
valores. En consecuencia, la extensién numérica de Hy y K4 serdn intervalos reales
cerrados y acotados.

Por otro lado, si z€ W (A), entonces z€ W(Hy4) +iW (K4). Tomemos v € C" cum-
pliendo tal que (v|Av) = z. Se cumple entonces que

(V|AV) +(V|A*V) z+Z
2 = > =R(z) e W(Hy,).

(VIHpv) =
De manera totalmente andloga se cumple que S(z) € W(K A), terminando asf la pri-
mera parte de la demostracion. |

Este teorema nos permite acotar la frontera de la extension numérica de una
cierta matriz A. Sirealizdsemos un giro de la extensién numérica a través de un giro
de la matriz podriamos hallar nuevos limites del conjunto. Repitiendo este proceso
encajonariamos la region lo suficiente como para conocer la frontera de W (A).
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El proceso de girar la matriz no es mas que tomar e %A lo que provoca un giro
en W (A), ya que por el Teorema 1.15, W(e‘i"’A) =e ¥ W (A). Como se cumple que

e A= (cospHp+singpKy) +i(cos@K,—singHy)

y la parte real de una matriz es tnica, para hallar los autovalores de H,-iy 4, tenemos
que resolver la ecuacion

det[cos@Ha +sinpKy— AI] =0. (3.4)

Una vez halladas las rectas que limitan la extensién numérica de W (e~'% A) simple-
mente tendriamos que rotar estas mismas de vuelta.

Todo este proceso es el que llevé a Kippenhan a desarrollar su principal teorema,
aunque antes de hablar de este vamos a introducir una serie de conceptos.

Observacién 3.7. Podemos ver C dentro de P?(R) identificando x + iy con (x, ,1).
Asi mismo, podemos ver este espacio dentro de P?(C) de la manera natural.

| Definicién 3.8. Dada una curva € enP?(C) definimos su parte real como el con-
junto de puntos € NP?(R).

| Definicién 3.9. Sea € una curva dada por la ecuacion homogénea f(x,y,z) =0
y consideremos la curva (dual) que verifican las rectas tangentes (ux+ vy + wz =0)
dada por ¢(u, v, w) = 0. El grado de f se dice que es el grado de € y el grado de ¢ su
clase.

| Teorema 3.10 (Kippenhahn). Dada una matriznxn A= Hy+iK,, el polinomio
de grado n dado por

La(u,v,w)=detfluHs+ vKa+wIl=0 (3.5)

determina una curva de clase n en coordenadas homogéneas del plano complejo
dual ((u,v,w) denotan rectas). El cierre convexo del dual de la curva definida por
Ls(u,v,w) =0 no es mds que W (A).

Demostracion. La prueba de este teorema se encuentra en el articulo de Kippen-
hahn [14]. |

Observacion 3.11 (Curva generadora de la frontera). El dual de la curva definida
por La(u, v, w) = 0 es una curva algebraica en P?(C). La parte real de esta curva se
denomina curva generadora de la fronteray se denota por C(A).

Es importante destacar que, pese a ser un concepto original de Kippenhan, €l
mismo en [14] comete una serie de errores que hay que tener en cuenta pues si no,
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dificultan la compresion del articulo. En el transcurso de este, trata indistintamente
C(A) y La(u, v, w) =0 como si fuesen la misma curva; cuando la primera estd en el
plano complejo y es la que genera W(A), mientras la segunda se encuentra en el
espacio dual.

Proposicion 3.12. Para el caso en el que A sea una matriz 3 x 3 se puede demos-
trar que existe una trasformacion afin de la curva L4 de manera que nos queda una
curva en coordenadas inhomogéneas de la forma

(v—l)z(u—l):au2+ﬁu2+yu+6 (3.6)

con a, 3,7y 0 reales.
Demostracion. La prueba de este resultado se encuentra en [14, p. 203]. |

| Teorema 3.13. Dada una matriz A, 3 x 3, se cumple uno de los siguientes resulta-
dos:

1. El determinante Ly en 3.5 se factoriza en tres factores lineales y C(A) consiste
en 3 puntos.

2. El determinante L4 se factoriza en un factor lineal y otro cuadrdtico, y C(A) es
un punto y una elipse.

3. Eldeterminante L 4 es irreducibley C(A) es una curva de grado 4 con una doble
tangente y una cuspide. La frontera de W (A) contiene un tramo recto.

4. Eldeterminante L4 es irreducibley C(A) es una curva de grado 6 formada por
un ovalo y una curva con tres cuspides en su interior.

Demostracion. Una discusion de la ecuacion (3.6) nos lleva a demostrar todos los
casos posibles. Para ellos vamos a tomar la ecuacion en coordenadas homogéneas

X5 1 = a(x1 — a1 X2) (X1 — @z x2) (X1 — Azx2). 3.7

Esta clasificacion se vuelve mas clara cuando tratamos (x(’) : xi : xé) como coordena-
das homogéneas de un punto. En cada caso, la ecuacion (3.7) representa una curva
de orden tres, y de entre todas la curvas de este tipo tenemos que separar aquellas
correspondientes al dual de la curva generadora de la frontera de la extension.

Como podemos ver la curva en el dual es una cuibica estandar. La clasificacion
de estas es conocida y se encuentra en [1]. Para més detalles de la demostracién
puede referirse a [14], aunque para la demostracion hace uso de la notacion clésica.
Una prueba alternativa mds actual se encuentra en [2, p.585]. |
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Veamos un ejemplo de cada uno de los tres tltimos tipos de curva que se pueden

obtener.

Ejemplo 3.14. Tomemos la matriz

Ay =

S = =
— - O
- O O

Através de Ly, (u, v, w) = 0 se define la curva en el espacio dual

1 5 1 1

—B+ S Pw+3uw - urr+uwP--wir =o.

2 2 2 2
Al calcular el dual de esta curva obtenemos la curva en el plano proyectivo complejo.
En este caso, la curva se define como interseccion de dos curvas

BGCi(A, 1, V) =2 A2 —4Avu+viu+2u3 =0
BGCy (A, u,v) = 223 -6A%v+5Av% =3 +2/1,u2 —21/;12 =0.

Si deshomogeneizamos esta ecuacion, en el espacio afin nos queda:

URA? =41 +1+2u%) =0

¢4 E{ A-1)@A2—4A+1+202) =0

que no es mds que una circunferencia y un punto. Estamos entonces en el caso (2)
del Teorema 3.13.

Ejemplo 3.15. Siconsideramos la matriz
0 -1/2 0
As=| 1/2 1/vV2 -1/2
0 1/2 -1/Vv2
A través de Ly, (u, v, w) = 0 se obtiene la curva dual
1 1

1
——wit+wd - wr*+=1v*uv2=0.
2 2 8

Para obtener C(A3) tenemos que calcular la parte real del dual de la curva anterior.
Primero obtenemos el dual de la curva como BCG(A, i, v) = 0 donde
BGCA, p,v) = v u? =322t + 64 4® —vSAV2 +40v3 12 A V2
96Vt AV2—12vIA%2 —4av2 P A2 +192 A2 — 22323 V2 —48v P A3 V2
—8v2A + 8420 +48vASV2 + 6475,
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Figura 3.5: Curva generadora de la frontera de la matriz A,.

Para obtener C(A3), en este caso, simplemente tenemos que deshomogeneizar la
tercera componente, es por ello que

C(A3) = =32 +64p8 —AV2+4012AV2 - 96 1* A V2 — 1212
—4pPA% +192 A% =22 A3V2 - 4812 A3V2 -8 A + 84 P At +481°V2+ 6415 = 0,

Para este ejemplo nos encontramos en el caso (3) del Teorema 3.13.

Ejemplo 3.16. Consideremos como ultimo ejemplo el caso en que

0 -1/2 0
A= 172 0 -1/2
0 1/2 V2

Una vez mas, calculamos Ly, (1, v, w) = 0 y obtenemos la curva en el espacio dual

1 1
wzu\/§+ ws—é wvz—z vzu\fz:o.

Calculamos ahora el dual de esta curva y obtenemos la curva en el espacio real
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Figura 3.6: Curva generadora de la frontera de la matriz As.

representada por
BGCA, pu,v) =2v = 7v3A V2 +18v2 A2 —10vA3vV2 +42*

—16V2 2 —avA V2 +13 022 + 324t = 0.

Si deshomogeneizamos la tercera componente obtenemos la curva afin en el
plano complejo

C(A)) =2-TAV2+18A2—10A3V2+4A* —16 > —4A V2 + 13 A% 2 +32u* = 0.

En este dltimo ejemplo, nos encontramos en el caso (4) de la clasificaciéon del
Teorema 3.13.

3.2.2 4-Elipses de Blaschke.

Como lo que buscamos son elipses, es claro que nos interesa que dentro del
Teorema 3.13 se cumpla el caso (2). No solo esto, sino que el punto aislado que nos
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Figura 3.7: Curva generadora de la frontera de la matriz A,.

queda se encuentre en el interior de la elipse, de modo que al hacer el cierre convexo
nos quede solo esta primera. Para ver esto, consideremos dos matrices

y A= (3.8)

=

I
S © Q
(=R
o N <
© o Q

s
b
0

o O O

cons=0.

Para la matriz A;, haciendo uso de la Proposicién 1.19, asi como del Lema 1.22,
es obvio que W (A;) es el cierre convexo del punto ¢ unioén la elipse de focos ay b
y eje menor s. Entonces, la curva C(A) es una elipse y un punto si y solo si C(A) =
C(A1), y haciendo uso de la clasificacion de Kippenhahn, esto ocurre si y solo si
La = Lj,. Veamos, no muy detalladamente, cudndo se da este caso.

Primero, calculamos Hy, K4 y formamos la matriz uHj + vK + wl. Obtenemos

dasl
uR(a) + v3(a) + w (u—iv)3 (u—iv)y
(u+iv)3 uR(b) + v3(b) + w (u—iv)s

(u+iv)% (u+iv)§ uR(c) + v3(c) + w
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De manera similar formamos uHy, + vKy, + wl, recalcando que s = 0.

uR(a) + v¥(a) + w (u—- iv)% 0
(u+iv); uR(b) + v3(b) + w 0
0 0 uR(c) + v3(c) + w

Podemos escribir los respectivos determinantes como polinomios en C[u, v][w]
de la forma

Cs(u,v)+ Co(u, vy w + Cy (1, v) w? + w?

donde C;(u, v) denota un polinomio homogéneo de grado j. Comparemos ahora
los coeficientes de L4 y L4,. Observando las respectivas matrices podemos apreciar
que los coeficientes de w® y w? son iguales para ambos polinomios.

A partir del coeficiente que acompana a w llegamos a la primera condicion para
que L4 seaigual a Ly,
2 2 2 2
ST =x"+yl” +1z]°.

Si consideramos ahora el coeficiente que acompana al término constante llegamos

ala condici6on

s’c= a|z|2+b|y|2+c|x|2—x?z. (3.9

A partir de estas condiciones construimos el siguiente teorema.

| Teorema3.17. Seana,b,ceC, ysean x,y,z € C con al menos uno no nulo. Sea

hS

Il
S O Q
O TR
o N <

Entonces la curva de Kippenhahn C(A) es un punto autovalor de A y una elipse si y
solo si alguno de los autovalores A verifica

(xP + 1y + 1257 = alz> + bly)? + clx? - xV=. (3.10)

Si se satisface esta condicion, entonces C(A) es la union de A y la elipse con foco en los
otros dos autovalores de A. La longitud del eje menor de esta es s = \/le2 +1yI2 +z|2.

Demostracion. Ya hemos indicado anteriormente un pequefio esbozo de lo que
podria ser una demostracién. Para mds detalles de la misma se recomienda la refe-
rencia [13]. |
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Observacion 3.18. Nos restringimos al estudio de matrices triangulares superiores
porque, como sabemos por el Lema de Schur, toda matriz es unitariamente equi-
valente a una matriz triangular superior y la extensién numérica es invariante para
matrices unitariamente equivalentes.

Proposicion3.19. Sea

a x y
A=l 0 b z
0 0 ¢
con
x=V1-lal2V1-1bi2, y=-bv1-l|al2V1-|c|?
y

z=v1-|b2\V/1-|c|?

la representacion usual de la compresion del operador desplazamiento correspon-
diente al producto de Blaschke B; con ceros a, b, ¢ € D. Entonces W (A) es un disco
eliptico con foco ay b siy solo si

(Ix1? +1y1> +|z1%) c = alz|* + b|y|* + c|x|* - xVz. (3.11)

Demostracion. Sabemos por el Teorema 3.17 que la condicién (3.11) se satisfa-
ce siysolo si C(A) consiste en una elipse y un autovalor de A. Como A es una matriz
en forma estdndar, dicho autovalor tiene que estar en el interior de W (A), conlo que
W (A) es en consecuencia un disco eliptico.

Supongamos que la frontera de W (A) es una elipse con focos en ay b. Como
Arepresenta al operador Sp,, sabemos que el autovalor ¢ se encuentra en el interior
de la elipse. Si tomamos entonces A; como en (3.8), se tiene que W(A;) = W(A).
Se cumple, por tanto, que Ly = L4, y en consecuencia se debe verificar la ecuacion
(3.11). |

Antes de pasar a dar una condicioén necesaria y suficiente que debe cumplir un
determinado 4-producto de Blaschke para que de lugar a una elipse, vamos a definir
una serie de conceptos.

| Definicién 3.20. Decimos que un producto de Blaschke B es factorizable si puede
ser escrito como

B=CoD

con C y D dos productos de Blaschke.
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Observacion 3.21. Nos centramos ahora en descomponer productos de Blaschke B
de grado 4. Como ya discutimos en la Proposicién 2.4 podemos considerar sin pér-
dida de generalidad que B tiene un cero en 0. Para ello basta considerar la funcién

Velz) = —lc < (3.12)

con ¢ € D y tomar ¥p() o B. Asi B es factorizable, es decir, B = Co D si y solo si
B=C 01//51(0) o p( oD siy solo siexisten productos de Blaschke C, y Dy con B =Cjo
D, y D1(0) = 0. Como ademds hemos considerado que B(0) = 0, necesariamente se
tiene que cumplir que C;(0) = 0. Es por ello que nos podemos limitar simplemente
a estudiar los productos de Blaschke factorizables de la forma

B(2)=(2-———)o (2] (3.13)
l-az l-cz
Lema3.22. Seaa,ceC.Paray (a) = {=-, se cumple

(1-lal®>)(1-1al?)
|1 —"cal?

1-lye(a)? = (3.14)

| Teorema3.23. SeaB; un producto de Blaschke de grado 3 con cerosen a,b,c€D, y
sea B el producto de Blaschke definido por B(z) = zB;(z). Entonces B factorizable si y

solo si la extension numérica de la matriz representando la compresion del operador
S, es undisco eliptico.

Demostracion. Para ambas implicaciones vamos a hacer uso del siguiente cdlcu-
lo. Sea A la matriz en forma estdndar representando Sg,. Esta verifica, siguiendo la
notacion de (3.8)

x=V1-1al2V/1-1b2, y=-bV1-lal2V1-|cl?,

z=V1-|b2V1-|cl.

Asi se tiene que

clx? + blyl? + alz|* - xyz =
=c(1—lal®)(1 - |bI*) + bIbI*(1 - lal®) (1 - |cl*)
+al—|bPP)(L-cl)+b1-]al®)A-|bI*) (- |c]) =
=c(1—al®)(1 - bI*) +a(l - b1 (1 - Ic|*) + b1 -lal®)(1-|cl?)

(3.15)
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2 2 2
§=[x"+1yl" +z]" =

(3.16)
=1 -1al®>)1-1bI®) + b1 —-la®A—c/>) + 1 - bI*)A -|cl?).

Supongamos que B se puede descomponer de la forma (3.13). Es evidente
por tanto, que B(z) = C(zy(2)), donde C(z) = zy,(z) para un determinado «a € D.
Como v es su propio inverso, es facil comprobar que B(y.(z)) = B(z). De manera
que ¥, permuta los ceros de B. A través de la definiciéon, ¥, permuta 0 con ¢. Como
los ceros de B son 0, a, b, c € D se cumple que b = y.(a). Comprobemos ahora que
la extension numeérica de Sp, es un disco eliptico con focosen ay en b =y (a). Es
por ello que tenemos que demostrar que

2 2 2 2 2 2 =
(IxI“+1y1° +1z19)c = alz| + bly|” + c|x|* — xyz.

Rotar los ceros de B a través de un factor A € T no cambia ni la forma de la extensién
numeérica ni la ecuacién anterior. De manera que podemos suponer que c € R.

Calculemos primero s? y alz|? + b|y|? + c|x|?> — xyz para nuestra matriz. Usando
que b= ++=%, el Lema 3.22 y la ecuacioén (3.15) llegamos a

1-ca’

(1-lal®)+la—cl?+1~|cl?)
|1-cal? )

s =1-la®HA-]c?

Como hemos tomado c € R, simplificando tenemos

,  A—la®-lc?)
B |1-Cal?

2-2cR(a)).

La ecuacioén (3.16) y el Lema 3.22 dan lugar a

(I-laP?-1cl®) (d-la®-|c?)?

2 2 2 = _ 2N a2
alz|” + blyl” +clx|"—xyz=c¢ TETE a 1 cal? +b1—lal?)(1-c|?)
A2V (a2
-4 ||€1l|—)éla|2 D) (e —1aP) + at—1eP) + (- )1~ )
2N 2
=ct ||61l|—)gz|2lc| )(2—263%(61)) = cs°.

Por el Teorema 3.17, la curva generadora de la frontera C(A) estd formada por
una elipse y un punto (autovalor de A). Como ya vimos en la Proposicién 2.7, los
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autovalores de A se encuentran en el interior de W (A) de modo que necesariamente
W (A) es una elipse.

En este sentido, si asumimos que W (A) es un disco eliptico vamos a demos-
trar que esto implica que los ceros de B son 0, a, c y ¥ .(a). Si esto es asi, entonces los
ceros de B son los mismos que los del producto de Blaschke

-B -
(Z IZ— Bz) ° (Z IC— Ezz)

donde B = a;==. Por tanto, B seria factorizable. Supongamos entonces que los ce-

ros de B son 0,a,b,c € D y que la extension numérica de A es una elipse. En este
caso, el Teorema 3.17, nos indica que uno de los autovalores A, debe verificar

$A= a|z|2+b|y|2+c|x|2—x?z. (3.17)

Si reordenamos los ceros de B; en la matriz A seguimos teniendo una matriz que
representa el operador Sg,, luego tiene la misma extensiéon numeérica. Asi, podemos
asumir que dicho A no es mds que ¢, y vamos entonces a demostrar que b = ¥ .(a).
Para ver esto, si sustituimos las ecuaciones (3.15) y (3.16) en (3.17)

clb*(1~1al®) + ¢ ~|bl*) = a(l ~|b*) + b(1 ~ |al®).
Si despejamos ahora ¢

o @1- 16 +b(l - |af?)

3.18
1—|ab)? (3.18)

En consecuencia

c—a _b-albl*-blal*+alabl* b

Yela) = —— —
‘ l-ca  1-|al2-ab+ ablal?

Finalizamos asi la demostracion. |

Observacion 3.24. Se puede observar que para la matriz 3 x 3 que hemos conside-
rado en la 3.19 la longitud del eje menor es

1/2

s = (tr(A* A) —|al* — |b]* - |c?) (3.19)

Proposicion 3.25. Sea B un producto de Blaschke de grado 4. Entonces la curva
asociada a B es una elipse si y solo si B es factorizable.

Demostracion. Laprueba es una consecuencia directa del Teorema 3.23, basta con-
siderar C = ¥ () o B. Ambos son productos de Blaschke y forman la misma curva
pues ambos identifican los mismos puntos de la circunferencia. Ahora no tenemos
més que aplicar el Teorema 3.23 y tener en cuenta que ¥ () es un isomorfismo. |
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_1 _il
Figura 3.8: 4-Elipse de Blaschke a través de B(z) = (zf_g ) o (zz 2 )
2 2

3.3 n-Elipses convexas de Blaschke.

Las curvas de Poncelet que hemos considerado hasta ahora han estado inscri-
tas en poligonos convexos. Sin embargo, el teorema de Poncelet también considera
elipses inscritas en poligonos no convexos. Es por ello que es util tomar una nueva
definicion que nos permita aclarar la distincion.

| Definicién 3.26. Dada una elipse de Poncelet & decimos que es una elipse convexa
de Poncelet si alguno de los poligonos inscritos en D que circunscriben a & es convexo.

Una vez que tenemos esta definicion podemos encontrar un importante Teore-
ma de unicidad al respecto, pero para obtener este primero tenemos que asentar
una serie de resultados.

| Teorema 3.27. Existe una unica funcion multiplicidad de interseccion I,(C, D)
para todas las curvas C y D enP?(C) cumpliendo las siguientes propiedades.

L. I,(C,D) =1,(D, C).

2. I,(C,D) = oo si p pertenece a una componente comtin de C y D, en otro caso
I,(C, D) es un entero no negativo.

3. I,(C,D)=0siysolosip¢é CnD.
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4. Dos lineas se cortan en p con multiplicidad de interseccion 1 en su tinico punto
de interseccion.
5. Si Cy y Cy estdn definidas por polinomios homogéneos P (x,y,z) y P2(x,y,2) ¥
sea C definida por
P(x,y,2) =P1(x,y,2)P2(x,y,2)

entonces
I,(C,D) = I,(C1,D) + I,(Cy, D).

6. SiC y D estdn definidas por los polinomios homogéneos P(x,y,z) y Q(x, y,z) de
grados n ym, y E estd definido por el polinomio PR+ Q con R(x, y, z) homogé-
neo de grado m — n entonces

I,(C,D) = I,(C, E).

Demostracion. La funcién multiplicidad de interseccion tiene distintas definicio-
nes, nosotros usamos la de Kirwan [15], pero puede, si el lector lo prefiere, hacer uso
de las construcciones de [8] y/o [1]. En esta primera puede encontrar la demostra-
cion del teorema. |

A partir de la definicién de multiplicidad de interseccion se enuncia el Teorema
de Bézout.

| Teorema 3.28 (Teorema de Bézout). SiC y D son dos curvas proyectivas de grado
ny m enP?(C) que no tienen ninguna componente en comiin, entonces hay exacta-
mente n- m puntos de interseccion contando multiplicidad, es decir

Y. I,(C,D)=n-m.
peCnD

Como consecuencia de este teorema tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.29. Sean Cy D curvas algebraicas y P un punto en P?(C). Entonces
Ip(C,D) = 1siysolo si P es un punto no singular de C y D y las lineas tangentes de
Cy D en P son distintas.

Demostracion. La demostracion de este resultado, al igual que el anterior, se en-
cuentra en [15]. |

Estamos ahora preparados para enunciar y demostrar el teorema clave que va a
dar como consecuencia el resultado que buscamos.
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| Teorema3.30. Sea A una matriznxn (n=2)yseaE un disco eliptico en el plano.
Supongamos que W (A) y E tienen | = 1 rectas de apoyo Ly,...,L; en comtin con m
(0 < m < 1) de las intersecciones L. N W(A) N E no vacias. Si l + m =2n+ 1, entonces
E < W(A). En este caso, el numero 2n + 1 es la cota éptima, en el sentido de que si
I+ m<2n+1, nosecumple el resultado.

Demostracion. Sea L alguna de las lineas de apoyo de W (A) y E, y sea P el punto
de tangencia de L y 0E. Consideremos ademds, como hicimos en 3.2, C(A) la curva
generadora de la frontera de W(A). En un principio, tenemos distintos casos que
considerar.

1. Pnoestden W(A). Como L es tangente a C(A), se corresponde, por dualidad,
con el punto L* intersecciéon de C(A)* y0E*. Entonces I+ (C(A)*,0E*) = 1 por
la definicion de la multiplicidad de interseccién.

2. Pestaen W(A) yen C(A). En este caso el punto de interseccion L* de C(A)* y
OE™ tiene una linea tangente P* en comun. Entonces I+ (C(A)*,0E*) = 2 por
3.29.

3. P estd en W(A) pero no en C(A). Este caso podria corresponderse con el del
Ejemplo 3.6, donde existen puntos en W (A) que no estan en C(A). Esto impli-
caque L es tangente a C(A) en otros dos puntos Q y R. Tenemos entonces que
considerar otros dos casos:

a) Qy R se encuentran en componentes distintas, denotadas C; y C, de
C(A). Entonces Cy y C; son componentes de C(A)* y

I+ (C(A)*,0E*) = I+ (C},0E*) + - (C},0E" ) = 1+ 1 =2,

donde la primera desigualdad se da por una de las propiedades la multi-
plicidad de interseccidn.

b) Q y R se encuentran en la misma componente C de C(A). En este ca-
so el punto L, en C* tiene al menos dos lineas tangentes Q* y R* a
C(A)*. Asi L* es un punto singular de C(A)* y deducimos de 3.29 que
I1+(C(A)*,0E*) = 2.

En todos los casos considerados I, (C(A)*,0E*) es al menos tan grande como
la cantidad (1 o 2) que contribuye la linea de apoyo L a la suma [/ + m. Entonces si
l+m=2n+1,%; IL; (C(A)*,0E*) =2n+ 1. Como los grados de C(A)* y0E* son ny
2, respectivamente, el teorema de Bézout 3.28 implica que C(A)* y 0E* tiene com-
ponentes en comun. Inferimos de la irreducibilidad de la elipse 0E* que 0E* es una
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componente de C(A)*. Entonces 0F es una componente de C(A) como requeriamos
yEc W(A).

Para ver que 2n+1 es la cota 6ptima, consideremos E = @y n=3,1=>5(severifica
que n=2yn<1[<2n). Sea P el poligono de 5 lados con vértices ay,...,as que
circunscribe a E con bj con j =1,...,5 puntos de tangencia. Sea ahoram =2n—-1=1
y tomemos la matriz

by 0 0
A=l 0 a3 O
0 0 as

Por ser A una matriz diagonal su extensiéon numeérica no es mas que el cierre conve-
xo de sus autovalores, es decir, el poligono que une by, as y as. Este poligono cumple
que tiene [ = 5 lineas de apoyo en comun con Ey m = 1 intersecciones LynW(A)NE
no vacias, donde Ly con k =1,...,I denota a las lineas de apoyo, es decir, los lados
del poligono P. Sin embargo, como podemos ver en la Figura 3.9 no se cumple que
ESW(A). I

Observacion 3.31. Es importante aclarar que en un principio el caso (1) de 3.30 se
puede dar, pero es cuando imponemos la condicién / + m = 2n + 1 cuando descar-
tamos esta posibilidad.

Lo que nos interesa de este teorema no es el resultado en si, sino la proposicién
que este implica.

Proposicion 3.32. Sea E un disco eliptico contenido en D. Entonces E es la exten-
sién numérica de una matriz A, n x n, en forma estdndar siy solo si 0E es una (n+1)-
elipse de Poncelet convexa. En este caso, A es Gnica salvo transformaciones unita-
rias.

Demostracion. La condicion necesaria estd ya probada. Como sabemos toda
curva que proviene de una matriz en forma estdndar es una curva convexa de Pon-
celet.

Para probar la condicién suficiente, sea P uno de los poligonos de n + 1 la-
dos tangentes a 0F con vy, ..., Vy+1 puntos de tangencia. Por el Teorema 2.17 existe
una matriz A en forma estandar tal que W (A) esté circunscrito por P con vy,..., U,
puntos de tangencia. Entonces E'y W(A) tienen n + 1 lineas de apoyo en comun
con n puntos de interseccién. De modo que, por el Teorema 3.30, E < W (A). Para
probar laigualdad E = W(A), sea A, = 1] un punto arbitrario de T. Dibujamos suce-
sivamente desde A; (respectivamente /l’j), j=1,...,n+1,lineas tangentes a 0E (res-
pectivamente a 0W (A)), que cortan a T en A, (respectivamente JUJ. +1)- Como por
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Figura 3.9: Ejemplo de la extension numérica de una matriz (tridngulo gris) y una
conica (circulo) que verifican las condiciones del Teorema 3.30 pero no la cotal+ m =
2n+1, siendo 1l =5, n =3 ym = 1. Podemos apreciar como el circulo no se encuentra
en el interior de la region gris.

hipétesis OF es una elipse de Poncelet convexa y todas las curvas provenientes de
una matriz en forma estandar son curvas convexas de Poncelet, podemos suponer
. N/

Aj= e'%i (respectivamente ﬂt'j = elef) conbf;=01y0<6,<0,<---<0p20=0+27
(respectivamente 0 < 0] < 0, <--- <0, = 0] +2m). Como E < W(A), es facil de
ver que 0; > 9;. para todo j y, mds atin, si 6, > 9}0 para algin jo, entones 0y > 0
para todo k = jo. Como 6,., = 0/ ., necesariamente se tiene que cumplir §; = 9;..
Asi 0E y 0W (A) estdn circunscritas por el mismo conjunto de poligonos de n + 1 la-
dos con vértices en T. Si recordamos que E'y W (A) son la interseccion de la regién
delimitada por cada uno de estos poligonos, concluimos que E = W (A). |

Observacion 3.33. Esta proposicion se puede enunciar de manera equivalente co-
mo que toda elipse convexa de Poncelet proviene de un producto de Blaschke y por
tanto, es una elipse de Blaschke.

Hemos llegado a un resultado bastante importante, y es que toda toda elipse E
en D circunscrita por un poligono convexo P inscrito en T proviene de un producto
de Blaschke B. Hemos caracterizado, dentro de la familia de elipses de Poncelet, a
una gran parte de ellas. Aun asi, todavia nos queda ver una condicién necesaria y/o
suficiente de elipses inscritas en poligonos no convexos.






4 ‘ (n,p)-Elipses de Blaschke.

4.1 Automorfismos del disco elipticos.

Si recapitulamos lo que hemos visto hasta ahora, sabemos que los productos
Blaschke de grado 3 nos proporcionan siempre elipses. Por otro lado, conocemos
una condicion necesaria y suficiente para que los productos de Blaschke de grado 4
nos proporcionen de nuevo estas conicas. Sin embargo, para productos de Blaschke
de grado n hemos visto que estas no siempre aparecen. Nuestro interés ahora va a
ser ver cudando los productos de Blaschke nos proporcionan elipses mediante una
generalizacion de la construccion que ya habiamos hecho paralas curvas de Ponce-
let. Este proceso de construccion no va a ser detallado, mostrando simplemente los
resultados principales que nos van a permitir construir elipses de Poncelet a través
de productos de Blaschke. Para toda aquella persona interesada en las demostracio-
nes de estos puede dirigirse a la referencia [6] para méas detalles.

| Definicién 4.1 (Automorfismos del disco). Sean ¢ € R y a € D construimos el au-
tomorfismo del disco My, o : D — D definido por

-2

(4.1)

i» 4
Myp,a(2) = e’ 1
Observacion 4.2.  Si nos fijamos en la expresion de My, , podemos darnos cuenta
de que no es mas que un producto de Blaschke de grado 1. Si recordamos la Propo-
sicién 1.3 se sigue que My, 4: D — D, My 4(D) =Dy My, o(T) = T. Un simple célculo
nos permite comprobar que la inversa de esta funcion no es mas que M i¢ 5 _¢p-

Los autmorfismos del disco van a ser la base de la construcciéon de nuevas elipses
de Blaschke. Sin embargo, no todos nos sirven, requerimos de un tipo de automor-
fismo en concreto.
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| Definicién 4.3 (Automorfismos del disco elipticos). Si consideramos Mg, dis-
tinto de la identidad, resolviendo la ecuacion M, 4(z) = z vemos que tiene a lo mds
dos puntos fijos. Definimos entonces:

= Si hay un solo punto fijo dentro de D (el otro estd fuera de D) decimos que es
eliptico.

= Si hay exactamente un punto fijo (de multiplicidad 2) en T, decimos que el au-
tomorfismo es parabdlico.

= Hay exactamente dos puntos fijos, ambos en T, el automorfismo se dice que es
hiperbdlico.

Lema 4.4. Para a € Dy ¢ € [0,27), el automorfismo no trivial M, no trivial es
eliptico siy solo si |a| < |cos %I oa=0.

| Teorema 4.5 (Frantz). Sean a€D y ¢ € [0,2n) tal que Mg,y sea un automorfismo
eliptico. Entonces el conjunto de lineas {zM (z) : z € T}, donde zM,(z) denota el
segmento que une z 'y M, 4(z), es el conjunto de rectas tangentes a la elipse Eﬁ con
i . . .}
focos en ay ae'? y eje mayor de longitud 2 sin 5
Cuando la elipse es degenerada (es decir cuando ¢ = 0), las lineas zM, 4 (z) son
concurrentes en a.

Demostracion. Puede encontrar la prueba de este Teorema en [6, p. 179]. |

Parece que los automorfismos elipticos son bastante prometedores a la hora de
determinar elipses que provengan de productos de Blaschke. Sin embargo, por lo
general la elipse obtenida en el Teorema 4.5 no es una elipse de Poncelet. En este
proceso de trazar lineas tangentes alrededor de la elipse, puede que no volvamos al
punto de partida como si ocurre con las elipses de Poncelet. De manera que tendre-
mos que buscar automorfismos del disco elipticos que dada una serie de iteraciones
vuelva al punto inicial.

Observacion 4.6. Denotamos como automorfismos del disco canonicos a aquellos
de la forma M 4. Es evidente que estos no son méas que un giro antihorario de an-
gulo ¢. Ademas, todo automorfismo eliptico del disco Mg, es conjugado a un auto-
morfismo del disco candnico, es decir, existe 1 € R tal que

Ma,p = Mp,o° Moy 0 Mpo 4.2)

con b € D un punto fijo de M, . Observar también que My es un automorfismo
eliptico que es su propio inverso.
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Ala n-ésima iteracion de Mg ¢, es decir My 0 Mg gpo...0 My ¢, la denotamos por
n

Mé(z Esta es la identidad si y solo si M(()’z/)] = Mo,z +n(z+y) €slaidentidad ya que

M% = Mb.O ° M(()ﬁz ° Mb,O = Mb,O ° M0,7[+n(n+1//) o Mb,o-

Esta condicién se cumple para un determinado 7 si y solo si ¢ es una fraccion de 7.
Asi, decimos que M, 4 tiene orden n si w — 7 = 222 para ciertos enteros n con

. q a,p v = b py
1 < p<nymcd(p,n) = 1. Ademas, decimos que M tiene orden convexonsip =1
o p = n—1. El que digamos que, los automorfismos del disco elipticos que cumplen

esta condicién, tienen orden convexo, no es casualidad y esto se verd méas adelante.

Este proceso de iterar va a ser el que nos permitird construir los poligonos que
circunscriban la elipse. Tomamos z€ T y Mgi)b(z) con k € N el conjunto de vértices.
Para que nos de un poligono se tiene que cumplir que el automorfismo sea de orden
finito y tengamos asi un numero finito de puntos.

Lema 4.7. Con la notacion ya mencionada, supongamos que M, tiene orden n
2 . . . -

cony—m= %. Entonces paraun z € T cualquiera pero fijo, el poligono con vértices

M;k) (z) con k = 1,...,n envuelve la circunferencia unidad p vecessip < 5 yn—p

P
veces si p > 7. En particular, el poligono es convexosiysolosip=10p=n-1.

Demostracion. La demostracion de este Lema puede encontrarse en [6, p. 182]. |

Proposicion 4.8. Conocidos el punto fijo by el &ngulo de rotaciéon 1 podemos en-
contrar ay ¢

_baxen o, (lbl2+eiw) 4.3)

a=———--—; e e——
b + el S\ T+ bR

4.2 Familia de (n, p)-elipses.

Como mencionamos anteriormente, las elipses de Poncelet no tienen por qué
ser convexas. Nuestro interés al emplear los automorfismos elipticos del disco es
construir elipses de Blaschke, pero con la peculiaridad ahora de los poligonos que la
circunscriben pueden ser no convexos. Para identificarlas necesitamos de notacién
adicional.

| Definicién 4.9 ((n, p)-elipses de Blaschke.). Dado un producto de Blaschke B de
grado n. Para A € T denotamos por zy, ...,z los n distintos puntos en T asociados a
B(z) = A y ordenados por argumento creciente. Paral < p < n y mcd(n, p) =1 lla-
mamos a una elipse de Blaschke una (n, p) - elipse asociada a B si tiene la propiedad
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Figura 4.1: Cadena poligonal M;k()p(z), k=0,...,7 con p = 3 para un automorfismo

eliptico del disco de orden 7. Dado un vértice del poligono, el siguiente al que estd
conectado es corresponde con su imagen por Mg ¢

de que para todo A € T la elipse estd inscrito en (el no necesariamente convexo) po-
ligono formado con los n vértices zi,...,z, uniendo zj con zj.p, para j = 1,...,n con
los subindices de los vértices tomados médulo n.

Lema 4.10. Sea a€D, ¢ € [0,27) cumpliendo |a| < |cos§|. Entonces se cumple lo
siguiente:

= Si M, esdeorden n > 1, entonces existe un producto de Blaschke B de grado
n tal que Bo M, 4 = B. Ademads, para todo producto de Blaschke C de grado n
con Co M, = C, existe un entero p con 1 < p < nymcd(n, p) =1 tal que Eﬁ
es una (n, p)-elipse de Blaschke asociada a C.

= Si M, es de orden infinito, no existe ningin producto de Blaschke C cum-
pliendo Co My 4 = C y ningtn poligono inscrito en T que circunscriba a Ef

Demostracion. Puede encontrar la prueba detallada en [6, p. 185] |

Nos encontramos ahora preparados para describir un conjunto de productos
de Blaschke que dan lugar a elipses de Blaschke de la forma Eﬁ Una vez conocidos
estos, vamos a ser capaces de encontrar elipses inscritas en poligonos con n vértices
en T paracadan=3.

| Teorema 4.11. Sea B un producto de Blaschke de gradon=2,acD y ¢ € [0,2m).
Son equivalentes:
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Figura 4.2: Ejemplo de una (7,2)-elipse.

1. Laelipse Ef es una (n, 1)-elipse de Blaschke asociada a B.
2. El automorfismo del disco M, ¢ es eliptico convexo de ordenny B = Bo Mg .
3. El automorfismo del disco My, es eliptico convexo de orden n con punto fijo

beDy

B:‘[o(

donde T es un automorfismo del disco.

b-z
I—Ez

) (4.4)

Demostracion. Una vez mas, nos referimos a [6, p. 187] para toda aquella persona

interesada en los detalles.

A partir del Teorema 4.11 podemos deducir un caso particular de producto de
Blaschke que va a dar lugar a un conjunto de elipses distintas.

Proposicion 4.12. Sea be D, ue T, y k, m, n enteros positivos tales que n = mk'y

k=2.Sea

b-z\"
B(z):u( _) .

1-bz

Para cada A € T, (z,...,2,) denotan los puntos ordenados satisfaciendo B(z) = A.
Entonces cada uno de los m poligonos cerrados con lados z;z;., circunscribe a la

elipse con focos

2ni 2mi
ekt —1 ekt —1
2ni y 2mi

ekt —|b|? |bl2ex —1

(4.5)
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y eje mayor de longitud 2sin ¢ donde

et —|b
¢ =arg v (4.6)
|bl2e® —1
Si k =2 la elipse no es mds que el punto
a= 2b 4.7)
S 1+|b2 ‘

Observacion4.13. Las elipses obtenidas en la proposicion anterior son (k, 1)-elipses
de Blaschke y obtenemos una por cada factor k de n.

Proposicion 4.14. Sea a € Dy ¢ € [0,27) tal que M,y es un automorfismo elipti-
co del disco de orden n > 1 con punto fijo b € D. Sea B un producto de Blaschke
cumpliendo Bo My ¢ = B. Si ny, ny, ..., n; son todos los divisores de n mayores que 1,
entonces B da lugar a [ elipses de Poncelet con una de ellas posiblemente degene-
rada. Los focos de todas estas elipses se encuentran en el circulo centrado en
que pasa por el origen.

b
1+|b|?

Demostracion. Este resultado no es mds que un corolario de todos los resultados
expuestos anteriormente. |

A estas alturas conocemos multiples métodos para construir elipses de Poncelet
a través de elipses de Blaschke. En un principio, el uso del operador desplazamien-
to parece distinto de los automorfismos elipticos del disco. Sin embargo, podemos
conectar ambas construcciones empleando teoria de operadores.

| Definicién 4.15 (Operador composicion). Dado un automorfismo del disco M ¢

se define el operador composicion Cyy,, , : 98 — 9 como

ChMyy(f) = Fo Mg (4.8)

donde 2 es el conjunto de todos los productos de Blaschke.

Observacion4.16. Paratodo aquel interesado en comprobar que este operador estd
bien definido puede consultar [18, p. 16].

Es entonces claro que la condicién Bo M,y = B es equivalente a que B sea una
autofuncion de Cy,, o asociada al autovalor 1. Si hacemos uso de esto, asi como del
Lema 4.10 y la Proposicién 4.14, tenemos un resultado particular para esta clase de
productos de Blachke.
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Proposicion 4.17. Seaa €Dy ¢ € [0,27) tal que M, es un automorfismo eliptico
del disco de orden n > 1. Supongamos que B es un producto de Blaschke de gra-
do n autofuncién del operador composicién asociada al autovalor 1. Sean ny, ..., n;
los divisores de n mayores que 1. Entonces para todo entero py con 1 < py < 3y
mcd(pyg, ng) = 1 existe una (ng, px)-elipse de Blachke.

Ejemplo4.18. Sitomamos el producto de Blaschke

-0.1+03i—z \°

B(z) = ;
1-(-0.1-0.3i)z

Construimos una familia de elipses de Blaschke compuesta por una (6, 1)-elipse (6-
elipse) , una (3, 1)-elipse (3-elipse) y una (2, 1)-elipse (2-elipse correspondiente a un
punto). Podemos ver en la Figura 4.3 esta familia de elipses.

Figura 4.3: Familia de elipses de Blaschke para el Ejemplo 4.18.

Si ahora consideramos todos los resultados de las secciones 1.3, 4 y del Capi-
tulo 2, obtenemos la siguiente proposicién que nos permite hilar todo al operador
desplazamiento.

Proposicion 4.19. Seaa€ Dy ¢ € [0,27) tal que M, es un automorfismo eliptico
del disco de orden n > 1, y sea B un producto de Blaschke de grado n — 1. Supon-
gamos que el producto de Blacshke C(z) = zB(z) cumple Co M,y = C. Entonces la
extension numérica de Sp es un disco eliptico.
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Como podemos ver, en este capitulo hemos encontrado un método de construc-
cion de elipses de Blaschke de cualquier orden. Hemos dado ademads un paso mas
all4, pudiendo construir también elipses que estén inscritas en poligonos que no
sean convexos. La pregunta que nos surge ahora es si toda elipse de Poncelet, con-
vexa o no, proviene de un producto de Blaschke (y por tanto son elipses de Blasch-
ke). Ya probamos en la Proposicién 3.32 que si el poligono que la circunscribe es
convexo entonces proviene de un producto de Blaschke. Sin embargo, si la fami-
lia de poligonos que circunscriben a la elipse no es convexa, entonces no tenemos
garantia, en principio, de que provengan de un producto de Blaschke.
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