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Abstract

A main topic in matrix analysis is the computation of the norms of Schur multipliers in
the algebra of square matrices.

The object of this work is to survey classical results of Schur about the multiplier norm of
any matrix, for example, the Schur inequality, that it is very useful for delimit the Schur
multipliers norm. Also, we study the Schur multiplier norm of a positive definite matrix,
and furthermore, some properties of the determinants of this matrix product.

Then we apply them to the study of those matrices that have extremal multiplier norms,
where unitary matrices stand out. Finally, we make use of the results to estimate the norm
of the triangular truncation operator in the algebra of square matrices.

Resumen

Un tema principal en el andlisis matricial es el calculo de las normas de multiplicadores de
Schur en el dlgebra de las matrices cuadradas.

El objetivo de este trabajo es examinar los resultados clasicos de Schur sobre la norma de
multiplicador de cualquier matriz, por ejemplo, la desigualdad de Schur, que es muy 1til
para acotar la norma de multiplicadores. También estudiaremos la norma de multiplicador
de Schur de una matriz definida positiva, ademdas de algunas propiedades de los determi-
nantes de este producto matricial.

Luego, aplicaremos los resultados al estudio de las matrices que tienen norma de multipli-
cador extremal, donde sobresalen las matrices unitarias. Por ltimo, haremos uso de los
resultados para estimar la norma del operador de truncancién triangular en el dlgebra de
las matrices cuadradas.
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Capitulo 1

Introduccion

El producto de Schur de dos matrices A, B € Myx,(C), digamos A = (ai;), B = (b;),
se define como la matriz A - B = (a;;b;j). Esta definicién de apariencia tan ingenua fue
considerada primero por Hadamard, a quien se le atribuye frecuentemente en la literatura,
aunque fue Schur [8] quien después llevé a cabo un estudio sistemético de esta nocion.
Cualquier matriz A € M, «,(C) induce en el élgebra M, «,(C) un operador B — A - B,
cuya norma se llama norma de multiplicador y viene dada por la expresién

[Allm = sup{[[A - B||: B € Mpnxn(C), | Bl <1}

Veamos con un facil ejemplo como actia este producto de matrices. Para ellos daremos dos
matrices cuadradas de dimensién 3 y veremos la diferencia entre su producto de Schur y
su producto ordinario.

1 20 3 1 1 5 -1 1
0 21 1 -1 0)J=12 0 1
110 0 2 1 4 0 1
1 20 3 1 1 3 2 0
0 21|11 -1 0)]=[|0 =2 0
1 10 0 2 1 0 2 0

Se puede ver claramente la diferencia en los dos productos. El objetivo de este trabajo
sera el estudio de las normas de multiplicadores de Schur, asi como de algunas propiedades
de este producto, y su aplicacion a la estimacién de la norma del operador de truncacién
triangular.
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El capitulo 2 estd dedicado a los resultados clasicos de Schur [8] acerca de la norma de
multiplicador de una matriz A € M,,«,,(C) en términos de productos de las normas columna
de posibles factores respecto a las posibles factorizaciones A = R*S, es decir,

| Al < min{c(R)c(S): A= R*S}

A partir de este resultado, que sera 1til a lo largo de todo el trabajo, se deduciran varios,
de los cuales el mas importante seria la famosa desigualdad de Schur

[A- Bl < |lA]l- I1B]
O escrito de otra forma

[Allm < [|A]

El capitulo 3 prosigue con otro teorema clasico de Schur, que enuncia que el producto de
dos matrices semidefinidas positivas es también semidefinida positiva. Continuara con el
célculo de las normas de los multiplicadores de Schur inducidos por matrices semidefinidas
positivas A € M« (C), de acuerdo con la exposicién del articulo de Horn [4], que conduce
al clasico resultado de que tales matrices tienen como norma de multiplicador a su mayor
coeficiente diagonal, es decir,

[A[lm = méx{a;;: 1 <j <n}

También se obtiene en este capitulo una desigualdad para el determinante del producto de
Schur de dos matrices semidefinidas positivas, la cual se obtendra gracias a los resultados
de Horn y Johnson [5]

det(A) det(B) < det(A - B)

El capitulo 4 estd destinado al estudio de las matrices A € M, x,(C) cuya norma de
multiplicador es extremal en el sentido de que || A||,, = ||A]|. Este problema fue considerado
por Ong [7], quien demostré que una matriz que tenga esta propiedad debe ser, salvo
permutaciones de filas y columnas, un multiplo escalar de la suma directa de una matriz
unitaria y una contraccién. Antes de dicha prueba, veremos que se puede probar facilmente
que las matrices unitarias también son extremales con respecto a la desigualdad de Schur,
ademas de ver el caso de matrices extremales con respecto a la desigualdad dada por una
conjugacién unitaria de A, es decir, si U es una matriz unitaria cualquiera, entonces

U AU || < || All

El capitulo 5 constituye la segunda parte de este trabajo, y consiste en la aplicacion de
los resultados anteriores a la estimacién de la norma ||T},|,, del operador de truncacién
triangular de matrices, es decir, del multiplicador inducido por la matriz T},, definida como



1 00 0
1 1 0 0
T,=|1 11 0
Do 0
1 11 1

Kwapien y Pelczynski [6] probaron que |1, = O(logn). Davidson [2] obtuvo posterior-
mente la estimacién inferior

T,
— < liminf [Tl
0 n—oo logn

Estos resultados fueron mejorados posteriormente por Angelos, Cowen y Narayan [1], quie-
nes obtuvieron el resultado éptimo
[Tollm _ 1

lim = —
n—oo logn T

Este capitulo ofrece una demostracion del resultado anterior basandonos en su articulo [1],
aunque no nos apoyaremos en resultados tan profundos como ellos, cosa que veremos en
detalle cuando lleguemos a dicha seccion.

Finalmente, el apéndice contiene resultados que se utilizan en el trabajo y que no necesitan
demostracién porque ya fueron estudiados en el grado.
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Capitulo 2

Multiplicadores de Schur

En primer lugar, desarrollaremos a lo largo de este capitulo algunos resultados clasicos
de Schur [8], que nos serdan muy utiles en todo el trabajo. Comenzaremos definiendo el
producto de Schur y la norma columna de una matriz. Recordemos primero la norma de
operador de una matriz. Sea A € M;,»,(C) y x € C"

[A[l = sup [|Az]|
Jlofl=1

= sup || Az
el <1

[ Az|

zecn\{0} ||z

Definicién 2.1. Sean A, B € M;,x»(C), definimos el producto de Schur de A = (a;;) y
B = (bl]) por

A - B = (a;bi)
Cada matriz A define un operador de multiplicacién del espacio de las matrices cuadra-
das de dimensiéon n con coeficientes en C en si mismo, y tiene una norma de operador

asociada, que llamaremos norma de multiplicador y notaremos ||Al|,,, definida como, si
B € Myxn(C) y O es la matriz nula

|Allm = sup [|A-B]
1BlI=1

= sup ||A- B
|BlI<1

— sup |A- B
Bzo Bl

11
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Definicién 2.2. Llamamos norma columna de una matriz A € M, (C) y notamos ¢ (A)
a

c(A) = lrgjagn!\AejH

donde e; es el vector j-ésimo de la base candnica.

Podemos pasar ahora a enunciar uno de los resultados més importantes del trabajo, ya que
nos sera de gran utilidad. Después de la prueba, daremos una serie de anotaciones sobre el
teorema.

Teorema 2.3. Sea A € My,xn, (C). La norma del operador de multiplicacion de Schur por
A verifica que

| Al < min{c(R)e(S) : A= R*S}

donde c(-) representa la norma por columnas.

Demostracion. Sabemos que existen factorizaciones de este tipo, ya que podemos tomar
R* =1y S = A.Porlo tanto, sean Ry S verificando lo anterior y sea B € M,,x,, (C). Vamos
a calcular un coeficiente cualquiera de la matriz asociada al operador A - B. Denotamos
A= (aj) y B=(bjy),conl<jk<n.

(A B) i, = ajibji = (Aegle;) (Beglej) = (R*Sekle;) (Begle;) = (Sex|Rej) (Begle;)

n

Sea x € C", con =z = Z(x]ek)ek. Por la identidad de Parseval (Proposicién 6.10 del
k=1
apéndice), sabemos que

n
2l =D [(len)?
k=1

Veamos cudl es la columna k-ésima de A - B. Para ello, multiplicamos por el vector de la
base candnica e; con 0 en todas sus componentes, menos en la posicién k, que tiene un 1

n n

(A-B)ey, =Y (A-B)jrej = > (Sex|Rej)(Begle)e;

j=1 j=1



Ahora calculamos cuanto vale (A - B)(x)

(A-B)(z) = (A B) <Z($|€k)€k> = (zlex)(A- Bey

k=1 k=1
= (wlex) Y _(Sexr|Res)(Bekles)e;
k=1 =1
=3 (ler)(Sex|Rej)(Berlej)es = > ((A- B)(x));e;
j=1k=1 J=1

donde ((4- B)(x)); = 3 (xler)(Sex| Re;) (Bexley).
k=1

Finalmente, vamos a calcular la norma de (A - B)(z). Para ello usaremos

n
o [l = I(lex)?
k=1

n
o > |(Beley)* = | Berl® < 1BIPllexl® = 1BIP, (porque Jlex || = 1,k € {1, ...,n})
j=1

o [(Seg|Re;)|> < ||Sek||?||Re;]|?, (por la desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Con esto, podemos finalmente probar que

2

I(A- B)(x)||* = Z ((A- B)(2));I* = Z (zlex)(Sex|Re;j)(Bek|e;)

j=1 j=11k=1
<D I(len) Pl(Sex| Rey) P (Bexle;) I
Jj=1k=1

SZ Sexll?|| Re;|1?|(xlex)*| (Bexle; )|
< e(S) (R |(xlen))* > [(Bexlej)|”
k=1 Jj=1

< e(S)2e(R)?(|BI* Y [(zlex)? = e(S)?e(R)?|| B ||«
k=1

= [I(A- B)(@)]| < c(S)e(BR)[| Bl - [|z]l = [|A - Bl| < e(S)e(R)|| B
= [|Allm < e(S)e(R)

13



14 CAPITULO 2. MULTIPLICADORES DE SCHUR

Como hemos probado, || A/, < ¢(S)c(R) para cualquier R y S tales que A = R*S, luego
claramente ||A||;, < min{c(R)c(S): A= R*S}, como queriamos demostrar.
O

Nota 2.4. Cabe destacar que la otra desigualdad también se cumple, es decir, que
4[| = min{c(R)e(S) : A = R*S}

Sin embargo, la prueba sobrepasa los limites del trabajo, y dado que sélo nos serd nece-
saria la desigualdad probada, no la incluiremos. Dicha demostracién fue descubierta por
Haagerup. Haremos de nuevo mencion a esto en el capitulo de truncacién triangular de
matrices.

Nota 2.5. También resaltamos que no hemos encontrado en la literatura una prueba
como la anterior de esta desigualdad, y facilita mucho la demostracién original, la cual
usaba resultados mucho més profundos, mientras que ésta es mas asequible.

El anterior teorema nos permite dar una cota de la norma de multiplicador de Schur de
una matriz, de una forma sencilla. Pasamos a enunciarlo.

Corolario 2.6. Se tiene que | Al < c(A).
Demostracion. Sabemos que || Al < ¢(S)e(R), con S*R = A. Sea S = I, R = A. Entonces
[Allm < c(A)
O

Del anterior corolario se puede deducir facilmente algunos resultados andlogos, que pasamos
a probar. Para el primero de ellos, necesitaremos de la siguiente proposicion.

Proposicién 2.7. A y Al tienen la misma norma de multiplicador de Schur.

Demostracion. Sabemos que ||A]| = ||A?|]. Sea B € My, (C).

1A~ Bl = [[(A"- BY|| = [|A" B'|| < [|[ A"l - 1Bl = [[Allm < [|A"]lm

Andlogamente, ||A!||;, < ||A]|m. Por lo tanto, || A/, = [|AY||m, como se queria demostrar.
O

Definicién 2.8. Llamamos norma fila de una matriz A € M,,», (C) y notamos r (A) a
— ax et
r(A) = méx [le; All

donde e; es el vector j-ésimo de la base canénica.
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Corolario 2.9. Se cumple que ||A|m < 7(A4).
Demostracion. Por la proposicién y el corolario anteriores se tiene que
[Allm = [[A [l < c(A%) = r(A)
O

Ahora, pasaremos a demostrar el teorema m&s importante del capitulo, que nos ayudara
en todo el trabajo. Es un resultado importante de Schur, del que recibe el nombre, aunque
su prueba se simplifica mucho usando el Corolario 2.6.

Corolario 2.10. (Desigualdad de Schur) Para cualquier A € M, xn(C) tenemos que
[Alm < [14]]-

Demostracion. Veamos que se cumple.

A Ae;
HAH — sup H .Z‘H > méX H e]” _

= e =c(A)=c(A) < ||A
zecmgoy [zl = 1sisn e ) < (4]

Luego, ||Al|m < c(A4) < ||A|| = ||Allm < [JA|l, como se queria probar.
O

Nota 2.11. Aunque la desigualdad anterior nos dé una cota mas imprecisa de la norma
de multiplicador de Schur que la que obtuvimos en el Corolario 2.6, ésta es mucho més ttil
en las pruebas que siguen en el trabajo. Ahondaremos en ello en el capitulo de matrices
extremales, donde, entre otras cosas, veremos cuando la desigualdad anterior se convierte
en una igualdad.
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Capitulo 3

Matrices semidefinidas positivas

En este capitulo vamos a continuar con algunos resultados clésicos de Schur [8], pero en
este caso, referidos a un tipo especifico de matrices, las matrices semidefinidas (y definidas)
positivas. Veremos cémo actiia el producto de Schur en lo referente a este tipo de matrices,
cudl es su norma de multiplicador de Schur y un resultado interesante sobre el determinante
de estas matrices.

Comenzaremos recordando qué es una matriz definida y semidefinida positiva.

Definicién 3.1. Sea A € M, «,, (C) hermitica, es decir, A = A*. Se dird que A es definida
positiva si x*Ax > 0 para cualquier z € C™ con = # 0. Se dird que A es semidefinida
positiva si x* Az > 0 para cualquier z € C".

Vamos a aprovechar que también hemos recordado la definicién de matriz hermitica para
probar el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Sean A, B € My« (C) hermiticas. Entonces A - B también es hermitica.

Demostracion. Tenemos que A = A* y que B = B*. También, es evidente ver por su
definicién que (A - B)' = A*- Bt y que A- B = A - B. Por lo tanto, deducimos que

(A-B)*=A* B*=A B

Luego, A - B es hermitica, como se queria demostrar.
O

Acabamos de probar que el producto de Schur de dos matrices hermiticas también es
una matriz hermitica. Parece interesante preguntarse si esto también ocurre con matrices
(semi)definidas positivas, es decir, si el producto de Schur de dos matrices (semi)definidas
positivas también lo es. El teorema del producto de Schur da respuesta a esta pregunta.
Sin embargo, la demostracion que nosotros veremos fue probada por Horn y Johnson en
[5], vy para la cual necesitamos unos resultados previos.

17
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Definicién 3.3. Sea A € My, (C) con A = (a;;). Entonces tr (A) = Zaii'

Definicién 3.4. Sea x € C", con x = (z;). Definimos diag(z) como la matriz cuya diagonal
principal es el vector x y el resto de elementos es 0, es decir

z1 O 0
0 29 --- 0
diag(z) = . 0
0 0 -

Lema 3.5. Sean A, B € Myx, (C) y z,y € C" dados. Entonces

2 (A-B)y=tr ((diag(f))A(diag(y))Bt)
Demostracion. Sea A = (ai;), B = (bij), x = (z;), y = (v;). Entonces (diag(Z))A = (T;a4j),
y B(diag(y)) = (b;jy;). Usaremos que tr(AB') = Z aijbij. Veamos esto. Sea B* = (bf;),

ij=1
donde b = bj;, entonces
n
(AB"),, = Z% ji Z% ij
=1
]7’1
tr (ABt) = Z ABt Z al] ij
i=1 i,j=1

Luego, nos queda que

tr ((diag(z)) A(diag(y)) B) = tr (((diag(z))A) (B(diag(y)))")
=) Tiaibiy; = <Z$iaijsz> Yj
i=1

ij=1 j=1
=> (2" (A B)),y;=2"(A-B)y
j=1

Por lo tanto, ¢r ((diag(z))A(diag(y))B') = 2* (A - B)y, como se queria demostrar.
O

Con este lema, podemos pasar a probar el teorema que nos caracteriza el producto de Schur
de dos matrices semidefinidas positivas, cuya importancia veremos mas adelante.
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Teorema 3.6. (Teorema del producto de Schur) Sean A,B € Myxn, (C) semidefinidas
positivas. Entonces

a) A- B es semidefinida positiva.

b) Si A es definida positiva y cada elemento de la diagonal principal de B es positivo, en-
tonces A - B es definida positiva.

¢) Si tanto A como B son definidas positivas, entonces A - B es definida positiva.

Demostracion. Sean A = (ai;), B = (bij) y © = (x;) € C", con z # 0 (para x = 0 es trivial).

1

a) Sea C = (diag(x))B?. Como B es semidefinida positiva, es hermltlca luego B = B!.

Vamos a probar primero que si D = (d;;) € Myxp (C) cualquiera y B2 = (Eij), enton-
— 1 1 i1 _

ces tr (DB) = tr (BQDBQ). Tenemos que B2B? = B = (b;;), con bj; = bj;, entonces

n
Z/b\zk/l;kj = bj;. Usando esto, hallamos que
k=1

B), = idzjéﬂ Zdwbw = tr (DB) Z dijbij
j=1

Jj=1 ,j=1
(BZDB2>ii = (sz)” b = D | D Bandi | by = Y bieb;
j=1 7=1 \k=1 7,k=1

_ 1 1
z*(A- B)z = tr ((diag(z))A(diag(z))B) = (B2 (diag(x ))A(diag(m))B2> =tr(C*AC)
Se tiene que, si A es semidefinida positiva, entonces C* AC' también lo es, pues

¥ (C*AC)z = (Cz)* A(Cx) = y*Ay > 0

Por tanto, C* AC' es semidefinida positiva. Ademas, todos sus elementos diagonales son no
negativos, pues si denotamos D = C*AC, con D = (d;;), entonces
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OS@;DGJ' :djj :>djj >0

n
De esta manera, tenemos que tr (C*AC) = Z dj; > 0. Como tr (C*AC) = z* (A - B) z, te-
j=1
nemos que z* (A - B)z > 0, es decir, A- B es semidefinida positiva, como queriamos probar.

b) Sea A; > 0 el menor autovalor de A (que sabemos que es positivo porque A es definida
positiva) y sea > 0 el elemento mas pequeno de la diagonal principal de B. Entonces
A — M\ I tiene autovalores no negativos, luego es semidefinida positiva, y asi (A — A\ I) - B
es semidefinida positiva. Por tanto,

0<z*(A—MI)-Byz=2"(A-B)z— Mz (I[-B)x

Por lo tanto, obtenemos que

n
2" (A B)x > a* (I-B)a =M Y _ biilai> > \if||z]|* > 0
i=1
Obtenemos pues que z* (A- B)x > 0, luego A - B es definida positiva, como se queria
demostrar.

¢) Si B es definida positiva, entonces todos los elementos de su diagonal principal son
positivos, pues 0 < e;Bej = bj;. Del apartado (b), se sigue que A - B es definida positiva,
v ya hemos demostrado el teorema.

O

Un resultado que se deduce rapidamente del teorema anterior es el siguiente.

Corolario 3.7. Si A € My xn (C) es semidefinida positiva (respectivamente definida positi-
va), entonces las potencias de Schur de A, es decir, Ak = (afj) Vk € N, son semidefinidas
positivas (respectivamente definidas positivas).

Demostracion. Trivial, aplicando de manera inductiva el apartado (a) (respectivamente el

apartado (c)) del teorema anterior.
O

Ahora vamos a dar un teorema que caracteriza la norma del operador de multiplicacion
de una matriz semidefinida positiva, para lo cual usaremos el teorema de diagonalizacion
(Teorema 6.16), cuyo enunciado recordaremos en la demostracién de dicho teorema. Esto
resulta de gran importancia, ya que de hecho nos da una forma muy facil de calcular la
norma de multiplicador, inicamente viendo cémo es la matriz. El resultado fue probado
por Schur, sin embargo, la prueba que nosotros veremos se encuentra en Horn [4], y estd
basada en resultados anteriores.
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Teorema 3.8. Sea A € M, x, (C) semidefinida positiva. Entonces, la norma de multipli-
cador de A es su mdximo coeficiente diagonal, es decir,

| Allm = X ajj

Demostracion. Como la matriz A es semidefinida positiva, es hermitica, luego podemos
aplicar el teorema de diagonalizacién (Teorema 6.16), el cual nos decia que existe una matriz
unitaria U € My, (C) tal que U*AU = D, con D una matriz diagonal, D € M« (C) y
los coeficientes de la diagonal de D son los autovalores de A, los cuales sabemos que son
todos no negativos (luego reales) por ser A semidefinida positiva. Sean U y D las dadas en
el teorema de diagonalizaciéon, D = (d;;). Como todos los coeficientes de D son reales y no
negativos, tiene sentido definir

Vit 0 0
0 Vdyy - 0

.
I

0 o - dnn
Es evidente que, por ser D3 una matriz diagonal, D3D3? = D. Como U*AU = D, entonces
UDU* = A. Vamos a considerar la matriz UD2U*, la cual es hermitica, pues

(UD%U*)* _yU (D%)* U

*
pero por ser D3 diagonal y real, tenemos que (D%) = D3, Luego notamos A> =UD> U*,
v es evidente ver que

(A%)* A% = A3 A3 = UD3U*UD3U* = UD3D3U* = UDU* = A
Usando el Teorema 2.3 tenemos que

[ Al < ¢ (4%) e (43) = ¢ (A%)Q

Para acabar, notamos Az = (bij) ¥y <A
(A%)* As = A, observamos

=

* —
) = (cij), con ¢;j = by;, y utilizando que

n

n n
- 1
ajj =Y ciibiy =Y bigbiy =) _|byl* = [[A2¢5
i=1 =1

=1

1 1
donde Aze; representa la columna j-ésima de A2. Por lo tanto, tomando maximo en
1 < j < n, tenemos finalmente que
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mix ajj = MAax HA%eng =c (A%)
1<j<n 1<j<n

Asi, concluimos que

HAHm < méx ajj

1<j<n

La otra desigualdad es mas sencilla, ya que se cumple en médulo para cualquier matriz A.
Basta considerar la matriz cuadrada, E' = (e;;) definida como e;; = 1 para cierto 1 < j <n
y todos los demds coeficientes iguales a 0. Esta claro que ||E|| < 1, pues si z € C" es un
vector cualquiera, entonces

1E|? = |z;]* < |l]|* = [|E]| <1

Por lo tanto, tenemos que

[Allm = sup [[A-B|| > [|A-E| = sup [[(A-E) x| = [[(A- E) el = |ag]
IBl<1 zll=1
Ahora bien, como j era arbitrario, podemos tomar maximo, y como nuestra matriz A es
semidefinida positiva, entonces a;; es real y no negativo para todo j, luego |a;;| = a;j, y
nos queda que

> méx a;;
| Allm > lrgjagn ajj

que junto con la otra desigualdad, nos da que

| Allm = méx aj;
como queriamos demostrar.

O]

El teorema anterior nos da una caracterizacién muy buena de la norma del operador de
multiplicaciéon por el producto de Schur con matrices semidefinidas positivas, y resalta de
nuevo la importancia del Teorema 2.3, el cual ya hemos utilizado para demostrar varios
resultados interesantes y que seguira siendo util mas adelante.

Para acabar el capitulo, vamos a dar respuesta a una pregunta interesante. Es bien conocido
que el producto ordinario de matrices preserva los determinantes, en el sentido que que
det (AB) = det (A)det (B). Sin embargo, es evidente que el producto de Schur no actia
igual. Un sencillo ejemplo de esto seria considerar la matriz identidad I de dimensién n y
la matriz A definida como
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1 1 - 1

1 1 - 1
A= .

11 1

Estéd claro que det (A) = 0 y det (I) = 1. Sin embargo, det (A1) = 1 # det (A) det (I).
En general, el producto de Schur no se relaciona de forma clara con el determinante. Sin
embargo, en el caso de las matrices semidefinidas positivas, si se puede encontrar una
caracterizacién, aunque soélo serd una desigualdad, ya que la igualdad se reduce al caso de
matrices diagonales, lo cual es evidente por definicién, y a casos mas especificos que no
siguen ninguna caracterizacién.

Para encontrar dicha relacion entre los determinantes necesitaremos de unos resultados
previos. Empezaremos por dar una cota inferior para el determinante de dos matrices
semidefinidas positivas. Para encontrar dicha cota, necesitaremos del siguiente lema. En
lo que sigue, todos los resultados se basan en los vistos por Horn y Johnson [5], aunque
haremos con mas detalle la prueba de varios de ellos, ya que algunas demostraciones no
aparecen, y otras se cambiaran para adaptarlas al resultado que buscamos.

Lema 3.9. Sea A = (a;j) € Myxn (C) semidefinida positiva y la dividimos como
_ [a11 z*
=% %)
con Az € M(y_1)x(m—1) (C) y v = (7;) € C" 1. Definimos

det A . . -
dotApy > S Ago es definida positiva

a(A) =

0, en otro caso

T (an—a(A) x)

x Agg
Entonces, A es semidefinida positiva.

Demostracion. Como para « (A) = 0 no hay nada que probar, podemos suponer que Asy
es definida positiva y que A es no singular, por la tanto det (A) = [[;"; A\; > 0, con \; los
autovalores de A. Como tenemos que A; > 0 para todo ¢ por ser A semidefinida positiva, nos
queda con lo anterior que A; > 0, luego por el teorema de caracterizacion de las matrices
definidas positivas (Teorema 6.17), tenemos que A es definida positiva. Por el corolario del
criterio de Sylvester (Corolario 6.20), tenemos que todos los menores principales inferiores
de 4 son positivos. Como los n — 1 primeros menores principales de A coinciden con los
de A, tenemos que los n — 1 primeros menores principales de A son positivos. Ahora bien,
como
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Z1 Tn—1
- as2 as
det (A) = (a11 — o (A)) det (Ag) + (=1)3z1 det | "
an2 Ann
x Tp—1 T T4
a2 azn . ;2_
n
+ (—1)4:132 det | @42 -+ Q4n | 4+ ... 4 (—1)n+1$n—1 det .
ana - Ao a(n—l)Z a(n—l)n

= det (A) — a (A) det (A) = 0

Luego det <21> = 0. Por el tercer apartado del criterio de Sylvester (Teorema 6.19), tenemos

que A es semidefinida positiva, como queriamos demostrar.
O

Con esto, podemos pasar a probar el primer resultado, que nos sera de utilidad para encon-
trar la caracterizacion del determinante con el producto de Schur de matrices semidefinidas
positivas.

Teorema 3.10. Sean A = (ai;), B = (bij) € Myxn (C) semidefinidas positivas. Entonces

max{aii - anpdet (B), b1y - bppdet (A)} < det (A- B)

Demostracion. Vamos a continuar usando la notacién del lema anterior y probaremos la
desigualdad por induccién en la dimensién. Para n = 1 es obvio que se cumple. Sea n > 2
y supongamos que se tiene la desigualdad para n — 1. Como A es semidefinida positiva,
con A la matriz del lema anterior, tenemos por el teorema del producto de Schur (Teorema

3.6) que A - B es semidefinida positiva, luego det (A\ . B) > 0. Usando el mismo desarrollo

del determinante que usamos en la demostracién del lema anterior, deducimos

0 < det (2- B) = det (A B) — a (A) byy det (Agy - Bao)

Para a (A) = 0 es obvio que se cumple el resultado. Suponiendo que « (A) # 0 y aplicando
la hipotesis de induccién a Ags - Boo tenemos que

0 < det (2- B) — det (A~ B) — a (A) by (baa - - by det (A22))
= det (A . B) — b11b22 cee bnn det (A)
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Luego, det (A - B) > by1bgg - - - by det (A).

La otra desigualdad se deduce de la anterior, teniendo en cuenta que A- B = B - A. Por lo
tanto, det (A - B) =det (B - A) > aj1a22 - - - ap, det (B).

De esta manera, tenemos que max{aiy - - - apn, det (B) b1y« -y det (A)} < det (A- B), y
ya hemos probado lo que queriamos. O

Necesitaremos de otro resultado del cual se deduce la caracterizacion que buscamos, y que
probaremos ayudandonos del teorema anterior y de los siguientes dos teoremas, que son de
gran utilidad. El primero nos dara una cota del determinante de una matriz en funcién de
su diagonal y el segundo una cota del determinante en funcién de una cierta descomposicién
en cajas de la matriz.

Teorema 3.11. (Desigualdad de Hadamard) Sea A = (aij) € Myuxn (C) semidefinida
positiva. Entonces

det (A) < ajp---apy

Demostracion. Sabemos que det (A) > 0. Si det (A) = 0 estd claro que se cumple la
desigualdad, pues al ser A semidefinida positiva, ya vimos que a;; > 0 para todo i, luego
aiq - - Gpy > 0. Por tanto, podemos suponer que det (A) > 0y ya vimos en la demostracién
del Lema 3.9 que entonces A es definida positiva. Por tanto, también vimos anteriormente
que A tiene todos sus elementos diagonales positivos. Sea D = diag(\/ai1, ..., /ann). Por
ser D diagonal e invertible, sabemos que D! = diag(\/%, ey \/;?) Definimos C' =
D= 1'AD! y esté claro que C es definida positiva, pues si z € C", entonces

2*Cx = x* (DflADfl) T = (Dflx)* A (Dilx) =y*Ay > 0= 2"Cxz >0

Por tanto, C es definida positiva. Ademas, los elementos diagonales de C son todos 1,
luego tr (C') = n. Sean Aq,..., A, los autovalores de C' (todos ellos positivos al ser C
definida positiva). Entonces, usando la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica
(Teorema 6.21) tenemos que

det (C) = A1+ An < <71L()\1+---+)\n)>n— <1tr(0)>n_1;»det(0)g1

Asi, llegamos a que

det (A) = det (DCD) = det (D) det (C) det (D) < (det (D))? = a11 -+ - tnn

como se queria demostrar. O
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Teorema 3.12. (Desigualdad de Fischer) Supongamos que H € M, q)x(ptq) (C) es una
matriz semidefinida positiva y que se puede dividir como

A B
7= (5 )
con A € Mpyp (C) y C € Myxq(C). Entonces

det (H) < det (A)det (C)

Demostracion. Como H es hermitica, A y C también lo son. Usando el teorema de diago-
nalizacién para matrices hermiticas, tenemos que existen U € My, (C) y V € Myxq (C)
unitarias y A = diag(\1,...,Ap) vy I' = diag(y1,...,74) diagonales, con A = UAU* y
C = VI'V* Esta claro que

det (A) = det (U) det (A) det (U*) = det (U) det (A) det (U)
= |det (U)[*det (A) = det (A) = Ay --- A,

De igual forma, det (C) = 71 - - - 4. Definimos W € M ;4 4)x (p+4) (C) como

U 0
W= (0 V)
Claramente W también es unitaria. Definimos pues

W*HW_< A UBV>

V*B*U r

Ya vimos que si H es semidefinida positiva, entonces W*HW también lo es. Por lo tanto,
la desigualdad de Hadamard nos dice que

det (H) =det (W HW) < (A1---Ap)(71 -+ 7¢) = det (A) det (C)

Luego, det (H) < det (A) det (C) como querfamos demostrar.
O

Con estas dos udltimas desigualdades, podemos pasar a probar el resultado que estdbamos
buscando, del cual se deduce facilmente la caracterizacién del determinante que queremos.

Teorema 3.13. Sean A = (ai;), B = (bij) € Myxn (C) semidefinidas positivas. Entonces

ail - --anndet (B) + bll o 'bnndet (A) < det (A : B) + det (AB)
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Demostracion. Vamos a probarlo por induccién. Esta claro que para n = 1 se verifica.
Supongamos que n > 2 y que la desigualdad se cumple para n — 1. Sea A como en el
Lema 3.9 y, aplicando el Teorema 3.10 a A-B junto con el razonamiento del desarrollo del
determinante que vimos en dicho teorema, obtenemos que

(a11 — o (A)) azz - - any det (B) < det (/T. B) — det (A~ B) — a (A) by det (Agy - Bao)

Aplicamos la hipétesis de induccién a Ags - Bos de manera que

det (A . B) > (CL11 — (A)) a2+ Gpn det (B) + « (A) b11 det (A22 . B22)
> (a11 —« (A)) a9gy -+ * Apy det (B) +« (A) b11 [a22 - Qpp det (BQQ)
+b9g « - - by, det (AQQ) — det (AQQBQQ)}

Sumando det (AB) a ambos lados y reordenando obtenemos que

det (A- B) +det (AB) —ai1 - appdet (B) — byy -+ bpp det (A) >
det (AB) — (A) a9y -+ + Upy det (B) + « (A) b11 [agg ce Qg det (BQQ) —det (AQQBQQ)] =
o (A) [a22 <o apy — det (AQQ)] [bll det (ng) — det (B)]

Si a(A) = 0, es obvio que ya lo habriamos probado. Supongamos pues que a (A) > 0, es
decir, que Ao es definida positiva. La desigualdad de Hadamard asegura que ag2 - - - apnp —
det (Ag2) > 0 y, como B es semidefinida positiva, la desigualdad de Fischer nos dice que
b11 det (Baz) — det (B) > 0. Usando esto, llegamos a que
det (A- B) +det (AB) —ai1 -+ appdet (B) — byy -+ - by det (A) >
o (A) [CLQQ - app — det (AQQ)] [bn det (BQQ) — det (B)] >0

Despejando, obtenemos la desigualdad deseada.
O

Nota 3.14. A la desigualdad de este teorema y a la del Teorema 3.10 se les conoce como
Desigualdades de Oppenheim-Schur.

Finalmente, utilizando el teorema anterior, se deduce facilmente la relaciéon que deseabamos
entre el producto de Schur por matrices semidefinidas positivas y el determinante, la cual
resulta bastante interesante por su diferencia con el producto ordinario de matrices.

Corolario 3.15. Si A, B € My« (C) son semidefinidas positivas, entonces

det (A) det (B) < det (A - B)
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Demostracion. Sabemos que det (AB) = det (A) det (B). Usando esto, la desigualdad de
Hadamard para A y para B y la desigualdad del teorema anterior, tenemos que

det (A-B) > ai1 - appdet (B) 4+ b1y - - - byp det (A) — det (AB)
> det (A) det (B) + det (A) det (B) — det (AB)
= det (A) det (B)

Luego, det (A) det (B) < det (A - B) como queriamos probar.



Capitulo 4

Multiplicadores de norma extremal

En el segundo capitulo vimos la desigualdad de Schur (corolario 2.10), la cual nos decia que
la norma de multiplicador de una matriz es menor o igual que su norma de operador. En
esta seccién vamos a estudiar el caso en que lo anterior es una igualdad, es decir, cuando
la norma de multiplicador es igual a la norma de operador.

Intentaremos dar un caracterizacién de las matrices de norma extremal, aunque primero
veremos un caso especifico de éstas, ya que la prueba de que se verifica la igualdad es
bastante simple. Nos estamos refiriendo a las matrices unitarias, que pasaremos a definir.

Definicién 4.1. Sea A € M, x, (C). Se dice que A es unitaria si A¥*A = AA* =1.

Teorema 4.2. Sea U = (ui;) € Mpxn (C) una matriz unitaria. Entonces

[Ullm =1=|U]|

Demostracion. Sea U = (u;;) la matriz conjugada de U. Entonces la matriz U-U = (|u;j|?)
tiene la propiedad de que la suma de los elementos de una fila (columna) es 1. Vamos a
probarlo, usando que UU* =1 y (U*) = (v;5), con v;; = Uj;, entonces

n

n n
(U =D wggoji = Y wigiy = y_|ug|* =1
j=1 j=1

J=1

Por tanto, ya tenemos que los elementos de una fila de U - U suman 1 (para las columnas

1 1
—....,— | € C". Est4
Vi w) e

se razona igual con U*U = I). Consideramos el vector z = <

claro que ||z|| = 1. Tenemos pues que

29
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n n
U-D)a= | Y _lugilPajs- s Y _unjl*a;
s =1
n n
S DTS ST
j=1 " J=1 "

1 1
=(—=,....—= | =2
NV
Luego ||(U - U) z| = ||lz[| = 1, de lo que podemos deducir que

L=[|(U-O) | <[Ullm - U]l < [[U]lm - U] l2]] = U}

Asi, |[U]|m > 1. La otra desigualdad se sigue facilmente de la desigualdad de Schur, pues
WU||m < ||U|| =1, de forma que finalmente obtenemos ||U||,, = |U|| = 1, como queriamos
probar.

O

Con este teorema ya podemos ver lo interesante que resulta el producto de Schur con
matrices unitarias, ya que es facil comprobar que convierte la desigualdad de Schur en una
igualdad. Pero no es el tnico resultado interesante en el que se relacionan este tipo de
matrices y el producto de Schur. Dado que las matrices unitarias tienen tanto norma de
multiplicador como de operador igual a 1, y que la norma (de multiplicador y de operador)
de A* es igual a la de A, se deduce lo siguiente. Sean A, U € M,,x,, (C), con U una matriz
unitaria. Notaremos U* AU como la conjugacién de A por la matriz unitaria U. Entonces

[UZAU || < (|U][m - [[AUN < ([l - [[A]] - [IU]] = [ A

= [|U*AU ||m < [|All

Por tanto, nos encontramos con otra desigualdad que relaciona la norma de un multiplicador
de Schur con la norma de operador, pero en este caso, la matriz ha sufrido una conjugacién
unitaria. Vamos a caracterizar cuando se da la igualdad en lo anterior, dando explicitamente
el conjunto de matrices que la verifican. Estos resultados se basan en los de Ong [7], aunque
algunos se demostraran de forma mas precisa, para su completa comprensiéon. Para dar
dicha caracterizacién, necesitaremos unos resultados previos.

Lema 4.3. Si ||A|| =1 y si una fila (columna) de A, vista como un vector en C", tienen
norma igual a 1, entonces esa fila (columna) es ortogonal a toda otra fila (columna) de A.
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Demostracion. Sin perdida de generalidad, supongamos que es la primera columna. Sa-
bemos que A = (Aey |Aes|---|Aey,), con ||Aer]| = 1, y que ||A|| = ||A?||. Entonces, como
JA* (Aen)|? < [|AY)P - | Aex | = 1, tenemos que

1> [|A" (Aer) || = |(Aer [Aer)|? + [(Aea|Aer)|® + - - + [(Aey |Aer)|?

Como |(Aey |Aey)|? = 1, se tiene que

[(Aeg |Aer)|® 4 - + |(Aen |Aer)|? < 0= (Aej|Aer) =0,V5 € {2,--- ,n}
como se queria demostrar. O

El lema anterior también nos sera de utilidad cuando queramos caracterizar las matrices
que hacen de la desigualdad de Schur una igualdad. Por ahora, lo usaremos para probar el
siguiente lema, que nos encamina al resultado que buscamos.

Lema 4.4. Sea A € My xn, (C) con |A|| = 1. Supongamos que existe un vector unitario (de
norma 1) e € C" tal que ||Ae|| = 1. Entonces (Ae|Af) =0 para cualquier vector unitario
f € C™ ortogonal a e.

Demostracion. Si denotamos by = e y by = f podemos anadir vectores unitarios b con
k € {3,...,n} de manera que el conjunto {by, be, ..., b,} sea una base ortonormal. Mediante
este cambio de base, tendriamos que la columna j-ésima de la matriz A pasaria a ser el
vector Ab;, y del Lema 4.3 se sigue facilmente que la primera columna de A, es decir Ae,
al tener norma 1 es ortogonal al resto de columnas de A, en particular, es ortogonal a Af
y ya tenemos que (Ae|Af) =0 como queriamos.

O

Lema 4.5. Sea A € My, xp, (C) con ||A|| = 1. Supongamos que ||Az| < 1 para algin vector
unitario x € C™. Entonces existe una base ortonormal E tal que ||Ae|| < 1 para todo e € E.

Demostracion. Siguiendo el mismo razonamiento del apartado anterior, podemos construir

una base ortonormal E = (e; = x,e3,...,€ey). Sabemos que ¢ (A) < ||A|| = 1, luego pode-

mos suponer sin pérdida de generalidad que ||Aeq|| < 1, ||Aez|| <1, ..., ||Aex| < 1y que

[Aennll = = lAel =1 o

Reemplazando e; por e; = 4 kAL Yy €kt1 POr €xi1 = —= — H, el conjun-
~ ~ \f V2’ V2o V2

to {€1,€e2,...,€xt1,-..,€n} es todavia una base ortonormal. Usando el Lema 4.4, como

||Aext1|l = 1, tenemos que (Aey |Aexy1) =0, y asi

A€1 A€k+1 ||2
VRN

1
= 5”1461”2 + §||A€k+1H2 <1

1 1 1
lA&])* = || == = §I\A61II2 + §||A€k+1\|2 +25 (Aer | Aegy)
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Analogamente, ||Aex+1|| < 1. El nuevo sistema ortonormal {€1, e, ..., €x11,...,€n} satis-
face la misma hipdtesis que E cambiando k por k + 1, es decir, ||Ae1]] < 1, ||Aes| < 1,
oo JJAek|l < 1, ||A€gqa]] < 1y [[Aegyo|l = -+ = ||Aeyn]| = 1 . Renombrando este sistema

ortonormal como F y realizando recursivamente el razonamiento anterior, en un nimero
finito de pasos obtenemos lo que queriamos probar.
O

Proposicién 4.6. Sea A € My« (C) con ||A|| = 1. Supongamos que ||Az| < 1 para
algin vector unitario x € C". Entonces existe una matriz unitaria U € Myxy (C) tal que
|U*AU || < 1.

Demostracion. Sea U la matriz cuyas columnas son los vectores de la base ortonormal
obtenida en el Lema 4.5. Esta claro que esta matriz es unitaria, al ser sus columnas or-
tonormales entre si. Por tanto, tenemos que U*AU tiene la propiedad de que todas sus
columnas tienen norma menor que 1. Vamos a verlo. Sabemos que la columna j-ésima de
U*AU es el vector U*Ae;, con e; el elemento j-ésimo de la base E del lema anterior, luego

|U* Aej| < [T*]] - | Ael| = [ Aej]) < 1

Asi, como se cumple para cualquier j, usando el corolario 2.6 tenemos que ||[U*AU||,, <
c(U*AU) < 1, como querfamos demostrar.
]

Con ésto, hemos encontrado una cota para la norma de multiplicador de U* AU, bajo ciertas
condiciones. Utilizaremos esto para caracterizar las matrices de norma 1 que verifiquen que
la norma de multiplicador de su conjugacién por cualquier matriz unitaria también valga
1.

Teorema 4.7. Sea A € Myxyp, (C) tal que ||A|| =1 = ||[U*AU]||s, para toda matriz unitaria
U € Myxn (C). Entonces A es unitaria.

Demostracion. Como ||Al| = 1 entonces ||Az|| < ||z|| para todo x € C". Supongamos que
x es unitario, es decir, ||Az|| < ||z|| = 1. Debe ocurrir que ||Az| = ||z|| = 1 para todo
x unitario, porque si existiera un vector Z de norma 1 tal que ||AZ|| < 1, la proposicién
anterior nos dice que existe una matriz unitaria V' con ||[V*AV],, < 1, lo cual es una
contradiccién, ya que |[U*AU||,, = 1 para toda matriz unitaria U. Por tanto, tenemos
que ||Az| = ||z|| = 1 para todo vector x unitario. Supongamos ahora un vector y € C"
cualquiera (y distinto del vector nulo, porque para él es obvio). Entonces tenemos que LH

ly
es un vector unitario, luego

n

y
T [Ay[| = A= = 1= [|Ay[l = [ly]

Iyl
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Por lo tanto, A es una isometria. Falta por probar que toda isometria en un espacio de
dimension finita es unitaria. Vamos a verlo. Sea x € C" cualquiera y recordemos que
A% = |All = 1, Tuego

0 < ||A*Az — z|)® = ||A* Az|)® + ||z||* — 2 (A* Az |2)
< AP - || Az|? + |lz|)® - 2 (Az |Az) = ||Az|? + ||z||* — 2| A=|?
= |lz|* + ||z|> = 2[|z[|* = 0 = ||A*Az — z|| = 0
= A*Ax ==x

De esta manera tenemos que A*A = I. De forma andloga, se ve que AA* = I, usan-
do el mismo razonamiento anterior para probar que A* es una isometria, pues si no lo
fuera, existiria un vector x unitario con ||A*z|| < 1, y la proposicién anterior nos di-
ce que existe una matriz unitaria V' con ||[V*A*V||,, < 1. Pero entonces tendriamos que
1> [|[V¥A*V | = [(VFA*V) ||, = [|[V*AV]|;n, = 1 y tendriamos una contradiccién. Con
esto, tenemos que A es unitaria, como queriamos demostrar.

O

Con este tdltimo teorema, pasamos a determinar el conjunto de las matrices que verifican
la igualdad que queriamos.

Teorema 4.8. El conjunto de las matrices A € My (C) tales que ||A|| = |[U*AU |
para cualquier matriz unitaria U es precisamente el conjunto de los multiplos escalares de
matrices unitarias, es decir, si denotamos como Uy xy,, (C) al conjunto de matrices unitarias
complejas de dimension n, entonces

{A e My (C) - [|A|| = [UFAU||;m, U € Upsxn (C)} = {AU : U € Upxn (C), A € C}

Demostracion. Vamos a probarlo por doble inclusién.

Sea AU con U unitaria. Usando que el producto de matrices unitarias sigue siendo
unitario y el Teorema 4.2 tenemos que para cualquier matriz unitaria V'

AU = Al = AL VUVl = [V (AU) V]|m

v ya tenemos la primera contencién.

Si A es la matriz nula, estd claro que pertenece a ambos conjuntos, tomando A = 0.
Entonces sea A una matriz no nula con ||A|| = |[U*AU]||., para toda U unitaria. Sabemos
que toda matriz no nula se puede escribir como ||A|| (|[A]|"'A). La matriz ||A[|"'A tiene
norma igual a 1 y se cumple que
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1T (1A A) Ul = A7 - |U* AUl = A7 - | Al = 1

Por tanto, usando el teorema anterior tenemos que la matriz || A[| 1 A es unitaria. Tomando
= ||A|| y multiplicando por la matriz unitaria ||A|[~'A, tenemos que A pertenece al

segundo conjunto y ya hemos demostrado el teorema.
O

Como hemos podido ver, los multiplos escalares de matrices unitarias son las que preservan
la igualdad en relacién a su norma de operador y a su norma de multiplicador al aplicarle
una conjugacién por otra matriz unitaria, lo cual no es mas que una reescritura del primer
teorema del capitulo, en el que vimos como las matrices unitarias convierten la desigual-
dad de Schur (corolario 2.10) en una igualdad. Esto es facil de ver, ya que el producto de
unitarias es claramente otra matriz unitaria, todas las matrices unitarias verifican que tie-
nen norma de operador y multiplicador igual a 1 y ||AU|| = |A|-||U|| para cualquier matriz U.

Por tanto, dedicaremos lo que resta del capitulo a determinar una caracterizacién de las
matrices de norma extremal, donde la desigualdad de Schur es una igualdad. Para ello,
pasaremos primero a probar una cota de la norma de operador de un producto de Schur.

Proposicién 4.9. (Desigualdad de Schwarz para la multiplicacion de Schur) Para cuales-
quiera A, B € My, (C), se tiene que

— 1 -k
|A- Bl <[|A-Alz-|B- B>

Demostracion. Sea x = (x;) un vector cualquiera de C". Entonces, usando la desigualdad
de Cauchy-Schwarz dos veces, obtenemos que

n n n 'ﬂ 2
1 1
(A B)z|* =" Zawbwa:j < |aij|‘93j|2|bij||xj|2
=1 |j=1 i=1
n n n
Z Z|aw| e ’sz| EA
=1 \j=1 Jj=1

3
(NI

IN

2 2\ 2
n n n
2 2
( |aij|” |;] Z Z|bij‘ |51
1=

1 \j=1 i=1 \ j=1

_ (A A) lz|ll - I1((B - B) |=])|
|A-A|l-|B-BJ|l- ||
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con [z = (lz;]) y (=)l = ll=[]-

Asi, ||[A- B||> < |A-A| - ||B- B|| y tomando raiz cuadrada a ambos lados obtenemos

la desigualdad deseada.
O

A continuacidén, veremos una serie de propiedades de las normas de operador y multiplicador
de una matriz, las cuales son faciles de probar, pero seran de gran utilidad.

Lema 4.10. Sea A € My xy (C). Se cumple que

o Si||A|l = ||Allm, entonces una permutacion de filas (columnas) de A también tiene
la misma propiedad.

o Si||All = ||Al|m, un maltiplo escalar de A tiene la misma propiedad.

e Si||A]| =1, entonces las filas (columnas) de A tienen norma < 1.

Demostracién. Sea A como en el enunciado.

e Sean P, € M, «, (C) una permutacién de filas y columnas respectivamente, y sea
x € C". Es trivial ver que |z| = ||Px||, pues P sélo permuta los elementos de x.
Entonces se tiene que

[Al = sup [|Az| = sup [[P(Az)[| = sup [|[PAz| = [|PA]

]| <1 [l=]I<1 =<1

Luego ||A|| = ||PA]|. Usando ahora que si @ es una permutacién de columnas, enton-
ces Q'A permuta filas, se tiene que ||AQ| = ||(AQ)!|| = ||Q*AY|| = ||AY|| = ||A||. Por
lo tanto, se llega a que

IPAQ| = [[AQ] = [[Al

Supongamos ahora que ||A| = ||A|lm, y observemos que, para B € M,,x, (C) se
tiene por la definicién de producto de Schur que P(A- B)Q = (PAQ) - (PBQ), luego
(PAQ)-B=P(A-(P~'BQ™))Q donde P~ y Q! son las permutaciones inversas
de Py Q. Usando ademas que ||A|| = [|[PAQ)|| si P y @ son permutaciones, deducimos

IPAQ|lm = sup [(PAQ)-B| = sup |[P(A-(PT'BQ™1)Q| = sup [|A-(PT'BQ™)|
1BI=1 1BI=1 1Bl=1

Llamando X = P~'BQ~! y usando que 1 = ||B|| = ||[P~!BQ~!| = || X|| obtenemos
que
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1PAQ]|m = ”)S;ﬁgl\lA - X[ = [|Allm = [|A]l = [[PAQ]]

Luego, [|[PAQ| = ||PAQ||m, como queriamos probar.

e Sea A € C. Si ||Al| = ||A||m, entonces, por las propiedades de las normas, tenemos
que [[AA[ = [A] - [[A]l = [A] - [[Allm = [|AA[[m-

e En la demostracién de la desigualdad de Schur (corolario 2.10) probamos que ¢(A) <

| All, luego es evidente que si ||A| = 1, entonces c¢(4) < ||A]] = 1 = ¢(A4) < 1.
Andlogamente para la norma fila, usando que ||A!|| = [|A]| = 1 y que c(A?) = r(A).

O]

Finalmente, podemos demostrar el resultado que buscdbamos. Para ello, utilizaremos el
lema y la proposicién anteriores, ademas del Lema 4.3. Nos apoyaremos en encontrar una
serie de equivalencias que nos caractericen las matrices que tienen igual norma de operador
y de multiplicador de Schur. Vedamoslo.

Teorema 4.11. Sea A € My« (C). Los siguientes enunciados son equivalentes:

&) 4] = [ 4]

b) [|A- Al = [|A]?

c) IXN >0, P,Q € Myxp (C) permutaciones, U € My, (C) unitaria (con1 <p <n)y
C € Mu—p)x(n—p) (C) contraccion tal que

PAQ = )\ <g g)

Demostracion. | (a) = (b) | Sea B € My, xn(C) tal que ||B|| < 1. Entonces, por la Proposi-
cién 4.9, y usando que || B|| = || B|| y la desigualdad de Schur se tiene

— 1 =1 —1 L =2 — 1 — 1
[A-Bl| < [A-All>-|B-B|lz <[[A-Alz - [[Blm - [|Bl> < |A- All2 - | Bl < [[A- Al|2
Asi, se llega a que || Al < HA-ZH%, y como || Al|,, = ||Al|, entonces || A[|* < ||A- Al

Para la otra desigualdad, usando de nuevo que ||A|| = ||A|| y la desigualdad de Schur, se
llega a

1A - Al < [[All - A1 < 1AL 1Al = [|A]7

como queriamos demostrar.

(b) = (c) | Nosotros podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que ||A-A| =1 = ||A|?,

pues si ||A]| # 1y probamos la implicacién para ﬁ (que si tiene norma igual a 1), entonces
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U 0 U 0
A PAQ = )\||A
riage=2(o &)= rae=aai(y 2)
Por tanto, existe un vector unitario z = (z1,--- ,2,) con z; > 0y tal que ||(A-A)z| =

1 = ||z||. Vedmoslo.

L= 4 Al = s (4 Ayl = (4 ) 7
yl=
con |z|| =1y x=(T1, - ,Tp). Tomando = = (|Z1], - ,|Ty|) ya lo tendriamos.
Como una permutacién de columnas (filas) en A resulta en la misma permutacién de
columnas (filas) en A - A, y como para alguna permutacién @Q, Qz tiene la propiedad de
que todas las coordenadas distintas de cero preceden a las coordenadas nulas (si las hay),
entonces podemos asumir que, realizando las permutaciones oportunas

e Para algtin p, con 1 <p <n, se tiene que z1, -+ , 2, >0y xpp1 =+ =2, =0

n

° Z|aij’2$j >0, parai € {l,---,q},conl1 <qg<n
j=1
n

° Z!az‘jlz%‘ =0,parai€ {g+1,---,n}
j=1

Ahora, también tenemos que, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el tercer apartado
del lema anterior, obtenemos

2
n n n
SR 91 D ST IS of b ST N D e
i=1 j=1

i=1 \j=1 7j=1

<3y zw AT (zw) 2
=1

=1 j=1 7j=1 \:i=1
n
< el <3t = el =
i=1 i=1

Asi, todas las desigualdades anteriores son igualdades, y concluimos que

n
° Z’aijP =1, para x; # 0, es decir, cuando 1 < j <p
i=1
n n
. Z’aijP =1, cuando Z\aij\zxg > 0, es decir, cuando 1 <1i <gq
j=1 j=1
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e Para cada i, los vectores (|a;i|, - ,|ain|) v (lai1|z1, - ,|ain|z,) son linealmente de-
pendientes

Esto ltimo ocurre al tener que la desigualdad de Cauchy-Schwarz es una igualdad. Vamos
a verlo. Sean f y g dos vectores no nulos de un espacio de Hilbert real y sea A un niimero
real. Consideramos la funcién p(\) = [|Af — gl|> = 2| f]I? + llg]|* — 2A(f|g). Por lo tanto,
p es un polinomio de segundo grado, y como p(A) > 0,V real, se tiene que p posee, a lo
sumo, una raiz real. Deducimos pues que el discriminante de la ecuacién p(A) = 0 es no
positivo, de modo que 4|(f1g)|? — 4] £|2 - g2 < 0, s decir, |(flg)] < ||| - lg]l, por lo que
obtenemos la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si tomamos f y g tales que la desigualdad
es una igualdad, entonces la funcién p tiene una raiz doble, es decir, existe un A real tal
que p(A) = 0, luego ||Af — g|]| = 0 y obtenemos que Af = g, o lo que es lo mismo, que f y
g son linealmente dependientes.

Luego, deducimos que
n

e Para 1 <17 < ¢, como Z|aij|2 = 1 y se cumple la dependencia lineal, existe A; > 0

j=1
tal que |ai;j|\i = |aij|z;, para j € {1,--- ,n}.
e Como zj; =0, para j € {p+1,---,n}, nosotros tenemos por la dependencia lineal

que |a;j| =0,con1 <i<qgyp+1<j<n.

n
e También, |a;j| = 0 para ¢+ 1 < i <nyl < j<p, porque Z!aij]%? = 0 para
j=1
g+1<i:<nyxz;>0paral <j<p.
Vamos a probar que p = g. Supongamos primero que p < q. Tendriamos que nuestra matriz
A seria de la forma

ail aia - alp O e 0
a1 agy - a2p 0 N 0
apl ap2 [N app O NN O
A=
aql an ‘e aqp O e 0
00 0 agrypry - Agron
0 0 --- 0 An(pt1) . A,

Entonces, como las primeras p filas de A son de norma 1, el Lema 4.3 nos dice que para
1 <i < p la fila i-ésima es ortogonal a cualquier otra fila de A. Para las ultimas n — ¢ filas
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es evidente que esto se cumple, pero si k € {p+ 1,---,q} entonces la k-ésima fila de A
también debe verificar ser ortogonal a las p primeras filas. Veamos que se cumple que las
filas k-ésimas son nulas, luego tendriamos una contradiccion, ya que tienen norma igual a
1. Para ello, consideraremos la submatriz de A formada por las primeras p filas y columnas.
Por la construccién de A es evidente que si los primeros p elementos de la fila k& son nulos,
entonces toda la fila k es nula, luego tenemos que se cumple lo siguiente

a1l aiz -+ Al ag1 0
asy az2 -+ ag ag2 0
apl  Ap2  *++  Gpp Qkp 0

Como todas las filas de la submatriz tienen norma 1, son ortogonales entre si por el Lema
4.3, luego existe una unica solucién del sistema, que seria la solucion trivial, por lo que
tendrfamos que para todo k € {p + 1, -+ ,q} la fila k es nula, y ya tendriamos nuestra
contradiccién. La prueba es analoga para ¢ < p, usando el Lema 4.3 para las columnas de
Ay usando que Y1 i]a;j|* = 1 para 1 < j < p. Por tanto, nos queda que p = ¢ y estd

claro que
U 0
=0 o)

donde U es una p x p matriz y C es una (n — p) X (n — p) matriz. C es claramente

una contraccién, pues |C|| < ||A]| = 1, y también es evidente que U es unitaria, pues si
1 <,j < p se tiene que usando de nuevo el Lema 4.3, si 1 <4, j < p, como ||Ae;|| =1,
1, sii=j

(UU*),; = (AAY),; = (Ae;|Aej) =
0, sii#j

Es andlogo para U*U. Luego UU* = U*U = I, y U es una matriz unitaria.

(¢c) = (a)|Sean U y C' las matrices dadas por hipétesis. En primer lugar, vamos a notar

(U 0 (1 0 « (U 0
5=(y ¢) 1=(5 ofe) #=(7 &)
donde I, es la matriz identidad de orden p. Es evidente ver que ||I|| = 1, pues como ||Ie;]| =

le1]| = 1, tenemos que || I|| > 1. También, sea x = (x1,- - ,2,), notamos z) = (21,--- ,z,)
y 2"7P) = (2,41, -+ ,2,) ¥ tenemos, usando el corolario 2.10 y que ||C*| = ||C|| < 1, que
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I12]? = || e |* +1(C - C*) 2@ P2 < L 17 - |27 + IOz, - 1C7 )17 - 122
< [P +lIC)* - PP < (2P + 2P| = ||
= [l <1

Luego, ya tenemos que ||| = 1. De igual forma, tenemos que ||B*|| = ||B]|| < 1, pues

1B||* < [Uz®|? + |C2" P2 < U7 - l2®)? + [[C) - P2
e E ey
= [Bll <1

También, se puede deducir que

[1Bllm = u1<>1HB Ol =B-B| = =1=[|B]n =1

s >
el
Por tanto, usando la desigualdad de Schur (corolario 2.10) llegamos a que

L<[IBllm < [IBIl <1 = |[Bllm = [|Bll

Usando ahora el segundo apartado del Lema 4.10, para A > 0 el dado por hipétesis, tene-
mos que [|[AB||m = ||AB||. Pero como, por hipdtesis, existen P y () permutaciones tales que
PAQ = AB, entonces se cumple que ||[PAQ||, = ||PAQ)|.

Finalmente, usando el primer apartado del Lema 4.10 para las permutaciones P~! y Q1
llegamos a que || P~ (PAQ)Q ™ [lm = [P~ (PAQ)Q "], 0 lo que es lo mismo, || Al = || Al
y asi terminamos la demostracion.

O]

Nota 4.12. Tomando P = Q) = Id,, con Id, la matriz identidad de dimensién n, y C' una
matriz unitaria, nos encontramos con que, siguiendo la notacién de la tercera equivalencia
del teorema, la matriz A no es méas que un miltiplo escalar de una matriz unitaria, ya que,
usando la misma definicién que en la demostracién para la matriz B

. (U o\(U* o\ (UU* o0\ (4, 0 \ _
BB_(O 0)(0 c*>_<o CC*>_<O Idnp>_ld"

. (U* 0\(U 0o\ (UU o0\ (Id 0\
po=(y o) (0 &)= (" o) = (T )=
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Luego B es claramente una matriz unitaria. Deducimos pues, por la equivalencia del teo-
rema, que las matrices unitarias (y los productos escalares de matrices unitarias) verifican
que la desigualdad de Schur es una igualdad, como ya probamos en el Teorema 4.2.

Hemos hallado pues una caracterizacién para las matrices de norma de multiplicador ex-
tremal. Las matrices que verifiquen lo anterior tendran también otra propiedad interesante,
ya que también son extremales para los corolarios 2.6 y 2.9.

Corolario 4.13. Sea A € My« (C) verificando cualquiera de las tres equivalencias del
Teorema 4.11. Entonces

[Allm = [[All = ¢(A) = 7(A)
con c(+) y r(-) las normas columna y fila, respectivamente.

Demostracion. Por el Teorema 4.11 y el corolario 2.6, sabemos que ||A|. = ||A|| v que
|Allm < ¢(A). En la demostracién de la desigualdad de Schur (corolario 2.10) vimos que
c(A) < ||A]|. Luego nos queda

[A[l = [[Allm < e(A) < [|A]

= Al = [Allm = (4)
Ahora, usando que ||A|| = ||A?|| y el corolario 2.9, que nos decia que || A, < r(A), tenemos
que
Al = [[Allm < r(A4) = c(A") < | A"]| = || A]
= Al = [[Allm = r(A)

Por tanto, ||A| = |[|A|lm = ¢(A) = r(A) como querfamos probar.
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Capitulo 5

Truncacion triangular de matrices

En este capitulo vamos a centrarnos en un operador de multiplicacién de Schur especial,
el inducido por la matriz

1 00 0
11 0
7,=|1 11 0
Do 0
1 11 1

Si tomamos A € M,,x,(C), con A = (a;j), y le aplicamos el operador de multiplicacién
por T}, nos queda

al 0 0 0
ag1 ag2 0 0
T, -A= | a3 a3 ass 0
. . . 0
Anl Ap2 AaAnp3 - Qdnn

FEn esta seccion vamos a dar una estimacién del orden de la norma del operador anterior,
el cual a partir de ahora notaremos como el operador de truncacién triangular. Kwapien
y Pelczynski [6] probaron que ||T,,|m = O(log(n)), y después Davidson [2] lo mejord,
encontrando una estimacién inferior

[Tallm 4

lim inf > —
n—oo logn T

Sin embargo, nosotros daremos una estimacién mas precisa, que fue descubierta por Ange-
los, Cowen y Narayan [1]. En su articulo, los autores se apoyan para la prueba en la igualdad
mencionada en la Nota 2.4, sin embargo, realmente solo es necesaria la desigualdad del Teo-
rema 2.3, por lo tanto, no necesitamos dicha igualdad, que como ya mencionamos antes,

43
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es un resultado mucho mas profundo que sale fuera de los objetivos del trabajo.

Antes de nada, necesitaremos algunas herramientas para la prueba. Para comenzar, de-
finiremos y veremos algunas propiedades de los operadores de Toeplitz, para lo cual pri-
mero pasaremos a definir el espacio de Hardy. Para los resultados referentes a este tipo
de operadores, nos apoyaremos en los vistos por Douglas [3], aunque anadiremos algunas
demostraciones que nos seran ttiles.

Definicién 5.1. Llamamos espacio de Hardy H? a

2m . )

H? = {f e L*(T) : / f(e)e ™ dp = 0,vn < o}
0
Es evidente pues que H? es un subespacio cerrado de L?(T). Por tanto, podemos decir que
existe P proyeccién ortogonal, con P : L?(T) — H2.
Proposicién 5.2. Sea ¢ € L*°(T). Definimos el operador de multiplicacion por ¢ como
M,: L*(T) — L*(T)
fr=of

Entonces M, es un operador lineal y continuo de L*(T) en L*(T).

Demostracién. Es trivial ver que M, es lineal. Vamos a probar que es continua. Para ello,
usaremos que @ es esencialmente acotada por pertenecer a L>°(T).

27
Mo = ooy = [ le(OF1 )P

2w
< H‘PH%O@('E)/O [F@)Pdt = ol oo (ry - 1 720m)

Luego, ||My| < |l¢llze(r), por lo que tenemos que M, es continua. Por tanto, M, €
L(L?(T)) (operadores lineales y continuos de L?(T) en sf mismo).
U

Una vez definidos el operador de multiplicacién por ¢ y el espacio de Hardy, podemos pasar
a definir lo que se conoce como un operador de Toeplitz.

Definicién 5.3. Sea ¢ € L*°(T), definimos el operador de Toeplitz asociado a ¢ como
T,: H* — H*
= Tp(f) = P(My(5(f)))

con P : L?(T) — H? la proyeccién ortogonal y j : H?> — L?(T) la inclusién.
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Es evidente que un operador de Toeplitz es lineal y continuo, por ser composiciéon de ope-
radores lineales y continuos.

Los resultados referentes a los operadores de Toeplitz que necesitamos son los que ve-
remos a continuacién. El primero de ellos nos dird que forma tiene la matriz asociada al
operador de Toeplitz, y el segundo nos permitird acotar superiormente la norma de dicho
operador por la norma de ¢ € L*(T).

[ee]
Proposicién 5.4. Si ¢ € L%(T), con p(e?) = Z P(n)e™ el operador de Toeplitz T,
n=-—o00
tiene por matriz asociada a
2(0) o(=1) @(-2)
oo [P0 20 e(=1)
A 2 e(1)  »(0)

Demostracion. Sea T, = (tnm). Sabemos que se tiene

0,sik<0
Peik’e —
e sik >0

Luego nos queda que

b = (T () ) = (7 (a1 (3 (<))
_ (P( > @(k)e"“”’””)

k=—o00

_ i @(k‘) (ei(k-‘rm)ﬁ

k=—m

)= (e ()
eme) _ f: 5(k) < Peilktm)d eme)

k=—o00

ein9>

ei”‘g) =p(n—m)

como queriamos demostrar.

O]

Teorema 5.5. Si ¢ € L>®(T), el operador de Toeplitz asociado a ¢, T,, verifica que
1Tl < llollzoe(ry-

Demostracion. Por la continuidad de Py j y como |P| <1y ||j|| <1, tenemos
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1T (D2 = [1P@G D < WP TeG U2y
<P Nellzoecry - 13 ezery < WPIF- el zoe ey - 1711 11 e
< llellzeecry - 11l ar2

Luego, | T, || < [l¢llLee(T), como querfamos probar. O

Nota 5.6. De hecho, se puede probar que lo anterior es una igualdad, es decir, que la
aplicacién

&: L=(T) — L(H?)
pr— T,
es una isometria. Sin embargo, nosotros sélo necesitamos la primera desigualdad para la

demostracién que buscamos. Como ya mencionamos antes, la prueba de esta igualdad fue
dada por Douglas [3].

El dltimo resultado que necesitaremos es una desigualdad que aparece en la demostracién
de la férmula de Wallis. Dicha demostracién es un resultado de Angus E. Taylor y W.
Robert Mann [9]. Antes de verlo, necesitaremos definir la funcién Beta, la cual nos ayudard
en la prueba, al relacionarla con la funcién Gamma, que definimos en el apéndice, en la
Definicion 6.11.

Definiciéon 5.7. Dados z,y € R, llamaremos funcién Beta a

1
Bz, y) = /0 (1 — Lt

Proposiciéon 5.8. Siz > 0 ey > 0, podemos relacionar la funcion Beta con la funcion
Gamma de la siguiente forma:

I'(@)T'(y)
z,Y) = =———
o u
Demostracion. Recordemos que I'(x) = / t*Le~tdt. Realizamos el cambio t = Tt
0 u
du
dt = —. Asi
A+u2 0

Blawy) = /01 Aty = /ooo <1 —t u)x_l <1 —|1— u)y_l (1 jl—uu)Q

Ahora hacemos el cambio t = uv y dt = vdu en la funcién Gammea.
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F(x):/ (uv)x_le_“”vdu:/ ut e dy
0 0

Multiplicamos por v¥~'e™" e integramos respecto de v:

F(x)/ vy_le_”dv:/ </ vx+y—1u’”_1e_”(1+“)du> dv
0 0 0

o
Ahora bien, como F(x)/ v/~ te™Vdv = I'(z)['(y), cambiando el orden de integracién en
0

lo anterior tenemos que

I'(z)'(y) = / u®! </ vm+yle”(1+“)dv> du
0 0

d
Hacemos el cambio v = L, do = 24 Asi,
14w 14w
/OO vz+y—1e—v(1+u)dv _ 1 /oo WtV le= 0 g = F(x + y)
0 (1 + U)m—’—y 0 (1 + ’U,)z—’_y

Por lo tanto, conseguimos que

o) z—1
I'(z)l'(y) =T (z+y) /O Wd“
0 uacfl 1 du
=T(z+y) /0 (T4+u)> 1 (1 +u)y=1 (1+u)?

=D(z +y)B8(z,y)

Despejando, ya tenemos lo que queriamos. ]

Ahora pasaremos a probar la desigualdad que queremos. Esta se encuentra en la demostra-
cién de la férmula de Wallis, y es el tltimo paso antes de hallar dicha férmula (se afiadira
el final de dicha demostracién como corolario). Vamos pues a enunciar el resultado.

Lema 5.9. Para todo n > 1 se verifica que

207 _ 2.4-6---2n \?2 1 _
2n+12 - \1-3.5---2n—1)) 2n+1~ 2

Demostracion. Veamoslo. Haciendo el cambio de variable t = sen? 6, dt = 2sen 6 cos 0d6,
en la funcion Beta obtenemos que

us

Bla,y) = 2/2 sen?*~1 9 cos? "1 0db
0
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En particular, con z =n, y = %, tenemos

2 INGINE
/2 sen?" "1 0dh = lﬁ <n, 1> — EL(IQ)
0 2 1

Sabemos que T'(n) = (n — 1)T'(n — 1) y que T (;) — /7. Luego,
P(neg)=(r-g)r(neg) = (o-3) (- 3)r (n-5)
“ () (n3) 20 ()

O de otro modo,

Asi, tenemos que

™

2,y 2"=11(n) 2:4-6---(2n —2)
0do = =
/0 sen 1.3.5--(2n—1) 135

De forma similar, se puede probar que

™

/QSen%ede: 1-3
0 2.

™

B gy 2:4:6-2n
/0 sen 135 (2n+1)

5--(2n-1)m
4-6---2n 2

3

Ahora, como 0 < 6 < 5 tenemos que Vn > 1 se cumple que sen?"t1g < gen?"f <

sen®"~1 0, luego

/2 sen®" 1 gdo < /2 sen®™ 0df < /2 sen®" "1 0do

0 0 0
Es decir,
2-4-6---2n <1-3~5---(2n—1)ﬁ<2-4-6~~-(2n—2)
1-3-5---2n+1) = 2-4-6---2n 2~ 1-3-5---(2n—1)
1-3:5---(2n—1) 2
De esta manera, multiplicando ahora por W 6( n2 )—(2n+1) e invirtiendo, nos
. . ... n 7r

queda que
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om 2.4-6---2n \?2 1 T
2n+12 - \1-3.5---(2n—1)) 2n+1" 2

v ya tenemos la desigualdad deseada.

Corolario 5.10. (Férmula de Wallis) Se tiene que

ﬁ 2n 2n .
12n—12n+1_2

n—=

Demostracion. Es obvio ver que

2-4-6---2n \* 1 _ﬂ 2k 2k
1-3-5---(2n—1) 2n—|—1_k:12k—12k:+1

y tomando limite cuando n tiende a infinito en la desigualdad anterior, ya lo tendriamos
probado. O

Con todo lo anterior, ya estamos listos para probar el teorema principal de esta seccion, el
cual nos dara una estimacién mas precisa de la norma del operador de truncacién triangular.

Teorema 5.11. Paran > 2, la norma del operador de truncacion triangular satisface que

1 1
<|1+-—
w ) logn

Demostracion. Sea f € L°°(T) dada por f (e?) = i(m—0), para 0 < < 2. Podemos
desarrollar f como una serie de Fourier

f<6i9): i %eme

n=—00,n#0

[Tallm _ 1
logn 7r

Sea T’ el correspondiente operador de Toeplitz asociado a f en H 2. Usando el Teorema 5.5

tenemos que ||7|| < sup {‘f (619) ‘} = 7. Por la Proposicién 5.4, sabemos que la matriz
0

de T} es aquella que vale 0 en las entradas (j,j) y que vale - en las entradas (j, k),

con j # k, Vj, k> 1.

Para n > 2, denotamos por (T}), a la matriz n x n con 0 en las entradas (j,j) y que

vale

— en las entradas (j, k), con j # k, Vj,k € {1,--- ,n}. Como (T}), es una subma-
] —_—
triz de T, tenemos que [|(T}), | < [|T¢]| < 7, Vn > 2. Sea T, el operador de truncacién
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triangular. Definimos entonces S = T;, - (T}),,, como el operador (Ty), truncado inferior-
mente.

Sea v, = (1,1,---,1) € C™. Obtenemos que

. vy n—1 k
”SH 2 HSUnH ::H(Th (1}) ) H ::Al, 2{: zz:

[[nl [nl n

Como se cumple que

Luego, nos queda que

N

n—1
5>— l k 1
[l n(; og(k + )

Ahora, como también tenemos que

n—1 n—

Z log(k + 1)) / 1 (log(x + 1))* da = [(z +1) (log®(z + 1) — 2log(z + 1) + 2)]” !
k=1 0

= nlog?(n) — 2nlog(n) + 2n — 2 > nlog?(n) — 2nlog(n) + n

— 1 (log(n) — 1)?

Por lo tanto, finalmente obtenemos que

111> = (mo(m) = 1)7) = =i og(n) ~ 1) = log(n) ~ 1

Asi, obtenemos una cota para |7} ||, pues se tiene que

log(n) — 1
log(n) =1 < [IS]| = 1T - (T7),, | < | Tallmn - I(T1), | < [Tl = [Tl 2 ————
Operando un poco y usando que como n > 2 se tiene que log(n) > 0, se obtiene la
desigualdad deseada. Veamoslo.

[Talln o2 0 I Talln 1o 1 1
log(n) — m wlog(n) log(n) w = wlog(n) = mwlog(n) log(n)

- <1 i 717) logl(n)




o1

T, 1 1 1

Por lo tanto, llegamos a que [T ——>—|(14—)——, y va tenemos la primera
log(n) = 7 ) log(n)

desigualdad.

1

1—2z

Para probar esta desigualdad usaremos el Teorema 2.3 y las funciones f(z) =

con z en el disco unidad abierto.

() = ——
Z) =

yg T
Tenemos que, para todo z en el disco, f(z) = g¢(z)?. También sabemos que f tiene un
desarrollo en serie geométrica

fl)=) 2"

n=0

v g tiene un desarrollo en serie binémica
o0
g9(z) = g cnz"
n=0

1 3 2n—1
conc, = | = 2. (22 paratodon >0y ¢y = 1.
2 4 2n

Tenemos pues que, para todo z

:i( 3 k)m: SR

m=0 \n+k=m

Por tanto, si fijamos m y consideramos el coeficiente que acompana a z™ en ambos lados
de la igualdad, deducimos

m
g CnCk = g CnCm—n = 1
n+k=m n=0

Esto ocurre para todo m € N. Ahora, vamos a considerar la matriz A € M, x, (C), con
A = (rji), definida como

rik =0, para j <k

TijC():l

Pik = Cjp = <;> <i) <2(32(;E)k;1> , para j < k
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Vamos a probar que A% = T},. Para ello, usaremos induccién en n. Con n = 2 es evidente,

10\ (1 0\ _ (10
=30 9)-01)-n

Suponemos pues que se cumple la igualdad para n — 1 y vamos a probar que también se
cumple para n. Tenemos que

pues

1 0 0 0
C1 1 0 0
Ap1=| ¢ c1 1 0
Ch—2 Cp—3 -+ c1 1
1 0 0 0
c1 1 0 0 0
(&) C1 1 0 0
A= .
Cn—2 Cp-3 - C1 1 0
Cn—1 Cp—1 Cp—2 -+ c1 1
Seax € C" ! conz = (ch_1,6n-2,---,c1) y O € C" ! con O = (0,---,0). Entonces,

escribimos A como

(%)
T 1

Denotamos (A,—1), para k € {1,...,n — 1} a la k-ésima columna de A,_;. Por ser A
una matriz triangular inferior, como el tltimo coeficiente de sus primeras n — 1 filas es
0, entonces la caja superior izquierda de dimensién n — 1 de A? es igual al producto de
las cajas superiores izquierdas de dimension n — 1 de A, luego aplicando la hipotesis de

induccién tenemos que
A, OY [A,_1 Of
z 1 T 1

A2 o'
A, 1+ Ot +1

Tt Ot
TAp1+z 1

AA
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Denotamos X = xA,_1 +z, con X € C"!. Por tanto, nos falta ver que X = (1,1,...,1).
Por hipétesis de induccién tenemos que, para 1 < j<n—1

j—1
(A1) =D a1k =1
k=0

Tenemos pues que, para 1 < k <n — 2

Xn—l = (.’L’An—l)n—l +xp1=C1+c1 = (Ai,1)21 =1
Xn2=(2An 1)n2+Tp2=co+cic1 +c2 = (Ai—1)31 =1

n—1 n—1
Xn-k = (An-1)n—k + Tnk = Z TjCjtkn + Tn_k = Z Cn—jCjtk—n + Ck
j=n—k j=n—k
n k
2
- Z Cn—jCjtk—n = ch—lcl = (Anfl)(k-',-l)l =1
j=n—k =0
Ya hemos visto pues que X = (Xi,1,1,...,1), luego sélo falta ver cuanto vale X;. Sin

embargo, aqui no podemos usar la induccion. Para ello, usaremos el razonamiento que
vimos al principio de la prueba de esta desigualdad, el cual decia que para cualquier m
natural

m
E CaCm—a =1
a=0

Ahora si m = n — 1, usando lo anterior tenemos que

n—1 n—1
X1 = (2Ap 1)1+ 21 =) Chtni—k+Cn1= Y Chlnoi— =1
k=1 k=0
Por lo tanto, ya tenemos que X = (1,...,1) y deducimos que, efectivamente, AA = T,,.

Ahora vamos a utilizar el Teorema 2.3, tomando R* = S = A, pues entonces R*S = AA =
T, y estamos en las condiciones del teorema.

Asi, tenemos que R* = S = (rj;), con rj; los definidos anteriormente. Ahora, es eviden-
te por su definicién que ¢(S) = ||Sei1|, y como los coeficientes de R son reales, entonces
R* = R'. Como ¢(R) = r(R!) y como la norma fila de R! es la norma euclidea de su tltima
fila, que es la tltima columna de R, deducimos que ¢(R) = ||Rey||.

Por tanto, ¢(R) = ¢(5), y su valor es la norma euclidea de la dltima columna de R. Asi,
tenemos que
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Del Lema 5.9, sabemos que

2m_ 7 _ 2.4-6---2m \? 1
om+12 ~\1-3-5---(2m—1)/) 2m+1

Luego, multiplicando por 2m + 1 e invirtiendo, llegamos a

T
2

12 1-3.5--2m—-1\> 21 11
— < <
2m+17m — 2-4-6 -

También sabemos que

3=

n—1 n—1
Z <1 —I—/ —dr=1+ [log(:n)]?_l =1+log(n—1)
m=1 1 r

Por lo tanto, llegamos al final a que

Tl < ()2 = 1+:§ (D) () (2t)) crs 252

S1+%(1+10g(n—1))Sl—l—%(l—i—log(n))

Asi, obtenemos la desigualdad que queriamos, pues

Tl 1 1 N T 11 |
<= 1+-) = < 14—
log(n) — « + log(n) + T log(n) m — *

Finalmente, tenemos que

(1 7)) = v}~ 7 vt (1)

Luego nos queda que

como se queria demostrar.
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Tenemos pues que hemos encontrado una estimacion mucho més precisa de la norma del
operador de truncacion triangular. Viendo con més detalle en la acotacién anterior, tenemos

que
1 1 T, 1 1 1
(il [Tl 1 _ (), 1
7w ) logn logn s 7w ) logn

Tomando limite cuando n tiende a infinito, podemos concluir la estimacién éptima de dicha
norma, ya que tendriamos que

) 1 1 . Tl 1 , 1 1
—lm(1+—-)— < lim —— = =< Ilim (1+4+ —
n—00 m) logn = n—oo logn w7 n—oo m ) logn

Usando que lim

IN

= 0, concluimos que

n—oo logn
T 1
n—oo logn T
1 T, 1
~Z < lim M < =
™ — n—ooo logn s
[Tallm _ 1

Por tanto, lim
n—oo logn

mejora las estimaciones anteriores.
También, gracias a ésta, resulta evidente que no tiene sentido considerar el operador de
truncacién triangular para el caso de dimensién infinita, porque su norma seria infinito.

= — y tenemos la estimacién que deseamos, la cual claramente
T
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Capitulo 6
Apéndice

En esta seccién vamos a dar una serie de definiciones y resultados que usamos a lo lar-
go de este trabajo, que han sido vistos y probados en el grado, y por ello no necesitan
demostracién.

Teorema 6.1. Sean X,Y espacios normados y T : X — Y wuna aplicacion lineal. Son
equivalentes:

o T es continua
o T es continua en el origen

e FEziste una constante M > 0 tal que ||Tx| < M|z||, Vo € X

Definicion 6.2. Sean X,Y espacios normados y T : X — Y una aplicacion lineal y
continua. Se define la norma de T como el infimo ||T'|| de las constantes M > 0 tales que
|Tz|| < M||x||, para todo x € X. Es facil ver que el infimo se alcanza porque el conjunto
de tales constantes es cerrado. Tenemos por lo tanto || Tz|| < ||T'|| - ||z||, para todo = € X.

Teorema 6.3. Si X,Y espacios normados y T : X — Y una aplicacion lineal y continua,
entonces se tiene que, si x € X

| T||
|T|| = sup |[|[Tz| = sup [|[Tz| = sup
<1 el =1 sex\{o} [l

Teorema 6.4. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si x,y son vectores en un espacio pre-
hilbertiano, entonces |(z|y)| < ||z - ||y||-

Definicion 6.5. Sea H un espacio de Hilbert y sea K C H un subconjunto convexo y
cerrado. Consideremos para cada x € H el tinico vector Pz tal que

— Pxll = {of |z —
lz = Pal| = inf [lz - y]

Se dice que la aplicacion P : H — K es la proyecciéon métrica de H sobre K.

o7
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Proposicion 6.6. Sea H un espacio de Hilbert, sea K C H wun subconjunto convexo y
cerrado, y sea P la proyeccion métrica de H sobre K. Entonces |Px — Py| < ||z — vy,
para todo x,y € H. En particular, se deduce que |P| < 1.

Proposicion 6.7. Sea H un espacio de Hilbert, E C H un subespacio cerrado, y sea P la
proyeccion métrica de H sobre E. Entonces P es una aplicacion lineal y continua.

Definicién 6.8. Se dice que una sucesién de vectores (u,,) en un espacio prehilbertiano es
un sistema ortogonal si se verifica (uy,|un,) = 0 para todo n # m. Si ademas ||u,|| = 1 para
todo n € N entonces se dice que (uy,) es un sistema ortonormal.

Definicién 6.9. Se dice que un sistema ortonormal (u,) en un espacio de Hilbert H es
completo cuando ademds, la variedad lineal generada por {u, : n € N} es densa en H.
También se dice que (uy,) es una base ortonormal de H. Si (u,) es un sistema ortonormal
completo de un espacio prehilbertiano H, entonces se define la sucesién (¢,,) de coeficientes
de Fourier de un vector = € H como ¢, = (x|uy).

Proposicién 6.10. Sea {u1,...,u,} un sistema ortonormal completo finito en un espacio
n
prehilbertiano H, y sea x € (uy,...,uy), digamos x = Z crug. Entonces ¢, = (x|uy) para
k=1

todo 1 < k <n, y ademds

n
2] = I (lup)
k=1

Definicién 6.11. Si la parte real del nimero complejo z es positiva (Re(z) > 0), entonces
la integral

o0
I'(z) = /0 t* e tdt
converge absolutamente. A esta funcién I'(z) se le conoce como la funcién Gamma.
Proposiciéon 6.12. Se cumple que
e I'(1)=1
e I'(z+1)=2I(2)
e Sin €N, entonces I'(n) = (n — 1)!

Proposicién 6.13. Sea A € My« (C) (semi)definida positiva si y solo si todos los auto-
valores de A son reales y, si A es un autovalor de A, entonces A >0 (A >0).

Definicién 6.14. Sea A € M,,«,, (C). Se dice que

e A es simétrica si A es real y A = Al
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e A es hermitica si A = A*
o A es ortogonal si A esreal y AA' = A'A=1T
e A es unitaria si A*A = AA* =
e Aesnormal si A*A = AA*
Proposicién 6.15. Sea A € M, (C). Se tiene que

o det(A) = H i, donde \; son los autovalores de A

i=1

o tr(A)= Z i, donde \; son los autovalores de A
i=1

o Si A es unitaria, entonces |det (A)| =1

Teorema 6.16. (Teorema de diagonalizacion) Sea A € My xn, (C). Entonces, A es normal
sty solo si existe U € My xn (C) unitaria tal que U*AU = D, siendo D diagonal. Es decir,
las matrices normales son las matrices diagonalizables con matriz de paso unitaria. En
particular, se cumple para toda A hermitica.

Teorema 6.17. (Caracterizacion de las matrices definidas positivas). Sea A € Mpxn (C)
hermitica. Entonces,

o A es definida positiva si y solo si todos los autovalores de A son positivos

o A es semidefinida positiva si y solo si todos los autovalores de A son no negativos
Corolario 6.18. Sea A € My, «y, (C) hermitica. Entonces,

o Si A es definida positiva, entonces det (A) >0

o Si A es semidefinida positiva, entonces det (A) >0

Teorema 6.19. (Criterio de Sylvester) Sea A € Myxy (C) hermitica, con A = (ai;). Se
define el menor principal superior como det (Ayy), donde A, = (a;j) con 1 <1i,j < k. De
igual manera, se define el menor principal inferior como det (Zkk), donde Ay, = (aij) con
n+1—k<i,j <n Entonces

e Si todo menor principal de A (incluido su propio determinante) es no-negativo, A es
una matriz semidefinida positiva.

e Si todo menor principal superior (o inferior) de A es positivo, incluyendo el det (A),
A es definida positiva.
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e Si los primeros n — 1 menores principales superiores (o los primeros n — 1 menores
principales inferiores) de A son positivos y ademds det (A) > 0, A es semidefinida
positiva.

Corolario 6.20. Sea A € M« (C). Entonces A es definida positiva si y sdlo si todos los
menores principales superiores (o inferiores) de A son positivos.

Teorema 6.21. (Desigualdad de las medias aritmética y geométrica) Sean x1,xa, ..., Ty €
R* entonces

[a—

Vrr-xexn < — (2122 + -0+ Tn)

n
La igualdad se cumple si y solo si x1 =x9 = -+ = .

Definicion 6.22. Sea H un espacio de Hilbert. Se dice que un operador lineal y continuo
U : H — H es unitario si verifica que U*U = UU* = I, donde U* es el operador adjunto
de U e I representa el operador identidad.

Proposicién 6.23. Sea H es un espacio de Hilbert. Si U es un operador unitario en H,
entonces se tiene que ||U|| = 1, donde ||U|| representa la norma como operador de U.

Definicion 6.24. Sean Hy y Hs dos espacios de Hilbert. Se dice que T : H; — Hs es una
isometria si se verifica que

(Tz[Ty) = (x]y)
para todo z,y € H; donde (+|-); representa el producto escalar asociado a H;.

Proposicién 6.25. En los mismos términos de la definicion anterior, decir que T es una
isometria es equivalente a decir que, si x € Hy, entonces

ITz{lo = |l

con ||||; la norma asociada a H;.
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