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Resumen

The aim of this work is to study in depth the alternating algorithm proposed by John von
Neumann in 1933. This algorithm deals with the problem of finding the ortogonal projec-
tion of a point in a Hilbert space onto the intersection of two closed subspaces, in terms of
the alternating orthogonal projections onto the respective subspaces.

We will study the convergence of the method and its rate of convergence, as well as the gene-
ralization of such algorithm to more than two subspaces or to the case when the subspaces
are replaced by convex subsets. Finally, we discuss some applications where the method
plays an important role, like the approximate solution of systems of linear equations or the
Dirichlet problem.

El objetivo de este trabajo es estudiar en profundidad el algoritmo alternante propuesto por
John von Neumann en 1933. Este algoritmo trata el problema de encontrar la proyecciéon
ortogonal de un punto en un espacio de Hilbert sobre la interseccion de dos subespa-
cios cerrados, en términos de la proyecciones ortogonales alternadas sobre los respectivos
subespacios. Ademads estudiamos la convergencia del método y su ritmo de convergencia,
asi como la generalizacion de dicho algoritmo a mas de dos subespacios, o el caso cuando
los subespacios se reemplazan por subconjuntos convexos. Por ultimo, discutimos algunas
aplicaciones donde el método desempena un papel importante, como la aproximacién de
sistemas de ecuaciones lineales o el problema de Dirichlet.
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Capitulo 1

Introduccion

El método alternante fue propuesto en 1933 por John von Neumann, que traté el problema
de encontrar la proyeccion de un punto dado en un espacio de Hilbert sobre la interseccion
de dos subespacios cerrados.

Comenzaremos con el capitulo 2 describiendo dicho resultado obtenido por von Neumann
[3], que da nombre al trabajo, y veremos qué ocurre con la convergencia de dicho método
iterativo en su formulacién méas simple (intersecciéon de dos subespacios). Observaremos
que este ritmo depende del angulo entre los subespacios involucrados; cuando el dangulo se
encuentra entre [0,1) la convergencia es geométrica y, si en el caso contrario, el dngulo es
1, habla de convergencia arbitrariamente lenta.

El capitulo 3 consiste en probar el algoritmo de Dykstra [3], que estudia las mejores apro-
ximaciones de la intersecciéon de un numero finito de conjuntos convexos cerrados. Ademas
de extender el teorema de von Neumann a un niimero finito de subespacios cerrados. Dicho
resultado fue probado por Halperin. Ademads veremos que la convergencia para una familia
finita de subespacios cerrados con angulo « € [0, 1) sigue siendo geométrica.

En el capitulo 4 conoceremos diferentes areas de las matematicas donde el método de
von Neumann ha desempenado un papel importante, en las que se incluyen la resolucién
de ecuaciones e inecuaciones lineales [3], solucién al problema de Dirichlet [2] y restauracién
de imdgenes [4], entre otras.

Por ltimo, en el capitulo 5 daremos definiciones y resultados que son importantes pa-
ra la preparacion del trabajo, algunos conocidos en el grado y otros no, como el teorema
espectral [5] y la teoria elemental de las algebras de Banach [7].



CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

El método para dos subespacios

FEn este capitulo vamos a estudiar la formulacién del método mas simple, es decir, la
interseccién de dos subespacios. Veremos este caso primero para motivar los resultados
mas generales que vendran después. Este capitulo estd basado en el libro [3].

2.1. Convergencia general

Notacién 2.1.1. P; = Py, para i =1,2.

Teorema 2.1.2 (Teorema de von Neumann). Sea H un espacio de Hilbert, My y Mo
dos subespacios cerrados de H y Py y P» las proyecciones ortogonales sobre My y Mo,
respectivamente. Entonces, para cada x € H,

lim (PyPy)™(x) = Pasyna, (2)

n—oo

Demostracion. Sea x € H y (x,) una sucesién de vectores definida como:

rog—2x
Ton—1 :P1(:E2n_2) :Pl(ngl)(n_l)l‘ Yn=1,2,...
Zop, = Py(xop—1) = (P2 P1)"x.

Tenemos que probar que 2, — Pur,na, (), por lo que (x,) convergeria a Pyr,ar, (), ya
que xa,4+1 = Pixo, y también convergeria a Py, (7).

Como || F;]| <1, entonces

|z2n|l = | Per2n—1ll < |z2n—1ll = [[Przen—2|| < [|720—2] -
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Figura 2.1: Representacion del algoritmo de von Neumann
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La sucesién de la norma (||z,||) es decreciente y por tanto, existe A tal que

A= lim ||z, .
n—o0

Como los P; son autoadjuntos, xo, € My y x2,_1 € M7 y se deduce que

(T2n, T2m) = (Pa2n—1, Tam)
= (zon—1, PoT2m)
= (Zan—1,T2m)

= (P1w2n—1, T2m)
= (T2n-1, P172m)
=

Ton—1, T2m+1)

(Ton41, Tama1) = (P1%on, Tam+1)

Ton, Tom1)

Prxon, om+1)

=
=
=
= {
= {
=

Ton, $2m+2)-

Por tanto, tenemos que

(-Tzn, 332m> = <IL‘2n—1, $2m+1)
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(Ton41, Tamt1) = (Ton, Toam2)-

Combinando ambos resultados anteriores, podemos deducir que si n > m, entonces
(T2n, Tam) = (T2n-1, Vam+1) = (T2n-2, Tam+2) =+ = (T2n—k;> T2m+k)
para algin 0 < k < 2n.
Para k = n — m, se obtiene
<x2mx2m> = <$n+maxn+m> = ”xn-f-m”g .
Supongamos ahora que m < n
220 = z2m | = w20l = 2220, 22m) + |22m]|* = l220]|* = 2 |20 |* + lw2m]|.
Cuando m — oo, tenemos A2 — 2A% + \2 = 0.
Esto demuestra que (z2,) es una sucesién de Cauchy en M,. Como H es completo y Ms
es cerrado, entonces existe y € My tal que xo, — ¥.
Ademaés:
(Ton, Tan-1) = (PoZon, Tan—1) = (Tan, Poon—1) = (Tan, T2n) = [lz2n” .

Esto implica que

Hl'2n - x2n—1||2 = ||$2n||2 - 2<=T2n’332n—1> + ||-T2n—l||2

= [lz2nll? = 2||z2al® + ll220-11% = |220-1]1* = [[22n|* -
Cuando n — oo, tenemos A2 — A2 = 0 y se deduce que
[22n—1 = yll < [[22n—1 — z2n|l + 220 — yl| = 0.
Ya que x9,_1 € M1 Yn y M; es cerrado, entonces y € M.

Hemos probado que
lim z, =y € M1N M.
n—oo

Para ver que y = Py, () es suficiente probar que = —y L My N Ma.
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Sea z € M7 N M>, entonces:

(xan, 2) = (Tan — Tan—1 + Toan—1, 2)
= (P1xop—1 — Ton—1 + Tan—1,2)

= <$2n71, Z>-

De forma similar tenemos que
<1’2n717 Z> = <x2n72> Z>

Por induccién

(Tan, 2) = (20, 2) = (z, 2).

Entonces

(x —y,z)=(x,2) — (y,2) = (x,2) — nlin()lo<:v2n,z> = (x,z) — (x,z) = 0.

2.2. Ritmo de convergencia

El ritmo de convergencia del método de proyecciones alternas es réapida si el angulo entre
los subespacios se encuentra entre [0, 1) o arbitrariamente lenta si dicho dngulo es 1.

Definicion 2.2.1 (Angulo entre dos subespacios). El dngulo entre dos subespacios M y

M es el angulo a(My, M) € [0,7/2] cuyo coseno ¢(My, Ma) = cos oMy, Ms) es definido
por la expresion

c(My, Mz) := sup{|(z,)| : « € MiN(MiN M), [lz] < Ly € Mo (Min M), [ly] < 1.

2.2.1. Convergencia geométrica

Teorema 2.2.2. Sean My y My dos subespacios cerrados en un espacio de Hilbert H y
¢ = ¢(M1, M3). Entonces para cada x € H,

(P, Par, )" (2) = Paryas ()] < "7 (2.1)

paran = 1,2, ... Ademds la constante ¢>* 1 es la mds pequena posible independientemente
de x. (Esto lo veremos mds adelante en el teorema 3.2.3)
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Demostracion. Sea M = My N My, P; = Py, parai=1,2Y P = PPy.
Vamos a probar primero que

P (M)t c M+ (2.2)
para i = 1,2 y por lo tanto

P(M)*t c M+ (2.3)
Probemos (2.2). Sea z € M+ e y € M. Como P; es autoadjunto e idempotente,

Asi Pi(x) e M L que demuestra lo que querfamos probar.
Continuamos viendo que

P(M1) = PPy (M*) € Py(M*) ¢ M+
Por lo que hemos probado (2.3). A continuacién, tenemos que demostrar
[1P@@)]| < cllPi(@)] < ]| (2.4)
Para ver esto, sea € M. Entonces
1P(2)* = (P(2), P(x))
= (P(z) = Pi(x) + P1(x), P(x))

= (Pi(x), P(x) (ya que P(z) — Pi(z) € MQJ‘, P(z) € M».)
< c||P(z)] [[P(z)]|
< cllzf[ [P ()] (va que || P < 1).

Dividiendo por ||P(x)|| nos da el resultado (2.4).
Ahora supongamos = € P(M*1), entonces 2 € Mo M=+ por (2.3). Luego Pi(z) € MyNM~+
por (2.2) y obtenemos

1Py(2)]* = (Pi(2), Pi(x)) = (&, Pi(2)) = cllz]| | Pr(x)]].
Por tanto || Pi(x)|| < c||z||. Sustituyendo esto en (2.4), obtenemos
IP(2)]| < ]| Vo € P(M™*). (2.5)
A partir de (2.3), (2.4) y una induccién en (2.5), tenemos que
I(PaPr)" (x) = Par(@)l| = ([P (2) — P" Par()]|
= [|[P"[x — Py ()]
=[P [P(z = Pu(2))]]
< Pz — Par(x))|
<z = Py(a)]
<z

Por lo que hemos probado (2.1), lo que verifica el teorema.
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2.2.2. Convergencia arbitrariamente lenta

En esta parte del capitulo hablaremos lo que ocurriria si la convergencia no fuese geométri-
ca, lo que sucederia si la suma de ambos subespacios no fuese cerrada, es decir, si el angulo
entre dichos subespacios fuese 1. Esta seccién estd basada en el articulo [1].

Lema 2.2.3. Son equivalentes:

(1) e(My, M) < 1.

(2) My N (My N M)t + My (My N Ma)t es cerrado.
(3) Mi- + My es cerrado.

(4) My + My es cerrado.

Demostracion. Sea Y := My N (My N M)+ y Z := My N (My N My)*. Primero probemos
el siguiente lema:

Lema 2.2.4.
(a) Y + Z = (My + M) N (My N Ma)*.
(b) My + My =Y + Z + M N M.

Demostracion.
(a). Notemos que Y +Z C (My+My)N(MiNMs)*. Sea x € (My+My)N(M;NMs)*, luego
r=1y+z dondey € My yz€ M. Yaque z € (M, N Ms)™*, se deduce que Pyr v,z = 0.
Por tanto

r =2 — Py = (Y — Puinany) + (2 — Puynan2)

€M N(MiNM)*t+MnN(MyNM): =Y + 2

usando la caracterizacién de mejor aproximacién de subespacios. Lo que prueba (a).

(b). Observamos que Y + Z + My N My C My + Ms. Ahora fijemos un = € M; + Mo,
luego x = y + z para algin y € M y z € Ms.

z = Prynnt, (2) +Poan ) (%) = Panons, (Y) + P nne) s (V) + Paninas, (2) + P ) L (2)-

Pero como M; N My C M, Py, () conmuta con Py, se deduce que Ppg,npg,)e () =
I — Py, () también conmuta con Py, . Ademds Py, aag,)2 (y) € Min(MyNMa)*= =Y
Y Ponnm)t (2) € Ma N (M0 Ms)* = Z. Esto prueba que x € My N My +Y + Z y verifica
(b).

O

(2) & (3). Si My + My es cerrado, (M N M)+ es también cerrado. Por lo que Y + Z es
cerrado por lema 2.2.4 (a).

Para probarlo en el otro sentido, supongamos Y + Z cerrado. Ya que Y +Z C (M;N M)+,
la suma (Y + Z) + M1 N Ms es cerrada porque es la suma de subespacios ortogonales ce-
rrados. Usando el lema 2.2.4 (b), deducimos que M; + My cerrado.
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(1) = (2) Sea ¢ = ¢(M;, M3) < 1. Tenemos que probar que Y + Z es cerrado. Ademas
[y 2) < clyll Izl VyeYyVzeZz

Ahora sea x, € Y + Z y x, — x. Es suficiente probar que z € Y + Z. Sea =, = y, + zn
cony, €Yy z, € Z. Luego {z,,} es acotado, asi que existe una constante p > 0 tal que

p 2 llzal® = llyn + 2nll?
= Hyn”2 + 2(Yn, 2n) + ||ZnH2
> [lyal® = 2(yn, 2n) + ll2al®
> [lynll® = 2¢llynll 2nll + [|2n]|?
= (lynll = lzal)? +2(1 = )llyall llzall-

Ya que 0 < ¢ < 1, las sucesiones {||ynll — ||2znll} ¥ {llynll l|lzn]|} son acotadas. Por tan-
to, {|lynll} v {llznll} son acotadas. Al pasar a una subsucesién, {y,} converge débil-
mente a algin y, y {z,} converge débilmente a algin z. Por tanto, y € Y, z € Z y
Ty = Yn + 2n — y + z débilmente. Asi que x,, — = implica que x,, — = débilmente, y por
lo tanto, x =y + z € Y + Z. Esto prueba (2).

(2) = (1). Suponemos que Y + Z es cerrado. Luego H :=Y + Z es un espacio de Hilbert
y Y N Z = {0}. La aplicacién lineal ) : H — Y definida por

Qy+z) =y, yeY, zelZ,

es continua.
Si (1) no fuese cierto, es decir, si ¢ := ¢(M;, M) = 1 y existiera y, € Y, 2, € Z con
[ynll = 1= llzn]l y 1 = ¢ = lim (z,y). Luego,

yn — ZRHZ = Hyn”2 — 2(Yn, 2n) + Han2 =2—2Yn, 2n) = 0

implica que
Yn = Q(yn - Zn) — Q(O) =0,

lo cual es absurdo. Por lo tanto, ¢ < 1 y esto prueba (1).

Veamos ahora que M; + Ms es cerrado si y solo si Mf- + MQJ- también lo es. Como
(My N Ma)+ = Mi- + Mg, si (M N Ma)* es cerrado, Mi- + M3 es cerrado siempre
que My + M, sea cerrado.
Veamos la otra implicacién. Mf + M2L es cerrado, por el mismo razonamiento anterior
Mit + MsH es cerrado y como Mi-+ = My y M5+ = My, entonces M; + My es cerrado
también.

O
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En este método, para cada punto de partida hay convergencia geométrica o arbitrariamente
lenta.

Teorema 2.2.5. (Dicotomia) Sea H un espacio de Hilbert, My y Ms dos subespacios ce-
rrados y M = M1NMs. Entonces se cumple exactamente una de las siguientes alternativas:

(a). Mi- + Ms- es cerrado. Entonces para cada x € H, (Py, Py, )™ (%) converge geométri-
camente a Py(x) con velocidad [c(My, My)]?.

(b). Mi-+ Ms- no es cerrado. Entonces para cada x € H, (Pyg, Py, )" () converge a Py (z)
pero dicha convergencia es arbitrariamente lenta, es decir, para cada sucesion (A,) de
numeros reales positivos con 1 > A\ > Ao > -+ > A, — 0, entonces existe un punto
x\ € H tal que | |(Pa, Par)" () — Par(xy)|| > A\n para todo n.

Demostracion. La prueba de (a) es consecuencia inmediata del teorema 2.2.2 y del lema
2.2.3. Ahora probemos (b). Supongamos que M; + Ms no es cerrado y que ()\,) es una
sucesioncon 1 > A\ > X >--- >\, >0y A\, — 0.

Sea A= M NM+y B=DMyNM*'. Ay B son dos subespacios cerrados con AN B = {0}.
Claramente, c¢(A4, B) = ¢(My, M) = 1, y por lo tanto A + B no es cerrado (por el lema
2.2.4). Dado que ¢(A, B) = |PgP4l||, se deduce que ||PpP4| = 1.

Lema 2.2.6. T = PsPpP4 es un operador lineal, acotado y positivo en H y |T| =
1. Entonces eziste un espacio de medida finita (2, ), una funcién medible no negativa
esencialmente acotada F en Q y un operador unitario U : H — Lo := Lo(Q, u) tal que
UTU™ = D y |F|l, = 1, donde D : Ly — Lo estd definida por Df = Ff para cada
f e Ls.

Demostracion. Por el corolario 5.3.12, es suficiente verificar la primera parte del lema.
T es autoadjunto y acotado, ademas tenemos:

IT)| = | PaPpPall = || PsPal® = 1.

Fijamos algiin z € H y definimos y = Pjx.
Como Pp positivo,

(Tz,x) = (PAPpPjx,x) = (PgPax, Psx) = (Ppy,y) > 0.

Esto prueba que T es positivo en H.
O

Al insertar més términos en (\;), podemos suponer que la sucesién en (si) definida por
s = |1/Ax], contiene al conjunto de todos los nimeros naturales.

Ademas, al aumentar ligeramente algunas de las Ay podemos suponer que (1/\;) no con-
tiene nimeros enteros.
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Lema 2.2.7. spA, < 1 < (sg + 1)\g para todo k € N, s1 < s9 < -+ y cada si ocurre solo
una cantidad finita de veces.

Demostracion. Para cadan € N, definimos ko(n) := min{k|sp = n}y k1(n) := méx{k|sy =
n}. Por tanto, k1(n) = ko(n + 1) — 1, ko(n) — oo y

Sko(m—1 =T — l<n= Sko(ny = Skoemy+1 = **° = Sko(n+1)—1 < N+ 1 = Sko(nt1)-
Definimos v, 1= (Ao (n) -n)1/2k1(") para cada n € N. O
Lema 2.2.8. Para cadan € N ,

L > Meo(n) * Sko(n) = Meo(n) * 1 = 1 = Apo(n) (2.6)
O<a,<1lya,—1. (2.7)

Demostracion. Por definicién y el lema 2.2.7, tenemos que

1< )‘ko(n) ' (sko(n) +1)
La tdltima desigualdad implica que
L = Ao (n) < Mko(n)Sko(n) = Ako(n) = -

Ademds Agy(n) - n < 1 conlleva que 0 < ap, < 1. Ya que Ay, — 0, (2.6) implica que
Aio(ny -1 — 1. Esto junto con k1(n) — oo, prueba que a;, — 1.
O]

Lema 2.2.9. pu{F~!([1,00))} = 0.

Demostracion. Para ver esto, definamos S = F~!([1,00)) e y = U !}(Xg) donde Xg
denota la funcién caracteristica de S: Xg(t) =1sit € Sy Xg(t) =0 en otro caso.
Hay que probar que u(S) = 0. Ya que

1/2
Iyl = |0 (Xs)]| = I1Xs]l = ( / 1du) = [u(S)]? (2.8)

es suficiente probar que y = 0. Usando (2.8), tenemos:

Iyl = U™ DUy = [T D(Xs)|| = [0 (Fxs) |

1/2 1/2
— |Fxall = ( / F%) ge ( / 1du) — .
S S
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Esto demuestra que [|[Ty|| > ||y||. Pero como ||T|| = 1 por el lema 2.2.6, debemos tener
ITy|| = ||ly||- Deducimos que

Iyl = Tyl = [ PaPpPayll < [[PPayl < |[Payll < [lyll- (2.9)

Por tanto en (2.9) todo debe ser igualdades, entonces y € AN B = {0} y luego y = 0.
O

Lema 2.2.10. Si A y B son subespacios cerrados con AN B = {0}, entonces la aplicacion
no expansiva PgPy es estricta, es decir,

|PpPa(x) — PePa(y)|l < [lz - yll

para cada z,y,con x # y. Como consecuencia de esto, PsPgPa es también estricta.
Este lema es consecuencia inmediata del lema anterior.

Lema 2.2.11. Para cada € > 0, p{F~*((1 —¢,1))} > 0.

Demostracion. Yaque F~1{1} C F~1([1,00)), se deduce que el lema 2.2.9 que u{ F~1({1})} =
0. Por lo tanto, u{F~1((1 — ¢,1))} = p{F~Y((1 — ¢,1])} para cada ¢ > 0. Pero dado que
|F|l, =1, tenemos que u{F~'((1 —¢,1))} > 0 para cada € > 0. O

Lema 2.2.12. Para cada € > 0, existe €1 € (0,¢) tal que p{F~1((1 —¢,1—¢1))} > 0.

Demostracién. Para probar esto, es suficiente usar el lema 2.2.11 y observar que F~1((1 —
€,1)) es la unién numerable de los conjuntos F~1((1 —¢,1 — ¢/2F)). O

Lema 2.2.13. Eziste una sucesion de nimeros reales (8,) C (0,1) tal que o2 < B, <
But1 <1y p{FY([Bn,Bn+1))} > 0 para todo n € N.

Demostracion. Probemos esto por induccién. Para n = 1, tomamos 81 = o?, luego 31 < 1.
Elegimos ahora 81 < o < -+ < B < 1y B > a2 parak = 1,2,....,my u{F " ([Bk, Br+1))} >
Oparak=1,2,...,m—1.

Sea € := min{l — 0‘7271+1a 1 — Bm}. Luego ya que € > 0 y el lema 2.2.12, implica que existe

€1 € (0,¢) tal que u{F~1([1 —¢,1 —¢1))} > 0.

Tomamos fB,,4+1 := 1 — €1. Entonces 8,41 > 1 — € > Bp.

Ademss, Bni1 > 1—€> a2, +1- Finalmente,

P F " (B, Bz )} = p{ FH([1 — 6,1 — 1))} > 0.
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Definicion 2.2.14. Sea (3, el definido en el lema 2.2.13, para cada n € N, tenemos 5, :=
F~Y([Bn, Bus1]) v se define el vector e, € H y su imagen f,, por:

1
en = —U"1(Xg,)
U(S%)
1

fo=Uep=——"Xg, .
11(Sn)

Lema 2.2.15. ||e,|| = ||fnl| = 1 para cada n € N.

Demostracion. Esto se deduce de

lenll = 1Uenll = [l fnll = 1 Xs, || = 1. (2.10)

1
vV 1(Sh)

Lema 2.2.16.

1. TF = (U-'DU) =U'D*U.

2. DFf = F¥f para todo f € Lo(SQ, p).

3. Sif.g € La(Q ) y f(£)g(t) = 0 para p, para casi todo t, luego (D7 f, DFg) = 0 para todo
j,k € NU{0}.

Lema 2.2.17. Para todos los enteros j,k € NU {0} y m,n € N con m # n, tenemos
(TVem, T*e,) = 0. En particular, tomando j = k =0, {e,|n € N} es un conjunto ortonor-
mal.

Demostracion. Para verificar esto, notemos que (2.10) implica que f, = Ue, = mX S
"

para cada r € N. Luego Xg, Xg = Xg ns,, ya que S, NS, =0. Luego f,fmn =0, usando
1y 3 del lema 2.2.16, obtenemos que:

(TVep,, T*e,) = (UT1DIUe,,, U 1 D*Ue,) = (D’ fon, D* f,,) = 0.

Lema 2.2.18. 57’§+1 > HT’“enH > Bk > a2k para todo k,n € N.

Demostracion. La dltima desigualdad se deduce del lema 2.2.13. Ahora observemos que
2
1

Xs,
115p)

HT’fen g HU*D’“Uen
— / [Dkul(sn)XS”]Qd“

= 71 F%d,u.
V M(Sn) Sh,
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Ademas por la definicién de S,, (definicién 2.2.14), estd claro que

77
2k 2k
<—— | Fdu<g,.
" VulSa) &
Tomando raices cuadradas, se completa la demostracién. O
Definicién 2.2.19. Sea z) := > »° Le,. Como > 0%, 5 < oo y {en} es un conjunto
ortonormal, x) es un elemento bien definido de H.
Lema 2.2.20. HTk.%‘)\H > a?¥/n para todo n,k € N.
Demostracion.
k|2 K K
HT J?AH = (T%xy, T x))
o0 oo
= (T*(D_en/n), T (D em/m))
n=1 m=1
—Zl/nz 1/m(T*e,, T"e,,)
m=1
2 ||k, |2
= Z 1/n HT en (por el lema 2.2.17)
n=1
2 ||k |2

>1/n HT én

> ok /n? (por el lema 2.2.18).
Luego

k 2k
HT a:)\H > ay/n.

O
Lema 2.2.21. H(PBPA)]C.%‘,\H > A\, para cada k € N.
Demostracion. Fijamos un k € N y sea n = Si. Usando el lema 2.2.20,
|BoPayes| = [PaPoPa)fan| = [ r5]| = 02t /m = 029D = Ay 2 .
O

Lema 2.2.22. Para cada k € N, (Py, Pas,)* — Py = (PPa)*.



2.2. RITMO DE CONVERGENCIA 19

Demostracion. Sea P; = Py, y P = PPy, y sabemos que Py = P"Py. Ademés

P"Pyy = P" — P=P"(I — Py) = P, Py
= P"Py, (porque Pj;1es idempotente)
= (PPy.)" (va que P conmuta con Pj1)
— n y .
= . .
[(PaPyyi)(PLPyo)] (porque P;conmuta con Py;1 y Py,1 es idempotente)

O
Combinando los lemas 2.2.21 y 2.2.22, tenemos que
| (P P (@2) = Partn)|| = o

para cada k € N. Esto completa la demostracién de la dicotomia. O
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Capitulo 3

El método para varios subespacios

El método de proyecciones alternantes es un esquema iterativo para encontrar la mejor
aproximacion a cualquier punto dado en un espacio de Hilbert a partir de un conjunto
finito de subespacios cerrados. Este capitulo estd basado en el libro [3].

3.1. El algoritmo de Dykstra

En esta secciéon vamos a probar la convergencia de un algoritmo iterativo que permite calcu-
lar las mejores aproximaciones de la interseccion de un nimero finito de conjuntos convexos
cerrados, es decir, (;_; K;, reduciendo el problema a encontrar las mejores aproximaciones
de cada uno de los K;.

Sea K; un subconjunto convexo cerrado de un espacio de Hilbert H y sea K = (;_; K;.
Asumimos K # (), dado un = € H, queremos calcular Pk (x) (proyeccién no lineal y no
expansiva).

Notacion 3.1.1. Fijamos un x € H:

To = T, 6_(,,_1) = ...=€_1=€y)= 0
Tn = Pr, (Tn—1+ €n—r) (n=1,2,...)

€n = Tp—1tenpr—Tp==2Tp_1+Enp_p— PK[n] (xn—l + en—r)

donde
n] ={1,2,..,r}n{n—krlk=0,1,... }. (3.1)

Tenemos que probar que
lirrln |xn — Pr(x)|| =0 (3.2)

Notacién 3.1.2. P, := Pk, parai=1,2,...,7.

21
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Lema 3.1.3. Para cada n,
<$n - Y, en) > 0 para todo S K[n]

Demostracion. Sea x = Tp_1 + €n—pr, Yo = P[n} (Tpo1+en—r)y K= K[n], obtenemos para
todo y € K

<xn - Y, en) = <P[n] (-%nfl + enfr) —Y,Tn-1+t€n—p — P[n] (l‘nfl + enfr)> >0

Lema 3.1.4. Para cada n >0
T —2Tn=¢C€n_(r—1) T €p—(r—2) T "+ €En-1+€n.

Demostracion. Por induccién en n. Paran =0, z—xo=x—2 =0,y €,_(,_1) T €p_(r—2) +
-+ enp—1+ e, =0 por (3.1). Luego, suponemos que el resultado es cierto para n, veamos
que también lo es para n + 1:

T — Tyl = (. — ) + (T — Tpy1)
= (en—(r—1) T €n—(r—2) + -+ en-1+en) + (ent1 — €nt1-r)
=€n_(r—2) t€n—(r—3) t -+ en+enp1

=Cnt1—(r—1) T €nti—(r—2) T+ €n +Enq1.

[
Lema 3.1.5. Para cadan e N,0<m<ney€ K,
n n
lzm = yl? = len —yl> + Y Mok —2kalP+2 D (b, Thor — 1)
k=m+1 k=m+1
n m
2 ) lewm—y) =2 > lewzk— ). (3:3)
k=n—(r—1) k=m—(r—1)
Demostracion. Para un conjunto de vectores {¥Ym, Ym+1,---,Yn+1} €n H, tenemos

Hym - yn+1|| = H(ym - ym+1) + (merl - ym+2) et (yn - yn+1)||2

n+1

= D - wmlP+2 > Wi —veyi— )

k=m+1 m+1<i<j<n+1

n+1

n n
= lyn —vmnrrlP+ D Nk —wl®+2 D | DD Wi —vyi—y) |- (34)

k=m+1 i=m+1 \j=i+1
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Pero
n n+1 n n+1
A W —vyia—u) | = D Wi - Y. Wio1— )
i=m+1 \j=it1 i=m+1 =it

n

= > Wic1 — Yir¥i — Ynt1)- (3.5)
1=m+1

Sustituyendo y; por x;, para todo i < n e y,+1 =y en (3.4) obtenemos

n n

> Wit =iy~ 1) = D (@i — i, T — )
i=m-+1 i=m-+1
n
= > lei—eirzi—y)
i=m+1
n n
= Z (€i,x; —y) — Z (€i—r,Ti — Y)
i=m-+1 i=m-+1
n n
= Z <€i7 Ty — y> - Z [<6i—7“7 Ty — xi—’l’> + <ei—1”7 Lj—r — y)]
i=m-+1 i=m+1
n n n
= > lenwi—y)— Y {eimTic—y)+ > (€irTip—x5)
i=m+1 i=m+1 i=m+1
n n—r n
= Z (€i,; —y) — Z (e, i —y) + Z (€imry Timr — T;)
i=m+1 i=m+1—r i=m+1
n m n
= Z (e, i —y) — Z (ei, i —y) + Z (€ir, Timy — ;).
i=m-+1 i=m—r+1 i=m-+1

Volviendo a sustituir estos mismos valores por y; en (3.4) y usando la relacién anterior,
tenemos que

n n
lam —yl2 =l =yl + S Joei -zl +2 S (enai—y)
k=m+1 t=n—r+1

n m
+2 2 (€imry Tiyp — x4) — 2 Z (€i, i —y)

i=m-+1 i=m—r+1

lo que verifica (3.3). O
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Lema 3.1.6. {z,,} es una sucesion acotada y
o0
> llzkoy — zl® < oo (3.6)
1

En particular tenemos

|xn—1 — zn|| = 0 cuando n — co. (3.7)

Demostracion. Estableciendo m = 0 en (3.3), el tercer y el cuarto término son no negativos,
por el lema 3.1.3, mientras que el iltimo término es cero. Asi tenemos que

n
oo = ylI2 < law — 9l + > llz — a2
k=1

para todo n, por lo que {||z,, — y||} acotado y se cumple (3.6). Por lo tanto, z,, es acotado
también. Finalmente, (3.6) implica (3.7). O

Lema 3.1.7. Para cualquier n € N
n
lenl] < Z [wk—1 — zk |- (3.8)
k=1

Demostracion. Por induccién en n.
Para n=1,

leil] = lxo — x1 — e1—|| = ||xo — 21|

ya que e; = 0 para todo ¢ < 0. Ahora asumimos que (3.6) es cierto para todo m < n.
Luego

lent1ll = 1T — Tnt1 + enti—rl| < 20 — Tngall + lens1—||
n+l—r n+1
< an = 2ol + Y Noeer — 2kl D lzror — )
k=1 k=1
implica que (3.8) es cierto para n + 1. O

Lema 3.1.8.
n
limninf\/ﬁ Z [(z, — xp,ex)| = 0.

k=n—(r—1)
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Demostracion. Usando la desigualdad de Schwarz y el lema 3.1.7, tenemos

n n
Yo Mak—zme) < D el low — anl
k=n—(r—1) k=n—(r—1)

n

S S (iuxi_l—xi@

k=n—(r—1) \Jj=1 i=k+1
n n
<) i — > iy — i)
j=1

i=n—(r—2)

Definiendo a; = |||z;—1 — x;]|, es suficiente probar que

h’rr%ianaj ( Z a;) = 0. (3.9)

Pero

por el lema 3.1.6. Usando de nuevo la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

n n 1/2
e ($24) "<
1 1

para cada n. Para verificar (3.9), basta comprobar que
n
lim inf v/n > a=0 (3.10)
k=n—(r—2)
Para probar esto, definimos
n
p = limninf vn Z a;.
k=n—(r—2)
Si (3.10) fuese falso, tendrfamos que p > 0. Asumimos p < oo (para p = oo la demostracién

es similar). Luego

n
1
vn Z a; > 5P (para n suficientemente grande).
k=n—(r—2)
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Asi Z?:n_(r_m a; > p/(2y/n) para n suficientemente grande. Usando la desigualdad de
Schwarz, se deduce que

2

2
% < | Z a; | <(r—1) | Z a? (para nsuficientemente grande)
i=n—(r—2) i=n—(r—2)

Para algiin entero N,

Por lo tanto,

9] pQ 00 n
S T S
n=N n=N i=n—(r—2)
o
< (T‘ - 1) Z [ai—(r—Z) + an—(r—3) + + CL%
n=N
o0
<(r—1)22a?<oo
n=N
O
Lema 3.1.9. Ewriste una subsucesion {xy,} de {x,} tal que
limsup (y — zpn,;,* — ;) <0 para caday € Ky (3.11)
J
n;
L [ (3.12)

! k=n;—(r—1)

Demostracion. Usando el lema 3.1.4, tenemos que para todo y € K, n >0

(Y — Tp,x — pn) = (Y — T, Cn—(r—1) T €n_(r—2) + -+ en)

n

= Z (y — zp, ) (3.13)

k=n—(r—1)

= Z (y — zp, er) + Z (Tk — T, k).

k=n—(r—1) k=n—(r—1)
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Por el lema 3.1.3, el primer sumando no es mayor que cero. Por lo tanto,

n

(y —xp,x — xp) < Z (xp — Tn, €F). (3.14)
k=n—(r—1)

Deducimos, por el lema 3.1.8, que la subsucesién {n;} de N tal que

"

lim E [(xr — 2n;, ex)] = 0. (3.15)
j
k=n;—(r—1)

La parte derecha de (3.14) no depende de y, de aqui se deduce que (3.15) implica que (3.11)

y (3.12) son ciertos.
O

Recordatorio 3.1.10. Sea K; un subconjunto convexo cerrado de un espacio de Hilbert
H ysea K =();_, K;. Para cada = € H:

g = T, 6—(r—1) =..=€_1 =€) = 0
Tn = Pr, (Tpn—1+ €n—r) (n=1,2,...)

€n '=Tp-1+€n—p —Tp =Tp-1+€p—p — PK[n] (xn—l + 6n—r)

donde
n] ={1,2,..,r}n{n—krlk=0,1,... }. (3.16)

Teorema 3.1.11 (Teorema de Boyle-Dykstra). Sea Ki,..., K, subconjuntos converos ce-
rrados del espacio de Hilbert H tal que K = (\,_; K; # 0. Para cada x € H, definimos la
sucesion {x,} como en (3.16). Luego

lim ||z, — Pg(x)| = 0. (3.17)
n
Demostracion. Por el lema 3.1.9, existe una subsucesién {x,,} tal que

limsup (y — Zp;,* — Tn;) <0 paracaday € K. (3.18)
J

Como x,,; es acotado por el lema 3.1.6, hay un yo € H tal que

Tn; — Yo (319)

lim ||z, || existe. (3.20)
J



28 CAPITULO 3. EL METODO PARA VARIOS SUBESPACIOS

Tenemos que
lyoll < dm inf fln; [} = 1im f[zn, (3.21)

Como hay un numero finito de conjuntos K;, un infinito nimero de los x,; debe estar en
un solo conjunto K;,. Por (3.7), x,, — x,—1 — 0. Por una aplicacién repetida de este hecho,
observamos que todas las sucesiones {1}, {Zn;+2},... convergen débilmente a yo y por
lo tanto, yo € K; para todo . Esto significa que

o € K. (3.22)
Para cualquier y € K, (3.21) y (3.18) implica que

(y —yo,z — o) = (¥, ) — (¥,50) — (o, 2) + [|vol?
< h’;n [(y,x> - <y7xnj> - <xnj7x> + HanH2]

J

Por el teorema de mejor aproximacién de conjuntos convexos,
yo = Px(x). (3.23)

Ademads, poniendo y = yg en las anteriores desigualdades obtenemos la igualdad y por lo
tanto,

lim 1z, 17 = llyoll? (3.24)
y
lim (yo — zn,,® — Ty,) = 0. (3.25)
j
Por (3.19) y (3.24), se tiene que
[#n; — yoll — 0. (3.26)
Por lo tanto,
[2n; = P ()]l = l[2n; = yol = 0. (3.27)

Para acabar con la demostracién, debemos probar que toda la sucesién {z,} converge a
yo. De la ecuacién (3.13) con y = yg y n = n;, conseguimos

nj nj

Wo—wnpw =) = Y o—wmer)+ Y, (wk—wny,en) (3.28)

k=n;—r-1) k=n;—(r—1)

El lado izquierdo de (3.28) tiende a cero cuando n tiende a infinito por (3.25), mientras
que el segundo sumando de la derecha tiende a cero por (3.14). Por lo tanto,

nj
m > (yo— zk,ex) =0, (3:29)

! k=n;—(r—1)
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Usando los lemas 3.1.5 y 3.1.3 con m = nj y y = yo, podemos observar que para todo
n =mnj,

5
lm, = 0l > llow —0l2 =2 S {eks 2k — 90)
k=n;—(r—1)
6
nj
20 — yol|* < [@n; — yoll” +2 Z (e, Tk — Yo)-
k=n;—(r—1)

Pero ambos términos de la derecha de la desigualdad tienden a 0 cuando j — oo por (3.26)
y (3.29). De aqui se deduce que lim ||z, — yo|| = 0, lo que completa la demostracion.
n

O

El resultado obtenido por von Neumann fue extendido posteriormente por Halperin a una
familia finita de subespacios cerrados.

Corolario 3.1.12 (Halperin). Sea M, ..., M, subespacios cerrados en un espacio de Hil-
bert H y M = (,_y M;, luego para cada x € H se tiene que

lim (Pyy, - -+ Pa)" () = Py(z).

n—oo

Este teorema ya esta demostrado para subconjuntos convexos cerrados, por lo que también
es cierto para subespacios cerrados.

3.2. Convergencia geométrica

Si My ... M, son subespacios cerrados en un espacio de Hilbert H y M = (,_, M;, por el
corolario anterior tenemos que para todo x € H :

lim ||(Pas, ... Puy )" (z) — Py(x)]| =0
n—oo

Entonces
[(Pa, - - - Pary)" (x) = Py (@) || < Bp(n)||z|| (3.30)

donde By (n) := ||(Pas, - - - Pary )™ — Pas|| siendo esta la cota més pequena para (3.30) inde-
pendientemente de x.

Lema 3.2.1. Sea M - -- M, subespacios cerrados de H y M = (\;_; M;. Entonces:
(1) Py1 es idempotente y autoadjunto.

(2) Pys1 conmuta con cada Py oy con Py, -+ Pag,.

(3) Parai=1,...,r, Py,(x) =z para todo x € M y Py, (M*) € M*. Por lo tanto,
Py, - Pypx = x, para todo x € M y Py, - Py, (ML) € M*.
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Demostracion.
(1) Probemos primero que Py es idempotente, es decir, que Py (Pys(x)) = Pas(z), o lo que
es lo mismo que PJ@ = P);. Esto se debe a que cada y € K es su propia mejor aproximacion
en M: Py(y) = y. Como Py es idempotente, entonces Py,;1 también lo es. Veamos ahora
que es autoadjunto, para todo =,y € H, la caracterizacion de la mejor aproximacién de
subespacios implica que (Pys(x),y — Py(x)) = 0 y por lo tanto,

(Py(x),y) = (Pu (), Prr(y))- (3.31)

Cambiando x por y y viceversa en (3.31) obtenemos

(z, Prr(y)) = (Py(y), x) = (Pu(y), Pur () = (Pu (@), Pu(y)) = (Pu(),y)-

Hemos probado que Pys es autoadjunto, por lo que P;;1 también lo es.

(2) M € M; para todo i ya que Py conmuta con P;, ademas tenemos que
Py Pi= (I — Py)P; =P, — Py Py =P, — PiPyy = P;(I — Py) = PPy

Luego P,;1 conmuta con P; y ademéas Pj;1 conmuta con P, ... P.

(3) Si x € M, entonces x € M; para todo i, por lo que Pix = x. Como Py;1 y Py,
conmutan, para todo & € M~ se tiene:

Pur, (%) = Pag, Pyyo(x) = Py Py, € M
y Py, € M. Ademés Py, - Pyyx =y P, -+ - Par, (M) € ML
O
Lema 3.2.2. Sea M ... M, subespacios cerrados en H y M = (\;_, M;. Para todo n € N,
(Pa, -+ Pa)" = Py = (Pag, -+ Pany)" Pape = (Pag, - Pa Py )" = (Qr - Q)" (3.32)

donde Q; = PM],OML para j =1,...,7r. En particular,

1Pz, -+ Pay )" = By gl = 1@ - Q)" = [[(Qu -+ - Q)" (3.33)
Demostracion. Sea P; = Py, y P = P, --- Pj, como el adjuntode (Q - - Q1)" es (Q1--- Qy)",
tenemos la tltima igualdad de (3.33), por lo que basta probar las otras desigualdades de
(3.32). Usando el lema 3.2.1, tenemos que Py; = PPy y que

P"— Py =P"—P"Py=P"(I—Py)=P"Py.
=P"Py. (Pyy1 idempotente)
= (PPy )" (P conmuta con Py1)
— [(PPyps) - (PLPy )"

ya que P; conmuta con Py;1 y Py1 es idempotente. Como hemos demostrado en el lema
3.2.1 (3) que Pyj,(M*) C M+ tenemos que Py, Pyi = Pypapst = Qi O
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Ahora supongamos r = 2, para demostrar que el limite para el teorema 2.2.2 es el maés

pequeno posible.
Teorema 3.2.3. Para todo n € N,

1(Paty Pary )™ = Py, | = e(Mi, Mo)?"
Demostracion. Por el lema 3.2.2, tenemos que

| (Paty Prry )™ = Paryrass || = [[(Q1Q2)" |

con Q; = Pypn(arni)t- Como el adjunto de (Q1Q2)" es (Q20Q1)", por tanto

1(Q1Q2)"1” = I(Q1Q2)"(Q2Q1)" |

y obtenemos de aqui

(Q1Q2)™(Q2Q1)™ = (Q1Q2Q1)* .
Como Q1Q2Q1 autoadjunto por (3.36) y

1(Q1Q2)" 117 = 1(Q1Q2Q1)*" || = |Q1Q2Qu 1"~

entonces

[Q1Q2Q1] = [(Q1Q2)(Q2Q1) || = [(Q1Q2)(Q1Q2)*[| = |Q1Q2”

= [|Paryn(an i) Prasn(an )2 12 = e(Mi, M),

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Por (3.8), [[(Q1Q2)"||? = c(My, Ms)*?*=1) y sustituyendo en (3.35) tenemos el resultado.

Observacion 3.2.4. Podemos obtener una cota de B,.(n) del lema 3.2.2
Br(n) = [|(Py, - Par)" = Pull < [|Pas, -+ Pary Py ||

para todo n , donde M = (;_, M;.
En particular,

Ba(n) = [[(Q1Q2)"]| < |Q1Q2|" = (M1, Ma)".

O
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Capitulo 4

Diversas aplicaciones del método

En este capitulo estudiaremos diferentes areas de las matematicas donde el método de las
proyecciones alternantes ha desempenado un papel importante.

4.1. Sistemas de ecuaciones lineales

En primer lugar, veremos que este método nos permite encontrar una solucién a los sistemas
de ecuaciones lineales, este método iterativo es llamado el método de Kaczmarz [3].
Consideremos el tipico problema de resolucién de sistema de ecuaciones lineales

Ax =10

donde la matriz A € R™"™, x € R" y b € R". Este problema puede generalizarse para cual-
quier espacio de Hilbert H. Encontrar una soluciéon de Az = b es equivalente a encontrarla
en la interseccion de los r hiperplanos cerrados.

Sea H un espacio de Hilbert, y1 ...y, € H\{0}, ¢1,...,¢, € R, queremos encontrar un
punto x € H, si existe, que satisface las ecuaciones:

(x,y;) =¢; (i=1,2,...,7).

Sea K; :={y € H|(y,yi) =i} y K =();_; Ki. Ademés z satisface las ecuaciones si y solo
size K.

Suponiendo que K # (), la proyeccién sobre los hiperplanos cerrados K; viene dado por la
siguiente expresion

PKZ'(Z) ==z [<Zay7l> _Ci]‘

_
il
Para encontrar dicha solucién, fijamos un g € R" y por induccién definimos

vy = (Pr, Pr,_, - Pk, )Tn-1.
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Entonces, el método implica que x,, - Pxzo cuando n — co. Por tanto, Pxxg es la solu-
ciéon mas cercana a x( del conjunto de ecuaciones anteriores.

En particular, si el espacio de Hilbert es lo(N) v y; = (a;1,...,a;5) para i =1,...,r, las
ecuaciones se escriben como

N
> aija(h) = i (4.1)
j=1

Comenzando con xg = 0, el algoritmo de von Neumann produce una sucesiéon de puntos
{zn} en l2(IN) que converge geométricamente a la inica solucién de (4.1).

Muchos otros autores han dado extensiones y generalizaciones del método de Kaczmarz.

4.2. Sistema de inecuaciones lineales

Sea H un espacio de Hilbert, y1,...,y, € H\{0}, ¢1,...,¢, € R, queremos encontrar un
punto x € H, si existe, que satisface las inecuaciones:

(i) <ei (i=1,2,...,7). (4.2)
Sea K; :={y € H|(y,y:) < ¢}y K =(_; Ki. « resuelve (4.2) si y solo si z € K.

Asumimos K # (). Para obtener un punto en K, comenzamos con cualquier 79 € H y
generamos la sucesién {x, } segun el algoritmo de Dykstra, que converge a P (xo).

Veamos el caso particular H = ls(N) y y; = (a;1,...,a;n) parai = 1,...,r, las inecuaciones
se escriben como

N
> aiz(h) < i (4.3)
j=1

Por lo que hemos observado, el algoritmo de Dykstra es una forma eficaz de resolver sistema
de inecuaciones lineales.

4.3. Restauracion de imagenes

René Escalante [4] describe el proceso de restauracién de imagenes usando el método de
las proyecciones alternantes donde establece un esquema iterativo para resolver dicho pro-
blema.

Para ello, consideramos dos subespacios cerrados A y B que estan contenidos en un espacio
de Hilbert H y supondremos que un elemento x € H pertenece también al subespacio B,
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del cual sélo se conoce su proyeccién sobre el subespacio cerrado A, es decir, y = Pax. Por
medio de un proceso inverso se reconstruye la imagen x a partir de y, es decir, se desea
encontrar la mejor aproximacion a la imagen original. Todo elemento x en un espacio de
Hilbert H se puede escribir como # = z +w, donde z € Ay w € At y Py = (I — Py.).
Ademsds como = € B, x = Pgz. Tenemos

Yy = PAx
= PAPBJL'
= (I — PAL>PB$
= PBJ} - PAJ_PB.ZU
=T — PAJ_PBx.
Por lo que, x = y + P41 Ppx. Entonces tenemos el siguiente esquema iterativo:
1. 2p41 =y + Py Ppzy,.
2.y=x— P4y Ppx.
3. lim (PyPp)"x = Panpz.
n—oo
4.2, =y.

Aplicando 1 de forma sucesiva y suponiendo 2 obtenemos
Tp+1 =« — (P4 Pp)"z + (P41 Pp)"z1.
Y por 3 y 4, llegamos a
lm @p41 =2 — Pyinp® + Patqpy.

Este esquema converge a z, solucién del problema, si AT N B = {0} o equivalentemente
si ||P4.Pp|| < 1. Si ninguna de estas dos condiciones se cumple no podemos asegurar la
convergencia del esquema iterativo.

Para las siguientes aplicaciones nos hemos basado en el libro [2].

4.4. Solucién al problema de Dirichlet

Schwarz describié lo que él llamo el ”Método alternante” para solucionar el problema de
Dirichlet en una regién irregular en el plano, que es la unién de regiones regulares. Este
método permite obtener una solucién de dicho problema para una ecuacion diferencial de
tipo eliptica en los dominios D, que se puede representar como la unién de un ntimero fini-
to de dominios D; (j = 1,...,7) en los que ya se conoce la solucién al problema de Dirichlet.
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Por ejemplo, supongamos D; y Do dos discos superpuestos en el plano y sea D = D1 U Ds.
Llamamos 0S a la frontera de cualquier conjunto S en el plano y supongamos que f es una
funcién real y continua en dD. El problema de Dirichlet en D consiste en determinar una
funcién u en D tal que

Au=0 enD

u=f sobredD.

En este caso Au := % + g% es el laplaciano de u.

Como |f| < M, podemlos extender f a una funcién continua f; sobre dD;. Primero resol-
vemos el problema de Dirichlet en D; con f; sobre 0D;. Luego utilizamos esta solucion,
u1, para obtener una extension continua fs de f sobre dDs. Resolvemos ahora el problema
de Dirichlet en Dy con valor de frontera fs sobre 0D, para obtener una solucién armoéni-
ca v1. Continuamos de la misma forma, alternando D; y Dy para obtener una sucesion
u1,v1,u2,v2 . .. tal que {u,} converge uniformemente a una funcién arménica u sobre Dy,
{vn} converge uniformemente a una funcién v sobre Dy y u = v en D; N Dy. Luego la
funcién

u sobre Dy

v sobre D\D;

resuelve el problema de Dirichlet sobre D.

El método alternante de Schwarz también se utiliza para resolver problemas de valor
frontera de naturaleza mas general para ecuaciones generales de tipo eliptico (incluidas
ecuaciones de un orden mayor que dos) bajo ciertas condiciones adicionales y también en
dominios en el espacio.

4.5. Ncleos de Bergman

En 1983 Skwarcsynski demostré como calcular el niicleo de Bergman para los espacios de
Hilbert Lo(D) utilizando este método.

Supongamos que D es una uniéon de dominios D; en C" con ¢ = 1,...,m, es decir,
D = |J{" D;. Suponemos que los nicleos de Bergman Kp, para las regiones D; son co-
nocidos. Lo que tenemos que hallar es el nicleo de Bergman Kp para la regién D.

Sea
F; = {f € La(D)| f es holomorfa en D;}
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(i=1,...,m), por lo que F; es un subespacio cerrado en La(D). Fijando cualquier t € D,
imponemos que t € Dy y definimos f € Lo(D) como

Kp,(z,t) si z € Dy

f(z) =
0 si z € D\D;y.

Luego obtenemos la sucesién

fi=Prf, fo=Prfi,..., [m=Pr,fm1,

fm—l-l:PFlfm: fm+2:PF2fm+la---

que converge en La(D) a Kp(-,t).

4.6. Otras aplicaciones

Ademadas de las nombradas anteriormente, el método se ha utilizado para muchas mas
aplicaciones en diversos campos de las matematicas. En probabilidad y estadistica, por
ejemplo, Wiener y Masani han utilizado el método en la teoria lineal de la prediccién
y Burkholder y Chow estudiaron cuando la convergencia de la norma en L?(u) para el
método podria ser sustituido por la convergencia en casi todo punto. Dykstra demostrd
que el método se mantiene en el espacio ¢2(n) cuando los subespacios son conos convexos
cerrados. También Deutsch lo utilizé para la aproximacion de funciones Multivariables,
ademaés de ser utilizado para otros estudios como la regresién isétona y convexa.
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Capitulo 5
Apéndice

El objetivo de este capitulo es presentar algunas definiciones, teoremas y proposiciones
importantes que seran de gran utilidad para los capitulos anteriores.

5.1. Resultados auxiliares conocidos del grado

Definicion 5.1.1. Sea H un espacio vectorial sobre el cuerpo C de los niimeros complejos,
un producto escalar sobre H es una aplicaciéon (- ,-) de H x H en C tal que

(x,z) > 0Vx € H;

(x,z) =0 siy solo si x = 0;

(z,y) = (y,z) Va,y € H;

(ax + Py, z) = oz, 2) + By, z) Vx,y,z€ H, a, € C.

Un espacio vectorial dotado de un producto escalar es un espacio prehilbertiano.

Definicién 5.1.2. La norma de « € H es ||z| := y/(z, ), se cumple que

|lz|| >0, ||z|| = 0 si y solo si x = 0

o+ yll < llzll + 1yl para 2,y € H;

|laz|| = |a| ||z|| para xz € Hy o € C.

Definiendo d(z,y) = || — y|| se obtiene una distancia en H. Un espacio vectorial dotado
de una norma es un espacio normado.

Definiciéon 5.1.3. Sea M un espacio métrico, decimos que M es completo cuando toda
sucesion de Cauchy converge a un punto de M.

Proposicién 5.1.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).
(o)l <lzl-llyl  =yecH

Definicion 5.1.5. Un espacio prehilbertiano que es completo para la distancia inducida
por el producto escalar es un espacio de Hilbert.

39
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Definicidon 5.1.6. Se llama espacio de Banach a un espacio normado que es completo para
la distancia inducida por su norma.

Definicion 5.1.7. Sea H un espacio prehilbertiano, dos vectores x,y € H son ortogonales
si (z,y) = 0; se denota por = L y. Se llama ortogonal de un conjunto A al conjunto A+ de
todos los vectores ortogonales a los vectores de A, es decir, At = {x € H : 2 L y,Vy € A}.
At es un subespacio vectorial cerrado.

Definicion 5.1.8. Un subconjunto C' de un espacio vectorial es convexo si para todo par
de puntos x,y € C'y todo escalar A\ € [0, 1], se tiene que Az + (1 — \)y € C.

Teorema 5.1.9 (Teorema de la proyeccién). Sea H un espacio de Hilbert y M un subespa-
cto vectorial cerrado de H. Para todo x € H existe un unico par de aplicaciones P : H —
M, Q: H — M*, tales que x = Pz + Q.

Las aplicaciones P y Q son las llamadas proyecciones ortogonales de H sobre M y M,
respectivamente.

Proposicion 5.1.10. Sea H un espacio de Hilbert y M una variedad lineal de H, entonces
M~ es un subespacio cerrado de H.

Teorema 5.1.11 (Teorema de Hahn-Banach). Sea E un espacio vectorial real y M un
subespacio de E. Supongamos que p es un funcional sublineal sobre E, y f : M — R es
una aplicacion lineal tal que f(xz) < p(x) para todo x € M. Entonces, eziste una aplicacion
lineal g : E — R tal que g|lpr = f y g(x) < p(z) para todo x € E.

Teorema 5.1.12 (Teorema de Banach-Steinhaus). Supongamos que X e Y son espacios
normados y que A C L(X,Y). Consideremos las siguientes propiedades:
(a) La familia A es puntualmente acotada, es decir,

sup ||A(z)|| < oo para cada x € X.
AcA

(b) El conjunto B = {x € X : suppcy [|A(z)|| < oo} es de segunda categoria.

(¢) La familia A estd uniformemente acotada, esto es, suppc 4 ||A(z)|| < co. Entonces (b)
implica (¢), y (c¢) implica (a). Si, ademds, X es un espacio de Banach, entonces las tres
propiedades (a), (b) y (¢) son equivalentes.

Teorema 5.1.13 (Teorema de Liouville). Sea f : C — C una funcion entera y acotada,
es decir, existe M > 0 tal que

lf(z)|] <M VzeC
entonces resulta que f es constante.

Teorema 5.1.14 (Caracterizacién de mejor aproximacién de conjuntos convexos). Sea K
un subconjunto convero de un espacio escalar X, x € X e yo € K. Entonces yo = Pk (x)
st y solo si

( =0,y — ) <0 VyeK.
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5.2. Teoria elemental de las algebras de Banach

Para esta parte del apéndice hemos utilizado el libro [7].

Definicion 5.2.1. Un &lgebra compleja es un espacio vectorial A sobre los complejos en
el que se define una multiplicacién asociativa y distributiva,

x(yz) = (zy)z, (x4y)z=2z4+yz, z(y+z)=zy+az
para x,y,z € Ay que estd relacionado con la multiplicacién por un escalar
a(ry) = z(ay) = (azx)y

para x,y € A.
Decimos que A es un algebra compleja normada si hay una norma definida en A y si
satisface la siguiente desigualdad:

lzyll < ll=[ [y (5.1)

Vr,y € A.
La desigualdad anterior convierte a la multiplicacién en una operaciéon continua, lo que
significa que si , = = € Yn — Y, TnYn — Ty vy tenemos la siguiente igualdad

TnlYn — TY = (mn - x)yn + m(yn - y)'

Ademas A tiene una unidad, es decir, que existe un elemento e tal que
re=er=2x (x€A).

Dicho elemento unidad es tnico (¢! =e’e =¢€) y [le| > 1.
Ademas A tiene un tnico elemento invertible x si existe un elemento z~! tal que

Definicién 5.2.2. El espectro de un elemento z € A, o(z), es el conjunto de todos los
numeros complejos A tal que z — e es no invertible.

Teorema 5.2.3. Seax € A y ||z|| <1, entonces e+x € G (conjunto de todos los elementos
invertibles de A)

(e+x)7 ! = Z(—l)"w" (5.2)
n=0
)

[ElS

H(e—l—x)_l—e—i-ng )
L — [z

(5.3)
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Demostracion. La desigualdad se satisface por que la norma cumple que ||z"| < ||z||". Si
sy=e—x422— -+ (=D)N2V
{z,} es una sucesién de Cauchy en A. Como la multiplicacién es continua y

(e+z)sy =e+ (-1)NVa" ! = sy(e+2)

observamos que (e + z)y = e = y(e + ). Lo que da (5.2). Para obtener (5.3) tenemos

oyl NS o« N o 2]
n=2 n=2 n=2

O
Teorema 5.2.4. Siz € G, |[z7ly| =1/a, h€ A, y |h]| < B < a. Luegox + h € G y
1 1 1, —1 8
h)™ —x~ “TheT | € ———. 5.4
o) = e e < (5.4

Demostracion. ||z~ 1h|| < B/a < 1, por lo tanto, e + 2~ *h € G, por el teorema 5.2.3 y ya
que x + h = x(e + 27 h) "'zl tenemos que x +h € G y

(x+h) "t =(e+ath) Tt
Asi
(z+h) =2zt et ha = [(e+ 27 W) —e a7 AL
La desigualdad (5.4) proviene del teorema 5.2.3 sustituyendo = por x~1h. O

Corolario 5.2.5. G es un conjunto abierto y la aplicacion x — =1

que va de G a G.

es un homomorfismo

Demostracion. Para ello, sea © € G y ||h|| — 0, (5.4) implica que

(x4 h)"t =271 —o0.

Por lo tanto, x — x~! es continua, es una aplicacién que va de G a G y es su propia inversa,

por lo que tenemos un homomorfismo. O

Corolario 5.2.6. La aplicacion x — x~' es diferenciable. Su diferencial para cualquier

x € G es el operador lineal que lleva h € A a —x 'ha™?.

Corolario 5.2.7. Para cada x € A, o(x) es compacto y |A| < ||z]| si X € o(x).
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Demostracién. Por reduccién a lo absurdo, si [A| > ||z]|, luego e— A~z € G, por el teorema
5.2.3, sabiendo que es cierto también para z — e = —\(e — A~'z); entonces A € o(z). Para
probar que o(x) es cerrado observemos que (a) A € o(z) si y solo si x — Xe & G, (b)
el complementario de G es un subconjunto cerrado de A, por el corolario 5.2.5; y (¢) la
aplicacién A — x — Ae es una aplicacién continua en el plano complejo en A. ]

Teorema 5.2.8. Sea ¢ un funcional lineal y acotado en A, fijamos x € A y definimos
) =dllz=2re)7] (A o(@)
Entonces, f es holomorfa en el complementario de o(z) y A — 0 cuando n — co.

Demostracion. Fijamos A € o(x) y aplicamos el teorema 5.2.4 con x — Ae en lugar de x y
con (A — p)e en lugar de h. Veamos que hay un constante C', que depende de \ y z, tal que

Iz = pe)™ = (x = Ae) ™" + (A = p)(x = Xe) %[ < Clu = A]”
para todo p que esté suficiente cerca de A. Por lo tanto,

(z—pe)™t — (z—Ae)™
= A

— (. — Xe) ™2 (5.5)

cuando p — A. Si aplicamos ¢ en ambos lados de (5.5), la continuidad y linealidad de ¢

muestra que
fw) =)
T — A
Asi que f es diferenciable y por lo tanto, holomorfa fuera de o(x). Finalmente, cuando
A — 00, obtenemos

M) = oM@ = re) ™' = (z/A — e) 7] = d(—e)

por la continuidad de la aplicacién inversa en G. ]

— ¢[(x — )\e)_z}.

Teorema 5.2.9. Para todo v € A, o(x) es compacto y no vacio.

Demostracion. Ya sabemos que o(x) es compacto. Fijamos z € Ay \g & o(z). Entonces,
por (z—Xge)~! # 0y el teorema de Hahn-Banach, obtenemos la existencia de un funcional
¢ lineal y acotado en A tal que f(Ag) # 0, con f definido como en el teorema 5.2.8. Si
o(x) fuese vacio, el teorema 5.2.8 implica que f es una funcién completa que tiende de 0
a 00, por tanto f(A) = 0 para todo A, por el teorema de Liouville, y esto contradice que
f(Xo) # 0. Asi concluimos con que o(z) no vacio. O

Teorema 5.2.10 (Gelfand-Mazur). Si A es un dlgebra de Banach compleja con una unidad
en la que cada elemento distinto de cero es invertible, entonces, A es el campo complejo. Un
dlgebra en la que cada elemento invertible es distinto de cero, se llama dlgebra de division.
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Demostracion. Six € Ay A\ # Ao, al menos uno de los elementos z — A\e y £ — Aae deben
ser invertibles, ya que ambos no pueden ser cero. Se sigue del teorema 5.2.9 que o(x) esta
formado por un solo punto, A(z), para cada x € A. Como = — A(x)e es no invertible, debe
ser 0, por tanto, z = A(z)e. La aplicacién x — A(z) es aqui un isomorfismo de A en el
plano complejo, que ademds es una isometria, ya que |A(z)| = ||A(z)e| = ||z|| para todo
T € A. O

Definicién 5.2.11. Para cualquier z € A, el radio espectral p(x) de z es el radio del disco
cerrado més pequeno con centro en el origen que contiene a o(x):

p(x) =sup{|A[ : A € o(z)}

Teorema 5.2.12 (Férmula del radio espectral). Para cada x € A,

nHl/n

lim ||V = p(a)

n—oo

Demostracion. Fijamos x € A, sea n un entero positivo, A un nimero complejo y asumimos
que A" & o(x™). Tenemos

(2" — N') = (z — Xe)(x" L+ Az 2 4+ 4 A" Le).

Multiplicando ambos lados por (2 — A"e)~!, demostramos que x — Ae es invertible, por
tanto A € o(x).

Luego si A € o(z), A" € o(z™) para n = 1,2,.... El corolario 5.2.7 y el teorema 5.2.4
prueban que [\"| < ||z y por lo tanto, [A| < ||z"|'/".
Esto da
p(z) < liminf ||z"||*/". (5.6)
n—oo

Ahora, si |A| > ||z|| verificamos que

o0

(e — x) Z ATl — e, (5.7)

n=0

La serie anterior da —(x — Ae)~!. Sea ¢ un funcional lineal y acotado de A y definimos f
como en el teorema 5.2.8. Por (5.7), la expansién

FO) == pma ! (5.8)
n=0

es cierta para todo A tal que |A| > ||z||. Por el teorema 5.2.8, f es holomorfa fuera de o(x),
por lo tanto también en el conjunto {\ : |A\| > p(x)}. De aqui obtenemos que la serie de
(5.8) converge si |A| > p(x). En particular,

sup [p(AT"2")[ < oo (JAl > p(x)) (5.9)
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para cada funcional ¢ lineal y acotado de A.

Esto es consecuencia del teorema de Hahn-Banach, que la norma de cualquier elemen-
to de A es la misma que su norma como un funcional lineal en el espacio dual de A. Ya que
(5.9) se cumple para todo ¢, podemos aplicar el teorema de Banach-Steinhaus y concluir
que para cada A con |A| > p(z) se corresponde un numero real C'(\) tal que

A2 <O\ (n=1,2...). (5.10)

Multiplicando (5.10) por |A|"™ y tomando la raiz n-ésima, tenemos

2" < IA[CY™ (n=1,2...). (5.11)

si || > p(x) y por tanto,
h;m sup ||z |V < p(a). (5.12)
El teorema concluye con (5.6) y (5.11). O

5.3. El teorema espectral para operadores hermiticos

En esta seccién nos vamos a basar en el articulo [5].

Sea ¢ una funcién medible, acotada y compleja en un espacio medible X con medida p. Se
define el operador A en L?(p) como (Af)(x) = é(x)f(x), este operador es la multiplicacién
inducida por ¢. Si X es finito entonces A es diagonal.

Notacién 5.3.1. A(f1,..., fn) = {(D1f1,- ., Onfn)-

Teorema 5.3.2 (Teorema espectral). Todo operador hermitico es unitariamente equiva-
lente a una multiplicacion. Es decir, si A hermitico en un espacio de Hilbert H, entonces
existe una funcion ¢ real, medible, acotada en un espacio medible con medida 1 y existe
una isometria

U:L*(u) — H tal que

(UTAUf) (@) = 6(a)f(z) @€ X, f € L(u).

Herramientas para la demostracién:

1) Definicién de espectro

Definicion 5.3.3. Sea z un nimero complejo, se dice que dicho z pertenece al espectro
de un operador A si el operador A — z no es invertible.

En dimensién finita, esto equivale a decir que A — z no es inyectivo de modo que z es un
valor propio, por tanto, z pertenece al espectro puntual. Pero en dimensién infinita, A — z
puede ser inyectivo pero no sobreyectivo. En general, hay més elementos en el espectro de
un operador que sus valores propios.
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2) Igualdad de la norma y radio espectral

Definicién 5.3.4. Si el espectro de A es A(A), el radio de A se define como
p(4) = sup{|A| : A € A(A)}.

Definamos ahora los conceptos de valor propio, valor propio aproximado y espectro puntual
aproximado que nos serviran para explicar la préxima proposicién.

Definicién 5.3.5. )\ es un valor propio de A si existe un vector unitario tal que
|Az — Az|| = 0.

Definicion 5.3.6. Diremos que un numero complejo A es un valor propio aproximado de
A si para cada nimero positivo € existe un vector unitario x tal que ||Az — \z|| < €. Esto
es equivalente a decir que Ve existe un vector x # 0 tal que |[[Az — Az|| < €|z

Definicién 5.3.7. El espectro puntual aproximado de un operador A, w(A), es el conjunto
de valores propios aproximados de A.

Para la demostracién de la siguiente proposicién nos hemos basado en el libro [6].

Proposicion 5.3.8.
a) Siempre es cierto que p(A) < ||A|| para cualquier operador A (sea normal o no).
b) Si ademds usamos que A es hermitico, tenemos que p(A) = || A]|.

Demostracion.
a) Si Mg € A(A), entonces A — \g invertible, luego

11— (A= 20)"HA = M) = (A = 20)7H((A = Xo)(A = ) < (A= 20)7H - [|A = Aol

En consecuencia, |1 —(A—Xg) " }(A— )| < 1 para |A— )\o| suficientemente pequeiio. Como
(A — Xg)"1(A — \) es invertible siempre que |\ — \o| sea suficientemente pequefio. Esto
significa que el complementario de A(A) es un subconjunto abierto del plano complejo. Si
IA| > ||A]|, entonces ||A/A|| < 1, por lo que 1 — (A/\) es invertible. De aqui se deduce que
A€ A(A) y que si A € A(A), entonces |A| < [|A].

b) Para probar la igualdad debemos demostrar que ||A||? € m(A2), podemos concluir (por
el teorema de la aplicacién espectral demostrado préximamente) que %||Al| € A(A). La
prueba se basa en la identidad || A%z — A2z||? = ||A%2]|? — 202||Az||? + \*||z||? vélida (ya
que A es hermitico) VA real y Va vector. Si {z,,} es una sucesién de vectores unitarios tal
que ||Az,|| — ||A]| y si A = ||A| tenemos que

14220 — Man||* < (1A] - [[Azal)* = 207 Azp|* + X = AT = N?[[ Az |* — 0.

Por lo que tenemos que || A||? € m(A2).
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3) Teorema de representacién de Riesz para funcionales lineales

Teorema 5.3.9. Sea L un funcional lineal positivo para todas las funciones continuas de

valor real en un subconjunto compacto lineal X, entonces existe una unica medida finita p
en los conjuntos Borel de X, tal que L(f) = [ fdu Vf en el dominio de L.

4) Teorema de aproximacién de Weierstrass para funciones continuas

Teorema 5.3.10. Cada funcion continua de valor real en un subconjunto compacto lineal
real es el limite uniforme de los polinomios.

5) Teorema de la aplicacién espectral

Teorema 5.3.11. Sea A un operador y p un polinomio, tenemos que

A(p(4)) = p(A(4)) = {p(N) : A € A(A)}.

Demostracion.
D . Para cualquier niimero complejo Ao, existe un polinomio ¢ tal que

P(A) —p(Ao) = (A = Ao)g(A).

Entonces p(A) — p(Ao) = (A — Xp)q(A) es no invertible. Esto significa que p(A) — p(Ao) es
no invertible y p(Ao) € A(p(A4)), por lo que p(A(A)) C A(p(A)).

C . Supongamos ahora que A9 € A(p(A)) y que Aq,...,\, son raices de la ecuacién
p(A) = Ag. Por tanto, p(A) — A\g = a(A — A1)+ (A — ;) para algin nimero comple-
jo a # 0, entonces A — Aj no puede ser invertible para al menos un valor de j (1 < j <n).
Para dicho valor, tenemos que A\; € A(A) y p(A\j) = Ao, asi que A\g € p(A(A)) y por lo
tanto, A(p(4)) C p(A(A)). 0

Tras esto, ya podemos empezar con la demostraciéon del teorema.

Demostracion. Consideremos ahora un operador hermitico A en un espacio de Hilbert H.
Un vector £ en H es un vector ciclico para A si el conjunto de todos los vectores de la
forma ¢(A)&, donde g recorre sobre los polinomios con coeficientes complejos, es denso en
H.

Los vectores ciclicos pueden no existir, pero un argumento transfinito muestra que H es
siempre la suma directa de una familia de subespacios, cada uno de los cuales reduce A de
modo que la restriccién de A a cada uno de ellos tiene un vector ciclico.

Una vez conocido el teorema espectral para cada restriccion, se sigue para el propio A; los
espacios de medida que sirven para los sumandos directos de H tienen una suma directa
natural, que valen para el propio H. En conclusién, no hay pérdida de generalidad al
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suponer que A tiene un vector ciclico, &.
Para cada polinomio real p, escribimos

L(p) = (p(A)E,§)

siendo L un funcional lineal. Entonces

L) < p(A)]l - [€]1” = p(p(A)) - €]
= sup{|A| : A € A(p(A4))} - [1€])?
= sup{lp(\)| : A € A(A)} - [|¢]®
el funcional L estd acotado por polinomios. Se deduce (por el teorema de Weierstrass) que

L tiene una extensién acotada a todas las funciones continuas de valor real en A(A). Para
probar que L es positivo, veamos primero que si p es un polinomio real, entonces

(p(A)%€,€) = Ip(A)E]* > 0.

Si f es una funcién arbitraria continua y positiva de A(A), aproximamos /f uniformemente
por polinomios reales, esta inecuacién probada implica que L(f) > 0 (ya que f se aproxima
uniformemente por cuadrados de polinomios reales).

El teorema de Riesz implica la existencia de una medida finita p tal que

(P(A)E.€) = / pdu

para cada polinomio real p.
Para cada polinomio ¢ (posiblemente complejo), definimos

Uq = q(A)E.

Como A es hermitico, (¢(A))* = g(A) es un polinomio de A y también lo es (¢(A4))*q(A) =
lg|2(A), de lo que se deduce que

/IqIZdu = (a(A)q(A)E, €) = ((a(A))*a(A)E, &) = la(A)E]” = lUqll*.

Esto significa que la transformacién lineal U de un subconjunto denso de L?(u) en H es
una isometria y por lo tanto, tiene una tnica extensién isométrica que va de L?(u) en H.
La suposicion de que £ es un vector ciclico implica que el rango de U es denso e igual a H.
Queda demostrar que la transformacién de A por U es una multiplicacién. Sea ¢(\) =
A VA € A(A) y dado un polinomio complejo ¢, tenemos que

q(A) = Aq(A) = d(N)a(N).
Entonces:
UAUq=U1AqA) =U 1A =U"1UG=q.
Concluimos con que U LAU es igual a la multiplicacién inducida por ¢. Esto completa la
prueba del teorema espectral para operadores hermiticos. O
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Corolario 5.3.12. Asumiendo las hipdtesis del teorema espectral, si T es ademds positivo,
entonces la funcion F del teorema espectral es no negativo (c.t.p ).

Demostracion. Sea f € Lo(€2, i) arbitrario e y = U~ f. Como T es positivo, tenemos:
¢ FUPdu=(Ff.) = (D.f) = WTU™'f.f) = (TU7 LU"F) = (T3} 2 0

Por lo que j{ F|f?d > 0 para todo f € Ly(Q, 1). Deducimos que F > 0 (c.t.p p). O
Q

Observacién 5.3.13. Esta demostracién del teorema espectral nos sirve porque lo hemos
aplicado a un operador positivo, que es un caso especial de operador hermitico.
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