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Resumen

El objetivo de este trabajo es mostrar al lector varios modos de convergencia de
sucesiones de funciones, estos son: Convergencia Puntual, Uniforme, Puntual en casi
todo, Uniforme en casi todo, Casi Uniforme, en Medida y en norma L!. La convergen-
cia Puntual y Uniforme son conocidas para los estudiantes del Grado en Matematicas.
Sin embargo, los otros cinco modos de convergencia son menos conocidos para la ma-
yoria de estos estudiantes. Por tanto, vamos estudiarlos con detalle, ademas de ver las
relaciones que existen entre ellos. Finalmente, en el ultimo Capitulo, vamos a intentar
dar un paso mas, y estudiaremos si la diferencia entre algunos de estos modos es muy

grande en el sentido algebraico, utilizando para ello la Teoria de Lineabilidad.






Abstract

The aim of this work is to study several modes of convergence of sequences of
functions, such as: Pointwise, Uniformly, Pointwise almost everywhere, Uniformly
almost everywhere, Almost Uniformly, in Measure and L' norm convergence. Point-
wise and Uniform convergence are familiar to students of the Mathematics Degree.
However, the others five modes are not well known for most students. Therefore, we
will study them carefully and we will see the relationships between them. Finally, in
the last chapter, we will try to go further, and we are going to study if the difference
between some of these modes of convergence is large in an algebraic sense, using the

modern Lineability Theory.






Introduccion

A lo largo de este Trabajo Fin de Grado vamos a ir desarrollando diferentes mo-
dos de convergencia de sucesiones de funciones existentes en el campo del Analisis
Matematico. En este desarrollo, en primer lugar definiremos formalmente el modo
de convergencia en cuestion y, en segundo lugar, daremos resultados y ejemplos pa-
ra una mejor comprensiéon de lo que se esta estudiando. Al mismo tiempo, iremos

constantemente viendo la relacion entre los diferentes modos de convergencia.

Asi, en el Capitulo 1, nos centraremos en estudiar la convergencia Puntual y la
convergencia Uniforme de una sucesion de funciones f, : X — R (n € N), siendo
X un conjunto cualquiera. Como ya se ha mencionado, estos dos modos de conver-
gencia son conocidos por los estudiantes del Grado en Matematicas, por lo que se
omitiran muchas demostraciones (que pueden verse en [3]). Ademas, también vere-
mos que si establecemos una medida en X, esto nos generara otros dos nuevos modos
de convergencia, la convergencia Puntual e.c.t. X y la convergencia Uniforme e.c.t.
X.

Siguiendo en la misma linea, es decir, trabajando sobre un espacio de medida
(X, M, p), en el Capitulo 2, estudiaremos la convergencia Casi uniforme y la con-
vergencia en Medida. Ademas, observaremos que las diferentes relaciones entre estos
dos modos de convergencia y los anteriores podran verse modificados si nuestro con-
junto X posee medida finita o infinita. Asi, haremos una distincién entre ambos casos,
cuyos resultados seran resumidos en dos tablas distintas al final del mismo Capitu-

lo. La gran mayoria de resultados incluidos en este Capitulo pueden consultarse en
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[4, 5, 6, 7].

En el Capitulo 3, vamos a estudiar la convergencia en norma L'. Si bien es cierto
que seguiremos trabajando sobre un espacio de medida como en el Capitulo anterior,
en este nuevo modo de convergencia por su propia naturaleza, necesitaremos recordar
algunas definiciones y resultados que tratan sobre normas y espacios normados, los
cuales deben ser vistos en un curso basico de Analisis Funcional. Otra particularidad
adicional, aparte de la hipoétesis de finitud de u(X), se presenta cuando nuestra su-
cesion de funciones esta “dominada” por una funcién absolutamente integrable. Asi,
de nuevo veremos como cambian las relaciones entre los distintos modos de conver-
gencia, teniendo en cuenta estos dos factores y dando un esquema general al final
del capitulo, donde recogemos todas las relaciones vistas a lo largo de la memoria,
bajo todas las hipétesis adicionales que nos han ido surgiendo. La gran mayoria de

resultados incluidos en este Capitulo pueden consultarse en [6, 8].

Por ultimo, en el Capitulo 4, veremos si la diferencia entre algunos de estos modos
de convergencia es grande en un sentido algebraico. Para ello, vamos a valernos de
una teoria relativamente reciente en Matematicas, la Teoria de Lineabilidad. La idea
sera utilizar ejemplos como los que hemos ido dando a lo largo de la memoria para
demostrar que conjuntos cuyos elementos son sucesiones de funciones que convergen
de algiin modo de los que hemos visto, pero no en otro modo distinto, contiene, salvo
la sucesion nula, un espacio vectorial de dimensiéon “grande”. La gran mayoria de

resultados incluidos en este Capitulo pueden consultarse en [1, 2, 4].



1 ‘ Convergencias Simples

En este primer Capitulo, vamos a recordar los dos modos de convergencias que
se suelen ver en el Grado en Matematicas: la convergencia Puntual y la convergen-
cia Uniforme. Daremos algunos resultados también vistos en el Grado, por lo que
omitiremos su demostracion, ademas de ejemplos y algunas graficas para entender y

visualizar mejor lo que se esta estudiando.

1.1 Convergencia Puntual y Uniforme

Todos los resultados de esta seccién seran omitidos por lo explicado anteriormen-

te, no obstante, podemos encontrar su demostraciéon con detalle en [3].

1.1.1  Convergencia Puntual

En primer lugar, vamos a definir lo que es una sucesion de funciones:

| Definicion 1.1.  Sea X un conjunto cualquiera y sea F(X) = {f : X - R}. Una
sucesion de funciones de X es una aplicacion ¢ : N — F(X) tal que para cadan € N

se tiene que @(n) = f,. Denotaremos la sucesion de funciones por (f,), o simplemente

S
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En segundo lugar vamos a ver el concepto de convergencia Puntual, para ello

veamos las siguientes definiciones:

| Definiciéon 1.2.  Sea f, : X — R (n € N) una sucesion de funciones y consideremos
el conjunto B := {x €X :3lim f,(x) € [R}. La funcion f : B — R definida como

f(x) 1= lim f,(x) se denomina funcion limite puntual de la sucesion (f,),,.

| Definicién 1.3 (Convergencia Puntual). Decimos que la sucesion de funciones
(f,), converge Puntualmente hacia f en B, si f(x) es la funcion limite puntual de la

sucesion (f,),.

Observacion 1.1.  Observemos que el conjunto B no tiene por qué ser igual a todo X
en todos los casos. Por ejemplo, si consideramos la sucesion de funciones f,(x) := x"
definida sobre X = [—1,1] C R, vemos que —1 € X pero en cambio —1 & B, pues

no existe lim(—1)".

Observacion 1.2.  Por definicién de limite, también se puede definir la convergencia
puntal de la siguiente forma. Decimos que la sucesion de funciones f, : X — R
(n € N) converge puntualmente hacia una funcién f(x) cuando paracadax € X y
cada € > 0, existe k € N (que depende de x y de €) tal que | f,(x) — f(x)| < €, para
cadan > k.

A continuacion, vamos a ver un par de ejemplos de sucesiones de funciones que
convergen Puntualmente hacia una funcién limite puntual como hemos visto ante-
riormente. Por simplicidad, supondremos que f, : A C R — R (n € N), es decir,
nuestro conjunto X va a ser un subconjunto A de la recta real.

X

Ejemplo 1.1. La sucesion de funciones f,(x) := (n > 1) definida sobre A =

1+ nx
[0, 1] converge Puntualmente hacia la funciéon nula en A.

Ejemplo 1.2. La sucesién de funciones f,(x) := x" (n > 1) definida sobre A = [0, 1]

converge Puntualmente hacia la funciéon

0 si 0,1
£l = sixe[0,1)

1 six=1.
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Sucesidn %1 +nx)

n=1
ngt n=2
n=10
U8 n=100
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06}
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Eje X

Figura 1.1: Grafica correspondiente al Ejemplo 1.1

Sucesidn

09r
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Eje X

Figura 1.2: Grafica correspondiente al Ejemplo 1.2

Se puede apreciar de forma clara en la Figura 1.1, que conforme vamos aumen-

tando el valor de n, la sucesion de funciones cada vez se “pega” mas al Eje X, es decir,
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(f,), tiende a la funcién nula.

De igual forma, podemos apreciar en la Figura 1.2, que conforme vamos aumen-
tando el valor de n, la sucesion de funciones tiende a la funcién nula en [0, 1), y cuando

se aproxima a x = 1, cada vez se “pega” mas a la recta vertical ya mencionada.

Observacion 1.3.  Ya vimos en la Observacion 1.1 que los conjuntos A y B no tienen

por qué ser iguales.

En el Ejemplo 1.1, la sucesion de funciones converge a la funciéon f(x) = O si

X € A, es decir, los conjuntos A y B son los mismos.

En el Ejemplo 1.2, la sucesiéon de funciones converge a la funcion a trozos que
hemos dado si x € A, es decir, los conjuntos A y B son los mismos, pero en este caso
se tiene que las funciones de la sucesion son continuas A, mientras que la funciéon

limite puntual no lo es.

Para evitar esto y propiciar que la funcion limite herede las “buenas propiedades”
de la sucesion de funciones, como pueden ser continuidad, derivabilidad o integrabi-
lidad, necesitamos una definicién de convergencia mas potente. Esta sera la conver-

gencia Uniforme.

1.1.2  Convergencia Uniforme

| Definicion 1.4 (Convergencia Uniforme). Sea f, : X — R (n € N) una suce-
sion de funciones, B C X y f : B — R. Decimos que (f,), converge Uniformemente
hacia f en B (o que f es la funcion limite uniforme de (f,), en B) cuando para cada
€ > 0, existe k € N (que solo depende de €) tal que | f,(x) — f(x)| < &, para cadan > k
y para cada x € B.

Observacion 1.4. El k de la definicién anterior depende de € pero no depende de x.
El sentido geométrico de esto es que, a partir de la k-ésima funcion de (f,), todas las
siguientes funciones se sitian en una banda de anchura 2¢ centrada en f (ver Figura

1.3 en la Observacion 1.5).
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A continuacién, vamos a ver una serie de propiedades interesantes, que se dan

cuando el dominio de la sucesion de funciones es un subconjunto A C R.

| Teorema 1.1 (Condicién de Cauchy). Sea f, : A C R - R (n € N) una
sucesion de funciones. Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) (f,), converge Uniformemente a alguna funcion definida en A.

b) Para todo € > 0, existe k = k(e) € N tal que | f,,(x) — f,(x)| < €, para cadam,n > k
y cada x € A.

Este resultado, aunque no tenga mucha utilidad practica, es importante desde el
punto de vista teorico, pues nos dice si una sucesion de funciones converge o no sin

necesidad de conocer la funcién limite uniforme.

| Teorema 1.2. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) (f,), converge Uniformemente a f en A.
b) lim M, = 0, donde M, := sup {|fn(x) —fx) :xe A}.
n—oo
Este resultado es interesante desde el punto de vista practico, pues hay veces que
resulta complicado demostrar la convergencia Uniforme aplicando directamente la

definicion. A continuacién vamos a ver algin ejemplo.

Ya vimos en el Ejemplo 1.1 que la sucesion de funciones f,(x) = 7 _;C (n>1)
nx
definida sobre A = [0, 1] converge Puntualmente hacia la funcion nula en A. Veamos

ahora que también tenemos convergencia Uniforme. En efecto, dado que

2

X _ola_—x__1

1 + nx l+nx n

fijado € > 0, como 1/n tiende a 0, se deduce la existencia de k € N tal que 1/n < ¢
-0

para todo n > k, luego < g, paracadax € Aycadan > k.

1+ nx

Si aplicamos el Teorema 1.2 que acabamos de ver, tendremos que:

:xeA}gi=1ylimM,,=0

M, = sup{
nx n°~ n-

1+ nx

por lo tanto f, converge Uniformemente a la funcioén nula en A.
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Observacion 1.5. De igual forma, se comprueba que f, converge Uniformemente a la
funcién nula en [0, +00). Aqui, tenemos la representacion grafica, y en ella podemos
observar lo que dijimos en la Observacion 1.4, a partir de k = 5, todas las funciones

f, con n > 5 quedan “encerradas” en una banda de anchura € = 0, 2.

Sucesidn {1+ nx)

n=1
18} h=5
n=10
i n=20
14l n=30
12
-
L= N
i
08r
06k
0.4
0.2
- _
D | I I I I 1 I 1 1
0 10 20 30 40 50 G0 70 80

Eje X
Figura 1.3: Grafica correspondiente a la Observacién 1.5 anterior

Mas adelante (Observacion 1.8) veremos un ejemplo de lo que ocurre cuando la
convergencia no es Uniforme, para asi poder comparar graficamente las diferencias

presentes cuando se tiene la convergencia Uniforme y cuando no.

| Teorema 1.3 (Convergencia Uniforme = Convergencia Puntual). Sea f, :
X — R (n € N) una sucesion de funciones que converge Uniformemente a una funcion

f i BC X — R en B, entonces (f,), converge Puntualmente hacia f en B.

Demostracion. Supongamos que (f,), converge Uniformemente a f en B, entonces

por definicion se tiene que:

Ve > 0, 3k = k(e) € Ntal que | f,(x) — f(x)| <&, Vn> kyVx € B.
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Asi, tomando x = ¢ tenemos que | f,(t) — f(#)| < &, para todo n > k y esto lo que
quiere decir es que lim f,(t) = f(t) para todo t € B, es decir f es la funcion limite

puntual de (f,), en B. |

Veamos que el reciproco no es cierto, es decir, si tenemos que una sucesion de
funciones (f,), converge Puntualmente a f en B, esta no tiene necesariamente que

converger a f Uniformemente en B.

Ejemplo 1.3 (Convergencia Puntual # Convergencia Uniforme). Vamos a utilizar la
sucesion de funciones f,(x) = x" (n > 1) definida sobre A = [0, 1] vista en el Ejemplo

1.2, donde ya demostramos que era Puntualmente convergente hacia la funciéon

0 si 0,1
Flo) = six €[0,1)

1 six=1.

Aplicando el Teorema 1.2, se puede ver que
M, =sup{|f,(x)— f(x)| : x€ A} =sup{x" : x€[0,1)} =1,

luego lim M, # 0 y por tanto no hay convergencia Uniforme.
n—oo

Ademas, la convergencia Uniforme posee algunas propiedades algebraicas que la
convergencia Puntual no tiene. Antes de verlas vamos a ver una definicién interesante
que nos servira para enunciar dichas propiedades. De nuevo, por comodidad vamos a

suponer que estan definidas en un conjunto A C R.

| Definicion 1.5. Una sucesion de funciones (f,), se dice que es Uniformemente aco-
tada en A cuando existe M € (0, +o0) tal que | f,(x)| < M para cada x € A y cada
n e N.

Proposicion1.1.  Sean (f,), v (g,), dos sucesiones de funciones definidas en un mismo
A C R, tales que ambas convergen Uniformemente a f y g respectivamente en A.
Entonces se cumple lo siguiente:

a) La sucesion f, + g, converge Uniformemente a f + g en A.

b) Si(f,), v (g,), son Uniformemente acotadas, entonces se tiene que f, - g, converge

Uniformemente a f - g.
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Aparte de estas propiedades algebraicas, la convergencia Uniforme también res-

peta la continuidad, derivabilidad e integrabilidad.

Proposicion 1.2 (Continuidad). Sea (f,), una sucesiéon de funciones que converge
Uniformemente a f en A C R. Si cada funcion f, es continua en A (es decir, en todos

los puntos de A), entonces f es continua en A.

Observacion 1.6. Observemos que el ejemplo tipico de una sucesiéon de funciones
(f,), que converge Puntualmente hacia una funcion limite puntual f, pero no lo hace
Uniformemente es aquel en el que todas las funciones de (f,), son continuas en su
dominio de definicion pero la funcion limite puntual no lo es. Ejemplo de esto es la
sucesion de funciones f,(x) = x" definida sobre A = [0, 1], que como vimos en el

Ejemplo 1.2 converge Puntualmente hacia la funcioén

0 si 0,1
£ = six €[0,1)

1 six=1,

pero posteriormente vimos que no converge Uniformemente hacia dicha funcion (en
el Ejemplo 1.3 aplicando el Teorema 1.2). Bien, pues con esta nueva herramienta, como
la funcién limite puntual no es continua en A y todas las funciones de f, si que lo
son, sin necesidad de hacer ninguin calculo, podemos asegurar que f, no converge

Uniformemente hacia f.

Observacion 1.7. Aunque como hemos dicho anteriormente, lo mas usual que nos
podemos encontrar es una sucesion (f,), que converja Puntualmente en un intervalo
hacia una funcién f y que no lo haga Uniformemente por el hecho de que, todas las
funciones de dicha sucesion son continuas en dicho intervalo pero la funcién limite

no lo es.

Sin embargo, podemos dar ejemplos en los cuales, todas las funciones de (f,,), son
continuas en el intervalo de definicién, la funcién limite puntual f también lo es y en

cambio, la convergencia no es Uniforme. Ejemplo de esto es la sucesion de funciones
1+ xlog(x)
filo) 1= —— 82 ¢

nx
donde se deduce la convergencia Puntual hacia la funcion nula en (0, +00). Ademas,

on x € (0,+) . Es claro que lim f,(x) = 0 Vx € (0, +00), de
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todas las funciones de f, son continuas en (0, +o0) y la funcién nula también lo es.

En cambio la convergencia no es Uniforme pues, aplicando el Teorema 1.2,

n—log(n)
M > f(/n)=————2
w2 fu(1/n) 1
., n—log(n)
lim ————— = 1 porlo que M, 4 0, cuando n — 0. Luego queda demostrada

nseo pn+1
la no convergencia Uniforme.

Observacion 1.8.  Aqui tenemos la representacion grafica de la sucesion de funcio-
nes que hemos visto en la Observacion anterior. Al contrario de lo que vimos en la
Observacion 1.5, como esta sucesion de funciones no converge Uniformemente ha-
cia la funcion nula, se ve de forma muy intuitiva que no podemos encontrar ningtin
k € N (dependiente de algun €) como hicimos en la Observacion 1.5, de forma que
las graficas de f, queden encerradas, totalmente, en una banda de altura €, para todo

n>k.

Sucesion (T+xlog(x)/(x+ nx)

28} n=10

1
0 10 20 0 40 &0 B0 70 80
Eje ¥

Figura 1.4: Grafica correspondiente a la Observacion 1.8

Veamos los resultados para derivabilidad e integrabilidad.
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Proposicion 1.3 (Derivabilidad). Sea (f,), una sucesion de funciones todas ellas de-
rivables en A tales que:

a) (f)), converge Uniformemente hacia una funcién g(x) en A.

b) Existe x, € A de modo que la sucesién numérica (f,(x,)), converge.

Entonces existe f : A — R tal que f, converge Uniformemente a f en A, f es

derivable en Ay f’(x) = g(x) para cada x € A.

Proposicion 1.4 (Integrabilidad). Sea (f,), una sucesion de funciones todas ellas in-
tegrables (en el sentido Riemann) en A tal que (f,), converge Uniformemente hacia

una funcion f en A, entonces f es integrable Riemann en A y, ademas,

b b
lim/fn(x)dx=/f(x)dx.

Observacion 1.9.  El reciproco no es cierto, pues puede cumplirse que

b b
lim/fn(x)dxz/f(x)dx,

pero f, no necesariamente tiene que converger Uniformemente hacia f. Ejemplo de
ello es la sucesion de funciones f,(x) := nx(1 —x)" con x € [0, 1]. Vamos a verlo con
mayor detalle.

Por un lado lim nx(1 — x)" = 0 si x € [0, 1]. En efecto, f,(0) = f,(1) = 0 para
todon € N, ysix € (0,1), entonces 0 < 1 —x < 1y es claro que nx(1 — x)" — 0

cuando n — oo. Luego f, converge Puntualmente hacia la funcion nula f(x) =

Por otro lado

1

}Lrg ; nx(1 — x)" dx_,}im (n+1)(n+2) / f(x)dx.
Por ultimo, vamos a comprobar la no convergencia Uniforme, para lo que vamos a

utilizar el Teorema 1.2. Calculemos en primer lugar M, = sup {|fn(x) —-0| : x €0, 1]}.

Como f,(0) = f,(1) = 0 debe existir un valor @, € [0, 1] donde f, alcance su maximo,

esto es, a, tal que f,(x) < f,(a,) Vx € [0, 1]. Para calcular dicho «,, , derivamos f,(x)

e igualamos a cero (calcular su maximo en [0, 1]):

1

1+n

fl)=n1—x)"—m’x(1—x)""'=n(1-x)""A-n+Dx)=0& x =
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1 .
por tanto, a, = T+n y se tiene que
n

M”:f”(a”):f”<nil>:<n11>n+1'

. . 1 . . .
Asi pues, lim M, = — # 0 y concluimos que no hay convergencia Uniforme.
n—00 e

De esta forma hemos visto como la condiciéon de convergencia Uniforme es sufi-
ciente pero no necesaria para que el limite de las integrales coincida con la integral

del limite.

Observacion 1.10. Dado que la convergencia Uniforme implica la convergencia Pun-
tual, la funcién limite puntual y uniforme, en caso de existir, son la misma, es decir,
una sucesion de funciones (f,), en caso de converger Puntualmente y Uniformemente

en X, lo hace hacia una misma funciéon f.

Si bien es cierto que estos dos tipos de convergencia de sucesiones de funciones
son los mas habituales en el Grado en Matematicas, existen otros tipos de conver-
gencia, las cuales vamos a estudiar en este Trabajo Fin de Grado. En las siguientes
secciones de este Capitulo, introduciremos algunos modos de convergencia, en los

cuales se precisa de un espacio de medida.

1.2 Convergencia Puntual y Uniforme en casi todo

Hasta ahora hemos estado trabajando con funciones definidas en conjuntos. Pe-
ro si en dicho conjunto establecemos una medida, podemos definir otros modos de
convergencia en base a esta nueva situacion. La principal diferencia con lo visto an-
teriormente es que ahora podemos hablar de convergencia “en casi todo” el conjunto

de definicion.

1.2.1  Convergencia Puntual en casi todo

En primer lugar, vamos a recordar el concepto de un espacio de medida.
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| Definicién 1.6. Un espacio de medida es una terna (X, M, u) donde:
a) X es un conjunto cualquiera distinto del vacio.

b) M C P (X) es un c-algebra de X .

c¢) u es una medida sobre el espacio medible (X, M).

Recordemos también algunos conceptos interesantes que nos han salido en la de-

finicion anterior o nos van a aparecer proximamente.

| Definicién 1.7.  Un conjunto M C P (X) es un c-dlgebra de X si se cumple que:
)X eM.
2)SiAeE M=> A e M.

3)Si(A), €M=| A, eM.
=1

Al espacio (X, M) se le llama espacio medible y a los conjuntos que estan en M se le

llaman conjuntos medibles para la c-algebra M.

| Definicién 1.8. Una medida u sobre (X, M) es una aplicacion u : M — [0, +o0]

que cumple:

1) u(®) = 0.

2)u U A, = Z U(A,) para toda coleccion de (A,), de conjuntos medibles de X y
n=1 n=1

disjuntos dos a dos.

| Definiciéon 1.9.  Sea (X, M) un espacio medible cualquiera, se dice que f : X — R
es una funcién medible si el subconjunto f~'(G) de X es medible para todo conjunto
abierto G de R.

A todas estas definiciones previas, se le pueden afadir proposiciones y teoremas
que las complementan, pero no nos seran de gran utilidad en el trabajo (ver [3]). Ahora

si, vamos a ver la definicion de convergencia Puntual en casi todo X:

| Definicién 1.10 (Convergencia Puntual e.c.t. X). Sea (X, M, ) un espacio de
medida y sean f,, f : X — R (n € N) funciones medibles. Decimos que (f,), converge

Puntualmente en casi todo X (Puntualmente e.c.t. X ) si:

u({rex :iimp@#rm})=o.
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Observacion 1.11.  En todo este capitulo, vamos a suponer que la medida de X, u(X),
puede ser cualquiera, es decir, puede ser tanto finita como infinita. Mas adelante, ve-
remos que si nos restringimos al caso finito (#(X) < +o0), algunas relaciones pueden

variar.

Observacion 1.12 (Convergencia Puntual = Convergencia Puntual e.c.t. X). Es facil

ver esto pues, si f, = f Puntualmente en X, entonces se tiene que:

u({rex i f0# 0} ) = =0

por tanto f, — f Puntualmente e.c.t. X. Luego, cualquier ejemplo de sucesion de fun-
ciones (f,), (en las condiciones de la definicion anterior) que converge Puntualmente

hacia una determinada funcién f, también lo hara Puntualmente e.c.t. X.

De igual forma, es trivial ver que el reciproco no es cierto.

Observacion 1.13 (Convergencia Puntual e.c.t. X # Convergencia Puntual). Veamos
que la convergencia Puntual e.c.t. X de una sucesion de funciones f, hacia una fun-
ciéon f no implica la convergencia Puntual. Para ver esto vamos a considerar como
espacio de medida (R, M, m), donde m es la medida de Lebesgue sobre R y M la
o-algebra de conjuntos medibles Lebesgue; y haremos uso del Ejemplo 1.2. En dicho
ejemplo, se daba la sucesion de funciones f,(x) = x” (n > 1) definida sobre [0, 1]. Es

trivial ver que lim f, = O e.c.t. [0, 1], pues

m({x€l0.11: lim 7,0 # fx) | ) = ({1} =0,

luego f, converge Puntualmente e.c.t. [0, 1] hacia la funcion nula f(x) = 0. En cam-
bio, f, no converge Puntualmente en [0, 1] hacia f(x) = 0 sino que lo hace como ya

vimos a la funcién

0 sixe[0,1)
f) =
I six=1.
Observacion 1.14.  La convergencia Puntual en casi todo X tiene una forma analoga

en el contexto probabilistico. Asi, si tenemos un espacio probabilistico (€, .4, P), es

decir, un espacio de medida donde P(£2) = 1, y una muestra aleatoria Y}, Y,,...Y,
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de una variable aleatoria Y, decir que Y, converge casi seguro a Y es lo mismo que
decir que la "sucesion de funciones" f, := Y, converge Puntualmente e.c.t. X hacia

la funcion f =Y, (donde X es el dominio de la Variable Aleatoria Y y de las Y,,).

1.2.2  Convergencia Uniforme en casi todo

Estando en las mismas condiciones que hemos nombrado antes, definimos la con-

vergencia Uniforme en casi todo X.

| Definicién 1.11 (Convergencia Uniforme e.c.t. X). Sea (X, M, u) un espacio
de medida y sean f,,f : X — R (n € N) funciones medibles. Decimos que (f,),
converge Uniformemente en casi todo X (Uniformemente e.c.t. X ) si para cada € > 0,

existe k € N tal que | f,(x) — f(x)| < € para cadan > k y e.c.t. X, o lo que es lo mismo,

p({xe X |f,(0~-f)l2¢ef) =0.

Observacion 1.15 (Convergencia Uniforme = Convergencia Uniforme e.c.t. X). Al
igual que ocurria con la convergencia Puntual, es trivial ver que la convergencia Uni-

forme implica convergencia Uniforme e.c.t. X.

Sin embargo, el reciproco no es cierto en general tal y como se vera mas adelante

en el Ejemplo 1.5.

| Teorema 1.4 (Convergencia Uniforme e.c.t. X = Convergencia Puntual e.c.t.
X ). Sea (X, M, u) un espacio de medida y sean f,, f : X — R (n € N) funciones
medibles. Tenemos que si (f,), converge Uniformemente e.c.t. X hacia f, entonces (f,),

converge Puntualmente e.c.t. X hacia f.

Demostracion.  Si (f,), converge Uniformemente a f e.c.t. X, entonces (f,), con-
verge Uniformemente a f en X \ A, donde A € M y u(A) = 0. En particular (f,),

converge Puntualmente a f en X \ A, y tenemos la convergencia Puntual e.c.t. X. |

De igual forma, es facil ver que el reciproco no es cierto en general. De ahora en

adelante, en todos los ejemplos, salvo que se diga lo contrario, X sera la recta real R
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(o algtn intervalo suyo), M sera la o-algebra de los conjuntos medibles Lebesgue en

R y u = m la medida de Lebesgue en R.

Ejemplo 1.4 (Convergencia Puntual e.c.t X # Convergencia Uniforme e.c.t X). Con-
sideremos la sucesion de funciones f,(x) = x;,,.1(x) con x € R. Esta sucesion
converge Puntualmente a la funciéon nula en R (y por tanto Puntualmente e.c.t. R),

pero no lo hace Uniformemente e.c.t. R. En efecto, sabemos que

1 six€[nn+1]
(X)) =
0 sixé[nn+1],
luego tenemos que para cualquier x, € R, existe un N € N tal que x, < N,y
tenemos f,(x,) = 0 para todo n > N. Por tanto, lim,_,  f,(x,) = Oy f, converge
Puntualmente a f = 0 (y por tanto lo hace Puntualmente e.c.t. R). Pero no lo hace

Uniformemente e.c.t. R, pues paratodon € Nytodo0 <e < 1,
m{x €R 1 |f,(x)=0| =e})=m([n,n+1]) =1 #0,
y por tanto, la convergencia no es Uniforme e.c.t. R.

Ejemplo 1.5 (Convergencia Uniforme e.c.t. X # Convergencia Uniforme). Consi-
deremos R* = [0,4+00) y sea QF el conjunto de los numeros racionales positivos.
Consideremos la siguiente sucesion de funciones en R* definida como:

X
1+ nx

£, 1= (15 ) Zanne 0+ (0.

Tenemos que lim f,(x) = 0 e.c.t. R* (lim f,(x) # O cuando x € Q%, de hecho
f,(x) = 1 para todo n € N), por tanto f,(x) converge Puntualmente a la funcion nula
e.c.t. R*, pues sabemos que m(Q*) = 0. Ademas, también vemos que la convergencia

no es Puntual en R*.

Ahora, si vemos R* como R* = (R* \ Q%) u Q*, donde LI simboliza la unién

disjunta de conjuntos, vemos que f,(x) converge Uniformemente e.c.t. R* hacia la

funcién nula, pues por un lado, en la Observaciéon 1.5 vimos que converge

Uniformemente en R* (asi que converge Uniformemente en R*\ Q%) y por otro lado,

m({x €EX :|f,(x)=0 Ze}) =m(Q*") =0.
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Por tanto, f,(x) converge Uniformemente e.c.t. R*.

Sin embargo, es claro que f, no converge Uniformemente a la funcién nula en R*,

puesto que no converge Puntualmente.

Veamos un cuadro resumen de lo que llevamos:

= Puntual Uniforme Puntual e.c.t. | Uniforme
e.c.t.

Puntual = No.Ej 1.3 Si. Obs 1.12 No.Ej 1.4

Uniforme Si. Teor 1.3 = Si. Teor 1.3 y | Si. Obs 1.15
Obs 1.12

Puntual e.c.t. | No. Obs 1.13 | No.Ej 1.5 = No.Ej 1.4

Uniforme No. Ej 1.5 No. Ej 1.5 Si. Teor 1.4 =

e.c.t.




2 | Convergencia Casi Uniforme y
en Medida

En este Capitulo vamos a introducir dos nuevos modos de convergencia, la conver-
gencia Casi Uniforme y la convergencia en Medida. Si bien es cierto que supondremos
las mismas condiciones que dimos anteriormente, es decir, vamos a suponer que te-
nemos (X, M, y) un espacio de medida, (f,), una sucesion de funciones medibles en
Xy f otra funciéon medible, haremos un inciso para ver qué ocurre cuando la medida

de nuestro dominio X es finita.

2.1 Convergencia Casi Uniforme

| Definicién 2.1 (Convergencia Casi Uniforme). Sea (X, M, u) un espacio de me-
dida y sean f,, f : X = R (n € N) funciones medibles. Se dice que (f,), converge Casi
Uniformemente hacia f con respecto a la medida p en X si para cada 6 > 0, existe

E € M con u(X \ E) < 6, tal que (f,), converge Uniformemente hacia f en E.

Mas concretamente, si dados €,6 > 0, existe E € M con u(X \ E) < 6 y existe
ny = ny(e) € N tal que | f,(x) — f(x)| < €, para cadan > n, y cada x € E.

Observemos que si la definimos asi: dados €,6 > 0, existe A € M con u(A) < o6y
existe ny = ny(e) € N tal que | f,(x) — f(x)| < &, para cadan > ny ycadax € X \ A,

la definicion es analoga, pues se tendria la relacion E = A€ entre una y otra.
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Veamos algunas propiedades que posee este tipo de convergencia.

Proposicion 2.1 (Unicidad del punto limite). Situados en el marco de la Definicion

2.1,si f, = fy f, = g Casi Uniformemente en X, entonces f = g e.c.t X.

Demostracion.  Por reduccion al absurdo supongamos que

u({x e X : f(x) #g(x)}) > 0.

Por comodidad, llamamos E = {x € X : f(x) # g(x)} y por hipoétesis, como f, = f
Casi Uniforme en X, tomando 6 = u(E)/2 > 0, tenemos que existe F € M tal que

X\ F) < u(E)/2vy f, converge a f Uniformemente en F.

De igual modo, como f, — g Casi Uniforme en X, tomando 6 = u(E)/2 > 0, tenemos

que existe G € M tal que
(X \ G) < u(E)/2y f, converge a f Uniformemente en G.

Sea entonces D = FNG € M,como X \ D= (X \ F)U (X \ G) tenemos que
u(X \ D) < u(E)y f, converge Uniformemente a f y g en D.

Esto implica que f = g en Dy, por tanto, D N E = (. Pero entonces E C X \ Dy
tenemos que u(E) < u(X \ D) < u(E), luego hemos llegado a contradiccion. |

Proposicion 2.2. En las condiciones de la Definicién 2.1, si f, — fy g, — g Casi
Uniformemente en X y 4 € R entonces:

1) f,+ g, — f + g Casi Uniformemente en X.

2) Af, = Af Casi Uniformemente en X.

3) Si existe M < +oo tal que |f,| < M e.c.t. X, entonces |f| < M ec.t. X.

4) Si existe M < oo tal que |f,|,|g,| < M ect. X, entonces f, - g, = f - g Casi

Uniformemente en X.

Demostracion.

1)

Para 6 > 0 arbitrario existe F € M tal que

(X \ F)<6/2y f, converge a f Uniformemente en F
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y existe G € M tal que
(X \ G)<6/2y g, converge a g Uniformemente en G.

Tomando B = F N G, tenemos que u(X \ B) < 6 y que f,y g, convergen Uniforme-

mente respectivamente hacia f y g en B.

Luego f, + g, — f + g Uniformemente en B (por las propiedades de la conver-
gencia Uniforme en X) y por tanto, de aqui concluimos que f, + g, = f + g Casi
Uniforme en X.

2)

Este resultado es trivial si A = 0. Si 4 # 0, también es facil de probar, pues Af, = Af
Casi Uniforme en X si,dado 6 > 0, existe E € Mtalque u(X\E) <6y Ve > 0,3k €
N tal que |Af,(x) — Af(x)| < € Vn > ky Vx € E. Pero esto es lo mismo (aplicando
la propiedad de multiplicacion de escalares por valor absoluto) que: u(X \ E) <y
Ve > 0,3k € N tal que |f,(x) — f(x)| < €/|A| Vn > ky Vx € E, y esto ultimo es
cierto porque (f,), converge Casi Uniformemente a f.

3)

Por reduccion al absurdo, supongamos que y ({x EX :|f,x)]> M}) > 0. Llame-
mos E = {x eEX |f,(x)|>M } Por definiciéon de convergencia Casi Uniforme,
dado 6 = u(E) > 0, podemos encontrar B € M con u(X \ B) < u(E) talque f, = f
Uniformemente en B. Entonces se tiene que | f| < M en By por tanto u(BN E) = 0.
Luego u(E) = u(E\ B) < u(X\ B) < u(E) y esto es una contradiccion, luego nuestra
suposicion era falsa y se tiene lo que queremos.

4)

Como en la demostracion de 1), paracada é > 0,3IB € M talque u(X \ B) <éy
f. > &, convergen Uniformemente a f, g respectivamente, en B. Por 3) | f| < M e.c.t.
X vy por tanto existe C € M tal que u(X \ C) = 0 tal que |f,|,|g,|.|f| < M en C.
Sea D = BN C, tenemos que u(X \ D) = u(X \ B) < 6. Ahora, en B tenemos que

/-8 —F-8l < |fo 8-S &l+I|f-8g -7/ sl
< M|f,-fl+M|g,—gl

y por tanto f, - g, converge Uniformemente en D y concluimos que f, - g, converge

a f - g Casi Uniformemente en X. |
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Veamos ahora las relaciones que mantiene esta nueva convergencia con las ante-

riormente definidas.

Proposicion 2.3 (Convergencia Uniforme e.c.t. X = Convergencia Casi Uniforme).
Sea (X, M, u) un espacio de medida y sean f,,f : X — R (n € N) funciones
medibles. Si (f,), converge Uniformemente e.c.t. X hacia f, entonces (f,), converge

Casi Uniformemente hacia f en X.

Demostracion.  Por hipotesis, como f, — f Uniformemente e.c.t. X, por definicion

tenemos que
Ve > 0,3k eNtalque |f,(x) — f(x)|<eVn>kyect X (2.1)
o lo que es lo mismo,
u{x € X 1 11,0~ f@I 2 e}) =0, (2.2)

Llamemos A = {x € X : |f,(x) — f(x)| < €}. Es claro que A € M pues f, y
f son medibles. Ademas, por (2.2) sabemos que (X \ A) = 0, luego dado 6, > 0
hemos encontrado k € N y un conjunto medible A con u(X \ A) < 6 y de forma que
| f,(x) — f(x)| < € para cada x € X \ A. Luego (f,), converge Casi Uniformemente
hacia f en X. |

El reciproco no es cierto en general. Para ello veamos el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 2.1 (Convergencia Casi Uniforme # Convergencia Uniforme e.c.t X). Sea
X = Ry sea la sucesion de funciones en R dada por f,(x) 1= nyy,2/,(x) Veamos
que esta sucesion de funciones converge Puntualmente en R (y por tanto Puntual-
mente e.c.t. R) y Casi Uniformemente en R hacia la funcién nula, pero no lo hace ni

Uniformemente ni Uniformemente e.c.t. R.

La convergencia Puntual en R es facil de ver puesto que

n sixe€l[l/n2/n]
0 six¢&[1/n,2/n]

() =
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y por tanto, dado x, > 0 (si x, < O se tiene f,(x,) = 0 siempre) existe N € N tal que
2/N < x,, luego f,(x,) = 0 para todo n > N y tenemos que lim f,(x,) = 0. Luego

ya tenemos probada la convergencia Puntual en R (y la Puntual e.c.t. R).

Veamos que no hay convergencia Uniforme en R. Por el Teorema 1.2 del Capitulo

anterior,
M, = sup{|fn(x)—0| X E IR} =sup{|ln—0| : x€[1/n,2/n]} =n

y lim M, = lim n = oo # 0, luego la convergencia no es Uniforme en R.

h—0o0 n—0o0

Veamos que tampoco es Uniforme e.c.t. R pues dado 0 < € < 1, tenemos que:
m({x € R 1 |f,(x) = 0| = €}) = m([1/n,2/n]) = 1/n #0. (23)

Luego la convergencia no es Uniforme e.c.t. R. Mas adelante, una vez que definamos
la convergencia en Medida, veremos que (2.3) implica de manera inmediata que f,

converge en Medida hacia f en R (ver Observacion 2.1 del siguiente apartado).

Por ultimo, lo que nos queda ver es que f, converge Casi Uniformemente hacia la
funcién nula en R. En efecto, consideremos F, € M donde F, = R\ [0,2/n]. Dado
6 > 0, existe N € Ntalque 2/N < 6. Entonces u(R\ F,) = u([0,2/N]) =2/N <.
Ademas f,(x) = 0 para todo x € F, y todon > N, luego esto implica que f,(x)

converge de forma Casi Uniforme hacia la funcion nula en R.

Proposicion 2.4 (Convergencia Casi Uniforme = Convergencia Puntual e.c.t. X). Sea
(X, M, ) un espacio de medida y sean f,, f : X = R (n € N) funciones medibles.
Si(f,), converge Casi Uniformemente a f en X, entonces se tiene que (f,), converge

a f Puntualmente e.c.t. X.

Demostracion. Como f, — f Casi Uniformemente, entonces para cadan € N, existe
E, € Mconu(E,) <1/2"y f, = f Uniformemente en X \ E,. Consideremos ahora

para cada m € N los conjuntos
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y sea F el conjunto definido por

F=ﬁ&.

m=1
Tomando medidas se tiene que:

[o0]

W(F) < Y uE)< Y o =5

2m—1

n=m

luego u(F) < u(F,) < % para todo m € N, de donde se deduce que u(F) = 0.

Ademas, sabemos que:

Como f, converge Uniformemente y, por tanto, Puntualmente en cada E:, se deduce
que f, converge Puntualmente a f en F¢. Como vimos que que u(F) = 0, tenemos

entonces que f, converge a f Puntualmente e.c.t. X. |

El reciproco es cierto si el conjunto X es de medida finita, es decir, si u(X) < +o0,

resultado conocido como Teorema de Egorov.

| Teorema 2.1 (Egorov). Sea (X, M, u) un espacio de medida con u(X) < +oo y
sean f,, f : X = R (n € N) funciones medibles. Si (f,), converge Puntualmente e.c.t.

X hacia f, entonces (f,), converge Casi Uniformemente hacia f en X.

Demostracion.  Supongamos que (f,), converge Puntualmente e.c.t. hacia f y dados

k,j € N, consideremos el conjunto:
E,’C = {x eX :|f,(x)—f(x)| <1/jparatodon > k} .
Claramente cada Eljc es medible pues:

El=({xeX : £, - sl <1/j}
n>k
y las f, y f son funciones medibles.

Observamos que cuanto mayor es el valor de k, menos restrictiva es la condicion de

define Eljc, es decir, tenemos que la sucesion:

J J J J J
E/CE,CE;C..CE CE_, C..
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o0
es creciente. Por tanto, si llamamos E/ = U El’c tendremos que:
k=1

lim p(E}) = p(E’).
En consecuencia, fijado € > 0, para cada j € N podemos elegir un k, = k,(j) € N de

manera que:

u(E\ E;’O) <e/.

Hecha esta eleccion, denotemos E, = ﬂ E,{O. Es evidente que E, es medible y ademas
j=1
observamos que si x € E_, entonces x € Eljc0 para todo j € N, por lo que para cada j

y cada n > k((j) se tiene que:

| fa(0) = Ol <1/

y como j es arbitrario, esto prueba que f,(x) converge uniformemente en E,.

Por tanto, ahora nos queda probar que u(E?¢) < €. Por las leyes de De Morgan:

c _ J e
E¢ = U(Eko) . (2.4)
j=1
Pero nosotros sabemos que:
(B C (B U(E'\ E] ) (2.5)

luego se tiene que (E/)¢ C {x eEX: f,(x)» f(x)} pues si x & E’, para todo k
existira un j > k tal que | f,(x) — f(x)| > 1/j. Por consiguiente, u(X \ E’) =0, ya
que, por hipoétesis, f, converge a f Puntualmente e.c.t. X.

Luego por (2.5) tenemos que:
u((E;)) < w((E)Y) + u(E; \ Ey ) = 0+ u(E/ \ E; ) < /2
y utilizando (2.4) y la o-aditividad de la medida, deducimos que:

HE) < Y H((EL)) < Y /2 =€
J=1 j=1

y esto es lo que queriamos probar. |
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En el siguiente ejemplo vamos a ver que es imprescindible el hecho de tener la

hipotesis pu(X) < +o0.

Ejemplo2.2. Sea(N,P(N), u.) el espacio de medida definido sobre N, donde - ="medida

cardinal” respecto P(N), es decir, dado A C N, tenemos que

oo  si A es infinito
uc(A) =
|A| si A es finito

siendo | A| el cardinal del conjunto A, es decir, el nimero de elementos que posee.

Consideremos ahora la sucesion de funciones (f,), definida sobre N como

1<m<n

So(m) =
0 m>n.
Esta sucesion de funciones converge Puntualmente hacia f = 1 en N (y por tanto
Puntual e.c.t. N). En cambio, la convergencia no es Casi Uniforme, y esto es debido al

hecho de que 4 (N) = c0. En efecto, para cada 0 < € < 1, tenemos que:

lim uc({x eN: |f,(x) =1 2e}) = limpuc({n+1,n+2,..})
= lim +o00 = 400 # 0.

n—0oo
Esto veremos en la siguiente seccion (concretamente en la Observacion 2.1 y la Ob-
servacion 2.3) que significara que f, no converge en Medida hacia f = 1 en N. Y
ademas, también veremos que la convergencia Casi Uniforme implica la convergen-
cia en Medida, por tanto, suponiendo momentaneamente que este hecho es cierto,
como hemos visto que no converge en Medida hacia f = 1 en N, tampoco converge

Casi Uniformemente hacia f = 1 en N.

Tanto en el Ejemplo 2.1 como en este ultimo, hemos hablado de la existencia de
una nueva forma de convergencia, la convergencia en Medida. En este tltimo ejemplo,
ademas, hemos dado por supuesto el hecho de que la convergencia Casi Uniforme
implica la convergencia en Medida. Por tanto, en la siguiente secciéon vamos a definir
dicha convergencia y vamos a demostrar con rigor el resultado supuesto para dotar

de total rigor estos dos ejemplos.
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2.2 Convergencia en Medida

| Definicién 2.2 (Convergencia en Medida). Sea (X, M, u) un espacio de medida
ysean f,, f : X = R (n € N) funciones medibles. Se dice que (f,), converge en Medida
hacia f en X si para cada € > 0,

lim p ({x € X : |f,() = f()| 2 €}) =0.

Por tanto, una vez que hemos definido la convergencia en Medida, vamos a aclarar

de manera formal lo que dijimos en el Ejemplo 2.1 y en el Ejemplo 2.2.

Observacion 2.1.  En el Ejemplo 2.1, por (2.3) tenemos en particular que:

u({xeR:11,60-012e}) = 1/n

y como lim 1/n = 0, se tiene que f, converge en Medida hacia la funcién nula en R.

n—o0

En el Ejemplo 2.2, como tenemos que:

limuc ({xeN:|f,(x)=112¢e}) = limpuc({n+1,n+2,..})
= lim 400 =400 # 0,

por definicion significa que f, no converge en Medida hacia f = 1 en N.

A continuacién, vamos a dar una definicién que posteriormente nos sera de gran

utilidad para enunciar varios resultados importantes.

| Definicién 2.3.  Sea (X, M, u) un espacio de medida y sea [, i X=>RmeN)
una sucesion de funciones medible en X . Se dice que (f,,), es una sucesion de Cauchy en

Medida si toda funcion f, es finita e.c.t. X y para todo € > 0,
U ({x €X :|f,(x)—= f,(0)] > E}) — 0 cuandon,m — 0.

Observacion 2.2.  Es trivial ver que si (f,), converge en Medida hacia f en X, enton-

ces (f,), es una sucesion de Cauchy en Medida. En efecto, como consecuencia de la
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desigualdad triangular y la subaditividad de la medida tenemos que:

p({xeX  |f,(0-f,l2e}) <u({xeX :|f,x) - fx)]=e/2})
+u ({x € X 1 11,00 = f)] 2 /2})

y como (f,), converge en medida a f, los sumandos de la parte derecha de la de-
sigualdad tienden a cero cuando n y m, respectivamente, tienden a infinito, por lo

que:
u ({x eX :|f,(x)=f,(x)| = 5}) — 0 cuando n,m - oo.

Luego tenemos que (f,,), es de Cauchy en Medida como queriamos ver.

Proposicion 2.5 (Unicidad del punto limite). Situados en el marco de la Definicion

2.2,si f, = fyf, > genMedidaen X, entonces f = ge.ct. X.

Demostracion. Haciendo un razonamiento analogo al anterior, tenemos que:

pUxeX 11/ —g@lze) < pu({xeX 1 1f,(x) - f()] 2 ¢/2})
+p ({x € X 1 |f,(0) — g(x)| > ¢/2})

y como por hipétesis f, = fy f, = g en Medida en X, haciendo que » tienda a

infinito, nos queda que:
u{xe X : |f(x) —g(x)| > €}) =0 paracadae > 0. (2.6)
Ahora escribimos el conjunto {x € X : | f(x) — g(x)| # 0} como

{xeX 1 |f(x)—g)| #0} = U {xeX |f(x)—gx)| =1/k}
k=1

y como todos los elementos de la union por (2.6), tienen medida nula, gracias a la

subaditividad de la medida tenemos que
u({xe X 1 [f(x)—glx)| #0}) < ZM({X EX:|fX)—g)|=21/k})=0
k=1

por lo que se deduce que f = ge.c.t. X. |
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Veamos ahora, algunas propiedades generales que cumple la convergencia en Me-

dida.

Proposicion 2.6. En las condiciones de la Definicién 2.2, si f, - fy g, — gen
Medida en X y 4 € R entonces:

1) f,+8,— f+genMedidaen X.

2) Af, = Af en Medida en X.

3)SidM < +oo tal que | f,| £ M e.ct. X, entonces | f| < M ect. X.

4)SidM < +oo tal que | f,], |g,| £ M e.ct. X, entonces f, g, = f - g en Medida en
X.

Demostracion.

1)

Se obtiene de la misma forma que las demostraciones anteriores

u({x € X & 1(£,(0) +8,(0)) = (f(x) + g(x)| 2 €})
<pu({xeX :1£,00- 0l 2 ¢€/2})
+u({xeX 1 ]g,(x)—gx)| >¢e/2}) - 0(n— ).

2)
Observamos que el caso 4 = 0 es trivial. Suponiendo A # 0, por la propiedad del valor

absoluto multiplicado por escalares:

pUx€X 1 |Af,(x) = Ag,(x)| 2 €})
Spu({xeX :|f,(x) =g, 2e/IAl}) = 0(n— o)

3)

Seguimos un proceso analogo al de la demostracion de la Proposicion 2.5

pExEX tIf@I2M+e)) < u({xeX 1,012 M +e/2})
+u ({x € X 1 If,(0) ~ f(0)] 2 €/2})
= 0+u({xeX :1/,0-f|=€/2}) =0

cuando n — oo, luego u({x € X : |f(x)] > M +¢}) = 0 para cada € > 0. Ahora,
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tenemos que

(xeX:|f@l>M)c|JixeX  [fx)|>M+1/k)
k=1

y como todos los conjuntos de esa union tienen medida nula tenemos que:
u{xe X 1 |f()|>M})=0
luego ya lo tenemos.
4)
p({x € X 1 |(f,(0)g,(x) = (f(x)g(x)]| = €})
<u({x € X 1 1£,(0)8,(x0) = £,(0)g)]| > €/2})
+1 ({x € X 1 |£,(0)g(x) = f()g(x)] > £/2})
<u({xeX g, -gw)l 2e/2M})
+u ({x € X 1 1(/f,(0) = F(0)| 2 €/2M })

y esto tiende a 0 cuando n — oo. |

| Teorema 2.2 (Riesz). Sea (X, M, u) un espacio de medida y sea (f,), una sucesion
de funciones de Cauchy en Medida en X, entonces se cumple lo siguiente:

1) Existe una subsucesion (f,, ), y una funcion f : X — R, de modo que (f, ), converge
Puntualmente e.c.t. X hacia f.

2) (f,), converge en Medida hacia f en X.

Demostracion. Como (f,), es Cauchy en Medida en X, para cada k € N existe otro

entero n, tal que:
U ({x eX :|f,x)— 1,0 = 1/2"}) < 1/2* para cada n,m > n,.

Obviamente podemos suponer que n; < n, < ... < n, < ..., con lo que queda deter-

minada la sucesion (f, );en- Llamamos E, al conjunto

Ek={xeX:|f

Ryt

()= £, 21724},

tendremos que u(E,) < 1/2* para todo k. Consideramos entonces el conjunto:

o]

N =limsup E, = ﬂ OEk'

i=1 k=i
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Para cada i, observamos que N C ;. E,, luego:

[o0]

- 1 1
WN) < Y u(E) < Y e =5y
k=i k=i
por lo tanto deducimos que u(N) = 0.
Six € X \ N, existe un entero i tal que x € X \ Uzozl. E,,y por lo tanto si k > i,
| £, () = f, ()] < 172,

Por tanto se tiene que
+o0 1
2o = 1,01 < 55
k=i

y esto implica que la serie
S+ (£, (0 = f GO+ (£, (00 = f, G + oo+ () = £, () + .
cuyas sumas parciales forman la sucesion
S Qs foy (s S, (s
es absolutamente convergente si x € X \ N.

Podemos definir entonces una funciéon f : X - R

f"l +Zlio:1(fnk+| _fnk) SixEX\N
0 sixe N

S =

y por tanto, f(x) = f, + Y (o

f,, converge Puntualmente e.c.t X hacia f, pues vimos antes que u(N) = 0.

—fu) = lg)nolo f,, paratodo x € X \ N. Luego

k+1

Veamos ahora que la sucesiéon completa converge en Medida. Para ello, vamos a
ver antes que nuestra subsucesion (f, )y también converge en Medida hacia f en

X. Notemos quesix € X \ N,

[ = £, )+ [y ) = f )+ (fy ()= f () .

k+2 k+1
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en consecuencia:

[ = £, = (fy () = £ G+ (fy () = f () ..

Dado 6 > 0 elegimos i, tal que 1/2~! < §. Entonces:

{(xeX :|f(x) - £, =5} cNU(UEk> sii> iy,
k=i

puessix € X \ Ny |f, )—f, @] < 1/2k para todo k > i, se deduce de lo

Myey1

anterior que

(o8]

1 1

| f(x) — f(x)|_ 2k=21<5511>10
En consecuencia:
,u({xeX:|f(x)—fni(x)|25})Sﬂ(N)+;,u(E kgzl— <5s11>10

y esto prueba que la subsucesion (f,, )yen que hemos construido también converge en
Medida hacia f en X.

Veamos por ultimo que la sucesiéon completa (f,,), converge en Medida a f en X.
Para ello utilizaremos que (f,), es de Cauchy en Medida y que existe una subsucesion

de ella que converge en Medida hacia f. Por la desigualdad triangular,

{17 = £, 01> 8} c{Ifx) = £, O > 8/2} U{If, (x) = f,(0)] > 5/2}

y en consecuencia

u({If - f,01>6}) < u({lfx) =71, 0 >5/2})
+u ({1£,,(x) = £, > 8/2})
< g/2+¢/2=¢.

El primer término es menor que £/2 eligiendo k > k(¢), pues f, converge en
Medida hacia f, y el segundo término también es menor que €/2 si k,n > n,(€) (no-
tamos que n > k) pues (f,), es de Cauchy en Medida en X. Por tanto, tomando

k > max(k,, n,) ya lo tenemos. Luego f,, — f en medida en X. |
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Corolario 2.1.  Si(f,), converge en Medida hacia una funcién f, entonces existe una

subsucesion (f, ), que converge Puntualmente e.c.t. X hacia f.

Demostracion.  El resultado es consecuencia inmediata de la Observacion 2.2 y el

Teorema de Riesz. |

| Teorema 2.3 (Convergencia Casi uniforme = Convergencia en Medida). Sea
(X, M, u) un espacio de medida y sean f,, f : X — R (n € N) funciones medibles.
Si(f,), converge Casi Uniformemente hacia f en X, entonces (f,), converge en Medida
hacia f en X.

Demostracion. Supongamos que (f,), es una sucesion de funciones que converge
Casi Uniformemente a la funcién f. Sean 6, € > 0 arbitrarios, entonces existe un
conjunto E € Myunn, € Ntalque y(X \ E) <oy |f,(x)— f(x)| <eVxe€ Ey

Vn > n,. Pero entonces
{reX: I, -f®I2e} cX\E
y tomando medidas:

n({xeX 1 1£,0-f@)| 2 e}) Su(X \E)<5

para todo n > n,. Como € y 6 son dos nimeros reales positivos arbitrarios, esto solo

significa que (f,), converge en Medida a f en X. |

El reciproco de este Teorema no es cierto en general. Como contraejemplo, veamos

al conocida Sucesion de Telegrafista.

Ejemplo 2.3. Para cada n € N, consideremos la sucesion de funciones f,(x) :=
;([L’,il](x) en X = [0,1] donde para cada n € N, los enteros no negativos j y k
vié;ezlkl determinados de manera unica por n = 2% + j, con 0 < j < 2k, Vamos a ver
que (f,), converge en Medida hacia la funcion nula en X pero no lo hace Puntual

e.c.t. X (y por tanto, tampoco lo hace de forma Casi Uniforme).

Antes de ello, vamos a estudiar con detalle esta sucesion. Veamos los primeros

valores de n € N para ver que forma va tomando la sucesion.
n=1k=0,j=0— f,(x) = )([o,u(x)
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n=2k=1,j=0— f2(x)=;([0’%](x)
n=3 k=1,j= 1—>f3(x)=;([%’1](x)
n=4,k=2,j=0— f4(x)=)([0’ﬂ(x)
n=5k=2j=1— fs(x) = Z[%%](x)
n==6, k=2’j=2_’f6(x)=)([%’%](x)
n=7 k=2,j =3—>f7(x)=;([%’1](x)

Luego la sucesion actia de la siguiente manera: cuando » es una potencia de 2
(n = 2%), se hace una particién del intervalo [0, 1] en 2! — 2/ partes iguales y se
tiene que la sucesion de funciones va tomando el valor 1 conforme va avanzando el
ne {2,2'+1,...,2"! — 1} en dicho intervalo. Por ejemplo, cuando n = 2!, se parte el
intervalo [0, 1] en 22 — 2! = 2 partes iguales, que son [0, %], [%, 1] respectivamente y

conforme va avanzando n € {2,3}, f,(x) = 1 en dichos intervalos (observar grafica).

Sucesian del telegrafista

Eje ¥

0ar B

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Eje %

Figura 2.1: Graficas de la Sucesion del Telegrafista
De igual modo, cuando n = 22, se parte el intervalo [0, 1] en 23 — 22 = 4 partes

iguales, que son [0, i], [i, %], [%, %], [%, 1] respectivamente y conforme va avanzando

n e {4,5,6,7}, f,(x) = 1 en dichos intervalos (observar grafica).
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Sucesidn del telegrafista

Eje ¥

0ar

o 01 02 03 04 05 0B OF 08 03 1
Eje X

Figura 2.2: Graficas de la Sucesion del Telegrafista

Sin més, veamos la convergencia en Medida. Para ello, tomemos 0 < € < 1,

Jj Jj+1
p({xeX:|f,(x)-0|>¢}) =M< RRT: D =1/2%
Tomando limites, si n — oo, entonces k — oo (pues n = 2* + j ) y esto nos daria que
converge en Medida hacia f en X, pues lim 1/2*¥ = 0 (recordemos que n = 2* + j).

Luego tenemos convergencia en Medida.

Veamos ahora que no hay convergencia Puntual e.c.t X. Consideremos un x, € X
arbitrario pero fijo y veamos la convergencia de (f,(x,)),- Fijado k € N, el punto
X, vemos que estara en 1 o en 2 como maximo, intervalos de la forma [;—k, Jzikl] con
j =0,2,...,2k— 1. Luego por la propia definicién de (f,),, la sucesion (f,(x,)), tomara
infinitas veces el valor 0 e infinitas veces el valor 1, sea cual sea el x,,. Por tanto, esto
demuestra que no hay convergencia Puntual en ningin punto de X, luego no hay
convergencia Puntual e.c.t. X y por tanto, la convergencia tampoco es Casi Uniforme,

que es lo que queremos probar.

Observacion 2.3. En el Ejemplo 2.2 de la seccion anterior, supusimos el hecho de
que la convergencia Casi Uniforme implica la convergencia en Medida, sin embargo,

este resultado no ha sido probado hasta ahora en el Teorema 2.3. Por tanto, ahora si
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que podemos asegurar que el razonamiento utilizado en dicho ejemplo es totalmente

valido.

Aunque hemos visto en el Ejemplo 2.3 que la convergencia en Medida no implica

la convergencia Casi Uniforme, si que hay una relaciéon importante entre ellas.

| Teorema 2.4. Sea (X, M, u) un espacio de medida y sean f,,f : X - R (n €
N) funciones medibles. Si (f,), converge en Medida hacia f en X, entonces existe una

subsucesion (f,, ), que converge Casi Uniformemente hacia f en X.

Demostracion. La demostracion de este resultado se basa en el mismo mecanismo
que utilizabamos en la demostracion del Teorema de Riesz. Supongamos que (f,),

converge en Medida hacia f en X. Entonces, dado k € N tenemos que
u({xeX :|f,(x)=fx)|=1/2"}) > 0 cuando n — oo
es decir, existe n, tal que para todo n > n, es
u({xeX 1f,(0-fel 21/2°}) < 1/2"
Asumiendo n; < n,, para cada k € N, tenemos una subsucesion (f, ), tal que
p({xeX :1f,®~-f21/2"}) <1/2*

para todo k € N. Llamemos ahora E, = {x eX :|f,(x)=f(x)] = 1/2"} y F, =

Uzo:; E, coni € N. Entonces tenemos que:

u(F)=pu <U Ek> < Z,u(Ek) ZZL ~— paracadai € N.
k=i k=i k=i

Por otra parte si x € X \ F, entonces x € X \ E, para todo k > i. Asi pues, se tiene
que |fnk(x) — f(x)| < 1/2* para todo k > i. Luego:
sup | f, (x) = f(x)| < 1/2* para todo k > i

xeX\F;
y por lo tanto SUP e x\F, |fnk(x) — f(x)] = Ocuando k — o0,y f», converge Uni-
formemente a f en X \ F,. Esto ultimo, junto con u(F,) < 1/2'7!, concluye que I,

converge Casi Uniforme a f en X. |
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Veamos de nuevo, un cuadro resumen afiadiéndole los dos nuevos tipos de con-

vergencia vistos en este capitulo:

=> Puntual | Uniforme | Puntual | Uniforme | Casi Medida
e.c.t. e.c.t. Unifor-
me
Puntual | = No. Ej|Si. Obs | No. Ej| No. No.
1.3 1.12 1.4 Conse- Conse-
cuencia | cuencia
del Ej 1.4 | del Ej 1.4
“(A) “(B)
Uniforme | Si. Teor | = Si. Teor | Si. Obs | Si. Obs | Si. Obs
13 1.3y Obs | 1.15 115 vy | 1.15,
1.12 Prop 2.3 | Prop 2.3
y Teor
2.3
Puntual | No. Obs | NO. Ej| = No. Ej | No. No.
e.c.t. 1.13 1.5 1.4 Conse- Conse-
cuencia | cuencia
del Ej 1.4 | del Ej 1.4
“(A) “(B)
Uniforme | No. Ej | No. Ej|Si. Teor | = Si. Prop | Si. Prop
e.c.t. 1.5 1.5 1.4 2.3 2.3 y
Teor 2.3
Casi No. No. Ej|Si. Prop | No. Ej| = Si. Teor
Unifor- Conse- 2.1 2.4 2.1 2.3
me cuencia
del Ej 1.5
(©)
Medida | No. Ej|No. Ej|No. Ej|No. Ej|No. Ejj|-=
2.3 2.3 2.3 2.3 2.3
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*(A), *(B) Consecuencia del Ejemplo 1.4. Como vimos que:

pu({xeR:|f,(x)=0>¢e})=pu(nn+1])=1.

Entonces tenemos que:
limu ({x€R :|f,(x)=0|>¢})=1lim1=1#0

y esto significa que f, no converge en Medida a 0 en R (B), y por tanto, tampoco

converge Casi Uniforme, por el Teorema 2.3 (A).

*(C) Consecuencia del Ejemplo 1.5 tenemos que dicha sucesion converge Casi Uni-
forme hacia la funcién nula en R*. Vamos a verlo con detalle. Por definicion, tenemos
que ver que: V6 > 0,3E € M con u(X\ E) < 6, tal que (f,), converge Uniformemen-
te hacia f en E. Tomando E = (R*\ Q") € M, tenemos que u(X \ E) = u(Q*) =0
y ademas, vimos que f,(x) converge Uniformemente hacia la funcién nula en E, por
tanto la convergencia es Casi Uniforme en X. Ademas vimos que no era Puntual,

luego ya tenemos el contraejemplo deseado. (C)

Este cuadro resumen no tiene en cuenta la finitud del conjunto X en el que estemos
trabajando. Si ahora, nos restringimos a espacios de medida finita, #(X) < o0, la tabla

nos varia ligeramente debido al Teorema de Egorov (ver tabla en la pagina siguiente).

En el siguiente capitulo completaremos atin mas la tabla con las relaciones entre
las convergencias afiadiendo un nuevo tipo: la convergencia en L!. Veremos como
hemos hecho hasta ahora, las diversas implicaciones con las ya anteriores y contra-
ejemplos cuando no se den. Distinguiremos cuando se trate de un espacio de medida
finita o infinita, como hemos hecho en este capitulo. Ademas, haremos una distincion
mas, que sera cuando la sucesion de funciones esté "dominada". Veremos que algu-
nas implicaciones pueden variar cuando esto ocurra y por tanto, lo estudiaremos con

detalle.
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= Puntual | Uniforme | Puntual | Uniforme | Casi Medida
e.c.t. e.c.t. Unifor-
me
Puntual | = No. Ej|Si. Obs|No. Ej|Si Obs|Si Obs
1.3 1.12 1.4 1.12 y | 1.12,
Teor Teor de
Egorov Egorovy
Teor 2.3
Uniforme | Si. Teor | = Si. Teor | Si. Obs | Si. Obs | Si. Obs
1.3 1.3y Obs | 1.15 115y | 1.15,
1.12 Prop 2.3 | Prop 2.3
y Teor
2.3
Puntual | No. Obs | NO. Ej| = No. Ej| Si Si. Teor
e.c.t. 1.13 1.5 14 Teor de | de Ego-
Egorov rov y
Teor 2.3
Uniforme | No. Ej | No. Ej| Si. Teor | = Si. Prop | Si. Prop
e.c.t. 1.5 1.5 1.4 2.3 2.3 y
Teor 2.3
Casi No. No. Ej|Si. Prop | No. Ej|= Si. Teor
Unifor- | Conse- 2.1 24 2.1 23
me cuencia
Ej1.5
Medida | No. Ej|No. Ej|[No. Ej|No. Ej|No Ej|-=
2.3 2.3 2.3 2.3 2.3







3 ‘ Convergencia en L

En este capitulo, como hemos mencionado antes, vamos a introducir la convergen-
cia en el espacio L'(X). La convergencia en L' es un tanto diferente a las que hemos
visto hasta ahora, pues en ella trabajaremos con integrales, por tanto, la naturaleza de
este modo de convergencia no tiene mucho que ver, a priori, con las que hemos estado
viendo hasta ahora. Sin embargo, veremos que este tipo de convergencia implica la
convergencia en Medida, y que por tanto si que hay un lazo de unién entre lo que

hemos estado viendo y lo que vamos a ver.

Por otro lado, como también hemos mencionado, veremos qué ocurre cuando la

sucesion de funciones esta dominada por otra funcion.

3.1 Conceptos generales

Vamos a recordar en primer lugar una serie de conceptos y resultados que nos
haran falta posteriormente. Estos conceptos se imparten en cualquier curso basico de
Analisis Funcional, por lo que omitiremos las demostraciones de los resultados que

veamos.

| Definiciéon 3.1.  Sea X un espacio vectorial. Una norma sobre X es una aplicacién
[I.]] : X — R tal que:
a)|lx|| >0 Vx € X.
b)lIx|]| =0 x=0.
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S)llA-x|l =4 l|x]] VA€R y Vx € X.
d)|lx+yll < |lxll + [yl Vx,y € X.

Si se cumplen estas cuatro condiciones, decimos que el par (X, || - ||) es un espacio

normado.

Ademas, si X es completo, es decir, si toda sucesion de Cauchy contenida en X es
convergente hacia un elemento de X, entonces decimos que (X, || - ||) es un espacio

de Banach.

| Definicién 3.2. Sea X un espacio vectorial. Un producto escalar en X es una apli-
cacion (+,+) : X X X — R tal que:

a)(ax + py,z) = a(x,z) + p(y,z) Va,f €ER y Vx,y,z € X.

b)(x,y) = (».x)Vx,y € X.

c)(x,x) >0 Vx € X.

d)(x,x) =0 x=0 Vx e X.

Si se cumplen estas cuatro condiciones, decimos que el par (X, (-,)) es un espacio

prehilbertiano.

Observacion3.1.  Todo espacio prehilbertiano es un espacio normado, cuya norma es

Hx]| = v/ (x, x).

Ademas, si el espacio prehilbertiano X es completo, es decir, X es un espacio
de Banach con la norma anterior, entonces decimos que (X, (,+)) es un espacio de

Hilbert.

Como podemos imaginar, existen gran cantidad de espacios normados, de Banach,

o de Hilbert. Sin ir mas lejos, en R", la norma méas comun es, dado 1 < p < co:

N 1/p
lxIl, = <Z|x,.|1’> Vx = (x},....,xy) € RY
j=1

que para el caso p = 2, es la norma euclidea.

Por otro lado, el conjunto /? = {(xn)n eRN: 3™ Ix,IP < oo} es un espacio de
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Banach con la norma

. 1/p
|Ix|1, = (Z |x,-|f’>
j=1

y para p = 2 es un espacio de Hilbert con el producto escalar (x, y) = Z:’;l Xy

A nosotros, el conjunto que mas nos interesa es el siguiente:

| Definicién 3.3. Dado (X, M, ) un espacio medible y dado 1 < p < co, el conjunto
LP(X) = {f : X - R medibles : / | f1Pdu < oo}
X

es un conjunto de Banach con la norma || f||sx) = (fX |f|1’d,u)1/p y para el caso

particular en que p = 2, es un espacio de Hilbert con el producto escalar

(f. &) r2x) 3=/ngd/4-

Observacion 3.2.  Como veremos la convergencia en L'(X ), nos centraremos en el

caso p = 1.

Por ultimo, vamos a enunciar un Teorema importante que nos ayudara a demos-

trar algunos resultados mas adelante.

| Teorema 3.1 (Desigualdad de Holder). Sean1 < p,q < oo con 1 + I_ 1 y sean
p q
f € L’(X), g € LI(X), se tiene que

1/p 1/q
/Ifl-lgldus (/ IfI”du> +</ Igl"dﬂ> .
X X X

3.2 Convergencia L'

Sin mas, veamos lo que es la convergencia en L!

| Definicién 3.4 (Convergenciaen L'). Sea(X, M, u) un espacio de medida y sean
fnf + X = R (n €N) funciones medibles. Se dice que (f,), converge en norma L'
hacia f en X si:

f, = fllp =/ | f, — fldu = 0 cuandon — oo.

X
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Ahora, al igual que hicimos en la convergencia en Medida, vamos a dar una defi-

nicion que nos sera de gran ayuda mas adelante.

| Definicién 3.5. Sea (X, M, u) un espacio de medida y sea f, : X — R (n € N)
una sucesion de funciones. Se dice que (f,), es de Cauchy en norma L' si toda funcién

f, esfinitaect X y

f = Sl =/ \f,, = f,ldu = 0 cuando n,m — oo.
X

Observacion 3.3.  Es trivial ver que si (f,), converge en norma L' hacia f en X,
entonces (f,), es una sucesién Cauchy en norma L!. En efecto, como consecuencia

de la desigualdad triangular y la linealidad de la integral tenemos que:

OS/Ifn—fmls/lfn—fldﬂ+/Ifm—fldﬂ (3.1)
X X X

y como las dos integrales de la derecha tienden a cero respectivamente cuando n,m —

oo por ser (f,), convergente a f en norma L', ya lo tenemos.

Veamos algunas propiedades generales que se dan en la convergencia en norma
Ll

Proposicion 3.1 (Unicidad del punto limite). Situados en el marco de la Definicion

34,si f, > fyf,— gennorma L' en X, entonces f = ge.c.t. X.

Demostracion. Por un razonamiento analogo al que acabamos de ver en la anterior

observacion, tenemos que:

Os/If—gIS/Ifn—fldﬂ+/|fn—g|du
X X

y como las dos integrales de la derecha tienden a cero respectivamente cuando n — oo
por hipotesis, eso implica que fX | f — gldu =0, de donde se deduce que f = g e.c.t.
X, |

Proposicion 3.2.  Enlas condiciones de la Definicion 3.4, si f, — f y g, = g ennorma
L' en X y A € R entonces:
1) f,+g,— f+gennorma L' en X.
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2)A-f,—> A-fennorma L' en X.

3) Si existe M < 400 tal que | f,| £ M e.ct. X, entonces |f| < M e.c.t. X.

4) Siexiste M < +oo tal que | f,],|g,| £ M e.c.t. X, entonces f,-g, = f-g ennorma
L'en X.

Demostracion. Las dos primeras son triviales pues:

1) Consecuencia de la desigualdad triangular tenemos que:

/I(fn+gn)—(f+g)ldu3/Ifn—fldu+/Ign—gldﬂ
X X X

y como las dos integrales de la derecha tienden a cero cuando n — oo por hipotesis,
ya lo tenemos.

2)

/M-fn—i'fld;d:l/ll/Ifn—fldu
X X

y como la integral de la derecha de la igualdad tiende a cero cuando n — oo por hi-
potesis, ya lo tenemos.

3) Por el Teorema 3.4 que vamos a ver a continuacion, tenemos que existe una sub-
sucesion f, que converge hacia f puntualmente e.c.t. X. Ademas, también veremos
que f, converge hacia f puntualmente e.c.t. X, y por tanto |f| < M e.c.t. X.

4) De nuevo por la desigualdad triangular y por la hipotesis del enunciado,

/Ifn'gn—f'gldﬂ < /Ifn'gn—f-gnldﬂ+/If-gn—f-gldﬂ
X X X

IA

M-/Ifn—fldﬂ+M-/|gn—g|dﬂ
X X

y estas dos ultimas integrales tienden a cero cuando n — oo por hipdtesis, luego ya

lo tenemos. |

En general, es decir, sin suponer la finitud del espacio, ninguna de las convergen-
cias vistas anteriormente implica este nuevo modo de convergencia. Para ello, vamos
a dar un ejemplo de una sucesion de funciones la cual converge en todos los modos

dados anteriormente pero no lo hace en este.
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Ejemplo 3.1. Sea X = R y sea la sucesion de funciones en X dada por f,(x) :=
— X0.,1(x) Vemos que converge en todos los modos vistos anteriormente hacia la fun-
L 210,

cién nula en R, pero no en norma L.

La convergencia Puntual en R (y por tanto la Puntual e.c.t. R) es sencilla. En efecto,

como

1/n six € [0,n]
fu(x) =
0 six & [0, n]
fn(xo) = 0 para cada x, < 0; y si x, > 0, entonces existe n, € N tal que x, < n para
todo n > n,, luego f,(x,) = 1/n para cada n > n, y claramente f,(x,) — 0. Asi pues,

hemos visto que (f,) converge Puntualmente hacia la funcién nula.

Veamos ahora la convergencia Uniforme. Tenemos que
M, = sup{lfn -0]:xe [R} =sup{|l/n| : x €[0,n]} =1/n

y lim 1/n = 0. Por tanto la convergencia es Uniforme en R (y por tanto Uniforme
e.c.t. R). Por las distintas implicaciones ya estudiadas, podemos deducir también la
convergencia en Medida y Casi Uniforme en R. Veamos sin embargo que la conver-

gencia en norma L! no se tiene. En efecto,

/Ifn—OIdM=/ Undu =1
X 0

y lim 1 =1 # 0. Por tanto, no converge en norma L.

n—oo

En cambio, si que es cierto que esta nueva convergencia implicara la convergencia
en Medida.

| Teorema 3.2 (Convergenciaen L' = Convergencia en Medida). Sea(X, M, p)
un espacio de medida y sean f,, f : X = R (n € N) funciones medibles. Si (f,), con-

verge en norma L' hacia f en X, entonces (f,), converge en Medida hacia f en X.

Demostracién. Supongamos que (f,), converge en norma L' hacia f en X.Seae > 0

ysea A, = {x eEX |f,(x)—f(x)| = e}, entonces tenemos que

A

IIf,,—fIIL1=/|fn—f|d/42/ If,,—fIdMZ/ edy = en(A,),
X A,

n
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y como (f,), converge en norma L' hacia f
limeu(A,) <0=lim [|f, = f]|.

Por tanto, lim u(A,) = 0 lo cual quiere decir que (f,), converge en Medida hacia f
en X. |

Ademas, aunque sabemos que la convergencia en norma L' no implica la conver-

gencia Puntual e.c.t X, si que tenemos el siguiente resultado.

| Teorema 3.3. Sea (X, M, u) un espacio de medida y sea (f,), una sucesion de fun-
ciones de Cauchy en norma L' en X, entonces tenemos que:

1) Existe una subsucesion (f,, ), y una funcion f : X — R tal que (f, ), converge hacia
f Puntualmente e.c.t. X.

2)(f,), converge en norma L' hacia f en X.

Demostracion.

1)

En primer lugar, fijado k € N, existe n, € N tal que /X |/, — f,|du < 1/2% para todos
n,m > n,. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que »n, es tan grande como
queremos y que 1, < ny; (k € N). Por tanto, suponiendo esto, tenemos que (f, ) es

una subsucesion de (f,) tal que:

/ | fo,, = fo ldn < 1/2% Vk € N.
X

Por otro lado, la funcién medible G : X — [0, +o0] definida como

— £

k+1

G(x) =) If,
k=1

cumple que:

+o00
/Gdy:2/|fnkl—fnk|d,usl<+oo.
X = Jx

Por tanto, G < +o0 e.c.t. X y por tanto, la serie ZZ: (fnk+1(x) — fnk (x)) converge e.c.t.

X. Luego, existe B € M talque u(X \ B) =0y ZZ:(f,,kH(x) — f,,k(x)) converge
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para todo x € B. Definimos ahora la funciéon medible f : X — R como

+o00 .
Jo, + 241 (fo,, — o) sixEB
0 si x € B¢.

fo)=

En B tenemos que [ = f, + 1}1_{20 Z,I:ll(fnk+l = fu) = I%l_r)lgo [, Y por tanto, f,

converge a f Puntualmente e.c.t. X.

2)

Ademas, también tenemos en B que |an - f| = |an = fu — :: (f,

| X Foesy = o) = Tk (fr, = L)l S T 1,

k+1 = k+1

/Ifnk—fldﬂ < Z/Ifnk+]—fnk|dﬂ
X k=K 4 X

+o0
< D12k =1/2"" 50
k=K

— Sl =
— fnkl para todo K. Por tanto

k+1

cuando K — +o0.

Asi, recordando que f, es de Cauchy en norma L!, cuando ny — oo tenemos que

/Ifk—fIdMS/Ifk—fnkldﬂ+/|fnk—f|dﬂ—>0
X X X

cuando k — oo y concluimos que f, converge hacia f en norma L'. |

Una vez visto este Teorema, es trivial el siguiente resultado.

Corolario 3.1. Sea (X, M, u)ysea f, : X - R (n € N) una sucesion de funciones
que converge en norma L' hacia una funcién f : X — R, entonces existe una

subsucesion ( f )k que converge Puntualmente e.c.t. X hacia f.

Demostracion. La demostracion es consecuencia de la Observacion 3.3 y el Teorema

anterior. |



3. CONVERGENCIA EN /! 53

3.2.1 Conjuntos de medida finita

Los dos resultados vistos en la seccion anterior son de caracter general, es decir,
sin considerar hipoétesis de finitud o dominacion, como hablamos al comienzo del
Capitulo. Veamos qué variaciones hay cuando consideramos que el espacio X es de
medida finita (u(X) < o0).

| Teorema 3.4 (Convergencia Uniforme = Convergenciaen L'). Sea(X, M, p)
un espacio de medida, con u(X) < oo ysean f,, f : X = R (n € N) funciones medi-
bles. Si (f,), converge Uniformemente hacia f en X, entonces (f,), converge en norma
L' hacia f en X.

Demostracion. Supongamos que (f,), converge Uniformemente hacia f en X. En-

tonces tenemos que dadoe > 0, existe n, € N tal que:
|f,(0) — f(X)| <eVn>nyyVx € X.

Por tanto, como u(X) < oo por hipotesis, se tiene que:
o=l = / |f,(0) = f(O)ldp < € - u(X)
X

para todo n > n, lo que implica que f € L'(X)y como & > 0 es arbitrario, se deduce

que f, converge en norma L! hacia f en X. |

Ya vimos (ver Ejemplo 3.1) que si no hay finitud en nuestro conjunto X de muestro
espacio de medida (X, M, u), ninguna de las convergencias estudiadas anteriormente
implica esta ultima convergencia, en cambio, si suponemos la finitud de dicho X, si
que hemos visto que la convergencia Uniforme implica la convergencia en norma L.

Veamos un nuevo ejemplo sencillo que muestra lo que estamos diciendo.

Ejemplo3.2. Sea X = [0, +00), con la medida de Lebesgue m. Consideremos la suce-
en X.

sion de funciones f,(x) :=
+ nx

Recordemos que en el Capitulo 1, Observacion 1.5, vimos que esta sucesion de

funciones converge de forma Puntual y Uniforme hacia la funcién nula en X. En
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cambio, no se tiene convergencia en norma L' pues:

+00 +00 +o00
/ dx = / ldx - l/ 1 dx =
0 g N nj, 1l+nx

l 1 +0o
_ [f_ 0g( +nx)l -
n? 0

X
14+ nx

0.
n

Pero, ;qué ocurre si en vez de tomar X = [0, +00) tomamos X = [0, 1]? Veamoslo.
La convergencia Puntual y Uniforme como es normal no varian. En cambio, ahora si

tenemos convergencia €11 norma Ll pues:

1 x +00 1 1 +o0 1
/ dx = / —dx — — / dx =
o |1+nx o N njf, 1l4+nx
_|x log(l + nx) e _n—log(l +n)
- lZ - TL T e
y r}Lm w = 0. Por lo tanto, como no puede ser de otra forma, se cumple

nuestro Teorema y de esta forma volvemos a comprobar que la hipdtesis sobre la

finitud no se puede suprimir.

3.2.2 Convergencia Dominada

Veamos ahora lo que ocurre cuando nuestra sucesion de funciones (f,), esta do-
minada por una funcion g. Para ello en primer lugar, vamos a definir formalmente el

concepto "dominada".

| Definicién 3.6. Sea (X, M, ) un espacio de medida y sea f, : X - R (n € N)
una sucesion de funciones medibles. Decimos que (f,), esta dominada por una funcion

g: X ->Rsi: [ lgldu<ooy |f,|<gect XyVneN.

Antes de demostrar los enunciados que nos interesan, vamos a enunciar el Teore-
ma de la Convergencia Dominada, ya que es un resultado importante que nos servira

de ayuda para demostrar resultados posteriores y cuya demostracion puede verse en

[3].
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| Teorema 3.5 (de la Convergencia Dominada). Sea (X, M, u) un espacio de me-
dida y sea f, : X — R (n € N) una sucesion de funciones medibles que converge
Puntualmente e.c.t. X a una cierta funcion f : X — R. Supongamos que la sucesion

(f,), esta dominada por una funciong : X — R. Entonces se cumple que f es integrable

Lebesgue en X y que lim fX f,00du = fX fdu.

Sin mas, vamos a ver los resultados que tenemos.

| Teorema 3.6 (Convergencia Puntual e.c.t. X = Convergencia Casi Unifor-
me). Sea (X, M, u) un espacio de medida y sean f,, f : X — R (n € N) funciones
medibles. Si (f,), es una sucesion de funciones dominada por g : X — R que converge
Puntualmente e.c.t. X hacia f, entonces (f,,), converge Casi Uniformemente hacia f en
X.

Demostracion.  Si | f,| < g e.c.t. X para todo n € N, entonces también | f| < g e.c.t.
X con |, « 8du < +00. Luego, asumiendo sin pérdida de generalidad que (f,), ./ son
finitas en X para todo n € N, tenemos que |f, — f| < 2g e.c.t. X. Luego, usando la

misma notacién que en el Teorema de Egorov, esto implica que:
El C{x€X :gx) >1/2j}.
excepto en un conjunto de medida nula. Ademas para cada k, j € N,

WED < p({x € X @ g(x) > 1/2j}).

Luego es trivial (asumiendo que g € L'(X)) que u({x € X : g(x) > 1/2j}) < +co.
Ademas ,u(Eli) — 0 cuando k — o0. Luego, repitiendo el mismo proceso al que hici-

mos en la demostracion del Teorema de Egorov, ya tenemos lo que queremos. |

| Teorema 3.7 (Convergencia en Medida = Convergencia en norma L'). Sea
(X, M, p) un espacio de medida y sean f,, f : X = R (n € N) funciones medibles. Si
(f,), es una sucesion de funciones dominada por g : X — R que converge en Medida

hacia f en X, entonces (f,), converge en norma L' hacia f en X.

Demostracion. Supongamos que esto no es verdad, es decir, existe un £, > 0 y una

subsucesion f, de f, tales que Ix |fo, — fldu 2 €y Yk > 1. Como (f,), converge



56 MODOS DE CONVERGENCIA

en Medida hacia f, entonces f, converge también en Medida hacia f en X. Por el
Teorema de Riesz, se tiene que existe una subsucesion fnk, de f, que converge hacia f
Puntualmente e.c.t. X. Como |fnk] | < g e.c.t. X, entonces |f| < g e.c.t. X. Luego, por
el Teorema de la Convergencia Dominada tenemos que f ¥ | fnk, — fldu — 0 cuando
I - oo y por tanto, llegamos a una contradiccion. Luego, (f,), converge hacia f en

norma L' en X. |

Observacion 3.4.  En el Ejemplo 2.3 del Capitulo anterior, comprobamos que la Suce-
sion del Telegrafista converge en Medida a la funcion nula en [0, 1]. Dicha sucesion
ademas esta claramente dominada por g(x) = 1 en [0, 1], por lo que aplicando el Teo-
rema que acabamos de ver, deducimos que la Sucesion del Telegrafista converge en

norma L' ala funcién nula en [0, 1].

Por tanto, ya hemos estudiado los siete modos de convergencia que nos propusi-
mos al comienzo de este Trabajo Fin de Grado y todas las relaciones posibles entre

ellos.

Terminaremos este Capitulo dando un esquema general de todas las implicacio-
nes que hemos visto, asi como dos tablas resumen donde se recogen las diferentes

implicaciones y contraejemplos.
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Veamos un esquema resumen de lo que hemos estudiado:

# B

Th13
‘ Uniforme .. Puntual
._ J {
' 7 ' ) Y
! %
/ \
i x
i
/ \'\
Ohs / % Obs
1.15 };’ ) Th36 \\_ 1.12
;’r Casi Uniforme
/ Prop
/ 23 B ik
Fd e
r/ — =
I SR
[ | Th14
Uniforme e.c.t |
\ Th23
\ v
\ ‘ Medida

\ Th 3.2 Th3T7
g

Donde ———  simboliza las implicaciones sin ningln tipo de restriccion
Donde ———  simboliza las implicaciones gue se dan cuando el dominio de definicion es de medida finita

Donde ——— »  simhboliza las implicaciones gue se dan cuando la sucesion de funciones esta dominada

Figura 3.1: Implicaciones entre los diferentes modos de convergencia.

Veamos también, las tablas resumen de las distintas implicaciones/contraejemplos:
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=> Puntual | Uniforme | Puntual | Uniforme | Casi Medida | L'
e.c.t. e.c.t. Unifor-
me
Puntual | = No. Ej|Si. Obs | No. Ej| No. No. No. Ej
1.3 1.12 1.4 Conse- Conse- 3.1
cuencia | cuencia
del Ej 1.4 | del Ej 1.4
Uniforme | Si. Teor | = Si. Teor | Si. Obs | Si. Obs | Si. Obs | No. Ej
13 1.3y Obs | 1.15 115 vy | 1.15, 3.1
1.12 Prop 2.3 | Prop 2.3
y  Teor
2.3
Puntual | No. Obs | No. Ej| = No. Ej | No. No. No. Ej
e.c.t. 1.13 1.5 1.4 Conse- Conse- 3.1
cuencia | cuencia
delEj 1.4 | delEj 14
“(A) “(B)
Uniforme | No. Ej | No. Ej| Si. Teor | = Si. Prop | Si. Prop | No. Ej
e.c.t. 1.5 1.5 1.4 2.3 2.3 y |31
Teor 2.3
Casi No. No. Ej|Si. Prop | No. Ej| = Si. Teor | No. Ej
Unifor- | Conse- 2.1 2.4 2.1 23 3.1
me cuencia
del Ej 1.5
(©)
Medida | No. Ej|No. Ej|No. Ej|No. Ej|No Ejj|-= No. Ej
2.3 2.3 2.3 2.3 2.3 31
L! No. Ej|No. Ej|No. Ej|No. Ej|No. Ej|Si Teor|=
23yObs | 23y Obs | 23y Obs | 23y Obs | 23y Obs | 3.2
34 34 34 34 34
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Si consideramos ahora que X es de medida finita:
> Puntual | Uniforme | Puntual | Uniforme | Casi Medida | L'
e.c.t. e.c.t. Unifor-
me
Puntual | = No. Ej|Si. Obs |No. Ej|Si Obs|Si. Obs | No. Ej
1.3 1.12 1.4 1.12 y | 1.12, 31
Teor Teor de
Egorov Egorovy
Teor 2.3
Uniforme | Si. Teor | = Si. Teor | Si. Obs | Si. Obs | Si. Obs | Si. Teor
1.3 1.3y Obs | 1.15 115 y | 1.15, 3.5
1.12 Prop 2.3 | Prop 2.3
y  Teor
2.3
Puntual | No. Obs | No. Ej | = No. Ej | Si Si. Teor | No. Ej
e.c.t. 1.13 1.5 1.4 Teor de | de Ego- | 3.1
Egorov rov y
Teor 2.3
Uniforme | No. Ej | No. Ej| Si. Teor | = Si. Prop | Si. Prop | Si. Teor
e.c.t. 1.5 1.5 1.4 2.3 2.3 y | 34
Teor 2.3
Casi No. No. Ej|Si. Prop | No. Ej|-= Si. Teor | No. Ej
Unifor- | Conse- 2.1 2.4 2.1 23 3.1
me cuencia
Ej1.5
Medida | No. Ej|No. Ej|No. Ej|No. Ej|No Ej|-= No. Ej
2.3 2.3 2.3 2.3 2.3 31
L' No. Ej|No. Ej|No. Ej|No. Ej|No Ej|Si Teor | =
23yObs | 23y Obs | 23y Obs | 23y Obs | 2.3y Obs | 3.2
3.4 3.4 3.4 3.4 3.4







4 Lineabilidad de sucesiones de fun-

ciones

En este ultimo Capitulo trataremos de ahondar en las diferencias que presentan
varios de los modos de convergencia que hemos estudiado a lo largo del trabajo. La
idea es estudiar en profundidad si esta diferencia es muy grande en el sentido al-
gebraico y para ello, vamos a utilizar la Teoria de Lineabilidad, la cual viene siendo
desarrollada por muchos matematicos durante las ultimas décadas. Ademas, para es-
tudiar dicha diferencia, nos valdremos de ejemplos como los que hemos ido viendo a
lo largo de este trabajo, para asi establecer una union entre lo que hemos visto y esta

nueva via que se nos abre.

4.1 Conceptos previos

Antes de estudiar esta diferencia de la que hemos hablado, necesitamos tener unos
conceptos previos. Daremos algunos resultados conocidos de los cuéales no daremos
su demostracion, ya que no son necesarias a este nivel, pero pueden consultarse en

(1, 2, 4]

| Definicion 4.1.  Sea Z un espacio vectorial topolégico, A C Z un subconjunto y a
un ntimero finito o infinito que indica cardinalidad.
Decimos que A es a-lineable si existe M espacio vectorial de dimension a tal que M \

{0} C A. Sia =N, = card(N), decimos que A es simplemente lineable.
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| Definicién 4.2. En las mismas condiciones que la definicion anterior:

1) Si el espacio vectorial M de la definicion anterior es cerrado, entonces decimos que A
es a-espaciable, o simplemente espaciable cuando a = N,,.

2) Si el espacio vectorial M es denso en Z, decimos que A es a-denso-lineable.

3) Si ademas el espacio vectorial M cumple que dim(M') = dim(Z), decimos que M es

maximal-lineable, 0 maximal-denso-lineable si M es denso en Z.

| Definicién 4.3. Sobre el espacio de medida de Lebesgue (R, M, p), restringiendonos
al intervalo [0, 1], se define el conjunto L, como el espacio de las clases de funciones
medibles Lebesgue f : [0, 1] — R, donde dos funciones pertenecen a la misma clase si

son iguales e.c.t. [0, 1].

| Definicién 4.4.  Sobre el conjunto L, definimos la distanciad : LyX L, — [0, +c0)

1
AT
d(f’g)‘/o T+ 1/ () — g0l

como:

Comprobemos que realmente d(f, g) es una distancia:
1) Es claro que d(f, g) > 0, pues el integrando es positivo para cualesquiera f,g € L,
y el intervalo de integracion es [0, 1].
2)Esclaro que d(f,g) = 0 < f = g. En efecto, el numerador se anulasi f = ge.c.t
[0, 1], o lo que es lo mismo, f = g en L,,.
3) Es claro que d(f, g) = d(g, f), debido al valor absoluto del integrando.
4) Es claro que d(f,g) < d(f,h) + d(h,g), pues por la desigualdad triangular del
valor absoluto, se tiene que |f —g|=|f —h+h—g| <|f — h|+ |h — g| y ademas,

la funcién es creciente en [0, +00).

Ademas esta distancia tiene la particularidad de que la topologia que la genera es

la de la convergencia en Medida. Vamos a estudiarlo con detalle.
| Teorema 4.1. Sea(f,), C L, una sucesion de funciones, se verifica que
limd(f,, f) =0 f, = f en Medida.

Demostracion.  Sea

1
In:/ de Vn e N.
o 1+[f,()]
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Podemos suponer sin pérdida de generalidad que f = O y por lo tanto, bastaria de-

mostrar que lim I, =0 < Ve > 0, lim u ({x eER:[f,x)] > 6}) =0.

nh—0o0

Antes de demostrar ambas implicaciones, observemos que para cada € > 0 se tiene

que

I :/ LG NN :/ |£,(0)| dx+/ ZCI
o 1+ 1/l (r0ze) 1+ 1, Url<ey 1+ 1F,(0]

Supongamos en primer lugar que f, converge en Medida hacia 0, entonces por defi-

nicién
limp ({xeR : |f,(x)|=¢€})=0

y por tanto, como % es creciente si x > 0
X

/ 1dx+/ £ _dx
(1/,12€) fl<ey 1 T €

= n({xeR:|f0I2e))+

0<1

n

IA

E
1+¢

Asi pues, tomando limites tenemos que 0 < lim I, <

, luego, haciendo que
n—oo0 + £

€ — 0, se tiene que lim /, = 0.

n—->oo

Reciprocamente, si I, — 0, tenemos que

/ | £, (0] dx > / |/, (0] d
0.1 1+ [f,(x)] s, 1ze L+ 1F,(0]

= /{|f|>}liedx=1j—e"u({xeR:|fn(x)|2£}).

Por tanto, tenemos que 0 < ﬁ U ({x eR:|f,x)] = 6}) <I,ycomol, = 0,
€

se deduce la convergencia en Medida de f, hacia la funcion nula. |

4.2 Puntual Vs Uniforme

Ya vimos en el primer Capitulo de este Trabajo Fin de Grado que la convergencia

Uniforme implicaba la convergencia Puntual de una sucesion de funciones (f,), hacia
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una funcién f en sudominio X. Ademas, comprobamos que el reciproco no era cierto,
basandonos en diversos ejemplos como el Ejemplo 1.3, el Ejemplo 1.4 o la Observacion
1.7. Nuestro objetivo ahora sera demostrar que el conjunto de sucesiones de funciones
que convergen Puntualmente a la funcién nula pero no lo hacen Uniformemente es

c-lineable, donde ¢ representa la cardinalidad de R.

Consideremos la sucesion de funciones f, : [0,1] — R definida como f,(x) :=
p{u 1(x) Es facil ver que f, converge Puntualmente a la funcion nula en [0, 1], pues
f,(0) = O paratodon € Ny paracada x, € (0, 1], existe N € Ntal que 1/n < x,, para
todon > N,luego f,(x,) = Oparatodon > N.De donde se deduce que }g?o f,(x)=0

para todo x € [0, 1].

Al mismo tiempo, vemos que la convergencia no es Uniforme en [0, 1], pues por el
Teorema 1.2, M, = sup {| f,(x) = 0] : x € [0,1]} = 1y por tanto, lim M, =1 # 0.

Luego la convergencia no es Uniforme hacia la funcién nula en el intervalo [0, 1].

Por tanto, nuestro objetivo como dijimos antes, sera demostrar en este caso, que
el conjunto de sucesiones de funciones f, : [0, 1] = R que convergen Puntualmente
hacia la funcién nula en [0, 1] pero no lo hacen de manera Uniforme, es un conjunto

c-lineable.

SeaA, ={(f,), € LS‘ . f, — OPuntualmente pero no Uniformemente en [0, 1]}.
Vamos a ver que el conjunto A, es c-lineable, haciendo uso de la sucesion de funciones
que hemos visto mas arriba. Es claro que (f,), € A, y ademas, podemos definir (f,),
en todo R como f,(x) =0six € R\ [0, 1].

Ahora definimos para cada ¢ € (0, 1/2), la sucesién de funciones f,, : [0,1] - R

como:

Jua¥) = 21 1 2x —0)= )([ﬁﬂ;_ﬁ,](x)

Es claro que si x € [0,7], f,,(x) = 0. Por otro lado, si x € (¢, 1], tenemos que
1
Iim (— + t) =t<
nLoo 2n X

luego existe m € N tal que si n > m se tiene que f, ,(x) = 0. Por tanto hemos visto que

la sucesion (f,,), converge Puntualmente a la funcién nula en [0, 1]. Ademas, como
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para cada t € (0, 1/2) se tiene que

M, , :=sup{|f,,(x)=0] : x€[0,1]} =1,

n

luego la sucesion f,, no es Uniformemente convergente a 0 en [0, 1]. En resumen,

hemos visto que para todo 7 € [0, 1], se tiene que (f,,,), € A,.

Sea ahora el R-espacio vectorial M := ((f,,), : t € (0,1/2)). Veamos que el
conjunto formado por los generadores de M, es un conjunto linealmente indepen-
diente. Para ello, supongamos que no, que es linealmente dependiente, luego existen
0 <t <..<t; <1/2y escalares c,,c,,....c; € R con ¢, # 0 tales que para todo
n € N se tiene la igualdad

¢ fn,,l(x) +c,- fn,tz(x) +..+c - fn’ts(x) =0.

1
2(n+1)

Pero si tomamos x € I, = <méx{ +1,, ﬁ +t,_,}, ﬁ + ts>, tenemos que

¢, 0+c,-04+...4¢,-1=0,

luego ¢, = 0 en contradiccion a lo que dijimos y por tanto, los generadores de M son

linealmente independientes y dim(M) = dim((0,1/2)) = c.

Ahora tenemos que ver que M \ {0} C A,. Sea una sucesion de funciones (F,), €
M \ {0}. Se puede ver F, como F, := (¢, f,, + ¢ f,, + .+ f,,. ), € M\ {0}
conn € N,0 <t <..<t; <1/2y escalares c,,c,,....c, € R no nulos. Ver que
F, converge Puntualmente a la funcion nula en [0, 1] es consecuencia inmediata de la
linealidad de la convergencia Puntual. Para ver que F, no converge Uniformemente
hacia 0 en [0, 1], aplicando el Teorema 1.2, para cada n € N tenemos que

M, = sup{|F,(x)| : x€[0,1]} > sup{|F,(x)| : x € I}

n

sup{le - £, (| * x € I} = |¢,| > 0.

luego M, /> 0 (n — o0) y por tanto concluimos que M \ {0} C A, y por consiguiente

A, es c-lineable.
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4.3 Medida Vs Puntual e.c.t. X

Veamos ahora que el conjunto de las sucesiones de funciones (f,), € L§ que
convergen en Medida hacia la funcién nula pero no lo hacen Puntualmente e.c.t es
c-lineable. Para demostrarlo, consideremos la sucesion f, : [0, 1] = R que dimos en
el Ejemplo 2.3, la Sucesion de Telegrafista f,(x) = )([zj;k’szkl](X) en X = [0, 1] donde

para cada n € N, los enteros no negativos j y k vienen determinados por n = 2 + j,
con0 < j <2Fysea f(x) =0entodo X.

Sea A, = {(f,), € Lg‘ : f, — 0 en Medida pero no Puntualmente e.c.t [0, 1]}.

Vamos a ver que el conjunto A, es c-lineable.

En primer lugar, vamos a extender cada funcién f, a todo R donde f,(x) = 0 si
x & [0, 1]. Sea ahora, parat € (0,1/2) la sucesiéon dada por

J Jj+1
2k+1 +, 2k+1 +

Jui0) = f,2(x - 1) = x| ](x)

Lo que hemos hecho es trasladar la sucesion original al intervalo [0, 1/2] y ¢ unidades
a la derecha. Ademas, vemos que para los primeros valores de n, tenemos f| ,(x) =
Ko F2i) = 21y £33 = 210 L300 = 1 () S5,(0) =
Hilas Lo (x) Luego es evidente que (f,,), € L(’? y que converge en Medida hacia la
funcién nula y que no lo hace Puntualmente e.c.t. (por analogia a la sucesion principal

que ya demostramos dicha convergencia en el Ejemplo 2.3) para cada t € (0, 1/2).

Por otra parte, consideremos el R-espacio vectorial M = ((f,,), : t € (0,1/2))
para demostrar la c-lineabilidad de A,. Veamos que los generadores de M forman un
conjunto linealmente independiente y para ello, vamos a suponer que no, es decir,
supongamos que existen 0 < ¢, <t, < ... <t , < 1/2y escalares ¢, c,, ...,c, € R con
c, #0tal que Vn € N

¢ fur, ¥ frp +o e fo, =0ect[0,1].
En el caso concreto en que n = 1 tenemos que

c - fl’tl(x) +c, - fl’tz(x) +..+c - fl’ts(x) =0e.ct]0,1]
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o lo que es lo mismo:

Cl * X[Il7ll+1/2](x)+ Cz * X[Tz,t2+1/2](x)+ “ee + CS * )([tx,ts+1/2](x)= 0 e.C.t [O, 1].

Pero entonces podemos encontrar x € (max{¢,,t,_, + 1/2},¢, + 1/2] tal que, al sus-

tituyendo en la igualdad anterior, se obtiene
;- 0+¢,-0+...4¢,-1=0

luego ¢, = 0 y llegamos a contradiccion, luego M es un conjunto linealmente inde-
pendiente y ademas, dim(M) = dim([0,1/2]) = ¢.

Por ultimo, tenemos que probar que M \ {0} C A,. La convergencia en Medida
hacia la funcion nula de (F,), 1= (¢, f,, +¢y [y, ot ¢g- fr, ), € M{0} es clara
ya que cada sucesion (f, ), converge en Medida a la funciéon nula, y por tanto como
ya vimos, su suma también. Veamos ahora que (F,), no converge Puntualmente e.c.t.
[0, 1] hacia la funcién nula. Si tomamos x € (max{z,,¢,_, + 1/2},¢, + 1/2] se tiene
que:

N N

F,x) =) ¢ S () = D Fu Q= 1) = ¢+ £,20x — 1,).

J=1 J=1

Y como ¢, # 0y f,(y) no converge e.c.t. y € (max{0,2(t,_, —t,) + 1},1] c [0,1]
se deduce que, e.c.t. x € (max{r,r,_; + 1/2},7, + 1/2], la sucesién (F,(x)), no es
convergente. Por tanto, ya tenemos demostrado que M \ {0} C A, y por tanto, A, es

c-lineable.

4.4 Uniforme Vs L!

Por ultimo, veamos que el conjunto de las sucesiones de funciones (f,), € Lg‘ que
convergen Uniformemente hacia la funcién nula pero no lo hacen en norma L' es un
conjunto c-lineable. Recordemos que la sucesion de funciones f, : [0, +c0) — R dada

por f,(x) = i Xi0.,(X) que vimos en el Ejemplo 3.1, converge en todos los modos de
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convergencia que hemos tratado (entre ellos Uniformemente) hacia la funcion nula,

excepto en norma L.

Sea A; = {(f,), € L}([0,4)) : f, = 0 Uniformemente pero no en norma L'},

demostremos que A; es c-lineable.

Aligual que en el ejemplo anterior, tenemos que la sucesion f,(x) = i Xinom(X) per-
tenece a A;. Podemos extender esta nueva sucesion de funciones a todo R, definiendo
f.(x) = 0six & [n,2n]. Por tanto, ahora para cada ¢t € [0, 1) podemos considerar la

sucesion de funciones definida de la forma:

1 1
Jfui(X) = f(x —nt) = ;Z[n,zn](x —nt)= ;Z[n(z+1),n(t+2)](x)

Observamos que f,, no es mas que trasladar 7 unidades hacia delante f,, por lo que

claramente (f,,), € A;.

Consideremos ahora el R-espacio vectorial M = ((f,,) : t € [0,1)), que sera
nuestro candidato para demostrar la lineabilidad de A;. En primer lugar, veamos que
el conjunto de los generadores de M es un conjunto linealmente independiente, y
para ello vamos a razonar por reduccion al absurdo. Supongamos que no, es decir,
supongamos que existen 0 < t; <, < ... <t, < lyec,¢c,,...c; € Rconc, # 0 tal
que para cadan € N

c - f,,J1 +c,- fnJ2 +..+c - fn’,x =0
en [0, +00). Pero si tomamos x € I, donde
I, = (max{n(t,_, +2),n(t, + 1)}, n@, +2)) = (n(t,_, +2),n(, +2)),
sustituyendo en la ecuacién anterior nos quedaria:
- fn’tl(x) +c,- fn’tz(x) +..+c - fn’ts(x) =c:04+¢-0+..4+¢c,-1=¢,=0

en contradicciéon con nuestra suposicion inicial de que ¢, # 0. Por lo tanto, M es

linealmente independiente y ademas dim(M) = dim([0, 1) = c.

Ahora tenemos que ver que M \ {0} C A;. La convergencia Uniforme hacia la

funcion nula de (F,), 1= (¢, - f,, + ¢ fo,, + -+ [y, ), € M{0} es clara, ya que
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cada sucesion (f,,), converge Uniformemente hacia la funcién nula y por tanto, una
combinacion lineal de ellas también. Veamos ahora que (F,), no converge en norma

L' hacia la funcién nula. Recordemos que si x € I, tenemos

N

F(0)= )¢ fo, () = ¢+ fr, ().

Jj=1

Luego:

[E, ]

/ |E,(0)ldx > / |E,(0)ldx = / ¢, fo (O)ldx
R I I

n(t+2) 1
el / = Xin,+ Dty 214% = leg| - (g = 1) = C >0,
n(t,_+2) 1

donde C es una constante. Asi, tenemos que (F,), no converge en norma L' y por

tanto, esto prueba que M \ {0} C A, y por consiguiente, A, es c-lineable.
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