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Abstract

Takagi’s function is defined, using modern notation as

(o]

() = 3 5rel2")

n=0

where ¢(x) = dist(x, Z), the distance from x to the nearest integer.

This function was introduced by Teiji Takagi (1875-1960) in 1903. Takagi is famous for
his work in number theory. He proved the fundamental theorem of Class Field Theory (1920,
1922).

He was sent to Germany 1897-1901. He visited Berlin and Géttingen, saw Hilbert. Takagi
(1903) showed that the function 7(x) is continuous on [0, 1] and has no derivative at each point
X € [O, 1] on either side. Van der Waerden (1930) discovered the base 10 variant, proved non-
differentiability. De Rham (1956) also rediscovered the Takagi function.

The Takagi function has been extensively studied in all sorts of ways, during its 100 year
history, often in more general contexts. It has some surprising connections with number theory
and (less surprising) with probability theory.

We present below a brief summary of the content of this work.

= We start by studying the p-base development of a real number.
In the case of binary expansions, we introduce the functions “digit sums” and “deficient
digit function”, that Takagi handles them in the original definition of 7(x)

= In chapter 2 we present three definitions of Takagi function.

For the first one, we consider the absolute value function, 4(x) = |x| in the interval [—1, 1]
and its periodical extension to all IR. The Takagi function is

g(x) = Z i x)’ where h,(x) = h(2"x).

More common is to define the Takagi function using the nearest integer distance function
that we denote ¢(x), and we get the definition given at the beginning. The relationship

between this two functions is {

(x) = 58(20).

Using the functions digit sum and deficient digit function we present the Takagi original
definition.



VIII

Abstract

In this chapter we also study the maximum of the Takagi function, and we prove that the
set where it reaches that maximum is perfect and of Lebesgue zero measure. We end this
chapter by demonstrating some functional equations that verify the Takagi function (it is
the only one that verifies certain equations) and proving that it takes rational into rational,
and in particular, dyadics into dyadics.

In the third chapter we study two properties of the Takagi function. On the one hand,
continuity in Holder’s sense and on the other, its differentiability.

We show that it is Holder continuous of class @ para todo @ € (0,1) and we present
three demonstrations that the Takagi function does not admit a derivative (neither finite
nor infinite) at any point in the interval [0, 1]. Even that it does not have a finite lateral
derivative at any point of the interval [0, 1]

= We finish this work studying the theorem of Banach-Mazurkiewicz. For this purpose, we

need Baire’s theorem, of which we give a proof.

In 1929, the problem on the massiveness of the set of non-differentiable functions in the
space of continuous functions was formulated by Steinhaus. In 1931, this problem was
solved independently and by different ways by Banach and Mazurkiewicz. They proved
that the set of non-differentiable functions in the space C([0,1]) of functions, that are
continuous on [0, 1], with the uniform metric is a set of the second category.



Introduccion

Hasta el siglo XIX se creia que cualquier funcién continua carecia de derivadas en no mas
de un ndmero finito de puntos, como le sucede a la funcién valor absoluto. Pero en 1872,
Karl Weierstrass dio un contragjemplo con una funcién continua en todo su dominio pero no
derivable, rechazando asi esta conjetura.

Unos treinta afos después, en 1903, el japonés Teiji Takagi encontré otro ejemplo de funcién
de este tipo, con continuidad en [0, 1], y para su definicién hizo uso de expansiones binarias.
Dicha funcién, usando terminologia actual, se define de la siguiente forma:

(x) = Z (2 )’

k
k=0 2

donde ¢(x) = dist(x, Z) es la funcién distancia al entero més préximo.

Como veremos en este trabajo, Takagi definié su funcion de una manera diferente y esto,
en combinacion con el aislamiento que sufria Japon a comienzos del siglo XX, puede ser una
razon de porqué se pasé por alto esta funcion en occidente. A diferencia de lo que sucede con
el ejemplo de Weierstrass, es facil probar que la funcién de Takagi no tiene en ningin punto
derivada finita.

La funcion de Takagi fue redescubierta independientemente por otros matematicos, como
por ejemplo Knopp en 1918, Van der Waerden en 1930, usando la base 10 y Hildebrandt en
1933, que usé desarrollos binarios llegando asi a la definicion original de Takagi (véase [10]],
[25] y[8]], respectivamente). En el articulo citado de Hildebrandt, el editor de la revista afiade
una nota en la que pone de manifiesto la sencillez del ejemplo dado en ese articulo y propone
la cuestion (interesante y probablemente no muy dificil) de saber en qué puntos, si existen, la
funcion definida por Hildebrandt tiene derivada infinitas. Sorprendentemente, se tardé 77 afios
en contestar esta pregunta correctamente, quizas porque la respuesta no es tan ficil de adivinar.
Rham ([16]) también la estudié en 1957.

En 1939, el matematico noruego Ralph Tambs-Lyche ([22]]) redescubrié también la funcién
de Takagi, motivado por el deseo de dar “un ejemplo facil de entender para los principiantes
en el estudio del Anélisis” e inspirado por el articulo de Van der Waerden. Tambs-Lyche us6
un férmula distinta de la dada al principio de esta introduccion y de la original de Takagi para
definir la funcién. Fue el primero en publicar un grafico, dibujado a mano pero con una precision
y un nivel de detalle asombrosos.

En 1957, una vez mas, un matematico volvié a fijar su atencién en la funcion de Takagi; esta
vez, fue de Rham, aparentemente inconsciente de los trabajos de Hildebrandt y Tombs-Lysche,
quien dio un gran paso para ayudar a conocer en mas profundidad esta funcion, contribuyendo a
identificarla como miembro de una clase de funciones més general, que son solucion de ciertas
ecuaciones funcionales, si hablamos con el lenguaje matematico actual.



X Introduccién

Por la década de los 60 del siglo pasado, las funciones de Takagi y Van der Waerden eran
suficientemente conocidas para poder utilizarlas como elementos clave en la resolucion de otros
problemas, tanto en el andlisis real cldsico como en la teoria de ntimeros. Lipinski ([12]]) la
utiliz6 en su caracterizacion de conjuntos de puntos en los que se anulan las funciones continuas
no diferenciables en ninglin punto, siguiendo el trabajo realizado anteriormente por Schubert
([17]). Asimismo, Trollope ([23]]) se sirvié de la funcién de Takagi para finiquitar el problema
que se tenia con la suma digital binaria; su demostracién fue simplificada y ampliada ain mas
por Delange ([S]]).

En las dos tltimas décadas, los temas relacionados con la funcién de Takagi parecen haber
crecido exponencialmente, pudiendo clasificarse estos trabajos en tres categorias:

= Articulos sobre la funcién de Takagi en si misma.
= Articulos que tratan principalmente de aplicaciones.
= Articulos que tratan diversas generalizaciones y variaciones.

Comentamos a continuacion el contenido de este trabajo.

» Takagi construy6 su funcién usando el desarrollo binario de un nimero real. Por ello,
comenzamos el primer capitulo exponiendo el desarrollo en base arbitraria p € IN de
un numero real. Particularizando en el caso p = 2, definiremos las funciones suma de
digitos binarios, (que denotamos N (x) y que cuenta el nimero de unos en los primeros
n términos del desarrollo binario de x), suma de digitos, suma de ceros (que denotamos
NY(x) = n— N} (x) y que cuenta el nimero de ceros en los primeros 7 términos del desa-
rrollo binario de x) y suma deficiente de digitos, D,(x) = N%(x) — N!(x), que usaremos
en el tercer capitulo.

= En el segundo capitulo presentamos tres definiciones de la funcién de Takagi.

En la primera de ellas se considera la funcién 2(x) = |x| en el intervalo [—1,1] y se
extiende periddicamente a todo IR, obteniendo una funcién con forma de dientes de sierra.
Para cada entero n > 0 se considera la funcion

Jin () = z—lnh(znx)

1 1
que es una funcion periddica de periodo T y valor maximo Tk La funcién de Takagi

se define como la suma de una serie, en concreto

(o)

60 = Ym(y =y 120

n=0

Se trata de una funcion periddica, de periodo 2, par y continua.

A continuacién construimos la funcion de Takagi considerando la funcién distancia al
entero mas préximo, que denotamos ¢. Si x € [0, 1] entonces

X, x €[0,1/2);

#lx) = l-x, xell/2,1).
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La funcién de Takagi es entonces una suma de una serie también,

En este proceso que usamos tanto en este caso como en el anterior para la construccion
de la funcién de Takagi, vamos sumando funciones triangulares mds pequefas pero con
mas dientes, en el segundo paso hay 2, en el tercero 4 y asi sucesivamente. Obtenemos en
este caso una funcion periddica, de periodo 1, par y continua. La relacién con g es clara,

se cumple

7(x) = % (2x).

La tdltima construccién que hacemos es la original de Takagi. Probamos que

'sl
=
Il
e

donde 0 < €, = €;y(x) < m, cuenta el nimero de digitos que hay antes del término que
se encuentra en la posicion m y son diferentes a este. Es decir, se tiene que

Nl
fm(x) =#{i:1<i<m, a; #ay} = {Ng_
i

En la literatura inglesa es habitual referirse a la funcién de Takagi como la “blancmange
function”. Ello se debe al parecido de la grafica de la funcidn con este pastel, Tall (véase
[20] y [21]]) lo cuenta, como exponemos en ese trabajo.

Una vez definida la funcién de Takagi, nos preocupamos de estudiar su maximo y vemos
que 7([0,1]) = [0,2/3]. Probamos que el conjunto donde alcanza el méximo, 2/3, es un
conjunto perfecto de medida de Lebesgue nula.

Terminamos este capitulo demostrando algunas ecuaciones funcionales que cumple 7 (y
de hecho la caracterizan) y viendo su comportamiento sobre los racionales, en concreto
que transforma racionales en racionales y diddicos en diddicos.

= E] tercer capitulo esta dedicado a dos aspectos de la funcién de Takagi.

Probamos que es continua en el sentido de Holder para cualquier @ € (0,1). Y demos-
tramos que no es derivable en ningdn punto del intervalo [0, 1], de hecho, que no tiene
siquiera derivada lateral finita en ningtn punto del intervalo.

Damos tres demostraciones de la no derivabilidad, considerando tanto la funcién g como 7
construidas en el capitulo anterior. La demostraciéon més natural es la debida a Billingsley

([3).

Terminamos el capitulo probando que aunque 7 no tiene derivada finita en ningtin punto,
su cociente incremental estd controlado, se cumple que

(x4 h) —7(x) = O(h log %)



XII Introduccion

= En el dltimo capitulo estudiamos la solucién dada por Banach y Mazurkiewicz a un pro-
blema planteado por Hugo Steinhauss en 1929. Este matemadtico planted la cuestion del
tamafio de las funciones continuas f : [a,b] — R que no tiene derivada en ningiin punto
del intervalo. Stefan Banach en 1931 y Stefan Mazurkiewicz en 1932 resolvieron este
problema, aunque la respuesta de Banach fue mas completa.

El teorema hoy conocido como de Banach-Mazurkiewicz prueba que el conjunto de las
funciones que no tienen derivada en ninguin punto del intervalo forman un conjunto de
segunda categoria en el espacio de las funciones continuas. Este resultado es consecuencia
del teorema de Baire, que también incluimos en este capitulo.



CAPITULO 1

Preliminares

Un tercio de siglo después de que Karl Weierstrass presentara una funcién continua no de-
rivable en ningtin punto, aparecié Teiji Takagi ([19]) para ofrecer otro ejemplo menos complejo
de dichas funciones en el intervalo [0, 1]. Takagi usé la representacion binaria de un nimero
x € [0,1] y prob6 que la definicién era consistente para los niimeros diddicos, que poseen dos
representaciones binarias.

De esta forma, veremos algunas nociones bdsicas sobre la representacion de un nimero real
en la base p € IN, para luego ver el caso binario (p = 2). Definiremos las funciones sumas de
digitos binarios, usada por Takagi en la construccién de su funcién. Seguimos en este capitulo
la exposicion de [7]].

1.1. Representacion de un nimero en base p

Dado p € IN, vamos a comenzar viendo la construccién de la representacion de un nimero
x € [0, 1] en base p. El resultado es el que enunciamos y probamos a continuacién.

Teorema 1.1. Sea x € [0,1) y sea p € IN. Existe una unica sucesion (a;) de mimeros tal que
a; €10,...,p— 1} para todoi > 1y se tiene que

_\
= (1.1)

k . .
salvo en los puntos de la forma x = — con ke ZylelN, donde existen dos representaciones.
p

Demostracion. Empecemos haciendo una particién del intervalo [0, 1) en p intervalos de lon-

1 k k+1
gitud — de la forma [—, L), donde k € {0, ..., p— 1}, 0 sea,
p p

P

k=0
Se cumple que si k # [, es
[k k+1 [l l+1)
- —IN|=-,——]=0.
p p p P
De esta forma, dado un x € [O,l),existe un dnico kg € {0, ..., p— 1} tal que
(ko K 1
ve |k kot )
| P p
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y definiendo los términos
-1
ay = ko, S1=ap,

tenemos que x = S +ry,con0<ry < p‘l. Sir; = 0, entonces
p

y tenemos la representacion en base p de x y hemos terminado.
En caso contrario (si r; # 0), dividimos el intervalo

)

X

b

p p

1
en p partes iguales de longitud — de la forma
p
k k ko k+1
[_0 LI b
p p-p p

), kefo,...,p—1}.

ko ko+1
Asi, obtenemos una particion de [—0, 0t )

PP
[@ ko+1):U[@+£@+k+l)
p-p b R A

cumpliéndose que

ki k Kk k+1 ki [ K [+1
[_0+__0+ + )m[0+_’£ I+1

p pp  p? P p? p?

Luego existe un unico k; € {0,...,p — 1} tal que
k ki ko ki+1
xE[—OJr—lz,—oJr H; )
p p-p p

J=0. k=l

y definiendo
ar = ki, Sy =aip” +ap?,

se tiene que
x=82+nmr, O§r2<p_2.
Si rp = 0, entonces
k
x=381+ —12
p

y ya hemos encontrado su representacion en base p. En cambio, si rp # 0, dividimos de nuevo

el intervalo
[k() k1 ko ki + 1)
p pPpr P
en p partes iguales y utilizando el mismo procedimiento que en el paso anterior concluimos que
existe un unico kp € {0,..., p — 1} tal que
[k() kq ky ko kq ky + 1)
xe .

T S Epat S
p p> pp p? p
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Realizando este procedimiento en el n-ésimo paso, llegamos a que al dividir el intervalo

k k kn—o k k kno+1
[—°+—12+- pi2 Dy )
p p p p p p

en p partes iguales, existe un unico k,—; € {0, ..., p — 1} tal que

X €

1
Z pl+1 Z pt+1 b 1n+

y definiendo
an = kp-1, Sn:alp_l+"‘+anp_na
se tiene que
x=8Sp+rm 0<r<p™

Sir, = 0, entonces x = S, y si r, # 0, repetimos el proceso anterior. Asi, concluimos que si
r, = 0 para n € IN, entonces
X = —.
=7

Veamos si la serie

(0]

ai
i
i—o P
es convergente, que se plantea este problema si a, # 0 para todo n. Para ello, nos sera suficiente
con demostrar que la sucesion de sumas parciales es convergente. Sabemos que

rhm=x-8, 0<r,<p™

Sea £ > 0 y denotemos

1
N, — [L()] ey
—log(p)
de forma que si n > N, entonces
1
Lo log(e)
—~log(p)
por lo que
1
—<e¢
pl’l
Asi,

1
0<x-§S,<—<g Vn>=N,
pl’l

es decir, S, converge a x y, por ende,
Z I — xelo,1].
= p"

. k o . .
La representacion para los puntos de la forma — cambia si consideramos intervalos se-
p
miabiertos a la izquierda en vez de a la derecha, de modo que para n > [ la representacion
terminard en unos en vez de ceros.

O
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A partir de ahora, solo consideraremos intervalos semiabiertos a la derecha.
Para saber como es la representacion en base p de cualquier ¢ € Z, estudiamos primero el
caso de los enteros positivos.

Teorema 1.2. Sea t € Z. Dado un p > 1 entero positivo, entonces existen un n € IN y enteros
bi,by,--- b, €{0,1,2,..., p— 1} tales que

t = Zb,-p". (1.2)
i=0

Demostracion. Si dividimos t entre p, teniendo en cuenta el algoritmo de Euclides, existen
enteros qo, b tales que

t=qop+by, bype{0,1,...,p—1}.

A continuacion, dividimos el cociente gy entre p y del algoritmo de la divisién de Euclides,
obtenemos la igualdad

q0=qip+bi, b1 €{0,1,....,p-1}

Repetimos el mismo procedimiento para cada cociente g; y obtenemos las siguientes igualdades

g1 =qp+by, bref{0,1,2,....,p—1}

Gn-3 = qn-2p +bp2, b, 2€{0,1,2,...,p-1}
C[n—ZZQn—lp+bn—1’ b}’l—l E{O’ 1,2,---,]7_1}-

Como es 16gico, conforme vayamos dividiendo cada cociente g; entre p, g;j+1 serd estrictamente
menor que su antecesor y cuando lleguemos a uno que sea menor que p, tendremos ¢,—1 = b;,.
Asi, sustituyendo el valor de g, en la igualdad anterior, obtenemos

Gn-2 = byp + by_1.
Asimismo, sustituyendo el valor de g,—» en la igualdad anterior, obtenemos
Gn-3 = bup” + bu-1p + bu-a.

Repitiendo el procedimiento sucesivamente, conseguiremos una representacion de ¢ en fun-
cioén de los coeficientes b; y en potencias de p:

g1 = bup" 2+ by 1p" 2 4+ bap + bo,
qo = bup" " 4 bp_i1 "+ -+ b3p> 4 bap + by,
t = bup" + by p" 4 -+ bap® + bip + by.
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Si t es un entero negativo, también admitird una representacion en la base p, siendo la
demostracion de este suceso andloga a la del teorema con la salvedad de que los b; €
{-(p-1),--+,-2,-1,0}. De esta forma, tenemos una representacién en base p para cualquier
t € Z.. Ademads, hay que destacar que todo entero tendrd una representacion finita en la base p.

Si x € IR, lo podemos escribir como

x=t+a, teZ, acl0,1].
Gracias a lo visto con anterioridad, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3. Sean x € Ry p € IN, se cumple que existen exactamente una sucesion (a;),
n € IN y enteros by, by, ..., by, tales que a; € {0,...,p— 1} paratodoi > 1y by,by,...,b, €
{0,1,...,p— 1}y se tiene que

X—Zb,p —|—l OP

1.2. Desarrollos binarios
A continuacién nos centraremos en la representacion en la base p = 2, también conocida
como representacion binaria. Esta seccion nos ayudard en la construccion de la funcion de

Takagi, asi como a demostrar algunas de sus particulares propiedades.
Dado x € [0, 1], existe una dnica sucesién a; € {0, 1} tal que

ik

k
excepto para los puntos de la forma x = 2 donde k € Z y | € IN, que poseen dos representa-

(1.3)

N|Q

ciones.
Los puntos de la forma 5 llamados diddicos, son muy importantes, puesto que la funcién

de Takagi, que estudiaremos en este trabajo, cumple ciertas propiedades exclusivas para estos
nimeros. Nos centraremos en los intervalos semiabiertos por la derecha.

Como ya vimos en la seccion anterior, los nimeros enteros poseen una representacion en
base p; por ende, esto es cierto para el caso en el que p = 2, donde tenemos que si t € Z, su
representacion binaria es

n
= b2, (1.4)
i=0

donde b; € {0, 1}.
Sabemos que cualquier nimero x € IR se puede escribir de la forma

x=t+a, teZ, acl0]1].

Haciendo uso de las representaciones dadas en (I.3) y (1.4)) , llegamos a que

x= Z b2 + i ‘Zii
i=0 i=1
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donde q;, b; € {0, 1}.
Ademas de la expresion dada en (1.3)), haremos uso de la expresidon que aparece a continua-
cién para representar un nimero x € [0, 1] en base 2:

x = ZZ—’ = 0.qyaa; . .. (1.5)

i=1

con a; € {0, 1}, que nos servird en el proximo capitulo para simplificar algunos resultados.

1.3. Funciones suma de digitos binarios

Teiji Takagi construy6 la funcion de Takagi a partir de una funcién que media el numero de
unos o ceros que hay antes de un determinado digito en la representacion binaria de un nimero
x € [0, 1]. Esta funci6n se conoce como la funcién suma de digitos binarios y estd definida tanto
para ndmeros enteros como para niimeros que pertenecen al intervalo [0, 1].

Cabe destacar que, debido al hecho de que los nimeros que pertenecen al intervalo [0, 1]
tienen infinitos términos en su representacion binaria, la funcion solo contard la cantidad de
digitos que hay en los primeros n términos de su representacion. Como los racionales diddicos
(puntos de la forma k/2") tienen dos representaciones binarias, las funciones asociadas seran
dependientes del tipo de representacion que se utilice. Con todo esto, nosotros utilizaremos la
representacion que termina en ceros.

Definicion 1.4. Sea t € Z™", cuya representacion en base 2 viene dada en (L4). Se define la
funcion suma de digitos binarios como sigue

s(t) = > br (1.6)
i=0

Esta funcién simplemente cuenta el nimero de digitos b; = 1 que tiene el nimero ¢ en su
representacion binaria. Y dependiendo de la paridad del nimero ¢ podemos caracterizar esta
funcién, como vemos a continuacion.

Proposicion 1.5. La funcion suma de digitos binarios verifica las siguientes propiedades
s(2t) = s(r) (1.7
s(2t+1) =s(1) + 1 (1.8)
n .
Demostracion. Seat € IN U {0} cuya representacion binaria es t = Z 2'b;. Entonces, 2f tendra

i=0
la siguiente representacion en base 2:

n . n . n+1 .
2r =2 2 = Y 2" 1p = 3 2y,
i=0 i=0 i=1
y, por tanto,
n+1 n

s21) = > by = ) b= (1),
i=1 i=0
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Asimismo, la representacion binaria de 2¢ + 1 viene dada como

n+1 '
2+ 1 :Zzlbi—l+1

i=1

y, por tanto,
n+1

sQt+1) =D b+ 1=s(1)+1.
i=1
O

Como los niimeros pertenecientes al intervalo [0, 1] tienen una representacion binaria con
una cantidad infinita de términos, la funcién suma de digitos solo ofrecera el niimero de ceros
o unos que haya en los primeros n términos de la representacion.

Definicion 1.6. Dado x € [0, 1] tal que su desarrollo binario es el siguiente

oo
aj
X = Z—. =0aimas...,
21
i=1
con a;j € {0, 1}, definimos para todo i > 1 las siguientes funciones con valores enteros:

1. La funcion suma de digitos
Nl (x)=ai+a+... +ay, (1.9)

la cual determina la cantidad de unos en los primeros n términos de la expansion binaria
de x.

2. La funcion suma de ceros
N%(x) = n-N!(x). (1.10)

En este caso, la ecuacion determina el niimero de ceros en los primeros n términos de la
expansion binaria de x.
3. La funcion suma de digitos deficiente, que viene dada por la siguiente expresion:

Dy(x) =N2(x) =Nl (x) =n—-2N!(x) =n-2(ay +ar +--- + a,) (1.11)

En este caso, esta funcion hace un balance entre el niimero de ceros y unos que hay en los
primeros n términos, de forma que serd positiva si hay mds ceros que unos. Serd negativa,
si se da el caso opuesto.

1.4. La funcion distancia al entero mas préximo

Con motivo de obtener de una manera mds simple ciertos resultados sobre la funciéon de
Takagi, veremos una funcién que mide la distancia de un nimero x al entero mds cercano. De
esta forma, y a partir de ella, podremos dar una construccién alternativa de la funcién del nip6n.

Definicion 1.7. Dado un x € R, se define la funcion distancia al entero mds cercano como

= inf |x—ml|.
P00 = b
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Proposicion 1.8. La funcion ¢ goza de las siguientes propiedades:

1. Six € [0,1), entonces tenemos

2. Six e R, entonces tenemos

2Mx —t, sixe

2t 2r+1
+ ),teZ,

(1.12)

(1.13)

on+1’ on+1
0(2"x) =
o _ 2t—-1 2t P
t—2"x, Sstxe W,W,IE .
Demostracion. 1. Podemos expresar el intervalo [0, 1] como una particion:
1 1
0,1] =0, z|U|=,1].
o[l

Asi, st x € [O, %), tenemos que

inf |[x—m| = |x-0| = x.
meZ.

Asimismo, si x € [%, 1), tenemos que

inf |x—m|=|x-1=1-x,
meZ.

por lo que llegamos a (1.12).

2. Por otra parte, dado un entero n > 0 fijado, podemos particionar el conjunto de los nime-

ros reales de la manera siguiente:

2t—1 2t 2t 2t+1
R = U( on+1 ’2n+1) 2n—|—1’ on+1 ))
te”Z.
Por tanto, existe un tnico 7y tal que
2t0—1 21 2t 2ty +1
n+l ’ on+l 2n+1’ n+l

Ahora bien

20— 1 21 on 2t —1

X € W, ﬁ = X € 2 ),

por lo que

0(2"x) = inf 2"x—m| = 2"x— 10| = 10— 2"x.
meZ.
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Y en el otro caso,

X €

2tg 219+ 1 " 2ty + 1
il il | T S XS T )

por lo que
0(2"x) = inf 2"x—m| = 2"x - 1y] = 2"x - 1.
meZ.

De aqui, deducimos (1.13).
O

En el siguiente resultado vemos como definir la funcién distancia al entero mas préximo
usando los desarrollos binarios.

Proposicion 1.9. Sea x € [0, 1] tal que x = Z% = 0.aiay ..., con a; € {0,1}. Se tiene lo
i=1

siguiente:
1.
Oaiapas ..., sia; =0,
o(x) =3 7 _ (1.14)
O.ayazas..., sia; =1.
2.
$(2x) = O-C_ln+16_ln+26_ln+3---, sz: any1 =0, (1.15)
0.ap1an+2a043 ..., Siaps; = 1.
Siendoa = 1—aparaa =00 a = 1 el complemento del digito binario.
Demostracion. 1. Aligual que en la demostracion de la proposicion anterior, expresaremos
el intervalo [0, 1] como una particion:
1 1
0,1 =10, z|U|=,1].
ou=[o )]
Asi, si x € [O, %), i.e. a; = 0, se cumple
_ Ol NG
o(x) = nlfel%lx_ml =x-0l=x= ; 5 = 0.ai1as ...
. . 1 .
Asimismo, si x € [E 1) (i.e. a; = 1), tenemos que
) (o] 1 o0 al [ee] C_l o )
¢(x) _nlfelgu_ml =lx-l=1-x= ZE_ZE = ZE = 0.a1aas . ..

~
—_
~.
—

i=1

Con lo que hemos probado (1.14).
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2. Asimismo, dado un n > 0 fijado, podemos particionar el intervalo [0, 1] de la manera
siguiente:

[o,u:z[j(

=0

2t 2t+1
on+l ’ on+1

2t+1 2t+2
n+1 ’ on+l

Para un punto x € [0, 1], el término a, | de su representacion binaria serd

0 . 2t 2t+1
> SUYE o e )
1 . 2t+1 2t+2
, S1xe€ W,W .

Por tanto, si x € [0, 1], existe un dnico 7y € {0, 1,...,2" — 1} tal que
2tg 2t + 1 [ 210 +1 215+ 2
2n—|—1’ on+l1 U n+l ’ n+l

y, por tanto,

2ty 2ty + 1 (210 +1 2t +2
2'xe|—, U , .
g [ 2 2 ) 2 2
2ty 21 1
Si2'x e —0, ot , tenemos que
2 2
2"x) = inf 2"x—m| =2"x -ty = » 2"— —¢
¢(2"x) = inf |2"x—m| XO;ZO
n ) oo )
= ZZn_lai+ Z 2n_l(li—t()
i=0 i=n+1
= Z Zn_iai—l() = 0.ap+1an+2 - ..
i=n+1

200+ 1 260+ 2
2 2

Perosi2"x € [ ), entonces

Ve b a.
¢(2"x) = inf "x—m| =10+ 1-2"x = t0+1—22”2—;
i=0

=tn+1- an 2n—iai — i 2"_iai
i=0

i=n+1
(o] (o]

_ 1—a
R
i=n+1 i=1

0o _
ai — _
= E == O.an+1an+2 e

Y hemos probado (I.15).



La funcién distancia al entero mas préximo 11

Cabe destacar otra forma de expresion de la funcidn distancia que estamos viendo para un
x€[0,1]:

o) :Zai(l—m);(l—ai)al (1.16)
i=1
y (o]
QO(ZHX) _ Z an—l—i(l - an—i—l) ;: (1 _an+i)an+1 ’ (1.17)

i=1
con a; € {0, 1}.
Pues en el primer caso, si a; = 0 la igualdad de (1.16) se reduce a

(o)

.
o(x) = > >
i=1
mientras que sia; = 1, es
o(x) = ) o
i=1

y esto no es mds que lo probado en (I.14)). De igual modo, de (I.13) se deduce (T.17).






CAPITULO 2

La funcidn de Takagi

Vamos a ver en este capitulo dos construcciones habituales de la funcion de Takagi, la
primera usando funciones lineales a trozos y la segunda con la funcién distancia al entero mas
préoximo. También veremos la construccion original del propio Takagi.

2.1. Construccion de la funcion de Takagi a partir de funcio-
nes lineales a trozos
Partamos de la funcién h(x) = [x] en [-1, 1] y tomemos su extensién periédica de periodo

2, poniendo h(x + 2) = h(x), para todo x € R. Dicha extension periddica viene representada a
continuacion:

Figura 2.1: Extension periddica de h(x) = |x|, x € [-1,1].
Es sencillo ver que

h(x) = @.1)

x-2t, sixe[2t,2t+ 1], teZ,
2t—x, sixe[2t—1,21], teZ.

Tenemos que h es una funcién par y ademas, h(2t) = 0y h(2t—1) = 1, paratodo t € Z.
Vamos a considerar las funciones

Jin(x) = %h(ﬂx), reR, 2.2)

para cada n > O entero.

1
Veamos cémo se comporta fj(x) = Eh(Zx) en el intervalo [-2,2]. Puesto que estamos
1
duplicando el argumento de la funcién A, el dominio se contrae en 5 ¥» por tanto, h; es otra
1
funcién periddica, aunque de periodo 1 en este caso. Como multiplicamos 4 (2x) por 3 las

1 o
alturas tomadas por & se verdn contraidas en 7 En la siguiente figura vemos representada la

funcién h; en [-2,2].
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|—

-3 -2 -1 1 2 3

Figura 2.2: Extension periodica de h;.

Explicitamente, tenemos

2t + 1
Xx—t, sixe[t, + ],parateZ,
hi(x) = ot — 1 (2.3)
t—x, sixe[T,t],paraIEZ.
o - . | N
Con un procedimiento similar, podemos hallar el comportamiento de /(x) = ?h(Z x)
siendo su forma explicita para todo nimero real x
t t 2t+1
X—E, SiXE[E, 1— :|,IEZ,
hy(x) = 2.4)
! slx € 211 te”Z
2 x’ ‘x 4 b 2 b b
. oy . 1
donde A, (x) una funcién periddica de periodo 5
1
Mis generalmente, toda 4, es una funcién par, periédica de periodo T Asimismo,
2t 2t—1 1
hn(ﬁ):(), hn( n ):i, Vte Z
y ademas,
1
in(x)] < 5, VxER. (2.5)
De forma explicita se tiene que
t ) t 2t+1
X—ﬁ, SIXE[ﬁ, n ], Z,
hn(x) = (2.6)
t , 2t—1 ¢ S
2n_1—x, S1x € T,F,le

Al extender periddicamente cada £, estas definen una funcién en forma de dientes de sierra
) 1
que conforme n crece el periodo se reduce un factor de T

La suma de estas h, nos servird para definir la funcién de Takagi. El resultado de estas
sumas son funciones lineales en los intervalos que tienen por extremo a los racionales diddicos
y ademas en cada uno de estos intervalos la pendiente de la recta varia y como es de esperarse a
medida que estos intervalos se vayan haciendo mas pequeios, la suma de las pendientes de las
rectas afectadas tienden a 400 0 —co.

La suma parcial de nivel N de la funcién de Takagi viene dada por
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N

N
N (x) = ) ha(x) = %h(z"x). (2.7)
n=0

n=0

A continuacién, vemos la gréifica de gy para N = 1,2, 3, 4.

1 3 2 0 1 1 3 2
2 2 2 2

0

Figura 2.3: Grifica de la suma parcial g (x). Figura 2.4: Griéfica de la suma parcial g»(x).

0 1 1 g 2 0 1 1 g 2
2 2 2 2

Figura 2.5: Griéfica de la suma parcial g3(x). Figura 2.6: Griéfica de la suma parcial g4(x).

Definicion 2.1. Se define la funcion de Takagi como

(e8] (o]

80 = Y halx) = " k(M) @8

n=0 n=0
donde hy, representa a las funciones definidas en la ecuacion ([2.2)).

Teorema 2.2. Para todo x € R, la serie

es convergente.

Demostracion. Basta aplicar el criterio M de Weierstrass teniendo en cuenta la desigualdad
(2.5), que nos dice que la serie (2.8)) estd mayorada por una serie geométrica convergente. As{
pues, esta serie es absoluta y uniformemente convergente en IR.

]
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Gracias a este teorema, podemos asegurar que la funcién de Takagi se puede construir me-
diante aproximaciones lineales. A continuacién, vemos una representacion grafica de g.

Figura 2.7: Funcién de Takagi construida a partir de la extensién periddica de |x| en [—1, 1].

Enunciamos y probamos a continuacién algunas propiedades interesantes de esta funcion.
Proposicion 2.3. La funcion de Takagi cumple las siguientes propiedades:

1. La funcion g es periddica de periodo 2.
2. La funcion g es par.
3. La funcion g es continua.

Demostracion. 1. Al ser h una funcién par y periddica de periodo 2, podemos demostrar
esta primera propiedad. Asi, si x € IR, entonces se tiene que

(o) (o] (o)

20 =Y hern=) 2—1”;1(2"“ R %h(Z"x) — 2(x).

2. Dado un x € IR, puesto que toda funcién A, es par,

3. Por ultimo, basta tener en cuenta que (%,) es una sucesion de funciones continuas y que

la convergencia de la serie (2.8) es uniforme.
m

2.2. La funcion de Takagi a partir de la funcion distancia al
entero mas cercano

En esta seccion, construiremos la funcion de Takagi a partir de la funcién distancia al entero
méds cercano, que vimos en la dltima seccién del primer capitulo. Partiremos de la funcién ¢(x)
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en [0, 1] y tomaremos su extensién periddica (de periodo 1) al considerar ¢(x + 1) = ¢(x),
para todo x € IR, por lo que tendremos una funcién como la que vemos en la siguiente figura.

[N

-3 -2 -1 1 2 3

Figura 2.8: Extension periddica de ¢(x).

Esta extension da lugar a una funcién con forma de dientes de sierra, igual que en el caso
anterior, que no es derivable en los mdltiplos enteros de 1/2. A diferencia de la funcién /4 de la
seccion anterior, esta tiene una contraccion de 1/2 en las alturas y su periodo es 1. Se cumple
que

) 2t 2t+1
—t, e|l—, ,te”Z,
X S1 X [2 > )

SD(X): t ixe€ 201 2 teZ
—-X, SIXx ,— 1, .
2 2

2.9

Si consideramos la transformaciéon x — nx siendo n natural, es claro que si x € [0, 1]
entonces nx € [0,n], asi que la funcién x — ¢(nx) reproduce n veces el comportamiento de
¢ en el intervalo [0, 1] y, por tanto, no serd derivable en 2n — 1 puntos interiores al intervalo
como vemos en la figura en la que se muestra la gréfica de ¢(8x), que reproduce 8 veces
el comportamiento de ¢(x) en [0, 1]. Se observan también los 15 puntos interiores al intervalo
donde no existe la derivada.

[N
T

1 1 3
4 2 4

Figura 2.9: Funcién ¢(8x) en [0, 1].

Es obvio que tomando » tan grande como sea necesario, podemos construir una funcién
continua en [0, 1] que no serd derivable en el nimero impar de puntos que se desee.

Siguiendo el mismo esquema de la pregunta anterior, definimos la funcién de Takagi de la
siguiente forma.
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Definicion 2.4. La funcion de Takagi viene dada por
— ¢(2"x)
7(x) = Z TR
n=0

Asi pues, la funcion de Takagi se construye partiendo de una V invertida en el intervalo
[0, 1], que se subdivide sucesivamente y se reduce a la mitad su altura, formando una poligonal
como dientes de sierra. La suma infinita de estos dientes de sierra es la curva de Takagi. En la
figura vemos la gréfica de los cuatro primeros términos de esta serie en la que se aprecia
perfectamente lo que comentamos.

(2.10)

1
2 /A\
’ .
’ N
7’ N
/’ N
/, \\
V4 N
’ N
/’ \\
/’ N
1 < N
4 RN /’\\
’ S ’ \,
/’ N /’ \,
,/ \\ ,/ \\
1 ’ N ’ \,
B A A
8 7 N e /7 N\ /’
l ,/ \ // ,/ \ //
e N ”~ N
16) » \\ /’ /’ \\ / V4 \\ ’ ’ \\ 4
_n/ \l, / \1, / \1, / \1/
0 1 1 3 1
4 2 4

Figura 2.10: Gréfica de las funciones 90(2kx) /2% parak = 0,1,2,3.

Podemos calcular valores concretos de esta funcion, por ejemplo,

1 1 1
T(E =3 +0+0+--- =7,
3 11 1
T(Z = g T0F0+ =2
T(i NS TS U PP §
16 16 16 16 16 4
Tl:l+l+i+i+...:1(1+1+l+1+...):%_
3 36 12 24 3 2 438 3
Tl:1(1+1+1+1+...):%(1+l+i+...):§.
5 5 4 4 5 4 16 15
(L :1(2+1+L+...+§(1+1+L+...)):2
7 7 4 32 4 8 64 49

En general, 7(x) es una suma finita si x es un nimero diddico. Para racionales no diddicos se
obtiene su valor sumando series geométricas.
Ahora, nos centraremos en demostrar que la serie (2.10) es convergente.
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Teorema 2.5. Para todo x € R, la serie

i #(2"x) @.11)

es convergente.

Demostracion. Sabemos que

¢(2"x) <

1
<5 VxeR, VYn=>0,

asi que el criterio M de Weierstrass nos permite deducir la convergencia absoluta y uniforme de
la serie en IR.
O

El siguiente lema nos servird para demostrar el proximo teorema, que muestra una compa-
racion entre las dos representaciones de la funcién de Takagi que hemos visto.

Lema 2.6. Para cualquier x € [0, 1], se satisface la siguiente relacion:

0(2"x) = 2"y (x).

Demostracion. Como ya sabemos, la funcién ¢ es una contraccién de la funcién 4 en un factor
de 1/2 en el dominio y también en un factor de 1/2 en las alturas, por lo que

o(x) = %h(Zx) — ().

En el caso general, si observamos las ecuaciones (2.9) y (2.6), vemos que se cumple la igualdad
enunciada en el lema.
m|

La relacion entre la funcion de Takagi construida en la seccion anterior y esta queda expuesta
en el siguiente resultado.

Teorema 2.7. Para cada x € [0, 1], se cumple que

n+1
n=0 2" n=0 2" n= 2t
1w h(2(2%)) 1w
=5 ZO =5 Zohn(zx) = —g(2x).
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Las sumas parciales de la serie que define 7 son
n k
¢(2%x)
k=0

Estas sumas parciales son similares a las g, que vimos en la seccion anterior. Son funciones
lineales a trozos (poligonales) en las que cada sumando se asemeja a un diente de sierra, con
vértices en los numeros diadicos k/2" con 1 < k < 2" — 1. Todos los segmentos que la compo-
nen tiene pendientes enteras, que oscilan entre —n y n. La pendiente maxima +n se alcanza en

el intervalo
1
[O’ ﬁ]

[l —i,l].
n

En la figura[2.11| vemos la suma parcial 74 donde aparecen indicadas las pendientes de los
segmentos. Estas sumas parciales 7, coinciden con 7 en todos los diddicos racionales k/2". Y
los valores que alcanzan en los diddicos estas sumas parciales permanecen ya constantes, es
decir,

y la minima —» en

k k
Tn n = Tntj o

N

[N

Figura 2.11: Suma parcial 74 de la funcién de Takagi.

lz) =tz

En la figura [2.12]se observa este comportamiento.

Como consecuencia,
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Figura 2.12: Sumas parciales 71, 7 y 73 de la funcién de Takagi.

La sucesién (7,,) es no decreciente y va aproximando a la funcién de Takagi. Es decir, se
cumple que

71(x) < 12(x) < 13(%) < -+
Nétese que 7y la funcién g dada en la definicién (2.1) no son exactamente iguales, sino que

T presenta una contraccion en 1/2 del dominio g (y, por ende, es de periodo 1) y una contraccion
de 1/2 en las alturas. Vemos a continuacién en la figura las graficas de ambas funciones.

w I

Figura 2.13: Funciones g y 7.

Es habitual encontrar en la literatura actual el término “blancmange function (curva del
manjar blanco)” refiriéndose a la funcion de Takagi. Tall ([20]) lo propone en su articulo de
1982, donde da la “receta” para construirla, aunque le atribuye el nombre a un colega suyo, John
Mills que vio la grifica de esta funcion de forma similar a un pudin inglés hecho de gelatina
de leche, véase la figura El propio Tall cuenta la anécdota (véase [21]) de que la palabra
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inglesa “blancmange” se compone de dos palabras francesas “blanc” (blanco) y “mange” (co-
mer). Cuando esta funcion se presentd por primera vez a los académicos y profesores franceses
en un seminario en Paris, la audiencia quedé muy perpleja. ;Qué es esta comida blanca?, se
preguntaron. Se explico el origen del nombre y los franceses quedaron satisfechos. Es lo que
los franceses llaman un “pudin”. Como siempre, los franceses y los ingleses tienen algunas
dificultades para entenderse entre si, en este caso porque los ingleses usan el término francés
“blancmange” y los franceses usan el término inglés “pudding”.

T(22)/2

1

funciones de Takagi reducidas 1/4

Figura 2.14: Tlustracién de la relacion 7(x) = 7—1(x) + 7(2"x) /2™ param = 1 ym = 2.

En el articulo de divulgacién [13], se explica la complejidad del grafico de la funcién de
Takagi de una manera muy sencilla que exponemos a continuacion. Es facil ver que sim > 1 es
natural, se cumple

1(1) = s () + o,

Pues basta observar que

> 20D 4 D D (4 D

n=0 n=m n=m
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1 o p(2mtky) 1
= Tm-1 (X) + 2—m Z T = Tm_l(.X) + 2_mT(2m.X)
k=0
Asi que en cada intervalo
k k+1
om’ om

con k entero, la gréifica de 7(x) viene dada por una parte finita més una copia similar a toda la
grifica de 7(x) en [0, 1] pero reducida por un factor 1/2™.

Esta relacion, que vemos en la figura param = 1 y m = 2, nos dice que la funcién de
Takagi estd formada por una infinidad de minicopias a todas las escalas de si misma. Asi que al
hacer una ampliacion en un entorno de un punto no encontraremos que la grafica no se parece a
una recta, sino a copias de la grafica zigzagueante inicial.

La funcioén 7 tiene las propiedades andlogas a g vistas en la proposicién

Proposicion 2.8. La funcion 7 tiene las siguientes propiedades.

1. La funcion 1 es periodica de periodo 2.
2. La funcion t es par.
3. La funcion t es continua.

Demostracion. Las propiedades sefialadas son consecuencia de resultados anteriores, en con-
creto del teorema[2.7]y la proposicion [2.3]

1. Tenemos que
1 1
T(x+1) = Eg(Z(x—l— 1)) = Eg(2x+2)

y, como g es periddica de periodo 2,
1
T(x+1) = Eg(Zx) =7(x).
2. Ya vimos que g es una funcidn par, luego 7 también lo es, pues

r(-x) = 58(2(-1)) = 38(~20) = 3(2x) = 7()

o . [e(2'x . .\ e(2)
3. Porultimo, 7 es continua, ya que las funciones T son continuas y la serie Z T
n=0
converge uniformemente a 7.
O

Una generalizacion inmediata de la funcién de Takagi es considerar, dado r € IN, r > 2, la

funcidn
o ¢(r'x)
Tr(x) = Z rn *
n=0

La funcién que definié Van der Waerden (véase [25]]) fue 71¢9. Probd que no era diferenciable en
ningun punto.
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Figura 2.15: Pastel tipico “blancmange”.

2.3. Definicion original de Takagi

Las representaciones mas comunes de la funcion de Takagi son las que ya hemos visto en
(2-8) y en (2.10). Vamos a ver en esta seccién la definicién original de Takagi, publicada en su
articulo de 1903, véase [[19]]. Takagi defini6 su funcién a partir de las funciones sumas de digitos
binarios que vimos en el primer capitulo.

El siguiente teorema se debe a Lagarias y Maddock (véase [11]). En €l se prueba que la
definicidn original de Takagi ([19]) coincide con la funcién T que vimos en la seccién anterior.

o0

Teorema 2.9. Si x = Z % = 0.a1azas3 ... la funcion de Takagi viene dada por
i=1

[} fm
(x) = )] o (2.12)
m=1

donde 0 < €,, = €, (x) < m es el niimero de digitos que hay antes del término que se encuentra
en la posicion m 'y son diferentes a este, es decir,

n(x) =#i: 1<i<m, a,-;tam}ﬂ

En términos de la funcion suma de digitos (véase la definicion (1.6), pdginal7), se tiene que

Equivalentemente,

1Como es habitual, #4 representa el cardinal del conjunto A.
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Demostracion. Para ver que las funciones definidas en (2.10) y (2.12) son la misma vamos a
usar la igualdad dada en (I.17)) que vimos al finalizar el primer capitulo. De ella deducimos que

(2.13)

(’0(2”)() . - an—i—i(l - an—l—l) + (1 _an+i)an+1
A2l (1t
=

asi que sustituyendo esta expresion en (2.10), tenemos que
- gp(Z”x) SRS an—i—i(l - an+1) + (1 _an+i)an+l
)=, =2 ’

n-+i

que poniendo m = n + i nos da

(o)

T(X)ZZ i arrt(l_an+1)+(l_am)an+l’

2m
n=0m=n+1

e intercambiando las series,

3
AN

am(l _an—H) + (l _am)an—H

m
(1—am) e
+ —2m [ZO an—l—l))

n—=

+ (1 ;njlm) [i an}}. (2.14)

n=1

—~|
6

I
DM

3
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I
Nk
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3
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Nk
—_—
SRS
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o
Nt
_
I
$

3
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Observemos que en (2.14)) tendremos una contribucion de 2Lm siempre que a, = 0y a, = 1;
S 1
y por otra parte, la suma Z a, nos da una contribucion de om siempre que a, = 1y a, = 0.
Es decir, cada una de estgs: éumas parciales cuenta el nimero de a, con 1 < n < m que tienen
m
valor contrario a a,, y si a,, = 0la suma Z ap cuenta la cantidad de unos que hay antes de a,,.

n=1
En definitiva, en términos de las funciones suma de digitos y sumas de ceros se tiene que

.-1
—
=
SN—
I
s
S
Vo
N N
S S
=
N—

3
I
o

I
M
2|
M=
—
!
S

3
n
S
I

||
gk
Q
3
N
3

3
)

||
gk
=B

3
)
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2.4. Valor maximo

Vamos a ver que la funcién de Takagi es acotada. En concreto, vamos a estudiar el méximo
de la funcién de Takagi. Es claro que como el maximo de ¢(x) = dist(x,Z) es 1/2, se tiene

que
Z"" 1
: _k:

Jean Pierre Kahane ([9]]) probé que el maximo de la funcion de Takagi es 2/3. Vamos a
probar este hecho siguiendo las ideas de [2] y [6].

NIP—*

1
bYad

Mg

(x) =

k

O

Teorema 2.10. Se cumple que 0 < 7(x) < 2/3.

Demostracion. Es claro que el minimo de la funcién de Takagi es 0, valores que alcanza en los
puntos Oy 1.
Veamos en primer lugar que si x € [0,1] y k > 1 es

S0(22k—2x) g0(221(—1)6) 2
o T S (2.15)

Equivalentemente,
0(2%72x) + %w(Zz"‘l ) < % (2.16)
Como ¢ es periddica de periodo 1, la desigualdad anterior equivale a
o(x) + %4,0(2)() < %, Yx € [0, 1]. (2.17)

Recordemos que

X, 0<x<1/2
_Jl=x 1/2<x<1
A TRy
2—-x, 3/2<x<2,
lo que implica que
X, 0<x<1/4
1/2-x, 1/4<x<1/2
#l2x) = x=1/2, 1/2<x<3/4
1-x, 3/4<x<1,
y, por tanto,
i 2x, 0<x<1/4
o(x) + ¢o(2x) ={1/2,  1/4<x<3/4

2

2-2x, 3/4<x<1.

Es obvio que se cumple (2.17) (véase la figura[2.16). De la periodicidad de ¢ deducimos (2.13).
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N

1 3 |
4

Figura 2.16: Griéfica de ¢(x) + ¢(2x) /2.

Usamos (2.13) para obtener

Asi pues, 7(x) < 2/3. Veamos que existen x tales que 7(x) = 2/3. Estos x deben satisfacer
la igualdad en (2.15) para todo k.
Vamos a buscar los x de modo que (2.16)) sea una igualdad. Para ello, escribimos

1
or(x) = (2%720) + Jp(2%7 1)

y observamos que

Notese que hemos usado la periodicidad de ¢, es decir, o(x + 1) = ¢(x).

Por tanto, ¢y es periédica con periodo 1/4%! y 1a grafica de ¢ es la unién de 45! «

de ¢ con la misma altura 1/2, pero con anchura 1/4% 1,

copias”
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N =
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Figura 2.17: Graficas de ¢, y 3.

En la figura[2.16] vemos la grafica de ¢; y en la figura[2.17] vemos las graficas de ¢2 y ¢3. Se
aprecia la periodicidad que hemos probado anteriormente. Observemos que ¢y es igual a 1/2
en la unién de 4*~! subintervalos de [0, 1] cada uno de longitud 2 /4*.

Asi que definimos
13
Al = |7
44

y, para cada k > 1 construimos Ay | como la unién de los 2* subintervalos de longitud 2 /4!
donde ¢+ esigual a 1/2 y que estén contenidos en Ag. Por ejemplo,

A= |2 1ol 1L
27116’ 16| " |16° 16

A_2123U2527U3739U4143
> 64" 64 64" 64 64’ 64 64’ 64|
En la figura [2.18] vemos los tres primeros conjuntos construidos de esta manera.

A, — —

S 7 9 11
6 16 16 16

EN
-

Figura 2.18: Conjuntos Ay, Ay y As.

Tenemos una sucesion (Ax) de conjuntos compactos encajados que por el teorema de inter-
seccién de Cantor debe tener interseccién no vacia, es decir, existe

X € m Ag.
k=1

Tal x de la interseccién cumple 7(x) = 2/3.
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Se pueden caracterizar los puntos del conjunto A usando la expansion cuaternaria (es decir,
en base 4) de sus puntos, pues de la construccion del conjunto A se deduce que

A:{ “—’ﬁ:aizl,z}.
L 4
i=1

(o]

Por ejemplo.

1 S
3 L

luego 1/3€Ayest(1/3) =2/3.
El conjunto A es perfecto de medida cero. En efecto, es perfecto porque todos los puntos de
A son de acumulacion pues si x € Ay

x = Z4j; a; €{1,2)
i=1

| &

entonces

porque la diferencia es que hemos intercambiado los digitos 1 y 2 y se cumple que x, — x. Por
ultimo, tiene medida cero porque la representacién de x € A no contiene al menos un digito, en
este casoel Oy el 3.

Se puede demostrar que A es homeomorfo al conjunto de Cantor, aunque en la construccion
del conjunto A cada intervalo disjunto de la k-ésima etapa es reescalado con factor 1/4 para
después ser duplicado.

Este conjunto A también tiene otra propiedad. Y es que es autosimilar. Recordemos que
un conjunto compacto K en un espacio métrico X se dice autosimilar si existen contracciones
fis-.., fn : X > X de modo que

K= fi(K)U...U fn(K).

Por ejemplo en R si I = [0, 1] tenemos que

I=fi(I)u fi(I),

donde { )
filx) = 7% fHx) = E(x-i- 1).

Volviendo a nuestro conjunto A, podemos escribir
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Asi que podemos escribir
A= fi(A)U fr(A)

donde f; y f> son las contracciones

=g+ Al =5+

ambas con factor de contraccion 1/4.

Conocido el valor maximo de la funcién de Takagi, podemos decir que la sucesion de sumas
parciales (7,(x)) converge uniformemente a la funcién de Takagi, pues se cumple que

frn(x) — 7(x)] < 21

Wl

2.5. Ecuaciones funcionales

Pasamos a ver a continuacion algunas ecuaciones funcionales que satisface la funcion de
Takagi.

Teorema 2.11. La funcion de Takagi satisface las siguientes ecuaciones funcionales.

1. Ecuacion de reflexion:

7(x) = 7(1 = x). (2.18)
2. Ecuaciones de autosimilaridad diddica:
X x 1

Z)l=Z 4 2.1

7(2) 2+2T(x) (2.19)
14+ x 1-x 1

= — 2.2

T( 5 ) 5 +2T(x) (2.20)
Demostracion. 1. Usando el resultado del teorema[2.7] tenemos que

(1 =) = 58(2(1 - 1)) = 38(2-2x).

Pero por otra parte, la proposicion nos dice que g es una funcién par de periodo 2,
luego

1 1 1
T(1-x) = 58(2—2)5) = 58(—2)6) = Eg(Zx) = 7(x).
Esta ecuacion nos dice que la funcion de Takagi es simétrica.

2. Six € [0, 1], tenemos que

y hemos probado (2.19).



Ecuaciones funcionales 31

Probemos ahora ([2.20). Tenemos que

L+x)_ e (149) _ el+x) e
7(2):,;)90 | _ ¢ el

x 1 X X
<x<l1 << - Zl==
0<x = U=s3=57 = S"(2) 2’
asi como
D<x<l = 1<1—|—x<1 R l—l—x_l—x
*= 2="2 = L I )

O

Corolario 2.12. La funcion de Takagi es la tinica funcion acotada que satisface las ecuaciones
de autosimilaridad diddica.

Demostracion. Es consecuencia del teorema del punto fijo de Banach. Sea 8 el espacio de Ba-
nach de todas las funciones acotadas en [0, 1], dotado de la norma del supremo. Consideremos
la aplicaciéon T : 8 — B dada por

)

1
x—i—if(Zx), 0<x<

| —

rnw={ 2 1
l—x—i—if(Zx—l), 7 <x< 1,

donde x € [0, 1]. Observemos que dadas f, g € B,

1 1
5 1£(22) ~ (20)]. 0<vss,
T(N@ =T =17 1
§|f(2x—1)—g(2x—1), 5 <x<l.
Dado que
OSXS% = x€[0,1] vy =<x<1 = xel0,1],

concluimos que
1
IT(f) =T (el < Ellf—gll, f.8e8.

Ahora bien, 7 es punto fijo de T, es decir, T(7) = 7 por cumplir 7 las ecuaciones de autosimi-
laridad diddica, pues
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En el primer caso, de (2.19) deducimos que 7 cumple 27(x) = 2x + 7(2x), es decir,
7(2x) = 27(x) — 2x,

asi que

+ %T(zx) — ().

En el segundo caso, de (2.20) deducimos que

1
ZT( ;Lx)zl—x—l—r(x) = 27(x) =2-2x+71(2x-1),
por lo que
1
1-x+ 57’(2)6—1) = 7(x).

Dado que T es una contraccion, el teorema del punto fijo de Banach implica que 7 es el tinico
punto fijode 7.
O

Los resultados anteriores pueden generalizarse, como vemos a continuacion.

Proposicion 2.13. Si £ € N y x € [0, 1], la funcién de Takagi verifica las siguientes ecuaciones

funcionales.
k+ x k ¢ —2s(k) 1
o5 =rlg) s T g k=022 e
k—x k\ 2s(k—=1)-¢ 1
T( 7 ) B T(?)+ — T k=120 e
Siendo s la funcién suma de digitos, que vimos en la definicion (L4). Ademds, si x = n/2¢ con
n=12,..., 20 la funcion T tiene la representacion
n nt 1 'S
T(y) =251 2, (K. (2.23)
k=0

Demostracion. Para probar (2.21) vamos a hacer uso del principio de induccién. Si £ = 1,
entonces k = 0o bienk = 1.

= Sik =0, se sigue de (2.19) que

o{5) - 3o oo

Ademas,

T(k)wl _0+w1 11

2l v T

pues 7(0) = s(0) = 0. Es decir, que si £ = 1 y k = 0 se cumple (2.21).
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» Sik =1, de (2.20) se sigue que

(k+x) I1-x 1
T = =
2&’

Por otra parte,

y concluimos que (2.21)) es ciertapara £ = 1y k = 1.

Supongamos cierta la igualdad para un £ > 1, es decir, para todo k € {0,1,...,2 =1} y
x € [0, 1] se tiene que

k K\ e-2s(k) 1
T( ;X)ZT(?)—FZ—;()X-{-?T(X). (2.24)

Siendo esta nuestra hip6tesis de induccion, veamos que se cumple para ¢ 4 1, es decir, hay que
demostrar que si k € {0, 1,...,2"1 — 1} y x € [0, 1], entonces

k+x\ [k C+1-2s(k) 1
Y250 B pyas .

2+1 T 25+1T(x)'

Si k es par, existe n; € {0, 1,..., 20— 1) tal que k = 2n; y usando la hipotesis de induccion,

(2.19) y (1.7), tenemos

X
k+x\ et 5 ey C=2s(m)x 1 (x
B2 A Y _T(?)+ 2 5+?T(§)
an 5—25(111() X 1
= T\ 5 S Y toan T 25+1T(x)
[ 2m £+ 1-25(2n) 1
=7 2t+1 2+l X 2€+1T(x)
B k {+1-2s(k) 1
I Y25 v e 2€+1T(x)'
Si k es impar, existe ng € {0, 1, ..., 20 — 1} tal que k = 2ny + 1 y se tiene por la hipotesis de
induccién y (2.20) que
x+1
(k—i—x) (an—l—l—{—x) Mg+ D) m\ €-2s(m)x+1 1 (x+1
T|——| = —:T—:T(—)+ + —=1|——
20+1 20+1 ¢ 2t ¢ 2 ¢ 2
_(mg\, C=2s(ng) | 1—x 1
- T(i) S+1 (x+ 1)+ T 2£+1T(x)
ny - 2s(2nk) 1 - 2s(2nk) X 1
= T(—) - 7(x)
¢ 20+1 20+1 20+1 20+1 20+1
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(M {— 2s(nk) 1 t—1- 2s(2nk) 1
- T(?) + 2t+1 T 2t+1 T 2t+1 X+ 2t+1 7(x).

Usando la hipétesis de induccién con x = 1/2 obtenemos

1
2 1 ng+ = -2 1 1 (1
T( it ):T 2 :T(@)—i—ﬂ——k—r(—)
20+1 2¢ 2t 2¢ 2 200\2
:T(@)_i_f—Zs(nk) 1
¢ 20+1 26+1
y, usando (1.8)),
k+x\ e\ €—2s(n) 1 —1-2s(ng) 1
Nt | = T(?) 7 +1 7C+1 T 7+1 X 2€+1T(x)
an—i—l—i—x) C—1-2(s2m+1)-1) 1
=7 7(x)
20+1 20+1 20+1
2nk—|—1-|—x) 4+ 1-2s2m + 1) 1
=7 7(x)
2{+1 2{+1 2{+1
B k ¢+ 1-2s(k) 1
RG2S A+ + 2£+1T(x)’

y hemos probado que las 2¢*! igualdades son ciertas y, por tanto, (Z.21)) es cierta.
Para demostrar (Z.22), si k € {1,2,...,20}yx € [0, 1], entonces k — 1 € {0, 1,... 20— 1)y
1 — x € [0, 1], asi que de (Z.21)) obtenemos

k—x\  (k—1+1+4x\  [(k=1\ C=2s(k—1)
N\ )77 o B ST Y

1
(1-x)+ ?T(l - x).

Si aplicamos (2.21)) para x = 1,

7(5) :T(M) :T(k_ 1)+ £o2s(k=l) Lo,

2! 2t 2t 2t 2t

Dado que 7(1) = 0, concluimos que
k—1\ (k) (-2s(k—1)—¢
T 7 =71|— |+ .

La periodicidad de 7 implica que

1 1
?T(X) = ?T(l - x)
Asi que
k—x\ _ (k=1\ €-2s(k—1) 2s(k—-1)-¢ 1
W5 )= + i + 5 x—i—?r(x)

K\ 2s(k=1)—¢ ¢-2s(k=1) 2s(k=1)—¢ 1
( )+ 5 + % + 5 x+?r(x)
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:T(;)+25(k—1)—€ 1

2€ + ?T()C)

y hemos probado (2.22).
Para demostrar (2.23), usaremos (2.21)) con x = 1y el hecho de que 7(0) = 7(1) = 0.
Paran = 1y ¢ € IN fijo, se tiene que

¢ 1

=5 0

luego para n = 2 tenemos

o))

=50 et O g ()
1
2¢ 1
=——-—> s(k).
Y
26 24
Si suponemos que es cierto paran = N,
N-1
N N¢ 1
T(—): — - = s(k).
¢ ¢ (-1
2 20 24

Veamos que se cumple también para N + 1. Por (2.21))

T(N+1):7(N)+—€_2S(N) + L)

2 20 2 2"
N-1 N
N¢C 1 4 1 (N+1)¢
= ?_Wk_os(k) +?—2€—_1S(N) = T—I;)S(k),
con lo que se cumple (Z.23) paran = 1,2,...,2¢.
O
Consecuencia de este resultado es que para £ € IN, k € {1,2,..., 20— 1) y X € [0, 1] la

funcién de Takagi satisface

T(k—l—x)_T(k—x): £—s(k) - s(k—1)

25 26’ 25—1

X.

Sik=¢=1yxe|0,1], laigualdad anterior es

T(l y)_r(lj) = (1-5(1) = 5(0)x = 0

. . . . 1
y expresa la simetria de la funcion de Takagi con respecto a la recta x = 5
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2.6. La funcion de Takagi sobre los racionales

Vamos a estudiar el comportamiento de la funcion de Takagi sobre los racionales. En con-
creto, que lleva racionales a racionales. El resultado es el siguiente (véase [14]).

Teorema 2.14. Si x € Q entonces 7(x) € Q.

Demostracion. Recordemos que

siendo ¢(x) = dist(x,Z) la funcién distancia al entero méds préximo. Es obvio que si x € Q
entonces ¢(x) € Q. Vamos a distinguir dos casos.

Caso 1. Supongamos que x es un racional diddico. Entonces, para n suficientemente grande, se
tiene que 2"x es entero, por lo que ¢(2"x) = 0, asi que

2 o(2%x N o(2kx
(x) =)’ 90(2k ) _ ];)"0(2,( ).

k=0

Pero cualquiera que sea k, como x es racional, también lo es go(2kx) y la suma anterior es
por tanto un nimero racional.

Caso 2. Si x es racional no diadico, podemos escribir su desarrollo binario como
X = O.blbb oo bnbn+l “ e bn+m P bn+l “ . bn+;n e — O.blbb o e bnbn+1 T bn+m.

Esto implica que m > 1, porque los diddicos son los tinicos nimeros racionales en los que
se repite un digito en el desarrollo binario. Entonces,

) = i () _ ey i ¢(24)
2k ’
k=0

k=0 k=n

|

racional

asi que basta demostrar que el segundo sumando es racional. Ahora bien,

v 2(25) 1 p(2'Y)
Z ok ikz;) 2k

k=n

donde x" = 0.1 ... by, En definitiva, podemos suponer que que x = 0.5 ... by,.

Cualesquiera que sean los enteros k y kg se tiene por la periodicidad de ¢ que
(2" H0x) = (2" 200x) = p(210x),

por lo que
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Jj=0\k=0 j=0 j=0
donde
& ¢(2x)
Sm = o
k=0
Ahora bien,

> 55 = T
jm 1 _»D-m
= 2 1-2
es racional porque —m < —1 < 0y §,, es una suma finita de racionales y, por tanto,

racional. En definitiva, 7(x) € Q.

Corolario 2.15. La funcion de Takagi transforma diddicos en diddicos.

Demostracion. Basta ver el primer caso del teorema anterior; si x es diddico, 7(x) es una suma
finita de diddicos. Por tanto, 7(x) es diddico.
O

El reciproco de este corolario es falso, por ejemplo

-4

Si bien la funcion de Takagi lleva racionales a racionales, el reciproco es un problema abierto, es
decir, no se sabe si dado un racional 0 < r < 2/3, existe otro racional " de modo que T(r’) =r.

También estd abierto el siguiente problema. ;Existe un diddico racional y = ¢/2F con
0 <y <2/3 de modo que no exista diddico racional x con 7(x) = y?






— CAPITULO 3

Continuidad en el sentido de Holder y
diferenciabilidad

En este capitulo vamos a ver que la funcion de Takagi es continua en el sentido de Holder y
que no es diferenciable en ningdn punto del intervalo [0, 1]. De esta dltima afirmacién daremos
dos pruebas.

3.1. Continuidad en el sentido de Holder

Comenzamos recordando el concepto de funcién continua en el sentido de Holder.

Definicion 3.1. Sea f : [a,b] — R. Decimos que f es continua en el sentido de Hélder de clase
@ en |a, b] si existen constantes C > 0y a € (0, 1) tales que

If(x1) = f(x2)] < Clxy = x2|*
para cualesquiera x1, x; € |a, b].

La continuidad en el sentido de Holder implica la continuidad uniforme pues dado que
a < 1, se cumple

1 (x1) = f(x2)] < Clx1 — x2|* < Clxy = x2).

También es facil ver que si se satisface la condicion de Holder para un exponente @ > 1 la
funcién es constante. Pues dados x # y en el intervalo [a, b], dividimos el intervalo [x,y] en n

. o] o .
subintervalos de longitud — - [x — y|. La continuidad de Holder nos proporciona la cota
n

1 a
C(—Wx—yo
n

en cada subintervalo y la desigualdad triangular nos indica que

|f(x)—f(y)| SnC(l-lx—y|) :C|x_y|a.%.
n n

Basta hacer n — oo para concluir que f es constante.

Dado que para estudiar la continuidad de Holder de 7 necesitaremos evaluar |7(x) — 7(y)|,
vamos a ver primero cémo manejar diferencias del tipo |¢(2"x) — ¢(2"y)|, que es lo que vamos
a hacer en el siguiente lema.
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Lema 3.2. Para todo x,y € [0, 1] y n > 0 se cumple que
lp(2"x) = (2"y)] < 2%|x =y
Demostracion. Sean >0y x,y € [0, 1]. Sea k € Z. el entero més cercano a 2"y. Entonces,
o(2"x) = nl:él; 2"'x—m| <2"x—k| < 2"x=2"y| + |2"y — k|
= 2"x =yl + ¢(2"y).

Asi que hemos probado
©(2"x) = p(2"y) < 2"|x—yl.
Pero de modo totalmente andlogo podemos probar también que

@(2"y) = p(2"x) < 2"x -y,

asi que en definitiva tenemos lo que queremos,

lp(2"x) — @(2"y)| < 2"|x -yl

Pasamos entonces a enunciar y probar el resultado principal de esta seccion (véase [18]]).

Teorema 3.3. La funcion de Takagi es continua en el sentido de Holder de clase a para todo
a€(0,1).

Demostracion. Sea a < 1. Sean x,t € R con ¢ # 0. Supongamos primero que 0 < [f| < 1. Sea
neZ,n >0 tal que

1
i <lf < ?
En particular,
1 l-a
1—
|t| ¢ < (i) s
o lo que es igual,
a
lf| < (i) 7" (3.1)

Por el lema anterior y (3.1)

n—1

2k t 2k 1
k=0 k=0 2
Dado que
o(2%x) 1
0< " S2k+l’ Vk >0, Vx e R,

se sigue que cualquiera que sea k > 0 es

‘QO(Zk(er ) e _ 1

<
= 2k+1°

2k 2k
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Por tanto,

p(2f(x+1))  9(2*%)
2k

o1 1 "
=== D g = o S 2 < 20

(o)
k=n

donde hemos usado que dada la eleccién de n,

1
ST <l = 7 < 2|t.

De (3.1) y (3.3) podemos deducir que

S [¢2"(x+1)  e(2"x)
2 2

It(x+1) —7(x)| < !

n=0

n a
(2-+»2nu_a))h|.

on(1

Como

n
lim (2 4 =2,
n—co 2n(1—a')
esta sucesion esta acotada. Si M, es tal que

n
2n(l—a')

‘2 + <M,, Vn e N,

luego
r(x+1) = 7(x)l < Mold®

siempre que 0 < |¢| < 1.
Veamos qué sucede si || > 1. Sabemos que

_Oogo(ka) 21 B
OST(X)—kZ:‘) o SI(Z:‘)W—I

y cualquiera que sea |f| > 1 esto implica

lr(x+1)—7(x)| <1< 7%
Eligiendo la constante M,, citada antes concluimos que
[r(x+1) — 7(x)] < Myt

para todo t y esto prueba la continuidad en el sentido de Holder de 7 en IR.

<n l11* + 2|¢|*
—a)

(3.3)

O

De acuerdo con lo que vamos a demostrar en la siguiente seccion, que 7 no es derivable en
ningun punto, este resultado que acabamos de demostrar es el mejor posible. No podemos tener
a = 1, pues si no, 7 seria absolutamente continua y, por tanto, derivable en casi todo punto.

En [24] Luciano de Vito da una demostracion de que la funcion de Takagi, que Georges de
Rham probé en [[16] que no es derivable en ningin punto, es sin embargo de clase Holder de

grado « para cualquier @ € (0, 1).
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Recordemos que esta funcién es

o(x) =dist(x,Z) =

b

o

donde [7] es la parte entera de 7.
Esta funcion tiene las dos siguientes propiedades.

» Dado que 0 < ¢(x) < % se sigue que
o) - )l < 5. G4
= Por otra parte, también cumple que
lp(x) —o(¥)I < [x=l. (3.5)

1 1
La desigualdad es de hecho una igualdad si x,y € [O, 5] o bien x,y € [5, 1]. En el caso

1 1
que queda, supongamos por ejemplo que x € [O, 5] eye€ [5 1]; tenemos que

lo(x) =) =lx=(1=y)| = lx+y-1].

Silx4+y-1 = x+y—1se cumple que x+y—-1 < y—x = |y— x| porque esta
desigualdad es equivalente a que 2x < 1. Mientras que si fuera [x+y—-1| =1-x—-y
también es 1 —x —y < y — x porque esta desigualdad es equivalente a que 2y > 1.

De aqui deducimos usando (3.4) y (3.3) que cualquiera que sea @ € (0, 1),
o (x) =)l = le(x) = ()" lp(x) = eI < 297 x = yI”. (3.6)

1
Observemos que en (3.6)) la igualdad se alcanzaconx = Oey = 5 asi que la constante 2%~

no puede sustituirse por una menor.
Por (3.6) tenemos entonces que

p(2'x)  (2"x)

2k 2k

(o]

1o
< D 2R =2
k=0

(o)

— 2&—1 |)C _ yla' Z(za’—] )k
k=0
a—1

T 1-201

lx =y
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3.2. Diferenciabilidad de la funcion de Takagi

En esta seccion vamos a dar tres demostraciones del siguiente teorema.
Teorema 3.4. La funcion de Takagi no es derivable en ningiin punto.

Se han publicado varias demostraciones de este resultado. El propio Takagi lo probo ([19]),
asi como por ejemplo Hildebrandt ([8]) y de Rham ([[16]]). La demostraciéon de Van der Waerden
([25]]) para la funcién que €l construy6 no se adapta automaticamente al caso de Takagi. La
prueba que dio Billingsley ([3]) es quizas la més natural y es la primera que presentamos en
esta seccion.

Comenzamos con un lema que nos serd de utilidad.

Lema 3.5. Sea a < a, < x < b, < b para todo n € N y supongamos que a,, — xy b, — x. Sea
f ¢ la, b] = R una funcion continua tal que f’(x) existe. Entonces,

f(bn) _f(an)

m, b, —a, = ().
Demostracion. Dado que
b, —x bn—an_l X—ay b"_a"—l
by—anl ~ b,—a, by—anl =~ by—a,
deducimos que
f(bi’l)_f(an) / _ bn_x f(bn)_f(x) ’ X—ay f(an)_f(x) ’
b, —a, —f(x)'— bn—an( b, —x _f(x))+bn—an( a, — X —f(x))
f(bn) _f(x) , f(an) _f(x) ,
: ‘T‘f W‘*'T‘f )
— 0 cuandon — co.
Asi que

3.2.1. Prueba de Billingsley

Vamos a ver ahora la demostracion de la no derivabilidad de la funcién de Takagi debida a
Billingsley ([3]).

Primera demostracion del teorema3.4) Sea x € R arbitrario. Supongamos que existe 7/(x) y
es finito. De acuerdo con el lema anterior, si u,, < x < v, (con u, < v,)y v, — u,, — 0 entonces

7(vn) = 7(un)

/7
— - 7' (x).

Vamos a construir dos sucesiones (u,) y (v,) y llegaremos a una contradiccién para ver que
nuestra hipdétesis inicial es falsa.
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Recordemos que
o 1
=25

donde ¢(x) = dist(x, Z) es la funcién distancia al entero mas préximo.
SealD = {i27" : i,n € Z} el conjunto de los diddicos racionales. Si u € D es de orden n,
entonces para todo entero k > n se cumple que 2*u € Z. Luego ya que o(p) =0parapeZ,

tenemos que
n—1 1

k
() = ) Seel(2u).
k=0
Sean u,, v, € ID nimeros sucesivos de orden n tales que u, < x < v,. Entonces
Vp—uy =027 (i-1)27"=27"

y ademas,

T(va) = 7(un) N i(,o(Zkvn) - o(2*u,)
Vp — Uy 2k Vp — Uy '

La funcion ¢(x) es lineal si x € [2€u,, 2%v,] porque

i—-1 i
2 2} = [7’ 5]’

donde / = n—k € IN. Luego si 0 < k < n,

1 90(2kvn) _QO(Zkun) o +27! — 41
2k Vi — Uy S

lo que nos conduce a que

T(v -
n — Z+1

cuando n — oo la serie de la derecha no converge. Esto contradice la hipétesis de existencia de
7/(x). Dado que x € R es arbitrario, hemos probado que la funcién de Takagi no tiene derivada
en ningun punto.

O

Cater ([4]]) probé incluso que la funcién 7 no tiene derivada lateral finita en ningin punto.
Teorema 3.6. La funcion de Takagi no tiene derivada lateral finita en ningiin punto.

Demostracion. Supongamos que por ejemplo existiera 7/, (x) = € € R para algin x € R. Para
cada natural n sean

. o 1 .
! vn:l+ , donde l—<x<i

on’ i on o

l/tn:

Consideremos a continuacion r;, y s, tales que

T(up) —7(x) = (€+ ry) (up — x),
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T(vp) = 7(x) = (€ + sp) (vu — x).

Entonces,
7(vn) = 7(un) = (7(va) = 7(x)) = (7(un) = 7(x))
= (€+ 50) (va = x) = (€4 ra) (un — x)
=C(vyp—up) + sn(ve — x) = rp(uy — x)
=27"C+ s, (v — x) = rp(uy — x)
y también

(t(vp) —=7(u)) = €4 2"sp (v — x) = 2"ry (up — x).

Dado que tenemos
O<un—x<%, O<vn—x<%,
concluimos que
12" ((va) = 7(u)) = € < Irul + 2sal.

Se sigue que
lim r, = lim s, = 0,

n—oo n—o0o
por lo que
lim 2" (t(v,) —7(u)) = ¢.
n—oo
Pero

2" (z(vn) = () = D 2" (@r(va) = or(ttn))
k=1

Dado que ¢y es lineal en el intervalo [u,, v,] si 1 < k < ny @e(uy) = ¢r(vy) = 0sik > n,

concluimos

—

S

2" (z(va) = 7(w)) = D ()’ (un),

»
I

donde (¢1)’, indica la derivada lateral a la derecha de ;. Pero (@)’ = +1, asi que

2" ((va) = 7(u))

es par o impar dependiendo de la paridad de n. Y esto es imposible. Andlogamente sucede con

la derivada lateral a la izquierda (o también podemos usar la relacién 7(x) = 7(1 - x)).

3.2.2. Segunda demostracion

O

Como ya hemos comentado, existen varias demostraciones de la no diferenciablidad de la
funcién de Takagi. En esta seccién vamos a presentar otra, siguiendo las ideas expuestas en [1]]

(pag. 144 y siguientes).

Hemos de mencionar también que usaremos la representacion de la funcion de Takagi que

vimos en primer lugar, dada en la definicion (2.1)),

S h(2x) L L h(2)
g(x) = Z o = A}l_fgoz — = Jim gn(x).

N
n=0 n= -

Recordemos que su grifica la podemos ver en la figura [2.7]
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Segunda demostracion del teorema Veremos la no derivabilidad en un punto xq cualquiera
construyendo sucesiones x,,, — X para las que el cociente

g(xm) — g(x0)
Xm — X0

(3.7

no tenga limite finito. Incluso aunque encontremos una sucesion (x,,) para la que el cociente
anterior tenga limite oo (con lo que ya probariamos que nuestra funcién no tiene derivada
finita en ese punto), construiremos otra sucesion y,, — xo de modo que

Lo 80w —g(x) _

m—c0 Ym — X0

con lo que se probaria la no existencia de derivada (incluso infinita) en x.
El proceso que seguiremos es el siguiente: primero estudiaremos la derivada en x = 0,

x=1lyx= > para luego seguir con los racionales diddicos y terminar con cualquier x € IR.

» Estudiemos la derivabilidad en el origen de coordenadas. Recordemos que g(0) = 0.
Consideremos la sucesion {
Xm = 2_m -0

y estudiemos en este caso el comportamiento del limite de (3.7)).

Calculemos el valor de g(x,,). Sea N € IN tal que N > m, por lo que (recordemos que
llamamos gy a la suma parcial N-ésima de la serie que define g)

i 3y - $ L
n=0

n=0 —
U N

=D 5h@ T+ D, k(2. (3.8)
n=0 n=m+1

De esta forma, si n < m, se tiene que 0 < 2" < 1, por lo que
h(2"m) = 2nm,
Para el caso en que n > m, entonces 2"~ > 1y, al ser un nimero par,
h(2"™) = 0.

Luego, si sustituimos en (3.8),
m

1L, . <=1 m+1
gN(xm) :Zizn :Zz_m = o
n=0 n=0

Haciendo N — oo, llegamos a que
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de donde
m+1 _0
g(xm) _8(0) . 2m
= =m-+ 1,
Xn—0 1 0
o
) 1
concluyendo por tanto que si x;,;, = om es
-g(0
tim 8E) =80 _
m—oo X

que prueba ya que g no es derivable en el origen de coordenadas.
Podria pensarse que pudiera existir g’(0) = 400, pero no es el caso pues si consideramos

Ym = —5; Vamos a ver que

—2(0
i 80m) —8(0)
N

Usamos el mismo razonamiento que antes. para N > m, se tiene que

m N

gN(ym):Z$h(—2”‘m)+ > %h(—Z”""). (3.9)

n=0 n=m-+1

De este modo, paran < m, es —1 < -2""" < (0, asi que
h(-2mm) = 2",
En cambio, si n > m, entonces —2"™" < —1 es un nimero par y se tiene que

h(=2""") = 0.

Sustituyendo en (3.9) y tomando N — oo

_lunzzn _Zzim:mz—;l’

n=0
de lo que se deduce que
m+1 0
gym) =0 _ “om _ ,
-0 1 - m=4
m —5m — 0
y concluimos que la funcidn g no tiene derivada (incluso infinita) en el origen de coorde-
nadas.
= Nuestro objetivo ahora es demostrar que g no es diferenciable en x = 1. Para dicha

prueba, nos serviremos de los razonamientos aplicados en el caso anterior, x = 0.
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Puesto que /(2t) = 0 para todo 7 € Z, se sigue que

g(l) = i %h(zn 1) = ih(zo) h(1) = 1.

0
n=0 2

Si (x;;) es la misma sucesion del caso anterior, 1 + x,, — 1y vamos a calcular el valor
de las sumas parciales gy (1 + x,,). Tenemos que para N > m

en(l+x,) = i %h(z"[;m + 1])

n=0

_ S 1 n—-m n 1 n—-m n
_Zz_ @42+ > Sh(2"" 427, (3.10)

Sim >n > 0, se cumple que 2" < 1 y como h es periddica,
h(2"" 4 2%) = (2" =2
Asimismo, si n > m entonces 2" > 1 es par y por ello
h(2"" 4 2") = 0.

Para n = 0, se cumple que

1
1<2—m+1<2, vaN,

y de la ecuacién (2.1)) tenemos que

1 1 1
I RS R

Si estos valores de / los sustituimos en (3.10) y hacemos N — oo,

m m
1 " 1
g(1+ x,) ;2— (2 [2m+1])_h(2m+1) Z::z—
1 m m—1
:1_2_’”—’_27: 2m +1. (311)
De esto deducimos que
m—1
(1) —g(1) _ o F171
T+ 2 — 1 1 =m-l
m
om +1-1
Al igual que ocurria en x = 0, es posible que pensemos que g’(1) = oo, pero al
considerar la sucesion y,, = ~om , tenemos que para N > m se da que

-] 4]
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N

izi Sy Y %h(zn_zn—m). (3.12)

n=m-+1

Asi, cuando 0 < n < m, entonces —1 < =2"7" < (0 y por ser & periddica,

(2" =2""") = p(=2""") = 2",
Cuando n > m, entonces —2"~"" es un nimero par, por lo que

h(2"-2"") = 0.
Y para terminar, cuando n = 0 es
0<1—i<1, Vm € IN,
m

que con (2.1)), proporciona

h(l—zim) 1—2im—0— 1—2im

Si estos valores los sustituimos en la ecuacién (3.12) y tomamos N — oo, se dard que

- S22 S

| B 1 m m-1
:1—2n2”m: —2—m+2—m— om + 1,
de donde tenemos que
m—1
g(l+ym)=g() ot
I+ym—1 1 '
l-—-1
2m

Asi que al igual que razonamos para x = 0, llegamos a que g’(1) no existe, incluso
admitiendo derivada infinita en un punto.

: . 1 .
= A continuacion, pasaremos al caso x = 7 Calculemos en primer lugar el valor de la
. 1
funcién g en 5:

) S22t S oo

1

. 1 )
Sea (x,;) de nuevo la sucesion x,, = Es 3 + X, — 3 Y se tiene que para N > m,

2_m.

()= S faen]

n—=
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(AT | .
:h(§+2 )+§h(1+21 )

m N
Y2 Y ) Gy
= n=m+1

Luegoparal <n <m,2" 'espary0 < 2" m < 1, asi que
R 2 ) = (2v) =20
Paran > m, 2" 4+ 2""1 > | es par y llegamos a que
h(2mm 42" = 0.

Para n = 0, tenemos que 0 < 27" + 27! < 1 para todo m > 1 entero y haciendo uso de la

ecuacion (2.1)),
h(2mm 2 ) =227 —0 =27 427,

Paran = 1, tenemos que 1 < 2!7" 4+ 1 < 2, para todo m > 1 entero y, de nuevo de la
ecuacion (2.1)), tenemos que

R+ 20) =2- (2" ) =12
Sustituyendo en (3.13)) y tomando N — oo,

m

2—m+2—1+%(1_21—m)+r§%2n—m =14+

m-—1
om -

1 .
g(— +xm) = A;lm

2 —00

En conclusion, tenemos que

1 1 m—1 m—1
o rm)ely) mptern mt
1+ 1 - 1+1 -
—_— x —_— — — —_——
2 M om D

1

2 2m
. . 1 . . .

y deducimos que g no es derivable en 7 Al igual que en los casos anteriores, no tiene

derivada 400 en ese punto pues si consideramos la sucesion y,, = —Xx,,, llegamos a que
siN > m,

1 Mo 1
= m| — —h|2" = m
av 5 0] = 2 5ot (25 m)

1)1 )
:h(——2 )+§h(1—21 )

2
moq N

+ ﬁh(zn—l—zn—m)Jr Z ?h(zn—l—zn—m). (3.14)
n=2 n=m-+1

Luego, para 1 <n < m, 2" ! es par y ademds 1 < —2""" < 0, por lo que

h(zn—l _ 2n—m) —h (_2n—m) — pn—m
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Cuando n > m, 2"~1 — 2"~ > | es par y llegamos a
h(2" 2 =o.

Cuando n = 0, se cumple que 0 < 27! =27 < | para todo m > 1 entero y de 2.1) se
tiene que
h(2t -2y =272 —0=2""-2"

Paran = 1,se daque 0 < 1 —2!7 < 1 para todo m > 1 entero y de (2.1) llegamos a
h(1-2""")=1-2""-0=1-2""

Si sustituimos en (3.14) y tomamos el limite N — oo

1 _ 1z -m -1 1 1-m C 1 n-m| __ m—1
g(—+ym)—]$£r302 +2 +—(1—2 )+Zﬁz =1+ )

2 2 4 om
asi que
1 1 m-—1 m-—1
arm)oly) 2t 2 ,
r T Lol -1 - ™
2 TImT m 3772 om

_ : 1 :
Razonando de manera similar que en el caso x = 0, concluimos que g’ (5 no existe.

= Usando razonamientos similares a los anteriores podemos deducir que

oot ) o)

1 1
o TAm o

1
para todo n > 0 y concluir que g’ ( ) no existe.

on

. .. . ., . - D
A continuacién, demostraremos que g’ no existe en ningin racional diddico. Sea x = 2

con p € Zy k € IN, un racional diddico. Calculemos el valor de
PY\_ N L (P
«(5) = 2302 %)
n=0

Si N > k, se tiene que

y sabemos que

pell, .2 -1 c[1.25) = U[zf',zf“),
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existe un tnico j € {1,--- ,k— 1} tal que p € [2j,2j+1) y, por tanto,
pJtn—k o 2'p < pJtn—k+1
<5 :

Porloquesin<k—-j—1,entonces j+n—-k+1<0y

21’!
0< 25 <20 =1,
Asi,
I 2"p\  2"p
2k | ok

Sin > k, se dard que 2 divide a 2;—,5’ y, por ende,

2"p
(2] 0

Ahora bien, sin > k — j, o lo que es lo mismo, j + n — k > 0, entonces
2" 2'p
2k

1=20<

Cuando ocurre esto, si k — j < n < k, no podremos dar el valor explicito de h(zzn—kp)
puesto que h depende de la paridad de p. Asi, si p es impar, & describe una recta de
pendiente negativa, mientras que si p es par, describird una recta con pendiente positiva.
Mas adelante veremos que no hace falta calcularlo. Finalmente llegamos a que

k—j—1 k N
p 1 (2"p 1 (2"p 1 (2"p
av(5)= Zoﬁh(zk)+ 2 w5+ LT
n= n=k—j n=k
k—j—1 k
1 (2"p 1 (2"p
= > 55 2 (5
n=0 n=k—j
k
_ 1 (2"p
= (k- j)p2* —h
kit ) 5 5]

Ahora, haciendo N — oo,
P KL (o

_ It _ Ak L
o(3) = im -2 3 (5P

n=k—j
Veamos el valor de g

. —k k 1 2"p
= (k- j)p2~* + Z 5| 5 )

n=k—j

—_—

P -I—xm). Si N > m, se da que

oo (Bn) = 2 g[G4 7] = 2 g2

k
= Z Sh(2 ™ p )+ ) %h(Z"_kp-i-Z"_m)
n=0 n=k—j

[\
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m N

1 1
+ > ih(Z”_kp +2"M 4+ ) ?h(Z"_kp +2"7). (3.15)
n=k+1 n=m+1

Si0 < n < k- j-1, entonces 53 < 1 y por la propiedad Arquimediana, existe un
m € IN tal que

2" 2"

— < 1= _p’

2m 2k
por lo que

2"p 2"

o + om < <1

Luego, para m suficientemente grande,

2"p 2" 2hp 2"
: (7 i 2_) = T
I’lp n
Sik+1<n<m,entonces —— es multiplode 2 y 7 < 1; como h es periddica, tenemos

que
2" 2"
( ) =)= 3

}’l
—{— 2— es multiplo de 2 y por ello

n n
h( Py )—0

Sim+1<n <N, entonces

2k~ m

Para el caso que nos queda (k—j < n < k) no podemos dar el valor explicito de

2k
sitiva, bien de pendiente negativa, segtin el valor escogido. Ahora, si sustituimos en la
ecuacion (3.15]) y hacemos N — oo, se tiene que para un m lo suficientemente grande
k—j—1

k m
1 (2 ) 1 ( 2") 1 2"}
Z Z k
n=0 2" 2 =k— 2 2 2" n=k+1 2n2m
k

J
k ' 1 2 —k
_(ij +Z§(2 )+m .

m 2I7l
n=k—j

2" 2"
h( P + 2—m), debido a que depende de p y tendremos una recta, bien de pendiente po-

P .
#(51  ) = Jim

n

El cociente incremental para estudiar la derivada en este punto diddico sera

#(5 +x0) 8 50

2"p 2"p
o + X — o
(k=Jlp k=i, Zk" Lp(Ee 2 mok (k- j)p2™ + i L(2r
2 om 2\ ok T m | T Tom Jp on'\ ok
. n=k—j n=k—j
= 1
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. k

L[ (2np 27\ (27p
+ Z 2_[ (2k 2k)_h(2m)]
= I . (3.16)

om

Para escribir esta suma de una forma mads sencilla, consideraremos la siguiente particion

(1, 00) :Oll+

=1

Para k — j < n < k se tiene que existe un unico /o € IN tal que

n

2k

€ [lo,lo+ 1),

por lo que para un m lo suficientemente grande conseguimos que

2"p 2"
S T 3w € [lo, lo + 1).

Si Iy es par, partiendo de la ecuacion (2.1)) tenemos que

2"p 2"p
h(?) ok
Asimismo,
2"p 2" 2"p 2"
h(7+2_m):7+2_m_l
Yy, por tanto,

2"p 2" 2"p) 2"
h(zk +2_'")_}’(%)_2'”‘

En cambio, si [y es impar, partiendo de nuevo de la ecuacion (2.1)) tenemos que

on on
h( p):z+1— P

2k 2k
Asimismo,
2"p 2" 2”p 2"
h(7+2m)_l+ ok om
y, por tanto,

My on Mp\ on
(5 5)-(F) -5

De esta forma, para cualquiera de los dos casos

2"p 2" 2"p 2"
(2
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donde &, = =x1. Sustituyendo la expresion que acabamos de ver en la ecuacién (3.16)),
llegamos a que

meiy L2
2k 2k n=k—j .
5 7, = : —m-j+ ) & (3.17)
FR T o "

y tomando m — oo, tenemos que X, + % — %, de donde

k
o(8)- mf-i 3 e
n=k—j

P

57 ) NO existe.

y se deduce que g’(

» Para finalizar la demostracion, usaremos el lema [3.5]y probaremos que g no es diferen-
ciable para nimeros no diddicos, tomando un x € [0, 1] cualquiera.

Si x no es diddico, fijado m > 0 el niimero x esta entre dos diddicos consecutivos, es decir,

LAPIPY iy
2m 2m
Definamos
4 _p+1
Xm = m’ Ym = o
Repitiendo este proceso para cada m podemos construir dos sucesiones (x,,;) € (yy,) tales
que
lim x, = lim y, = x, Xm < X < Y.
m-—0oo m—-00

Supongamos que g’(x) existe y consideremos las sucesiones (x;,) € (y) que acabamos
de mencionar. Se tiene que estas sucesiones cumplen las hipétesis del lema [3.5] luego

lim g(ym)—g(xm) :g/(x).

M=o Yy = X

Antes hemos visto que para kK > m se cumple que h (Zkym) =h (kam) = 0, asi que nos
quedaremos con el caso 0 < k < m. Por la definicion de 4, esta funcion es lineal en los
intervalos cuyos extremos son nimeros racionales diddicos. Ademas, si t < /, se da que

1.1 [gpﬁl]g[@pmtl]_
20— 2t 207 2l 207 2t
Luego para k <m
[ ]_p_mpm+lclj+1
xm’Ym - 2m’ 2m = 2]{’ 2k
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para cierto j € Z. De esto obtenemos que (x;;) € (y;;) estdn sobre la misma recta, por lo
que tienen la misma pendiente. De (2.1)) se deduce que

1
h (Zkym) —h(2"xp) = > si p es par

1
h (zkym) —h(2"xm) = T si p es impar,

siendo r = m — k. Por ende,

sm) sln) _ 1 2n) = h(2) _ x2S
Ym = o =2 In = *n =2 5

Si hacemos n — oo, la serie diverge y de aqui concluimos que g’ (x) no existe. Asi, hemos
probado que g no es diferenciable en ningin x € R.

3.2.3. Tercera demostracion
Veamos por dltimo la tercera demostracion, siguiendo [6].

Tercera demostracion del teorema Comenzamos estudiando el comportamiento de 7 en los
nimeros diadicos de la forma i /2%, 0 < i <2k -1, para k consecutivos. La funcién ¢ se anula
en los enteros, asi que

rd) o e
Por tanto,
NESE i
= —ol—
()= 5 ).
J:
dado que el resto de sumandos es cero.
Ahora bien,
0 i 1
k> . 5= 35[0
i <2kl il it []
keoooki T2

Si i > 2k=/-1 entonces

- i+ 1 1
2/ —. 2/ €l=, 1.
2k 2k [2 }
Recordemos que ¢ es lineal en cada uno de estos intervalos (véase la figura[3.1} a la derecha
se ve el caso i < 2K-/~! y a la izquierda el caso i > 257/~1); el valor de ¢ en el punto medio de

i+1

it j
2 y22k

2k

que es
2i+1
2k—j+1
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es la media de ¢ en ambos, es decir,

(o) = sl (5

i+ 1) i+ 1)
2k 2k
Wi i
2Ji i+ 1) 2/ Wi+ 1)
2k 2k 2k 2k

Figura 3.1: Grafica de ¢(x) = dist(x, Z) en el intervalo [27i/2,2/(i+ 1) /2K].

Por tanto, si 0 < i < 2F — 1, tenemos que usando podemos escribir

j=0
S 1 (2 20(i+1) 1
_ZA)Z 2P\2r) T T ) T
j:
k=1 | »
1 1 (27i 1 (2/(i+1) 1
=3 Zg“’(y%ZW( ok ) T
Jj=0 j=0
1 i i+1 1
- E(T(zk) T( 2k ))+2k+1
Asi que obtenemos las igualdades
2i+1 i 1 i+1 i 1
( 2 )_T(?) = E(T(zm)"(i))*W G149
i+1 2i+1 1 i+1 i 1
A ) e o

Dado cualquier x € [0, 1] escribimos su desarrollo binario

00
=),
j=1

S

J
J

[\
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simplemente como .aja; ..., donde cada a; € {0, 1}, y sus sumas parciales

>4

J=1

NG

Como .a1a; . . . ax. También escribimos .aja; ... (ax + 1) para denotar al nimero

Si escribimos

j=1 Jj=k+1
observamos que
k k 00 k
R I RS
2077 T L 21 ik
j=1 j=1 Jj=k+1 j=1

asi que cualquiera que sea k, se cumple
ayay...ax < x<.ajay...(ap+1).
Vamos a llegar a una contradiccién suponiendo que 7 es diferenciable en x. En ese caso, el
limite
o t(aiay... (ax+ 1)) —71(aiar ... a)
lim
k— o0 Z_k
debe existir y ser 7/(x). Si definimos por tanto
t(aiay... (g + 1)) —7t(aiaz...ax)
-k
tenemos que () es una sucesién convergente y, en particular, de Cauchy.
La relacion entre #; y tx41 depende del valor de aj 1.

b

ajay ...ardgy+] = .a1a ... ag

a1 =0 =
aay . ..ap(agr1 +1) = .ajap . .. agl.

Dado que .aja; ... ail es el punto medio entre .aja; ...ar y .ajaz ... (ap + 1), de (3.19) dedu-
cimos que
vl = e+ 1

Por otra parte,

a1ay ... arag+1 = .a1ay . .. ail

a1 =1 =
ayay . ..a(ag+1 +1) = ajaz ... (ax + 1),

asi que de (3.20) deducimos que
eyl = — 1.
En conclusién,
i1 — el = 1,
lo que nos indica que (#;) no puede ser una sucesion de Cauchy. Esto contradice la existencia

de 7/ (x) y, por tanto, 7 no es diferenciable en x.
O
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3.3. Orden del cociente incremental

Que la funcion de Takagi no sea derivable significa que el cociente

7(x) =7(y)

x=y

(3.21)

carece de limite cuando x — y. De hecho, este cociente ni siquiera estd acotado. Por ejemplo,
tomando x = 0 e y = 27V con N natural tenemos que 7(0) =0y

oo _ N-1 5k -N
_ @(2k.27N) 2k.2 _
M= = T =
k=0 k=0

pues ¢(x) = xen [0,1/2] y ¢(x) = 0 en los enteros. En conclusion,

"2 - 7(0)
2-N -0

l:N,

lo que prueba que el cociente (3.21)) no esta acotado cuando y — x.

No obstante, podemos ver que la relacién entre el denominador, 2N, y el cociente, N, es
logaritmica pues |log2™N| = Nlog?2. Esto es de hecho “lo peor” que puede suceder para los
cocientes, a la vista del siguiente resultado.

Teorema 3.7. Existe una constante A > 0 tal que para todos x,y € [0,1] con x # y es

7(x) —7(y)

xX=y

1

Demostracion. Dados x,y € [0, 1] con x # y, sea N el nimero natural tal que
27N < x—y| <27NFL

Entonces,

st kx _ k
o(x) = 7(3)] = 290(2 )ka(Z y)

k=

0
3 i lp(2Kx) — (2ky)] i l0(2%x) — o(24))]
< -
k=0

+
k
k=N-+1 2
y de las estimaciones
2Xx—yl, k<N
2kx) - p(2ky)| < ’ ’
lp(2°x) —(2%) {1’ k>N,

deducimos que

N

K-y o 1
()=t ) ==+ D, %
k=0 k=N-+1

1
= (N+ 1)|x—yl+2—N < (N +2)lx -y,
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donde hemos usado que 27V < |x —y|. Como también es |x — y| < 27V F! se tiene que 2V |x —y| <
2y, en conclusion,
Nlog2 + log|x —y| < log?2.

Entonces,

1 1 1
N+2<3+ lo ( )SAlo (—),
log2 8 lx =l g |x =yl

para una constante apropiada A. Asi que

lt(x) —7(y)l < Alog(lxiyl) Ix = yl.



CAPITULO 4

El teorema de Banach-Mazurkiewicz

Vamos a terminar este trabajo viendo en este capitulo que la funcién de Takagi pertene-
ce a un conjunto “grande” en el espacio de las funciones continuas en el intervalo [0, 1], que
representamos por C([0, 1]).

4.1. El teorema de Baire

El teorema de las categorias de Baire tuvo su origen en 1897, cuando Osgood probé que la
interseccion de una sucesion de subconjuntos abiertos densos de R es densa en IR. Dos afios
después, Baire se percat6 de que el mismo resultado seguia cumpliéndose para R” y se sirvid de
este hecho en su estudio de las funciones que se obtienen como limites puntuales de sucesiones
de funciones continuas (llamadas funciones de la primera clase de Baire). En 1914, Hausdorff
extendio el resultado a los espacios completamente metrizables y un poco mas tarde, Banach
advirti6é que el mencionado resultado de Osgood y Baire no sélo era cierto en IR” sino también,
con la misma demostracion de Baire, en cualquier espacio métrico completo y en cualquier
espacio topoldgico de Hausdorft localmente compacto, dando de este modo la forma definitiva a
lo que conocemos hoy dia como el teorema de categoria de Baire para ambas clases de espacios.

En andlisis, la validez de muchos teoremas importantes depende de la completitud de los
sistemas que intervienen. Esto explica la insuficiencia del sistema de los nimeros racionales y
de la integral de Riemann (por mencionar s6lo dos de los ejemplos mas conocidos) y el éxito
logrado por sus sustitutos, el sistema de los nimeros reales y la integral de Lebesgue. El teorema
de las categorias de Baire en espacios métricos completos es la herramienta bésica en este area.

Para probar el resultado fundamental de este capitulo necesitamos el teorema de las cate-
gorias de Baire. Comenzamos con la siguiente definicion.

Definicion 4.1. Sea X un espacio métricoy A C X.

» Se dice que A es raro (o denso en ninguna parte) en X si su cierre, A, tiene interior vacio.

= Se dice que A es de primera categoria (0o magro) en X si es union numerable de conjuntos
raros en X.

» Se dice que A es de segunda categoria en X si no es de primera categoria.

= Se dice que A es residual si su complemento es de segunda categoria en X.

El teorema de las categorias de Baire es el siguiente.

Teorema 4.2 (Baire). Sea X un espacio métrico completo, X # (. Entonces X es de segunda
categoria. Por tanto, si

[S.¢]
X = UAk, Ay conjuntos cerrados,
k=1
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entonces al menos un conjunto Ay contiene un conjunto abierto no vacio.

La equivalencia es clara: si ningtin Ay = A (pues son conjuntos cerrados) contiene un
abierto no vacio entonces X seria de primera categoria en si mismo. Por otra parte, si X es de
segunda categoria en si mismo no lo podemos escribir como una unién numerable de conjuntos
raros, por lo que algtin conjunto A; debe contener un abierto no vacio.

Demostracion. Razonamos por reduccion al absurdo. Si fuera
X = U A, 4.1)

siendo cada conjunto Ay raro en X, vamos a construir una sucesion (x) de Cauchy cuyo limite
x (que existe por la completitud) no estd en ningtin Ay, contradiciendo (#.1).

Dado que A es raro en X, se tiene que A; no contiene un ablerto no vacio. Pero X si (el
propio X por ejemplo). Asi que A; # X. Luego el complementario Al = X\ A de Aj es no
vacio y abierto y, por tanto, podemos elegir una bola dentro,

— 1
X1 € B = B(xl,sl) CAT, €1 < 5

Siguiendo asi, A, es raro en X por lo que A, no contiene un abierto no vacio. En particular, no

. . —C . . .
puede contener a la bola B(x;, 1 /2). Esto implica que A, N B(x;,&1/2) es abierto no vacio asi
que podemos elegir una bola abierta en €I,

— 1
XZEBQZB(.XQ,E:Z) CAzﬂB(xl,E:l/z), & < 581.
Por induccidén construimos una sucesion de bolas
B, = B(xk,gk), &g < ?

tal que
BinA, =10

1
Bi41 CB(xk, Esk)CBk, k=1,2,...
Como & < 27%, 1a sucesién (xx) de los centros de las bolas es de Cauchy y converge, digamos
xr — x € X dado que X es completo. También, para todo m y n > m se tiene que B,, C
B(X,&m/2), por lo que
1 1
d(xm, x) < d(Xm, xn) +d(xn, x) < 6m +d(xy, x) > 2&m

cuando n — oo. Luego x € By, para todo m. Dado que B, C Z;, se sigue que x ¢ A,, para todo

m asi que
x ¢ U A, = X.
m=1

Esta contradiccion prueba el teorema.
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4.2. El teorema de Banach-Mazurkiewicz

Tras el hallazgo de funciones continuas no derivables en ningin punto, la comunidad ma-
tematica de la época qued6 conmocionada; hasta tal punto que el eminente matematico Charles
Hermite, en una carta dirigida a Stieltjes fechada el 20 de mayo de 1893, le decia:

“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable des functions con-
tinue qui n’ont pas de dérivé.”

(“Me alejo con horror y temor de esta plaga lamentable de las funciones continuas que no po-
seen derivadas™). Aunque lo 16gico seria pensar que este tipo de funciones son poco comunes,
y de hecho es lo que pensaba la mayor parte de los mateméaticos del momento, resulta que estas
constituyen realmente, desde el punto de vista topoldgico, la regla y no la excepcion, lo cual es
bastante sorprendente. De hecho, el conjunto de tales funciones es tan asombrosamente cuan-
ti0so que constituye un conjunto de segunda categoria. Algunas de las muchas teorias que hacen
uso de este resultado son la teoria de los movimientos Brownianos, la teoria de los fractales, la
teoria del caos o la teoria de las ondas pequeiias.
En un articulo de 1929, Hugo Steinhauss planteaba el siguiente problema:

¢ De qué categoria es el conjunto de todas las funciones continuas nunca diferen-
ciables en el espacio de todas las funciones continuas?

Esta pregunta obtuvo respuesta en dos articulos diferentes. El primero de Stefan Banach en 1931
y el segundo de Stefan Mazurkiewicz en 1932. Vamos a ver una demostracion de este resultado,
pero antes necesitamos un lema previo sobre las funciones continuas lineales a trozos, atribuido
a Lebesgue.

Definicion 4.3. Una funcion f : [a,b] — R se dice lineal a trozos si existe una particion
P={a=1 <t <fh <..<t,=Db}delintervalo |a,b] tal que f es lineal en cada
subintervalo [ti_1,t;], 1 <i < n, de la particion.

Figura 4.1: Funcién continua y poligonal inscrita.

Denotamos como es habitual por C([a, b]) al espacio de Banach de las funciones continuas
en el intervalo [a,b], dotado de la norma del supremo, y por P([a,b]) el subespacio de las
funciones continuas y lineales a trozos.
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Lema 4.4. El espacio P([a,b]) es denso en el espacio C([a, b)).

Demostracion. Sea f € C([a, b]) una funcién continua arbitraria pero fija. Para cadan € N y
cada particiéon P, = {a =19 <t} < ... < t, = b} de [a, b], definimos la funcién asociada a la
particién P, que denotamos A, : [a,b] — R por

X—1

ha(x) = f(t:;) + (f (i) = f(t)),  xe[ttiqa], 0<i<n-1

tiv1 — 1

Es claro que cada h,, es una funcion lineal a trozos y continua en [a, b], pues para cada j con
0 < j < n, se tiene que

lim h,(x) = lim | f(zj-1) + tx:);j_ll (f(z)) —f(tj—l))) = f(t))
= tim (110 + L (710 = £0)) = T (o).

Sea & > 0. Buscamos demostrar la existencia de alguna particiéon P, de forma que la funcién
h, asociada a P, cumpla que ||f — ./l < €. En efecto, dado que f es uniformemente continua
en [0, 1], existe un § > 0 tal que para todo x,y € [0, 1] se tiene que

k-yl<d = |fx)-fO)|< Z.

Tomemos una particiéon P, = {to,11,...,t,} de [0, 1] de modo que =~ max ) (tir1—1;) < &. Sea
i _

€{0,...,n
x€[0,1] yseai€(l,2,...,n}tal que x € [f;, 1;+1]. Entonces,

1f(x) = ha ()| < [ £ (%) = £ ()| + £ (1) = b (8)| + [ (5:) = ha(x)
= [£(x) = f(&)] + 0+ | £(1:) = a()]
<|F(x) = F(1)| + 0 + | £ () = fltir1)]

<=,
2

donde hemos usado que &, (#;) = f(#;) y que |f(#;) = ha(x)| < |f(5;) = f(ti+1)| pues x € [t;, ti11].
Por ello,

<€

N m

1f = Pulleo < miix [mmlﬂﬂ—m@ﬂs
i=0,...,n— )CE[[[,I[+]}
con lo que hemos terminado.
O

Ya podemos enunciar y demostrar el resultado principal, siguiendo la exposicion de [[15]
(paginas 45-46).

Teorema 4.5 (Banach-Mazurkiewicz). El conjunto de las funciones continuas que no son di-
ferenciables en todo punto del intervalo [a,D| es de segunda categoria en el espacio de las
funciones continuas C([a, b)).
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Demostracion. Suponemos sin pérdida de generalidad que [a, b] = [0, 1]. Definamos

E, = {f €C([0,1]) : Ax € [O, 1- %] tal que Yh € (0,1 —x), |f(x+h) - f(x)| < nh}
Debemos observar que cualquier funcién continua en [0, 1] que tenga derivada lateral a la de-
recha finita en algin punto x € [0, 1) pertenece a E, para algin n. Asi que la unién de estos
conjuntos E, contiene a todas las funciones de C([0, 1]) que tienen derivada lateral a la derecha
finita en algtin punto de [0, 1). Veamos que cualquiera que sea n, el conjunto E, es cerrado. Si
f € E,, existe f; € E, de modo que

fx = f uniformemente en [0, 1].

Dado que f; € E,, existe

1
xke[o,l——], Yk € IN.

n

La sucesion (x;) es acotada asi que el teorema de Bolzano-Weierstrass garantiza la existencia
de una subsucesion, (xg,), que converge a algiin elemento

1
limxki:xE[O,l——].

i—oo n
Sea (fi,) la subsucesion correspondiente de ( fi ). Por construccion,
|fki(‘xki + h) - fki('xki)l < nh, Vh e (0’ - xki)'

Como x;, = xy 0 < h < 1 —x podemos elegir /[ € IN suficientemente grande para que
0 <h<1-xs1l2> ly. Entonces, para [ grande,

If(x+h) = fF(x) < If(x+h) = fx, + 1)+ |f (3, + R) = fio (xx, + 1)
+ |fkl(xk1 + h) _fkl(xkl)| + |fk1(xkz) _f(xkl)| + |f(xk1) _f(x)l
<If(x+h) = flx, + )+ = fioll +nh+ 1 fi, = L+ 1f () = f ()1

Si hacemos [ — oo, la continuidad de f en x y x + h y la convergencia de f;, (en norma) da la
desigualdad
If(x+h)—f(x)|<nh, VYhe(0,1-x),

lo que prueba que f € E,, y este conjunto es cerrado.

Consideremos a continuacién el espacio P([0, 1]) que sabemos es denso en C([0, 1]) por
el lema anterior. Los conjuntos E, serdn raros si probamos que dada cualquier g € P([0,1]) y
dado cualquier & > 0 existe 1 € C([0,1]) \ E,, tal que ||g — hl| < &.

Sea pues € > 0 y designemos por M la pendiente méxima en valor absoluto de cualquier
trozo lineal de los que componen g. Elijamos m € IN de modo que me > n+ M. Sea ¢(x) =
;i?_% |x — k| la funcidn distancia al entero mas proximo y definamos

h(x) = g(x) + ep(mx).
Cualquiera que sea x € [0, 1), la funcion %(x) tiene derivada lateral a la derecha, #’, (x) tal que

i, (91 = |1 M) =)

t—0* t

im glx+1)+ep(m(x+1)) —g(x) — ep(mx)

t—07F t
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glx+1)-g(x) p(m(x+1)) = p(mx)

= | lim + me
t—0* t mt
t)) — t) —
o me | 1im £ 1) —e(ma)| | grt1) - g(x)
t—0t mt t—0t t

>me|lxl|-M>n+M-M = n.
pues hemos elegido me > n+ M. Asi que h € C([0, 1]) \ E,. Ademds,

le Al = sup Ig(x) = ((x) + sp(mx))| = & sup lp(ma) = & <.
xe[0,1] x€[0,1]

por lo que E, es raro en C([0, 1]) y, en consecuencia,

E= OEk
k=1

es un conjunto de primera categoria en C([0, 1]). Este es el conjunto de todos los elementos de
f €C([0,1]) con cocientes por la derecha

fx+h) - f(x)
0 :
acotados en algin punto x € [0, 1) (es decir, el complemento de E en C([0, 1]) no tiene derivada
lateral a la derecha finita en ningtin punto de [0, 1)).
Ya que C(]0, 1]) es completo, el teorema de Baire nos dice que es de segunda categoria en
si mismo, por lo que el conjunto de funciones en C([0, 1]) que no son diferenciables en ningin
punto constituyen un conjunto de segunda categoria.

h>0

O

Es de destacar que la aplicacion del teorema de Baire asegura la abundancia de funciones
continuas nunca diferenciables, a pesar de que no se muestra ningtin ejemplo concreto de una
funcioén de ese tipo, tarea que puede resultar con frecuencia un poco ardua y a veces de muy
dificil construccién. En este trabajo hemos visto una de ellas, la de Takagi. Desde el punto
de vista de las categorias de Baire, abundan mds funciones nunca diferenciables que las que
son derivables en algiin punto de [0, 1]. Podemos decir que lo normal o tipico es que cuando
metemos la mano en el saco de las funciones continuas en [0, 1] y elegimos arbitrariamente una
funciodn, resulta que dicha funcion es, casi con toda seguridad, una funcién nunca diferenciable.

Nota 4.6. I. Banach y Mazurkiewicz no demostraron exactamente lo mismo en sus respec-
tivos articulos. Mazurkiewicz probo que el conjunto de funciones continuas que tienen
una derivada lateral finita en algiin punto es de primera categoria, mientras que Banach
demostro que el conjunto de funciones que tienen una derivada de Dinﬂ finita en algiin
punto es de primera categoria. Esto hace que el teorema de Banach sea mds fuerte que
el resultado similar de Mazurkiewicz.

2. Lo que se ha demostrado en la prueba del teorema anterior es que el conjunto de funcio-
nes continuas que tienen una derivada finita a la derecha en algiin punto x € [0, 1) es de
primera categoria. De manera similar, considerando los conjuntos

H, = {f cc([0,1]) : Ax e [% 1] tal que h € (0,x), |f(x—h) — f(x)| < nh}

ILas derivadas de Dini se definien como limites laterales superior e inferior de los cocientes incrementales.
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se puede demostrar que el subconjunto de C([0,1]) que tiene una derivada finita a la
izquierda en algiin punto x € (0, 1] también es de la primera categorl’aEl Por lo tanto,
el subconjunto de C([0,1]) que consiste en funciones con una derivada lateral finita en
algiin punto también es de primera categoria.

De la segunda observacion anterior, surge la siguiente pregunta: ;qué pasa con el conjunto
de funciones continuas sin derivada lateral finita o infinita en todas partes? Saks resolvio esta
cuestion en un articulo publicado en 1932. Prob6 que el conjunto de funciones continuas que
tienen una derivada lateral a la derecha finita o infinita en algin punto es de segunda categoria.
Este es el complemento del conjunto anterior por lo que ese conjunto es de primera categoria. El
primer ejemplo de tal funcion no se construy6 hasta 1922 cuando Besicovitch logré la hazafia
(y publicé la funcién en 1924). Estos tipos de funciones generalmente se denominan funciones
del tipo Besicovitch.

ZPuede deducirse también de lo que hemos hecho anteriormente, teniendo en cuenta la isometria de C([0, 1])
que induce la sustitucién de 1 — x por x.
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