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Resumen

En el presente documento se llevaré a cabo una introduccion a la teoria de
superficies minimas. Nuestro objetivo es triple: definir qué es una superficie
minima, obtener un método para crear y caracterizarlas e intentar usar la
teoria de superficies de Bézier para poder dibujarlas de una manera simple. A
lo largo de este trabajo, se introduciran nuevas formas de ver las superficies
minimas, desde su definicién, hasta la representacion de Weierstrass, finali-
zando con un estudio acerca de cuando una superficie de Bézier es minima.

Abstract

In this paper, we shall do an introduction to minimal surfaces theory. Our
target is triple: define what is a minimal surface, obtain a method to create
and characterise them and try to use Bézier surfaces theory to draw them as
simple as we could. All along this work, we will discover new ways of seeing
minimal surfaces, from their first definition to the Weierstrass representation
of them and at the very end, we shall study when a Bézier surface is minimal.

A lo largo del presente trabajo se han usado hiperenlaces internos. Esto significa que puede pulsarse

en toda referencia para acceder al lugar donde se encuentra dicho dato
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Introducciéon

Las superficies minimas, nombradas primero por Lagrange en 1760, han
sido estudiadas a lo largo de los siglos por diversos autores como Euler, En-
neper, Bernstein, Weierstrass, Osserman, Plateau, Douglas, Morse o Rado
entre otros, cuya teoria debe su actual desarrollo a dichas personalidades.
Como bien explican Joaquin Pérez y William Meeks en [4]:

"La teoria de superficies minimas en espacios euclideos tridimensionales,
tienen su origen en el cdlculo de variaciones desarrollado por Euler y La-
grange en el siglo XVIII y en investigaciones posteriores de Enneper, Scherk,
Schawrz, Riemann y Weierstrass en el siglo XIX."

Posteriormente, cabe mencionar el trabajo realizado en la primera mitad
del siglo XX alrededor del Problema de Plateau (el cual consiste en hallar
la superficie con area minima que tiene como frontera una curva de Jordan
dada en R?) resuelto por Douglas y Radé como bien menciona Osserman en
la introduccion de su libro (ver [5]).

"Durante la primera mitad del presente siglo, la atencion ha sido casi ex-
clusivamente dirigida a la solucion del problema de Plateau. La inmensidad
de resultados obtenidos pueden ser consultados en los trabajos de Douglas y
en los libros de Radd y Courant ."

La motivacion de este trabajo, asi como el objetivo a cumplir, es con-
seguir ver de manera sencilla a la vez que eficiente si, dada una superficie,
cumple la propiedad de ser minima, la cual definiremos a lo largo del pre-
sente documento tanto en la Definiciéon 1.1.5 como a lo largo de la Seccion
2. Asi mismo, el resultado dado en el Teorema 3.1.5, nos permitird, ade-

“Ver las referencias citadas en [5].
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mas, construir superficies de curvatura media idénticamente nula a partir de
tres funciones analiticas que cumplan unas condiciones bastante asequibles.
Dicha caracterizacion, la representacion de Weierstrass, supuso un hito
muy importante en su momento (y a dia de hoy sigue siendo lo suficiente-
mente interesante) ya que, como se ha comentado, casi trivializa el encontrar
superficies de estas caracteristicas.

Se ha comentado previamente que las superficies minimas deben su origen
al calculo variacional por lo que no podria haber menos que una referencia a
tales desarrollos en el capitulo de definiciones equivalentes (2) gracias a Do
Carmo (ver [3]).

Asi mismo, se daran diversos ejemplos de superficies minimas en la sec-
cion dedicada (3.2) en los cuales se puede ver la evolucion histérica en la
bisqueda de éstas. También se ha incluido el cédigo utilizado para la repre-
sentacion de dichas superficies.

Posteriormente, tras la introduccion de las superficies de Bézier en el si-
glo XX, se ha intentado usar el potencial de dicha teoria para el estudio y
construcciéon de superficies minimas. A lo largo del capitulo 4 se dard una
introducciéon a como puede usarse en la biisqueda de superficies de curvatura
media nula.

Atn quedan maés resultados de superficies minimas que escapan a los ob-
jetivos del presente trabajo, por lo que se insta al lector interesado a consultar
el Problema de Plateau asi como la aplicacion de las superficies de Bézier a
dicho problema.

Por dltimo, no podria finalizar la introduccién del presente Trabajo Fin
de Grado sin agradecer su estimable ayuda al tutor del presente, por darme
las herramientas para poder realizarlo y haberme guiado tan sabiamente en
el desarrollo del mismo. También dar las gracias a mi familia y amigos por
haberme dado el apoyo moral necesario para poder finalizar el trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo, se pretende dar nocién de los conceptos bésicos
que se utilizaran para la consecucion de los objetivos de este trabajo aunque
no se daré demostracion de los mismos por ser preliminares al contenido desa-
rrollado en dicho trabajo. Se ha dividido en secciones acorde con la tematica
de los conceptos aunque, a veces, esta diferencia es dificil de establecer en
las matemaéticas. Se han seguido los resultados dados en [3] y [8] para su-
perficies. Para consultar resultados de analisis complejo en mas profundidad
puede verse [1].

1.1. Curvas y superficies

En esta primera secciéon se pretende dar una aproximacion a los elementos
geométricos que utilizaremos durante el presente trabajo. Empezaremos con
las inmersiones de la recta real en el espacio (curvas) y continuaremos con la
inmersion del plano en éste (superficies).

1.1.1. Curvas

Empezaremos presentando el primer elemento geométrico decisivo en nues-
tro estudio: las curvas (regulares) en el espacio tridimensional.

Definicion 1.1.1. Sea « : (a,b) = I — R? una aplicacion diferenciable de
un intervalo abierto de R en R®. Se dird que o es una curva parame-
trizada diferenciable. Si ademds se cumple (la condicion de regularidad)

9



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

a/(t) # 0 para todo t € I, se dird que o es una curva reqular.

Dado ty en el intervalo de definicién de la curva, se puede considerar la
longitud de arco de la curva como

s(t) = /t |/ (t)dt.

Puede darse que la curva ya esté parametrizada por su longitud de arco, de
tal manera que ds/dt = |o/(t)| = 1, con lo que quedaria

t
S:/ dt:t—to
to

Obsérvese que toda curva regular puede parametrizarse por su longitud
de arco (parametro natural) por lo que, a partir de ahora, consideraremos
las curvas regulares parametrizadas naturalmente, ya que esto facilitara el
desarrollo de los calculos. Asi mismo, nos resulta mas sencillo definir algunos
conceptos como el que sigue.

Definiciéon 1.1.2. Sea o una curva reqular parametrizada por su longitud de
arco s € 1, se define la curvatura de o como k(s) = |a(s)|, donde el punto
representa la derivada con respecto al pardmetro natural..

La explicacion geométrica de la definicion anterior es sencilla, pues si « es
una curva regular, el modulo del vector o”(s) indica la variacion del vector
tangente o/(s) en cada punto s € I del intervalo de definicion de la curva.

Para cada punto de una curva regular se define el Triedro de Frenet (el
cual es ortonormal directo) como sigue:

Definicion 1.1.3. (Triedro de Frenet) Sea o : I — R? una curva regqular de
pardmetro natural s. Se denominard Triedro o Referencia de Frenet al triedro

{t(s),n(s),b(s)} (1.1.1)
definido, en los puntos donde la curvatura no es nula, por
t(s) = a(s),

_ 2‘8 (1.1.2)

b(s) = t(s) x n(s).
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1.1.2. Superficies

Pasamos ahora a definir las unidades béasicas en las que vamos a desarro-
llar nuestra teoria, en este caso, las superficies.

Definicién 1.1.4. Un subconjunto S C R3? es una superficie regular si,
para cada p € S, existen un entorno de dicho punto V de R? y una aplicacion
x:U =V NS deun conjunto abierto U C R? en VNS C R? tal que:

1. x es diferenciable. Es decir, sus componentes tienen derivadas parcia-
les, de cualquier orden, continuas.

2. x es un homeomorfismo. Como x es continua por la condicion 1, esto
significa que X tiene una inversa continua x ' :V NS — U.

3. (Condicion de regularidad.)Si x = x(uy,us), para cada (up, usg) €
U se cumple que

0 0
—X(Ulo,um) X —X(Uloyuzo) # 0.

8%1 au2

Cualquier aplicacion verificando las condiciones anteriores se llama pa-
rametrizacion local o parametrizacion regular de S en p. La aplicacion
inversa x ' : x(U) =V NS — U se denomina carta local en p. Asi mismo,
las coordenadas (ui(p), us(p)) = x (p) se denominan coordenadas locales
de p.

Para mayor comodidad, introduciremos la siguiente notacion.

Notacién 1.1.5. Sean una superficie reqular S y una parametrizacion lo-
cal de ella x(U) — R3. Si x = x(uy,uz), se notardn sus correspondientes
deriwadas parciales como

_0x ' 9%*x

X; = X;i =
‘ 0ui’ " 8ui0uj’

para 1,7 =1,2.

Las superficies admiten varias parametrizaciones diferentes. Los coeficien-
tes métricos nos ayudan a distinguir una parametrizacion de otra.

Definicion 1.1.6. Se denominan coeficientes métricos de una parametri-
zacion local de una superficie reqular x : U — R?, a las funciones g;; = x;x;
para i,7 =1,2.
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Obsérvese que estos coeficientes dependen de la parametrizacion local
escogida y definen una matriz simétrica y definida positiva (G = (g;;)). En
efecto, la matriz es definida positiva pues basta observar (por el criterio de
Sylvester) que |G| = |x; X x2|* ¥y g11 > 0. Veamos qué forma define esta
matriz.

Definicion 1.1.7. La forma bilineal definida por la matriz de coeficientes
métricos G se denomina Primera Forma Fundamental de la parametri-
zacion x(U) en el punto p € x(U)

Notese que esta forma se corresponde con el producto escalar en el plano
tangente a la superficie en dicho punto p € x(U) notado T),(x).

Observacion 1.1.8. La Primera Forma Fundamental es la aplicacion que
asigna a cada par de vectores de T,(x) su producto escalar. Esta aplicacion
estd definida para cada punto p € x(U), siendo x(U) una parametrizacion
local de una superficie reqular.

El plano tangente de una superficie en un punto esta caracterizado por
su vector normal. Este se define como sigue.

Definicion 1.1.9. Se define el vector normal N a una superficie reqular
S con parametrizacion local x(U) como

)
—
3
=

N(U(), ?}0) =

x1(p) i i = N(p), (1.1.3)

x1(p)

donde x; es la derivada de X con respecto a la componente i-ésima. A la
aplicacion que a cada punto p € x(U) le hace corresponder su vector normal
se le denomina aplicacion de Gauss, cuyo signo dependerd de la parame-
trizacion local tomada.

Introduciremos ahora la siguiente notacioén que nos sera de utilidad més
adelante.

Notacioén 1.1.10. En las condiciones anteriores, se notard como b;; a los
coeficientes de la Sequnda Forma Fundamental, esto es, a la derivada
cruzada de x por el vector N:

bi]’ = XijN.
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Observacion 1.1.11. Notese que la definicion anterior depende de la para-
metrizacion local escogida, ya que el signo del vector N puede cambiar por
una reparametrizacion que cambie la orientacion.

Pasamos a definir ahora el concepto de curvatura normal, que nos servira
para definir la curvatura media de una superficie, concepto que sera de gran
importancia en el desarrollo de nuestra teoria.

Definicion 1.1.12. Sean S una superficie reqular y x(U) una parametriza-
cion local de el. Sean o = «a(s) una curva reqular parametrizada naturalmente
en S pasando por p € S, k la curvatura de o en p, N el vector normal a la
superficie en el punto p y n, el vector normal a la curva en p. Se define la
curvatura normal como

kn(s) = d(s)-N(s) =k -n(s)N(s).

Definicion 1.1.13. En las condiciones anteriores, definiremos como ki y ko
a la curvatura normal minima y mdzima, respectivamente, a las cuales nos
referiremos como curvaturas principales en p.

Estamos en condiciones de definir la curvatura media.

Definicion 1.1.14. Sea S una superficie regular y sea p € S un punto de
ésta. La curvatura media H de S en p se define como la media aritmética
de las curvaturas principales en dicho punto:

k1 + ko

H=——= (1.1.4)

Veamos una formula que se deduce directamente de la definicién anterior
y serd muy util.

Observacion 1.1.15. Notese que la curvatura media puede expresarse de
manera explicita a partir de los coeficientes de la Primera y Sequnda Formas
Fundamentales como

_ 92 bi1 + g11 b2z — 2g12 b2

H
2 - det(Q)

(1.1.5)

Con lo anterior, estamos en disposicion de definir qué es una superficie
minima.
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Definiciéon 1.1.16. Sea S una superficie reqular en R3. Se dird que es una
superficie minima si su curvatura media es idénticamente nula.

Cuando hablamos de superficies regulares, una representaciéon muy tutil
puede darse usando parametros isotermos.

Definiciéon 1.1.17. Sea una superficie reqular S y sea x (U) una parame-
trizacion local de S con pardmetros x = x(ui,us). Se dird que u y v son
pardmetros isotermos si cumplen

g1 =g2=A>0, gi2=gu=0 (1.1.6)
o lo que es lo mismo
Gij = Aij, A= A(ug,uz) >0, (1.1.7)
donde g;;, (i,7 =1,2) son los coeficientes métricos de x.

Observacion 1.1.18. Se tiene que de toda superficie reqular puede obtenerse
una parametrizacion local dada por pardmetros isotermos (ver [3] y también
L. Bers, Riemann Surfaces, New York University, Institute of Mathematical
Sciences, New York, 1957-1958, pdgs. 15-35).

Ademds, el uso de parametros isotermos nos ayuda a dar una formula
mds breve de la curvatura media ya que asi, el determinante de la Primera
Froma Fundamental quedaria

det(G) = \? (1.1.8)
y por tanto, la curvatura media, expresada en (1.1.5), queda

bi1 + bao

H:
2\

(1.1.9)

1.2. Funciones holomorfas

Ahora, pasamos a ver algunos resultados de anélisis complejo que nos
seran de utilidad mas adelante. Las definiciones y resultados se han obtenido
de [1].

Empezaremos por una de las definiciones centrales.
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Definicion 1.2.1. Sea nO C Q siendo O un abierto y  una region. Sea
ahora f : O C QQ — C. Se dird que f es holomorfa en O si es derivable
(compleja) en todo punto a € O y se notard f € H(O).

Aunque la definicion anterior se haya formulado para abiertos, también
puede extenderse a conjuntos en general como sigue.

Definicion 1.2.2. Sea A C C. Se dird que f es holomorfa en A si existe un

conjunto O C C abierto tal que A C O y f es holomorfa en dicho conjunto
0.

Las diferenciabilidad en C requiere més que la diferenciabilidad Fréchet
(o diferenciabilidad en R?). De hecho, se tiene el siguiente lema.

Lema 1.2.3. (Condiciones de Cauchy-Riemann):

Sea f: 0 C C— C, con O un abierto de C' y sea a = (zo,yo) € O. Notemos
f por f =u+iv, donde u es la parte real de f y v es su parte imaginaria.
En estas condiciones, son equivalentes:

1. La funcion f es derivable (compleja) en a € O

2. Las funciones u,v : R®> — R son diferenciables Fréchet en a € O y
cumplen las llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann:

ou ov
%(a) = 8—y(@),

1.2.1
ou ov ( )

8_y(a> = —a—$(a)-

El anterior es un lema fundamental a la hora de decidir si una funcién
es holomorfa usando simplemente el analisis real. A continuacién se daran
condiciones para la analiticidad de funciones.

Teorema 1.2.4. Sea f € H(Q2) donde Q es una region de C. Entonces f es
analitica en §2. Ademds, se verifica que para todo a € Q) la funcion f estd
representada por su serie de Taylor

n!

o] n) a
flz)=>Y_ I )(z —a)", (1.2.2)

en un disco de centro a y radio d(a,082).
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El anterior teorema es de gran importancia en el anélisis complejo pues
nos da una equivalencia entre holomorfia y analiticidad lo cual supone un
gran avance.

Un caso algo mas generalizado de funciones lo representan aquellas que
son holomorfas salvo, a lo més, en un conjunto finito de puntos, esto es, las
funciones meromorfas. Pero antes de introducir este concepto, debemos dar
dos definiciones bésicas en el anélisis complejo.

Definicion 1.2.5. Sean ) C C una region del plano complejo, f:Q — Cy
a € (. Se dird que a es un cero de orden m de f si se tiene que f(a) =0
Y

lim 2™ f(z) € C\ {0}.

z—a

Andlogamente, se dird que a es un polo de orden m de f silim f(z) = oo
z—a

y ademds

tim L) ¢ C\ {0}.

z—a ZM

Pasamos ahora a la definicién de funcién meromorfa.

Definicién 1.2.6. Sea 2 C C una region del plano complejo y sea f: € —
C. Se dird que la funcion f es meromorfa si es holomorfa en D salvo en
un conjunto de puntos aislados (polos de la funcion).

A continuacién se presentaran una serie de resultados utilizados para el
calculo de los ejemplos de superficies minimas.

Definiciéon 1.2.7. Sea v : [a,b] C R — C una curva o camino en el plano
complejo. Sea f: Q) C C — C una funcion donde €2 es una region del plano
complejo. Se define la integral de linea de f a lo largo de v como

[ = |  Fa(0) A (Bt

En cualquier curso general de anélisis complejo se llega al siguiente re-
sultado importante, que nos da la independencia del camino seguido en la
integral de linea para ciertas funciones que cumplen unas determinadas ca-
racteristicas. En particular, se cumplira para funciones holomorfas.
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Proposicion 1.2.8. (Ver [1]). Sea f € H(Q) una funcion holomorfa en
Q C C una region simplemente conexa. Sea I' una curva cerrada en ). Por
el teorema de Cauchy, tenemos que

/F f(2)dz = 0.

Ahora bien, al ser I' arbitrario, por el teorema de la primitiva, tenemos
que eziste F' € H(QY) una primitiva de f. Entonces, se cumple la regla de
Barrow y tenemos que, para cualquier 7y : [a,b] — C se cumple

/ f(2)dz = F(4(b)) — F(x(a)),

o lo que es lo mismo, la integral solo depende de los puntos inicial y final que
tome la curva 7.

Con todo lo anterior, ya estamos en condiciones de ver la teoria propia
del trabajo.






Capitulo 2

Superficies minimas

En este capitulo, daremos algunas definiciones equivalentes de superficie
minima que hemos de incluir a la ya presentada Definicion 1.1.16. Para la
redaccion de este capitulo nos hemos ayudado de [4] y lo expuesto en el apén-
dice sobre superficies minimas de [3].

2.1. Definiciones equivalentes de minimalidad

Empezamos ya con una serie de definiciones que nos ayudaran a enten-
der de maneras distintas las superficies minimas. La primera corresponde
a Mesnieur quien, en 1776, descubrié que la curvatura media era constante-
mente cero si y s6lo si se cumplia la siguiente ecuacion diferencial descubierta
por Lagrange:

(14 u2)uyy — 2upuytgy, + (1 + )z, = 0. (2.1.1)
Tenemos por tanto que:
Definicion 2.1.1. Sea S una superficie regular. Se dird que S es una su-

perficie minima si y solo si admite una representacion local en forma de
grafo de una funcion z = u(x,y) que sea solucion de (2.1.1).

La parametrizacion local referida a la definicion anterior es una carta de
Monge, esto es, una funciéon x : U C R? — R? de manera que a cada (z,y)
de U le asocia el punto (z,y,u(z,y)) de R3.

19
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Veamos que la anterior definicién es equivalente a la Definicion 1.1.16.
Sea x(z,y) = (x,y,u(x,y)) con u(x,y) solucion de (2.1.1). Calculando los
coeficientes de la Primera Forma Fundamental, obtenemos

g1 = 1 + uy, G12 = Ugly, Go2 = 1+ uy. (2.1.2)

Si ahora calculamos el vector normal, vemos que N = M(—um —uy, 1).
z Ty
Los coeficientes de la Segunda Forma Fundamental, por su parte, quedan

u u U
b= —5—3—, bo=—F—2s—  bp=—F5—2—" (213
P2+ T w22+ T w2l (213)

Sustituyendo en la ecuacion (1.1.5) los coeficientes obtenidos en (2.1.2) y en
(2.1.3), obtenemos que H = 0 si y solo si se cumple la ecuacion (2.1.1).

A continuacion, daremos una definicion clave para entender el calificativo
minima en las superficies estudiadas. Para ello, introduciremos la siguiente
notacioén que nos permitira trabajar brevemente con variaciones funcionales.

Notacién 2.1.2. Sea x : U C R? — R? una parametrizacion local de una
superfice reqular S. Si tomamos un conjunto D cuya clausura D esté conte-
nida en U y una funcion diferenciable h : D — R. Se notard la variacion
normal de x(D), determinada por h, a la aplicacion ¢ : D x (—¢,e) — R3
definida por

o(uy, ug, t) = x(uy, ug) + th(uy, ug) N (ui, us), (2.1.4)
para valores (uy,us) € D, t € (—¢,¢). (Ver Figura 2.1).
Obsérvese que para cada t, la superficie x* : D — R? definida como
x(uy, uz) = (uq, ug, t)

es una parametrizacion local de una superficie regular con

t

g—z = x; + thN; + thy N, (2.1.5)
1
t

0x = X9 + thNQ + tth, (216)

Oy
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hN

thN
0
—thN

(x + thN)(D)
x(D) _
(x— thN)(D)

Figura 2.1: Variacién normal de una superficie. Imagen obtenida de [3].

donde el subindice 7 indica la derivada con respecto a la variable u; para
i = 1, 2. Los coeficientes de la Primera Forma Fundamental para x! quedarian

gty = g1 +th(x1 - Ny +x; - Ny) + t*h*Ny - Ny + t*hyhy, (2.1.7)
Gy = gia +th(x1 - Na +Xo - Ny) + t*h*Ny - Ny + t*hy hy, (2.1.8)
Ghy = Gag + th(xa - Ny + Xg + Ny) + t*h* Ny - Ny + t*hohs, (2.1.9)

donde (-) representa el producto escalar. Usando que, por definicion N es
perpendicular a x; para i = 1,2 (i.e. el producto escalar es nulo) y, mas
concretamente, la derivada con respecto a wu; de dicha condicién, en cada
caso, obsérvese que

X1 - N1 = _blla X1 N2 + X9 - N1 = —2b12, X9 - N2 = —bgg, (2110)

con ello, las ecuaciones anteriores (2.1.7), (2.1.8) y (2.1.9) quedan

gir = g11 — 2thbyy + 2h*Ny - Ny + t*hyhy, (2.1.11)
g1y = g12 — 2thbis + t*h* Ny - Ny + t*hy ho, (2.1.12)
by = g2z — 2thbay + t*h*Ny - Ny + t*hahs, (2.1.13)

Ademés, junto con la equacion (1.1.5), tenemos que

det(G") = gi1 94 — (gh9)® = G11G22 — Gis — 2th(g11bas — 2912 A + gasb11) + R
= (911922 — g12)(1 — 4thH) + B,
(2.1.14)
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con limy;_,o(B/t) = 0. Por tanto, tenemos que si € es lo suficientemente pe-

queno, x' es una superficie regular. Ademas, el area de x(D) notada A(t)
es

A(t) = / Vo = ()7 dusduy
D

= / \/1 — 4thH + B/ g11922 — 93 duidus,
D

donde B = B/detG. Si ¢ es suficientemente pequeno, A es una funcién

diferenciable con
A/(()) = —2/ 2hH\/911g22 - 9%2 duldug (2115)
D

Con lo anterior, estamos en condiciones de explicar el hecho de haber llamado
minimas a las superficies con las cuales estamos trabajando.

Proposicién 2.1.3. Sea x : U — R? una parametrizacion local de una
superficie reqular S y sea D un abierto cuya clausura D esté contenida en U.
Entonces, x(U) es una superficie minima si y solo st A'(0) = 0 para tanto D
como toda variacion normal de x(D).

Demostraciéon: Si x(U) es una superficie minima, H es identicamen-
te cero, por lo que se tiene trivialmente A’(0) = 0 a partir de la ecuacion
(2.1.15). Reciprocamente, supongamos que se satisface que la derivada del
area se anula en cero y que H(p) # 0 para algun p contenido en D. Podemos
elegir entonces la funcién h : D — R definida como h(q) = H(q) para todo
q € D, entonces hH > 0 y h es idénticamente nula fuera de un entorno de
p (por continuidad). Por lo tanto, A’(0) < 0 por (2.1.15) para la variacion
determinada por h = H, lo que supone una contradiccion. |

Vemos, por tanto, que toda parametrizacién x(D) de una superficie mi-
nima es un punto critico del area de cualquier variaciéon normal de ella.
Podemos encontrar, no obstante, que dicho punto critico no sea un minimo
(lo cual puede parecer contradictorio), pero se toma este nombre en honor
a la terminologia introducida por Lagrange en 1760 ya que fue quien definio
por primera vez el concepto de superficie minima.

La tltima definicién, algo mas relacionada con la fisica experimental, es
la que motivo el problema de Plateau (encontrar una superficie minima con
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borde una curva de Jordan cerrada de R3 arbitraria) cuya existencia fue
demostrada de manera simultanea por Douglas y Radé en 1930. Gracias a la
ecuacion de Laplace-Young sabemos que la curvatura de una membrana que
separa dos medios es constante y depende de la presion de los medios que
separe dicha membrana. En el caso concreto en que la presion sea la misma
a ambos lados de la membrana, tenemos que la curvatura media es cero. Por
tanto, si sumergimos un alambre en una soluciéon jabonosa y conseguimos
que quede adherida una pelicula, ésta formara (en su forma idealizada) una
superficie minima.

Definicion 2.1.4. Una superficie S se dird minima si y solo si cada punto
p de dicha superficie, tenga un entorno que sea igual a la idealizacion de una
membrana jabonosa formada a partir del borde de dicho entorno.

Con esta curiosa definicion, realizable en casa, de superficie minima con-
cluimos este capitulo, dando ya una muestra considerable de definiciones
alternativas.
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Capitulo 3

Representacion de Weilerstrass

El objetivo de este capitulo es brindar una herramienta muy ttil para la
construccion de superficies minimas, asi como dar las condiciones bajo las
cuales una superficie minima admite la representaciéon local por funciones
holomorfas. Posteriormente, se verdn ejemplos de estos procesos. Para este
capitulo, se ha seguido principalmente el desarrollo de [5] y [6] ayundandonos
de los ejemplos de superficies dados en [4].

3.1. Construccién de superficies minimas

Empezaremos la seccion dando las herramientas necesarias para la conse-
cucion de nuestro objetivo principal: encontrar superficies de curvatura media
nula.

3.1.1. Parametros isotermos y funciones armoénicas

Vamos a introducir conceptos y resultados necesarios para la caracteri-
zacion de nuestras superficies de curvatura media cero. Comenzamos con la
definiciéon de funcién armoénica.

Definiciéon 3.1.1. Sea f = f(u,v) una funcion dos veces diferenciable. Se
dice que f : U C R® = R es una funcion armdnica en U si su Laplaciano
es cero (en dicho dominio). Esto es:

_Of of

o ?

Af =0, para todo (u,v) € U. (3.1.1)

25
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A continuacion, rescataremos el tan importante concepto de parametros
isotermos que vimos en la Definiciéon y daremos una féormula que nos seréa
de gran utilidad en nuestro desarrollo.

Lema 3.1.2. Sea S una superficie reqular con parametrizacion local x(U) C
R? de pardmetros isotermos. Entonces se cumple que

Ax = 2)\*HN, (3.1.2)

donde \? es el determinante de la Primera Forma Fundamental, H es la cur-
vatura media y N es el vector normal a la superficie (que le hace corresponder
la Aplicacion de Gauss).

Demostraciéon: Al tener x = x(uy,ug) parametros isotermos, podemos
expresar la ecuacion (1.1.6) como

ox 0x 0Ox Ox ox 8x_0
3u1 8u1 - 8uz 8u2’ 8u1 8u2 -

Derivando la primera expresion respecto a u; y la segunda respecto a us
obtenemos

Ix ox  OPx Ox Px  0x  Ox 0%

ou? Ou;  OuyOuy Ouy’  OuaOuy Oug  Ouy Oud’

de donde, usando el teorema de las derivadas cruzadas de Schwarz

ox ((92x 82x) ox

A . —
* Ouy ou?  oud

== 0.
aul

Anéalogamente, derivando la primera ecuacion respecto a v y la segunda res-
pecto a u, tenemos

ox
Ax - — =0.
x 8u2

Por tanto, Ax es un vector perpendicular al plano tangente a la superficie
S. Pero, como N es el vector normal a S, resulta
0%x 0%x

Ax - N = - N
* ou? +8u%

N = byy + by = 2)2H

por (1.1.9), por lo que concluye la prueba. [ |
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A partir del lema anterior, observamos que, si conseguimos una para-
metrizacion local isoterma que sea armoénica, entonces su curvatura minima
seré cero (pues tanto N como A no pueden anularse al ser S una superficie
regular).

Lema 3.1.3. Sea x(U) una parametrizacion local, con pardmetros isotermos
x = x(uy, us), de una superficie reqular S. La condicion necesaria y suficien-
te para que S sea una superficie minima es que las funciones coordenadas
Xk (U1, ug) sean armdnicas.

El anterior lema nos da una definicién equivalente a la Definiciéon 1.1.16
de superficie minima, la cual resulta de especial utilidad si nuestra superficie
esta expresada con parametros isotermos. Podemos incluir esta definiciéon a
las ya dadas en el Capitulo 2. A continuacién, pasaremos a presentar la re-
presentacion de Weierstrass para superficies minimas.

3.1.2. Representacion de Weierstrass de superficies mi-
nimas

Dadas ya las herramientas necesarias, podemos obtener grandes resul-
tados que nos permitiran caracterizar las superficies minimas a partir de
funciones analiticas. Para esta parte se han seguido las demostraciones de

[5].

Lema 3.1.4. Sea x(U) una parametrizacion local de una superficie S. Con-
sideremos las funciones

ox .0x ‘
or(2) ::a—uf—za—u:; z=uy +iug, k=1,2,3. (3.1.3)

Entonces, tenemos las siguientes propiedades:
a) La funcion ¢x(2) es analitica en zy si y sélo si X es armdnica en uy, us.
b) Los pardmetros uy,us son isotermos si y sélo si ¢ + @3 + ¢2 = 0.

c) Si uy y uy son pardmetros isotermos, entonces S es reqular si y solo si

[D1]” + |da|” + | 9s|* # 0.
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Demostraciéon: Para demostrar a), veamos que las ecuaciones de Cauchy-
Riemann (1.2.1) para cada ¢y quedan:

O (0 (ox) 0 (0x)_ 0 (0n
8u1 @ul N (9u2 8u2 ’ 0U2 8u1 N aul 8u2 ’

Por tanto, la primera se cumplira si y sélo si cada x; es armonica y la segun-
da la tenemos trivialmente por el teorema de Schwarz.

Ahora observemos que

23:@2 _23: (8xk)2_23: (@) .y Zﬁxkaxk
1 k n 1 3u1 1 8U2 8u1 8u2

x|
3u1

x|
(9u2

8X ox

= — — 2
8u1 (9u2 = 011 — g22 912

y por tanto, tenemos b).

Por tltimo, para probar c), basta ver que

3 L0\ s 0%\
; 0w (2)]" = ; (8_ul) Z ( ) = g11 + g22,

k=1

con lo que concluye la demostracion. |

Podemos enunciar, entonces, el siguiente resultado fundamental para nues-
tro objetivo.

Teorema 3.1.5. Sea x(U) una parametrizacion local de una superficie mi-
nima, con pardmetros isotermos x = x(uy, uz). Entonces, las funciones ¢x(2)
definidas por (3.1.3) son analiticas y satisfacen (b) y (c). Reciprocamente,
sean ¢1(z), p2(2), ¢3(z) funciones analiticas en z satisfaciendo (b) y (c) en un
dominio simplemente conexo D. Entonces existe una superficie minima con
parametrizacion local x(U) definida sobre D tal que las ecuaciones (3.1.3)
son vdlidas.

Demostraciéon: Para la primera parte, basta aplicar el lema anterior y
se tiene de manera inmediata. Para el reciproco, definamos las componentes

Xp = Re/@(z)dz para k = 1,2, 3. (3.1.4)
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Asi definidas, x;, son funciones armoénicas satisfaciendo (3.1.3). Luego, por el
lema anterior (a), (b) y (c) en sentido contrario, tenemos el resultado. W

A la terna ® = (¢, @2, ¢3) se le llama representacion de Weierstrass de
la superficie minima.

Gracias al teorema anterior, tenemos caracterizadas las superficies mini-
mas usando tres funciones analiticas cumpliendo unas ciertas propiedades.
De hecho, esto se puede simplificar atn més, usando dos tnicas funciones
(una holomorfa y otra meromorfa, que se denominaran datos de Weierstrass).

Lema 3.1.6. Sea D C C una region y sean g : D — C una funcion mero-
morfa y f : D — C una funcion holomorfa tales que si a es un polo de g de
orden m, entonces, a es un cero de orden, al menos, 2m de f. Entonces las
funciones definidas por

1 7
¢1 =§f(1—92>a ¢2:§f(1+92)7 ¢3=fg (3.1.5)
en D son holomorfas y cumplen (b) y (c). Reciprocamente, cualesquiera tres
funciones holomorfas ¢; - D — C para i = 1,2,3, cumpliendo (b) y (c) se

pueden escribir como (3.1.5) para ciertas g meromorfa y f holomorfa, defi-
nidas de D en C.

Demostraciéon: Para cualquier punto que sea polo de g se tiene que
éste es cero de f de orden el doble, luego las funciones ¢; son claramente
holomorfas para ¢ = 1,2, 3. Basta ver que

1 1
G+t = S0 — g = P+ G+ PP =~ 4+ [ =0,
Asi mismo, vemos que

60 1628+ 165 = {171 = )P+ 117+ g + |fPlgl? £0 51 f £ 0.

Para el reciproco, considérense

f=¢1—igs, g=—F. (3.1.6)
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Es claro, con esta definicion, que se cumple la igualdad ¢3 = fg; veamos el
resto de igualdades. Téngase en cuenta que —¢3 = ¢? + @3 = (¢ — i) (d1 +
i) por lo que ¢1 + iy = —fg>.

{ 1 — iy = f
1 +igy = —fg?,

sumando y restando, respectivamente, ambas ecuaciones, tenemos

{ 201 = f(1 —g)
—2igy = f(1+ g%),

con lo que queda demostrado el reciproco. [ |

A partir del resultado anterior, hemos simplificado el Teorema 3.1.5, ya
que ahora nos basta con encontrar una funciéon holomorfa y otra meromorfa
(que en esencia cumplirdn f = g% si g #0).

3.2. Ejemplos

Para esta seccion nos hemos basado en el trabajo de Meeks y Pérez [4],
adaptando los datos usados a la definicién dada en el presente escrito sobre los
datos de Weierstrass. Asi, presentamos las siguientes superficies minimas
clasicas ya conocidas:

1. El plano. Los datos de Weierstrass asociados son (f,g) = (1,1). Es la
tnica superficie completa, plana y minima del espacio real.

2. Catenoide. Los datos de Weierstrass que dan lugar a esta superficie
son (f,g) = (%,z2). Es la superficie obtenida al rotar una catenaria
alrededor de un eje perpendicular al eje de simetria con el cual no
tenga interseccion (en concreto, su directriz). Es la primera superficie
minima descubierta. Se puede generar con dos aros de alambre y una
superficie jabonosa entre ambos. Fue descubierta por Euler en 1741
aunque se la conoce por el nombre actual tras el trabajo de Plateau.
Es una superficie de género cero y la tnica superficie minima (ademas
del plano) que es de revolucion.
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xrs

Figura 3.1: Diferentes vistas del catenoide.

3. Helicoide. Para el helicoide, los datos usados son (f,g) = (ie ?,¢€*).
Mesnieur fue el primero en demostrar que es una superficie minima.
También tiene género cero en su inmersiéon en R3. A parte del plano
es la tinica superficie minima reglada (contiene rectas). El helicoide y
el catenoide son superficies conjugadas en el sentido de sus funciones
coordenadas locales (las cuales son armoénicas conjugadas).

& 3

Figura 3.2: Diferentes vistas del helicoide.

4. Superficie de Enneper. Para esta superficie, los datos de Weierstrass
se corresponden con (f,g) = (1, z). Fue descubierta por Enneper en
1864. Es una superficie de género cero que tiene dos planos de simetria
y puede expresarse como una ecuacion explicita (ver [4]).
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o -

Figura 3.3: Diferentes vistas de la superficie de Enneper

5. Superficie de nuestra invencién. Superficie que ha sido obtenida
usando los datos de Weierstrass (f,g) = (272, v/2).

>~ -

Figura 3.4: Diferentes vistas de la superficie mencionada.

Ademas de estos ejemplos clasicos hay otra clase de superficies, en la que
no entraremos en detalle, llamadas superficies minimas periddicas, entre las
que cabe mencionar la superficie de Costa o la superficie de Karcher (ver [6]

y [4])-
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3.2.1. Cobdigo de Maxima utilizado

En esta seccion, expondremos el cédigo utilizado para la representacion
de las superficies ejemplo en el apartado anterior. Se ha utilizado el software
libre Maxima en el entorno wxMaxima.

Asi, comenzamos con el codigo que se ha usado para la representacion del
catenoide.

kill (all)$

g(z):=2%

f(z):= 1/2°28%

phil(z) = 1/2xf(z)*x(1—g(z)"2)$

phi2(z) = %i/2«f(z)x(1+g(z)"2)$
phi3(z) := f(z)xg(z)$

r(u,v,t):= "7 (1—ttusxt % i*xvkt)$
dr(u,v,t):= " (diff(r(u,v,t),t,1))$%
x1(u,v):=""(ratsimp (realpart (integrate (

phil(r(u,v,t))xdr(u,v,t),t,0,1))))$

x2(u,v):=""(ratsimp (realpart (integrate (
phi2 (r(u,v,t))xdr(u,v,t),t,0,1))))$

x3(u,v):=""(ratsimp (realpart (integrate (
phi3 (x (w,v, t))*dr(u,v,t),6,0,1))))8

plot3d ([x1(rxcos(a),r*sin(a)),
x2(rxcos(a),r*sin(a))
x3(r*cos(a),rxsin(a))],
[r,0,5.5],a— %pi, %pi],
|[legend , false | ,|[box, false|);

Codigo 3.1: Codigo usado para la representacion del Catenoide.

A continuaciéon y de manera similar, el cédigo usado para representar el
helicoide.
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kill (all)$

g(z)::z$

f(z):= % /z"2$%

phil(z) = 1/2xf(z)x(1—g(z)"2)$

phi2 (z) = % /2«f(z)*x(1+g(z)"2)$
phi3(z) := f(z)xg(z)$

r(u,v,t):= "7(1—tfust+ Td*v*t)$
dr(u,v,t):= " (diff(r(u,v,t),t,1))$
x1(u,v):=""(ratsimp (realpart (integrate (

phil(r(u,v,t))*dr(u,v,t),t,0,1))))$

x2(u,v):=""(ratsimp (realpart (integrate (
phi2 (r(u,v,t))xdr(u,v,t),¢,0,1))))8

x3(u,v):=""(ratsimp (realpart (integrate (
phi (x (w,v,t))xdr(u,v,t),t,0,1))))8

plot3d ([x1(rxcos(a),r*sin(a)),x2(r*cos(a),r*xsin(a)),
x3(rxcos(a),r*sin(a))]|,[r,0,5],[a— %pi,%pi],
[axes , false| ,[legend ,"" ]| ,[same xyz,true],
[box, false |);

Codigo 3.2: Codigo usado para la representacion del Helicoide.

Posteriormente, presentamos el cédigo usado para la representacion de la

superficie de Enneper.

kill (all)$

(z) := 1/2xf(z)*x(1—g(z)"2)$
phi2 (z) = % /2«f(z)x(1+g(z)"2)$
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phi3(z) = f(z)xg(z)$

r(u,v,t):= "(1—t+tustt Xi*xvkt)$
dr(u,v,t):= "7 (diff(r(u,v,t),t,1))$
x1(u,v):=""(ratsimp (realpart(integrate(

phil (r(u,v,t))*dr(u,v,t),t,0,1))))$

x2(u,v):=""(ratsimp (realpart (integrate (
phi2 (1 (u,v,t))sdr(u,v,t),t,0,1))))$

x3(u,v):=""(ratsimp (realpart(integrate (
phid (x (u,v,¢))xdr(u,v,t),t,0,1))))$

wxdraw3d (proportional axes=xyz,
enhanced3d=true ,surface hide=true,
axis 3d=false ,colorbox=false ,
parametric _surface(x1(r*cos(a),rxsin(a)),
x2(rxcos(a),r*sin(a)),x3(rxcos(a),r*sin(a)),
r,0,3,a— %pi,%pi))$

plot3d ([x1(r*cos(a/2),rxsin(a/2)),x2(r*cos(a/2),rxsin(a/2)),
x3(rxcos(a/2),rxsin(a/2))],[r,0,3],[a,—2x%pi,2x%pi],
|axes , false | ,[legend ,""| ,[box, false|);
Codigo 3.3: Codigo usado para la representacion de la superficie de Enneper.

Por ultimo, se expone el cdigo usado para representar la superficie obte-
nida de dos funciones arbitrarias (Figura 5).

kill (all)$

g(z):=2"(1/2)%
f(z):=1/ 2z°2%

phil(z) = 1/2«f(z)x(1—g(z)"2)$
phi2(z) = %i/2«f(z)*x(1+g(z)"2)$
phi3(z) = f(z)xg(z)$
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r(u,v,t):= ""(1—t+tustt Xi*xvkt)$
dr(u,v,t):= " (diff(r(u,v,t),t,1))$
x1l(u,v):=""(ratsimp (realpart (integrate (

phil(r(u,v,t))*dr(u,v,t),t,0,1))))$

x2(u,v):=""(ratsimp (realpart (integrate (
phi2 (r(u, v, t))xdr(u,v,t),¢,0,1))))8

x3(u,v):=""(ratsimp (realpart(integrate (
phi3(r(u,v,t))*dr(u,v,t),t,0,1))))$

plot3d ([x1(rxcos(a),r*sin(a)),x2(rxcos(a),r*sin(a)),

x3(rxcos(a),r*xsin(a))]|,[r,0.5,5],
[a— %pi, %pi]| ,[axes, false] ,[axes, solid],
[legend ,""| ,[same xyz,true],|[box, false]);

Codigo 3.4: Codigo usado para la representacion de la superficie de nuestra

mvencion.

Con esto, consluimos el presente capitulo sobre la representacion de Weie-

restrass para superficies minimas.



Capitulo 4

Superficies minimas de Bézier

En el presente capitulo daremos a conocer las superficies de Bézier e in-
tentaremos ver como conseguir superficies minimas a partir de la técnica
introducida. Se han seguido los resultados de [7] para la introduccion a las
superficies de Bézier y [2]| para su aplicacion a la buisqueda de superficies
minimas.

4.1. Superficies de Bézier

En esta primera secciéon introduciremos los conceptos necesarios para en-
tender las superficies de Bézier. Empezamos con los polinomios utilizados.

Definicion 4.1.1. Sea n un nimero natural. Se definen los polinomios de
Bernstein de grado n como los n+ 1 polinomios dados por

By (z) = (Z):z:k(l — )" 0<k<n

definidos para valores de x en el intervalo [0,1] .

Estos polinomios seran de gran importancia en el desarrollo de la teoria.
Por ello vamos a introducir un lema en el que comentaremos algunas propie-
dades basicas de ellos, las cuales nos facilitaran los calculos en las pruebas
de los resultados que perseguiremos a lo largo de este capitulo.

37
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Lema 4.1.2. Sea n un nimero natural y considérese B} (x) el k-ésimo po-
linomio de Bernstein de grado n definido en el intervalo [0,1]. Se tiene lo
siguiente:

1. Bl polinomio By} es no negativo para todos los valores de x en el inter-
valo de definicion y k desde 0 hasta n.

2. La suma de todos los polinomios de Bernstein de orden n es 1 para
cualquier x en el intervalo de definicion.

3. Se da la siguiente igualdad recursiva
Bi(z) = (1 —2) By (2) + 2By~ (x),
para n. mayor o igual que 2 y k entre 1 y n.

4. La deriwada del polinomio cumple:

L (B() = n(Bi} By ),

para x en el intervalo de definicion, n mayor que 1 y k entre 1 y n.

Demostracion: La primera propiedad es trivial por la definicion de los
polinomios de Bernstein, ya que es un producto de coeficientes positivos.
Para ver la segunda propiedad, obsérvese que la suma de los polinomios de
Bernstein de grado n corresponde al desarrollo del binomio de Newton para
(x4 (1 —x))"™. La tercera propiedad es una simple aplicacion de la definicion
y propiedades de los ntiimeros combinatorios. Asi mismo, para la ultima pro-
piedad basta con derivar y usar la definicién para observar de manera trivial
el resultado. |

A partir de los polinomios de Bernstein pueden definirse tanto curvas
como superficies de Bézier. Enfocaremos nuestra atencion en las segundas.
Ambas se definen a partir de una serie de puntos en el plano o en el espacio
a los que nos referiremos como puntos de control. Pasamos, entonces, a
definir las superficies de Bézier.
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Definicion 4.1.3. Sea {P;}; ;" una malla de puntos de control en R3. La
superficie de Bézier asociada x : [0,1] x [0,1] — R3, viene dada por

x(uq, up) = ' > Bw) B} (uz) Pyj. (4.1.1)

Es ampliamente conocido que, en efecto, las superficies de Bézier son su-
perficies regulares que interpolan los vértices de la malla de puntos de control.
Es decir, de manera geométrica, la superficie de Bézier asociada a una malla
de puntos pasa por los puntos exteriores (vértices) mientras que el resto de
puntos define la forma que tendra la superficie. En particular, podemos pe-
dir que dichas superficies sean minimas y, reciprocramente, podemos intentar
construir las superficies minimas ya conocidas usando superficies de Bézier.
Un ejemplo de esto mismo vamos a verlo con la superficie de Enneper (ver
Ejemplo 4). Una parametrizacion de la superficie de Enneper viene dada por
x : R? = R? definida como

2 3
Uy 3 U 2 2 2
x(ug, ug) = <u1 —3 + uguy, Uy — 3 + uguy, uy —us |

La malla de puntos de control de dicha superficie para ui,us € [—1, 1] viene
dada por

(=5.-5.0) (-L-5-5) (L-5-3) (.30
(=3.-L3) (=5-50 (=50 (G-L3)
(=313 (550 (50 GL3)
(=550 (Lg-3) (Ls-3) (50

Veamos una representacion de la misma.
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Figura 4.1: A la izquierda, la superficie de Enneper como superficie para-
métrica. A la derecha, la misma obtenida a partir de la malla de puntos de
control.

También presentamos el codigo utilizado para su representacion.

kill (all)$

/* Superficie de Enneper como superficie paramétrica
(usando representacion de Weierestrass) x/

g(z):=z2%

f(z):= 1%

phil(z) = 1/2xf(z)x(1—g(z)"2)$
phi2(z) = % i/2xf(z)x(1+g(z)"2)$
phi3(z) = f(z)xg(z)$

r(u,v,t):= ""(1—tfuxt: % isxvst)$
dr(u,v,t):= "’ (diff(r(u,v,t),t,1))8$
x1(u,v):=""(ratsimp(realpart(integrate(

phil (r(u,v,t))*dr(u,v,t),t,0,1))))$

b

x2(u,v):=""(ratsimp (realpart (integrate (
phi2 (x (w,v,t))*dr(u,v,t),t,0,1))))8
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x3(u,v):=""(ratsimp (realpart (integrate (
phid (1 (u,v,¢))xdr(u,v,t),t,0,1))))$

wxdraw3d (proportional axes=xyz,enhanced3d=true
surface hide=true ,axis 3d=false ,colorbox=false ,

color=black ,parametric_surface(x1(u,v),x2(u,v),
x3(u,v),u,—1,1,v,—1,1))8%

/* Superficie de Enneper usando superficies de Bézier x/

B(x) := [binomial(3,0)%(1—x)"3, binomial (3,1)*x*x(1—-x)"2),
binomial (3,2)*x"2%(1—x),binomial (3,3)*x"3]|$

P :

[-5/3,-5/3,0], [—1,-1/3,—-4/3],[1,-1/3,-4/3],[5/3,-5/3,0]],

[[-1/3,-1,4/3],[—-5/9,—-5/9,0], [5/9,-5/9,0], [1/3,—1,4/3]],

[-1/3,1.,4/3], [=5/9,5/9,0], [5/9,5/9,0], [1/3,1,4/3]],

[-5/3,5/3,0], [~1,1/3,-4/3], [1,1/3,-4/3], [5/3.5/3,0]]]$

x(u,v) := sum(sum(B(u)[i]|*B(v)[j|*P[i]|[]j],j,1,4),i,1,4)$

Q:

[[_5/37_5/370]7 [_17_1/3?_4/3]7[17_1/3?_4/3]7[5/37_5/370]7
[—1/3,-1,4/3],[-5/9,-5/9,0], [5/9,-5/9,0], [1/3,—1,4/3],
[—1/3,1,4/3], [=5/9.5/9,0], [5/9,5/9,0], [1/3,1,4/3],

[-5/3,5/3,0], [—1,1/3,-4/3], [1,1/3,-4/3], [5/3.,5/3,0]]$

wxdraw3d (proportional axes=xyz,
enhanced3d=false ,surface hide=true,
axis 3d=false ,colorbox=false ,
parametric_surface (x(u,v)[1],x(u,v)[2],x(u,v)[3],
u,0,1,v,0,1),

color=black ,point type=filled circle ,
point size=1.2 points(Q));

Codigo 4.1: Codigo usado para la representacion de la superficie de Enneper

como superficie paramétrica y como superficie de Bézier.

Podemos pasar ahora a la siguiente secciéon donde aplicaremos los resultados
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de superficies minimas a las recién definidas superficies de Bézier.

4.2. Superficies de Bézier armoénicas

En esta secciéon trataremos de dar unas condiciones sobre los puntos de
la malla de control para intentar que la superficie de Bézier que se le asocia
a dichos puntos, dada por (4.1.1), sea minima. Para ello, usaremos el Lema
3.1.3 asi como la Definiciéon 4.1.1 de los polinomios de Bernstein. Vamos a ver
las condiciones que hay que imponer a la superficie para que sea armoénica.
Para que ésta sea minima, ademas de lo anterior, debe estar expresada en
parametros isotermos, de acuerdo con el Lema 3.1.3.

Teorema 4.2.1. Sea {P,;}};_y una malla de puntos de R®. La superficie
de Bézier asociada, x : [0,1] x [0,1] — R? dada por la Definicion 4.1.3, es
armonica si y solo si

0=Pir2ain+ Pi1; (bicin —20;0) + Pi—1j (bi1 — 2¢i—2)
+ P jCi—om + P jroaim + Pijp1 (bj—1m — 2a,,m)
+ P i1 (bj—im — 2¢j—om) + Pij—aCj—om
+ P (ain —2bi—10 + Cicon + Qjm — 201 + Cjam) -

(4.2.1)

donde a;p, = (n—i)(n—i—1), b, =20+ 1)(n—i—1) yci, = (i+1)(1 +2)
para i desde 0 hasta n —2 y a;, = b;, = ¢;, = 0 para cualquier otro caso.

Demostraciéon: Vamos a calcular el Laplaciano de la superficie de Bézier
x(u1,ug) = Yo D7 Bi*(u1) B (u2) Pij. Usando la regla 4 del lema anterior
y reordenando términos, queda

n—2 m
Ax(uy,uz) =n(n —1 ZZB” QBm uz)AQ’OPM
I (4.2.2)
+m(m — 1) B} (u1) B]' " (up) A®? P, ,
i=0 j=o

2,0 _ 02p  _ )
donde A*°P, ;= Pioj—2P1;+P; y AP ;=P j2—2Pj+D0
Nuestro objetivo es expresar la ecuacion anterior como una superficie de
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grados n y m por lo que necesitamos la siguiente igualdad.

! ((n =) =i = DBYE) 420+ D~ = DB 1)

n(n—1

(4 1)+ 2)Bla(t)).

B3 (1) =

Ahora, usando los coeficientes definidos en el enunciado del teorema, la ecua-
cion (4.2.2) queda

Ax(ug, us) Z Z B (uy) B (us)

=0 7=0

(n(n - 1) (ai’nAQ’O-Pi + bz lnA2 i—1,7 +ci— QnA Pz 2])

+m(m —1) (a;m A" Pij + bj 1 m A" Py i1 + €0 m APy j_5) )

= ZZB” u1 UQ)QL]

i=0 j=0
Por lo tanto, podemos ver la condicién anterior como una superficie de Bézier
de grados n y m asociada a una malla de puntos de control {Q; ;};" Ji—o- Dado
que los polinomios de Bernstein forman una base, tenemos que x es armoénica
si y solo si @;; = 0 para todo %, j. Llevando esta condicion a la férmula
anterior y deshaciendo las contracciones notacionales, nos queda que
0= n(n—1)[ Pys;ain~+ Piy1j (bi—1n — 2a;y)
+P;_1; (bicin — 2¢i—2n) + Pi—2.jCi—2.1]
+m(m —1) [ Pjaajm + Pijr (bj—1m — 2a5m)
+P 1 (bjm1m — 2¢j-2.m) + Pij—aCj—2m]
+P, ;[ (@i —2bi_10+ cimopn)n(n —1)
+ (ajm — 2bj_1,m + Cj—om) m(m — 1)].
Por lo que para el caso n = m nos da la caracterizacion expresada en el
enunciado. [

El resultado anterior nos caracteriza los puntos de control para conseguir
que la superficie de Bézier sea minima. A continuacién, vamos a comprobar
qué ocurre en un par de ejemplos relativamente sencillos, para superficies
bicuadraticas (n = m = 2) y para superficies bictbicas (n = m = 3).
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4.2.1. Superficies de Bézier bicuadraticas armoénicas

En este caso, en el que n = m = 2, tenemos la siguiente condicién para
que la superficie sea armoénica, que resulta ser un corolario inmediato del
teorema anterior.

Corolario 4.2.2. Una superficie de Bézier bicuadrdtica, asociada a la malla

2,2 o
de puntos de control {P; ;};"_, es armdnica si y sdlo si

1
P0125(2P00+P02—2P10+P20),
1
P1121(P00+P02+P20+P22),
1 (4.2.3)
P21=§(P00+—2P10+2P20+P22),
1
P12:5(—]300+P02+2P10—P20+P22).

El corolario anterior supone unas condiciones, necesarias y suficientes, a
satisfacer por la superficie para que esta sea armoénica. En concreto, para
que la superficie sea minima, tenemos por el lema 3.1.3 que los parametros
en los que se exprese la superficie han de ser isotermos ademés de darse la
armonicidad. Es una cuestion de calculo y computacion demostrar que cual-
quier superficie de Bézier satisfaciendo las ecuaciones 4.2.3 y con parametros
isotermos es un trozo de plano (ver [2]).

4.2.2. Superficies de Bézier biciibicas armoénicas
En este caso, en el cual n = m = 3, la ecuacién (4.2.1) nos permite

expresar la mitad de los puntos de control en funcién del resto. Tenemos el
siguiente corolario.

Corolario 4.2.3. Una superficie de Bézier bicibica asociada a una malla de
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3,3 PR , .
puntos de control {P; ;};":_, es armdnica si y solo si se satisface

Piy = — (4Py + 2Py3 + 2P3 + Ps3) ,

— O~

Pyy = — (2P0 + Pog + 4P3 + 2Ps3) ,
(2P0 + 4Pp3 + Psg + 2Ps3)
(Poo + 2Pp3 + 2P30 + 4Ps3)
(4.2.4)
<4P00—4P01+2P02+2P30—2P31+P32>,
(2Py0 — 2Py + Pog + 4P — 4P + 2Ps)

(2Py1 — 4FPp2 + 4Py3 + P31 — 2P + 2Ps3)

!
o
| | | Il | |
Wl WRWRWROI—RO|—O

(POl—2P02+2P03—|—2P31—4P32+4P33>.

El corolario anterior nos indica que dadas la primera y tltima columna de
la malla de puntos de control, la superficie queda completamente determina-
da. Es decir, dados los bordes opuestos de una superficie de Bézier armonica,
los puntos de control y, por tanto, la superficie, queda inequivocamente defi-
nida. Por tanto, podemos dividir los puntos de control en dos subconjuntos,
los puntos internos {P; ; Z;:l’lm_l y los puntos externos. Debemos insistir en
que la condicion dada por el corolario nos caracteriza las superficies de Bézier
armonicas, que no son necesariamente minimas ya que, para esto, debemos
exigir que los parametros sean isotermos. A continuacién, vamos a ver qué
superficies de Bézier armonicas bicubicas son minimas.

4.3. Superficies de Bézier bictibicas minimas

En la secciéon anterior hemos visto que las superficies armoénicas bicua-
dradas so6lo pueden ser minimas si son trozos de un plano. Ahora veremos
qué ocurre en las bictibicas. En este caso, es posible obtener la superficie
de Enneper (ver un ejemplo en [2]). Més atn, en esta seccién vamos a ver
que toda superficie minima expresada con polinomios bictubicos es, salvo una
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transformacion afin, una reparametrizacion de la superficie de Enneper. El ca-
so del plano se excluye si suponemos que no se puede simplificar la expresion.

Para esta secciéon nos van a ser necesarios los resultados vistos para la
Representacion de Weierstras (seccion 3.1.2). Recordemos que una superficie
minima esté caracterizada por dos funciones complejas f y g como vimos en
el Teorema 3.1.5 y en el Lema 3.1.6. Nuestra intencion es determinar todas
las superficies minimas expresadas por polinomios bictubicos, lo cual no su-
pone un problema sencillo dadas las distintas posibilidades de escoger f y ¢
de manera que se cumpla dicho objetivo. Trataremos, no obstante, de probar
el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Sea x : U — R? una superficie minima con coordenadas
polindmicas bicibicas. Se tiene que X es, salvo transformacion afin en R3?,
una reparametrizacion afin de la superficie general de Enneper de grado 3.

Demostraciéon: Sea x = x(u,us) la superficie indicada en parametros
isotermos (si no lo esta inicialmente, sabemos que existe una reparametriza-
cion tal que obtengamos dichos parametros; ver la Observacion 1.1.18). En
la prueba se va a usar la base de polinomios usuales en lugar de la base de
polinomios de Bernstein para facilitar la comprension de ésta, pues es equi-
valente probarlo en una u otra base.

Consideremos una superficie polinémica bictibica, en pardmetros isoter-
mos y que sea armonica

3 3

3
o i 7 i g i,
X(u1,uz) = ( § QiU Us, § bijujuy, E Ciju1u2)7

i,j=0 i,5=0 i,5=0
donde a;j, b;;, ¢;; son nimeros reales.
Denotemos v;; = (a;j, b;j, ¢;j). Obsérvese que podemos considerar vog = 0,

ya que, en caso de no serlo, bastaria aplicar una traslaciéon. Por estar la
superficie en parametros isotermos, tenemos que g2 = 0, esto es,

3 3 3
2 2i—1,2j—1 2, 2i—1, 2j—1 2, 2i—1, 2j—1 __
E a;uy’ Uy +§ bui' uy T+ ciuy uy = 0.

1,j=0 1,7=0 2,j=0
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Imponiendo ahora que todos los coeficientes sean cero, obtenemos que
V33 = V33 = Va3 = V31 = Vi3 = Vg = (.
Si ahora aplicamos la condicién de ser armoénica, Ax = 0 si y s6lo si
V20 = —Vog, Va1 = —3Vo3, Vig = —3V3p.

Ademas, por ser los parametros isotermos, tenemos que g3 = ¢gao ¥ g1 = 0
lo cual implica, respectivamente, que

[[Vsol| = [[Vos]], V3o - Vo3 = 0.

Esto nos lleva a dos opciones: que los vectores sean perpendiculares o que
sean iguales al vector nulo. En este ultimo caso, después de algunos céalculos
(ver [2]), se ve que es un trozo de plano pero, como este puede expresarse
con polinomios de grado 1, no es una solucién propia.

Pasamos a analizar el caso en que los vectores sean perpendiculares y no
nulos. A partir de una rotaciéon y un reescalado si fuera necesario, podemos
suponer que son los vectores e; y es, respectivamente. Mas atn, puede verse
(usando de nuevo que los parametros son isotermos) que a;; = —2bgy ¥
bi1 = 2agp2. Puede probarse que la condiciéon de tener pardmetros isotermos
puede reducirse a cuatro condiciones sobre los vectores v;;. No obstante,
vamos a introducir el uso de nimeros complejos, a través de las funciones
¢; definidas en el Lema 3.1.5, para facilitar la prueba. Consideremos las
funciones

¢1 =ai10 — 2@02”1 -+ 3U% — 2b02U2 — ?)Ug —1 (CLOl — 2b02u1 -+ 2 (CLOQ — ?)Ul) Ug)
¢2 :blo — 2b02U1 + (2@02 — 6U1) U — 7 (b01 -+ 2(1021&1 — SU% + 2b02U2 + ?)Ug)

3 =C10 — 2Coou1 + Cr1Us — i (Co1 + Cr1U + 2c2us)

La parametrizacion es isoterma si se verifica que ¢? + ¢3 + ¢2 = 0 (ver el
Lema 3.1.4). De estas funciones, podemos extraer las funciones f y g tal y
como se vié en la demostracion del Lema 3.1.6. Obtenemos que

fx(2) =a10 + bo1 + i (—ag1 + bio)
— 3 —(2 ' 4.3.1
gx(2) _ G0 1Co1 + ( Coz +iC11) 2 —mz4n ( )
aio + bor + i (—ap1 + bio)
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Si tomamos la expresion del coeficiente m en coordenadas polares como pet
en C, donde p > 0y t € [0, 27]. Consideremos la reparametrizacion isoterma
de x en coordenadas polares

y(ug,ug) =x (%(cos(t)ul + sin(t)us), %(— sin(t)uq + cos(t)ug)) :

Ahora las funciones f y g asociadas a y quedan

fy(z) =a€C, gy(2) = 2.

Si expresamos ahora a en su forma polar como pe’ y tomamos 7' la trans-
formacion lineal de R? definida por el reescalado de factor i compuesto con
la rotacion de eje z y angulo s, una propiedad conocida de la superficie de
Enneper nos dice que la superficie definida por fy y gy es la imagen por T'
de la superficie de Enneper considerada en el Ejemplo 4. [ |

Por tanto, tenemos caracterizadas las superficies bictibicas minimas de Bé-
zier. Es mas, todas son, salvo transformacion afin, la superficie de Enneper.
Cabe recordar que sélo hemos estudiado qué ocurre en dos casos concretos de
superficies de Bézier ya que las condiciones que genera la minimalidad de es-
tas superficies son dificiles de estudiar en general y escapan a los objetivos del
presente documento. Asi mismo se insta al lector interesado a consultar las
referencias bibliograficas. Es mas, las superficies de Bézier tienen sus aplica-
ciones correspondientes al, anteriormente mencionado, Problema de Plateau
pues, bajo algunas circunstancias, son los puntos exteriores de la malla de
puntos de control los que determinan los deméas puntos al exigir que la su-
perficie sea minima.
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