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Abstract

This work addresses numerical approximation of ordinary differential equations by
means of multistep methods, with application to the modelling of problems related to
athletics. The work consists essentially of two parts. In the first part we will study mul-
tistep methods for numerical resolution of ordinary differential equations and their most
important numerical properties, focusing on Adams methods. In the second part we will
perform a mathematical modeling for predicting race times that could be applied to dif-
ferent athletics competitions, based on energy considerations. We will use the numerical
resolution techniques seen in the first part to approximate the solution of the developed
race model and we will perform simulations of athletics competitions.

Resumen

El presente trabajo aborda la aproximacién numérica de ecuaciones diferenciales or-
dinarias mediante métodos multipaso, con aplicacion a la modelizacién de problemas
relativos al atletismo. El trabajo consta esencialmente de dos partes. En la primera parte
estudiaremos en profundidad métodos multipaso para la resolucién numérica de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias y sus propiedades numéricas mas importantes, centrandonos
en los métodos de Adams. En la segunda parte realizaremos una modelizacién de carrera
que nos sirva para poder aplicarla a distintas competiciones del atletismo, basada en con-
sideraciones energéticas. Como aplicacion, usaremos las técnicas de resolucion numérica
vistas en la primera parte para aproximar la solucién del modelo de carrera desarrollado
y realizar simulaciones de competiciones del atletismo.
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Capitulo 1

Introduccion

El nimero de ecuaciones diferenciales ordinarias a las que sabemos darle una expre-
sion de su soluciéon exacta es demasiado limitado, sélo se conocen algunos métodos para
determinadas ecuaciones que cumplen una serie de condiciones. Para dar una solucién a
otras ecuaciones de las que no se conocen solucién exacta utilizamos técnicas de resolucion
numérica, con las que dada una particién de la variable independiente somos capaces de
obtener un valor aproximado de la solucién en cada punto de esta particion. Estas técnicas
son de gran importancia, debido a que la gran mayoria de procesos fisicos, mecanicos o
biolégicos se rigen por ecuaciones o sistemas de ecuaciones diferenciales de los cuales no
conocemos su solucion exacta.

El estudio de estos métodos durante el grado en matematicas se limita practicamente
al conocimiento de métodos en los que para conocer el valor aproximado en un punto
de la particién sélo es necesario conocer el valor en el punto anterior (métodos de un
paso). Sabemos que existen otros métodos, conocidos como métodos multipaso, que usan
la informacion de un mayor niimero de puntos.

El objetivo de este trabajo es la ampliacion de conocimientos en técnicas multipaso
de resolucion numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias y su posterior puesta en
practica, centrandonos en los métodos de Adams.

La descripcion de los capitulos es la siguiente:

El capitulo 2 es un breve recordatorio de algunas nociones bésicas sobre los polinomios
de interpolacién de Lagrange, del lema de Gronwall y del teorema de Punto Fijo.

El capitulo 3 estd dedicado al analisis numérico de métodos para la resolucién de
ecuaciones diferenciales ordinarias. En este se describen los métodos de Adams-Bashforth
y de Adams Moulton, se muestran sus diferencias y se analizan sus propiedades mé&s
importantes, como la estabilidad, el orden y la convergencia. Ademads, proporcionaremos
una estimacién a priori del error de discretizacién. Para terminar el capitulo describiremos
los métodos predictor-corrector, centrandonos en los métodos PECE.

En el capitulo 4 realizaremos una recopilacion de los estudios realizados hasta el mo-
mento para modelizar la estimacién del tiempo necesario para ejecutar una carrera. Acto
seguido, plantearemos un modelo matematico que pretenda simular la estrategia seguida
por el atleta para obtener un tiempo éptimo.
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8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Para finalizar el trabajo, en el capitulo 5 se realizard en primer lugar una simulacion
numérica de una ecuacién diferencial con soluciéon conocida para verificar los métodos
de resolucion numérica que vamos a utilizar. Tras esto, simularemos numéricamente una
serie de competiciones de la rama del atletismo usando el modelo obtenido en el capitulo
anterior, y compararemos los resultados obtenidos con estudios anteriores y con resultados
reales de los Juegos Olimpicos comprendidos entre los anos 1960 y 1976. Por ltimo,
compararemos el modelo de Keller basado en la segunda ley de Newton con el obtenido
usando balances energéticos, y se discutira la influencia que tiene introducir en el modelo
un término que haga referencia a la curvatura en carreras de trayectoria no rectilinea.



Capitulo 2

Conceptos y resultados tedricos
basicos

En este capitulo presentamos algunos resultados basicos y herramientas necesarias
en el desarrollo del trabajo. En primer lugar, recordemos la interpolacion de Lagran-
ge, componente basica para la construccién de los métodos de Adams. A continuacion
presentamos un lema de Gronwall discreto que nos permitird estudiar la estabilidad de
los métodos numéricos y por ultimo un Teorema de Punto Fijo que utilizaremos para
demostrar que los métodos implicitos estan bien definidos.

2.1. Interpolacién de Lagrange

Definicién 2.1.1 (Polinomio de interpolacién de Lagrange) Sea f: [a,b] — R una
funcién y {zo, z1, ..., 2.} n+ 1 puntos distintos del intervalo [a, b]. Se define el polinomio
de interpolacién de Lagrange como el tinico polinomio de grado n que verifica:

Vi=0,1,...,n, pu(x;) = f(x;)
Este polinomio se escribe:

() =) flx:)li(x) (2.1.1)

i=0
donde
n
T—x
J
o8 =
i=o 7t
J#i
Observacién

Este polinomio de Lagrange puede obtenerse de distintas maneras. En nuestro caso
vamos a utilizar la férmula de Newton que desarrollamos a continuacion.

Denotando como py al polinomio de interpolacién de Lagrange en los puntos xg, ..., T
para k =0,1,...,n — 1, queremos construir p,,, polinomio de interpolacién para z, ..., z,.
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En primer lugar,
po(z) = f(zo)

Para cada k, el polinomio pr — px_1 es de grado k y se anula en los puntos xq, ..., Tp_1,
por tanto es de la forma

(pr — Pr1) () = flz0, .., Tp) (x — o) (& — 1)...(T — Tp_1) (2.1.2)

donde f[z, ..., x}] simboliza el coeficiente de z* en py(x). Deducimos por recurrencia que
la expresién del polinomio de interpolacién p,, en los puntos xy, ..., x,, viene dada por

pu(z) = f(z0) + Z flzo, ooy i) (x — x0) (2 — 21).. (@ — Tp—1) (2.1.3)

y se denomina forma de Newton del polinomio de interpolacién p,,. A continuacién
vamos a ver un resultado que nos proporciona cémo calcular los coeficientes.

Lema 2.1.2
Vi > 17 f[x(), ,xk] _ f[xla ,l’k] B f[$07 "'axk—l] (214)
T — X
Y
Flad = (@), =01,k
Demostracién

Denotamos, para k > 1, p;_, el polinomio de interpolacién de f de grado £ — 1 en los
puntos i, ..., T; su coeficiente lider es flzy, ..., xx].
Definimos ¢ como el polinomio de grado k:

(# = zo)pji(2) = (& — 24)ppa (7)
T — X

qr(x) =

¢ €s un polinomio de grado k que coincide con f en los puntos zg, x1, ..., £, por la unicidad
del polinomio de interpolacién se deduce que gx(x) = pg(z). La férmula (2.1.4) viene de
identificar los coeficientes de z* en los dos miembros. 0

La recurrencia que proporciona el lema (2.1.2) es véalida para xg, z1, ...x; puntos dis-
tintos. A continuacion vamos a calcular estos coeficientes para el caso particular en que
los puntos son equidistantes, es decir, x; = x¢ + ¢h con h una constante.

Definimos el operador de diferencias finitas progresivas como:

Vofi = f(l"z) = fi
Vii= f(ziy1) — f(zi)
VL =V (VEf) = VEfi — VRS,

Usando el lema (2.1.2) se verifica que

kai = f[l"i,ﬂ?iH» ---,$i+k] k! ¥
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r — 2o
vamos a calcular la forma de

Utilizando esta expresion y el cambio de variable s =

Newton (2.1.3) del polinomio de interpolacién p,, de grado n de f en los puntos zy, ..., T,.

s(s=1)..(s—k+1)

(x —zo)(x — 21)...(x — 1) X0, ooy TR = ] v* fo
y asi,

(@) = fo+ %Vfo n 3(32—! 1)V2fo A s(s — 1)T(i —n+ UV”fg.
Por tanto,

pa(x) = fo+ (i) Vo + (;) Vifo+ ...+ (Z) V" fo (2.1.5)
donde
. r — X9
T

Esta ecuacién es conocida como la férmula de Newton progresiva.
Anélogamente, vamos a definir el operador de diferencias finitas regresivas como
S0 _ _
VOfi= f(z:) = fi

_ Vfi=f@) = flai)
VERLf, = V(VEf) = VEf = VEfis

Haciendo el cambio de variable s = —hl’n’ obtenemos la siguiente expresién de p,(x)
_ 1) = 1)... —1)=
on(e) = fot 20p, + Gy SEH DR DGy
1! 2! n!
que podemos escribir de la forma
= +1\ = +n—1\=

pu(e) = fu+ @wn . (S ; )v% ot (S " )vnfn (2.16)

donde
T — Ty
S =
h

A esta expresion se la denomina como férmula de Newton regresiva.

2.2. Lema de Gronwall

Lema 2.2.1 (Gronwall discreto) Sea {0 =ty < t; < .. <T =tyx} una particion del
intervalo [0, T] y denotamos por h, = t, 1 —t,, Yn =0,...N — 1. Consideramos {0, }"_,
y {a, }N_, dos sucesiones reales no negativas que satisfacen:

Opi1 < (1+h,L)0, +c,, Yn=0,1,..N—1

donde L es una constante positiva.

Entonces,
n—1

0, < eL(tnfto)QO + ZeL(tHrti)ai’ Vn=0,1,..N
i=0
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Demostracién
Sea n un entero cualquiera entre 0 y N — 1, entonces por recurrencia tenemos que
9n+1 < (1+hnL)€ + o, < ( nL> <<1+hn 1L)6n 1+ Qe 1)+an:

=(1+h,L)(1+hy1L)0, 1 + (1 + hp1 L)+ <
< (1+h, L)1+ hn_lL)(l + hn_gL) h—2+ (1+h n— oL)aty—o+ (1 + hp1L)oy—1 + a, <

<H(1+hL)00+Z(1+hL)

i=0

Gracias a la desigualdad (1 + z) < e” Vo € R, tenemos que:

n

- 3 h;L
H(l + th) < H ehiL = egzo — eL(tn+1—t0)
=0

i=0
Utilizando de nuevo la desigualdad para el segundo sumando obtenemos:

n

Z(l—i—hL <ZehLa—Ze tir1—t:)

i=0
luego:
041 < eFner=io)gy 4 Z ettt WYn=0,...,N—1
=0
Por tanto .
0, < eL(tnftO)eo + ZeL(tHrti)ai Vn=1,..,N
=0

Para n = 0 también es cierta ya que
Oy < eL(to—to)go

En consecuencia, el resultado es cierto Vn =0, ..., N. ([l

2.3. Teorema del punto fijo

Teorema 2.3.1 (Teorema del punto fijo de Banach) Sea (X, d) un espacio métrico
completo y'T' : X — X una aplicacion contractiva. Bajo estas condiciones, existe un unico
punto fijo de T, es decir, existe un unico x € X tal que Tx = x.

Nota
La demostracion de este teorema fue estudiada en la asignatura de Cdlculo
Numérico 1.



Capitulo 3

Resultado teodrico principal:
Los métodos de Adams

Como ya mencionamos en la introduccién nuestro objetivo es la resolucién numeérica de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Los métodos estudiados en la asignatura de Andlisis
Numérico de las Ecuaciones Diferenciales proporcionan el valor aproximado y,,1 de la
solucion de un problema de valor inicial en el punto ¢, 1 a partir de otro valor aproximado
yn de la solucion en el punto t,. Estos métodos constituyen los llamados métodos de un
paso. Para obtener y,,; se han tenido que calcular previamente los valores aproximados
de la solucion en los puntos tg, t1, to, ..., t,,. Parece entonces razonable desarrollar métodos
numéricos que aprovechen la informacién obtenida en etapas anteriores para obtener el
valor aproximado y,,1. Se obtienen de esta forma los llamados métodos multipaso para
la resoluciéon numérica de ecuaciones o sistemas diferenciales ordinarios. Dentro de esta
familia de métodos nos centramos en los métodos de Adams, que constituyen el objetivo
de estudio de este capitulo.

En este capitulo vamos a describir los métodos de Adams-Bashforth y de Adams-
Moulton para nodos no equidistantes, seguido del estudio de su estabilidad, orden y con-
vergencia. Los métodos de Adams-Moulton resultan més precisos y més estables que los
métodos de Adams-Bashforth, pero requieren la resolucién de una ecuacién (generalmen-
te no lineal) a cada paso, ya que se tratan de métodos implicitos. La resolucién de esta
ecuacion puede realizarse mediante un método iterativo, tomando como valor inicial de la
iteracion un valor dado por el método de Adams-Bashforth. Asi podemos llevar el método
iterativo a cabo, o limitarnos a una iteracién. En este iltimo caso obtenemos un nuevo
esquema llamado esquema predictor-corrector.

13



14 CAPITULO 3. LOS METODOS DE ADAMS

3.1. Descripcién de los métodos de Adams

Consideramos el problema

y'(t) = fty(t)), t€[to.to+T]
(3.1.1)

y(to) =n

donde la funcién f € C%([tg,to + T] X R™) es lipschitziana respecto a la segunda
variable, es decir, 4L > 0 tal que

VEE [to,ty + T] Vy,z € R™, |f(ty) — f(t,2)| < Lly— 4 (3.1.2)
Vamos a tomar una particién del intervalo [to, to + 7| de la siguiente manera:
[to,to +T] = {to < t; < ... <ty =to+ T}y denotamos por h, = t, 1 — tp.
Integrando la ecuacién de (3.1.1) entre t,, y t,, 41 obtenemos:

tn+1

w%nzwm+/ﬂwmw (3.1.3)

tn

Los métodos de Adams se obtienen utilizando una férmula de cuadratura de tipo inter-
tn+1

polatorio para aproximar / f(t,y(t))dt, es decir,
tn
tni1 tnt1
[ fevnar= [ P
tn tn
donde Py(t) es un polinomio de interpolacién de grado k de la funcién f.

En primer lugar, vamos a deducir el método de Adams-Bashforth de (r 4 1) pasos.

3.1.1. El método de Adams-Bashforth de (r41) pasos

Sea r un entero no negativo fijo y supongamos que conocemos el valor aproximado y,
de y(t,), asi como los valores f,, fu_1, ..., fu_r definidos por fr = f(tx,yx), Vk = n—r, ..., n.
Sea P, , el unico polinomio de Lagrange de grado < r que satisface:

Vi = 0, 1, ey T Pn,r(tn—i> = fn—i

El método de Adams-Bashforth se obtiene entonces como:
tn+1

ln

Ahora bien, el polinomio P, , se puede escribir segiin la interpolacién de Lagrange (2.1.1)
como:
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P R Z fn—iLn,i,r(t>
i=0
siendo
Lo in(t) = H TR
J#z
Denotando como
n+l
n,'L,r = T / nzr (315)
el esquema de Adams-Bashforth de (r+1) pasos es el siguiente:
Ynt1l = Yn + Z h’nbn,i,rfn—ia vn > (316)
i=0

Observaciones

1. Sir =0, el método obtenido es conocido como método de Euler (método explicito

y de un paso).

2. El método obtenido es un método explicito para todo 7.

. Para poder empezar a aplicar el método es necesario conocer los valores v, y1, ..., Y.
Estos valores reciben el nombre de valores iniciales, los cuales pueden ser obtenidos
mediante otro método, por ejemplo mediante algiin método de un paso.

. Si hy = hy—1 = ... = hy—, entonces los coeficientes by, ; » no dependen de n. Concre-
tamente, si llamamos

s+
li,r(s) = H ] - Z
J#Z

obtenemos mediante el cambio de variable que

1
- nzr /lz,r (317)
0

Por otro lado, si utilizamos la férmula de Newton regresiva (2.1.6) se tiene que

r 1\ P
Pn,r(t):Z(S_l_Z )szn con s = h L

? n

y por tanto

1=0
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con
1

b= / s(s+1)..(s+i—1)

ds >0

7!
0

Estos coeficientes 7; pueden ser calculados mediante la recurrencia:

Y =1
- Vi> 1
vi=1-— P ae— 1=
2Ty

Para obtener esta ley de recurrencia se utiliza el desarrollo de Taylor respecto de t

de la funcion
—t

G(t) = ;%‘ t = (1 —1t)log(1—1)

Una vez conocidos los valores ~; y utilizando (3.1.6) y (3.1.8) podemos deducir los
valores de b; ,, mediante las expresiones:

b = (=), by =Dbip 1+ (_1)1'(7;)% 0<i<r (3.1.9)

Con este resultado obtenemos la siguiente tabla

Tabla 3.1: Coeficientes para Adams-Bashforth con paso constante.

A-B BO,r Bl,'r 62,7’ 63,7’ 64,7’ Vr o = Z |Bi,7’

r=0] 1 i A 1
.9 % _g % ] ] % 3.66...
.3 % _g % _g ] % 6.66..

1901 | 1387 | 109 | 637 | 251 | 251 19.94
720 360 | 30 360 | 720 | 720 S
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A continuacién vamos a deducir los métodos de Adams-Moulton de (r + 1) pasos.

3.1.2. El método de Adams-Moulton de (r+1) pasos

La técnica para la deduccion de estos métodos es la misma que la utilizada para
Adams-Bashforth con la diferencia de que en este caso vamos a utilizar también en la
interpolacion el punto t,, 1. En consecuencia, vamos a generar métodos implicitos.

Suponemos como antes que conocemos los valores aproximados ¥, Yn_1, -, Yn_r Y S€Q
(n,r €l polinomio de interpolacién de grado (r + 1) que satisface:

Qn,r(tn—i) = fn—i; 1= 0, 1, e, T
Qn,r(tn-i-l) = fn+1

El polinomio @, , se escribe en su forma de Lagrange como

Qn,r = Z fn—iLn+1,i+1,r+1 (t)

i=—1

Denotando como
tn+l

b* - T / Ln+17i+1yr+1(t)dt (3110)
tn

* 1k
bn,r - bn,fl,r

el esquema de Adams-Moulton es el siguiente

i=—1

La ecuacién (3.1.11) también puede escribirse como

Yn+1 — hnb;,rf(tnﬂa Ynt1) = Yn + Z hnbz,i,rfn—i- (3.1.12)

=0

Podemos observar que la ecuacién (3.1.12) es una ecuacién implicita en y,11 que no tiene
por qué tener solucion, y en el caso de tenerla debe ser tinica. Nos ocupamos en primer
lugar de ver cuando el método de Adams-Moulton esta bien definido, es decir, cuando la
ecuacion posee una unica solucién.

Lema 3.1.1 (Unicidad y existencia de solucién) Bajo la hipdtesis h,|b;, |L <1, la
ecuacion (8.1.12) admite una dinica solucion.

Demostracién

Consideremos ®,, : R™ — R™

z— (I)TL(Z) = hnb;,rf<tn+17 ’Z) + Yn + Z hnb:,i,rfn*i

1=0
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La ecuacién (3.1.12) posee una tunica solucién si ®,, admite un tnico punto fijo. Para
ello, vamos a utilizar el teorema de Punto Fijo (2.3.1); como espacio X elegimos R™ con
la distancia asociada a la norma euclidea, que es un espacio métrico completo. Entonces
si ,, es contractiva tenemos que la ecuacion posee una unica solucion. En efecto, sean
y,z € R™ cualesquiera,

[P (y) — Pu(2)] = hnb:,,r|f(tN+17 Y) = f(tns1, 2)| < hnb:z,er — 2|

En consecuencia, tenemos que el método estd bien definido si h,[b}; .[L < 1 O

A partir de ahora vamos a suponer que la hip6tesis del lema (3.1.1) siempre se verifica.
Asi, el esquema de Adams-Moulton (3.1.11) define de manera tinica las aproximaciones a
partir de los valores iniciales g, ...y,.

Observaciones
1. Si r = —1 se obtiene el método de Euler Implicito, y,11 = Yn + hnf (tns1; Yna1)-
2. Todos los métodos de Adams-Moulton son implicitos.

3. En el caso de r = 0 la ecuacién (3.1.11) pasa a ser Yn1 = Yo + 2(f, + fn41). Este
método es conocido como Euler Mejorado, método de Crank-Nicolson o método de
Runge Kutta asociado al siguiente tablero de Butcher:

0] 0 0
1105 05
105 05
Como en los métodos de Adams-Bashforth, en el caso de que h,, = h,,_1 = ... = hy_,

los coeficientes b* . = son independientes de n. De hecho, tenemos que

n,i,r

0
b, = Ui = /li+1,r+1(5)d5 (3.1.13)
-1
y aplicando diferencias finitas llegamos a la siguiente expresion

r+1 .
s+1—1\g,; t—t,
Qn,r(t> - Z < . )V fn41 con s = h—H

1

=0
Por tanto,
r+1
Ynt+1 = Yn + hn Z fﬁvzfn—&-l (3114)
=0

0
1)... — 1
donde 75 =1y 7;‘:/8(8+ ) Z,('S+Z )ds<() para ¢ > 1.

-1
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Al igual que en el caso de los métodos de Adams-Bashforth, estos coeficientes pueden
ser obtenidos mediante una recurrencia, que se obtiene de nuevo mediante la serie Taylor
respecto de t de la funcién

G*(t) = (1 -1)G(2)
donde G(t) es la funcién generatriz asociada a los coeficientes de Adams-Bashforth.
En este caso, se obtiene la siguiente relaciéon entre los coeficientes ISZT v Ve

* 7% 7 r+1 *
bi,r = bi,r—l + (_1) - ( )%H

3.1.15
1+ 1 ( )

Bi,r = (_1)r+1/7:+17

Obtenemos asi la siguiente tabla

Tabla 3.2: Coeficientes para Adams-Moulton con paso constante.

A-M Bil,r Ba,r I;T,r E;,r B;,r Ez,r ,Y: o= Z |B'>Lk,r|
0 L 1 1
r = — _ _ _ _ -
2 2
_q 5 2 1 1 116
Tl 123 12 | ) ) 2 o
S T O 0 O N N IS O
24 24 24 24 12
251 323 11 53 19 1
S it o [ (A . I 1.73...
" 720 | 360 30 | 360 720 24
95 1427 133 | 241 173 3 19
r=4 — — — 2.34...
288 | 1440 240 | 720 1440 | 160 720

El siguiente lema (que usaremos més adelante) muestra que los coeficientes de los
métodos de Adams estan acotados bajo ciertas condiciones sobre los h,,.

Lema 3.1.2 Supongamos que

Vn=0,1,...N—2, hn < 0hy (3.1.16)
con d € R, § # 0. Entonces:
1. Existen dos nimeros reales a..(8) y as(6) tales que ¥Yn =0,1,..., N — 1
S lbnarl < @) 3Bl < al0) (3.1.17)
i=0 i=0
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2. Ademas, se tiene siempre que

(3.1.18)

Demostracion

1. Comencemos con la primera desigualdad de (3.1.17).

T T

’ 7 t—tn—; t —tn—j

< max |Lni.(f)] = méx —21 < T (%)

te[tnytnﬂ—l} tn <t<tn+41 G#£i n—r g G n—ro n—y
=0 Jj=0

|bnir

La condicién (3.1.16) nos permite acotar cada elemento del producto
Sie < gt
tinrt — tnej = hn + Byt + o+ By F by — oy <
< (O + 6+ o+ ) (1) F tmi =ty <
<O+ 0 4 o+ 4 D) (i — ).
-Sii > g
bt —tnej = hn 4+ Pt + oA By < (T 07 + L+ 0) Ry 41y <
< (0T 6T+ 4 0) (b — i)
) L t1—te < 11[ (F 484 4041 (b s—tn—) | _ (6 4§ 1)

tn—i_tn—j tn—i_tn—j

j#i i#i
Jj=0 Jj=0
] 5i+1 -4
Como (1+d§+ 0%+ ...+ 40" = 51 entonces

s 6l+1—5 I
or(9) = ( 5—1 )
=0

7=

Anélogamente,
To_tt D bt
k ’ o , _ . e .
|bn7i7r ’ S max |Ln+1,7j+1,r+1 (t) | = max H # S % S
te[t’ﬂvtn+1] tnStStn+1 i n—to g A n—i 'n—j

Jj=- Jj=—

r

S H ((5i+2+6i+1+_..+(5+1)(tn,i—tn,j) _ (51+2+6l+1_’_+5+1)r

by tn—i—tn—j
pras
) 5z‘+2 -3
(1+6+...+5612) = 51 POt lo que
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2. Probemos ahora la acotacién (3.1.18). Sabemos que

tn+1

1
by . =-— | Ly, (t)dt
= [ Lael®

tn

con

t—ty _ _t—tuy

< <1,Vj > 0. (k*
n+1 = tn tn-i—l - tn—j ( )

Para t € [t,,t,41] tenemos que

t—x

La primera desigualdad es cierta porque la funcién f(z) = P es decreciente,
n+l — T

por lo que f(t,) < f(t,—;) y la segunda es trivial porque t pertenece al intervalo

[tn, ta].
ﬁ t =ty _(t—tn)ﬁ( t =ty )
=0 tn-‘rl - tn—j hn J=1 tn+1 - tn—j

Aplicando (xx H ( — ) obtenemos que
n+1 n 7

(5" = (5 I () < (501D

t—t,\""" t—t
n <Lnrt _ n
( - ) < L) = 5

e 1
Integrando entre ¢, y ¢,,11 y multiplicando por . tenemos:
n

luego

tnt1 1 tn+1
t—t
— b dt <bf < — “dt
w ) (5E) asnsi [
tn
En consecuencia:
1 1
<b , <=
r+2 - " 2
como queriamos probar. O

Esta demostracion nos muestra que conforme aumentamos el niimero de pasos, el valor
de a,.(0) y de «(9) incrementa significativamente. Luego, bajo el punto de vista practico,
no es recomendable usar métodos de un ntimero elevado de pasos.
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3.2. Estabilidad, orden y convergencia de los méto-
dos de Adams

Nos colocamos en un marco general donde r es el nimero de pasos del método (r
finito) y llamamos ny = r — 1. Consideramos los métodos numéricos que se escriben de la
siguiente forma:

Yn+1 = Yn + Z hnbn,ifn—ia n 2 no (32]—)
i=—1

El método que estamos considerando se trata del método Adams-Bashforth de r pasos
si b,_1 = 0, donde cada b,; representa a b, ;,. En caso contrario, el método serd de
Adams-Moulton de r pasos y cada b, ; representa a b

-Si ng = 0 la ecuacién (3.2.1) define de manera unica la sucesion y,, a partir de yo y
de fo = f(to,yo) si se verifica la condicién del lema (3.1.1)

Vn >ng hulbn-1|L <c<1 (3.2.2)

-Si ng > 1, para utilizar el esquema (3.2.1) necesitamos conocer los valores iniciales

Yos Y1y -5 Yng-

En esta seccién vamos a estudiar propiedades numéricas de estos métodos que nos
conduzcan a la convergencia de las aproximaciones. En primer lugar vamos a estudiar la
estabilidad del esquema. Para ello, consideramos el esquema perturbado definido por

Zntl = Zn t Z Pbn i f (bniy 2n—i) + €ny 1 > Ny, (3.2.3)
=1

donde ¢, representa una perturbacién que puede corresponder, por ejemplo, a los errores
de redondeo.

Teorema 3.2.1 Supongamos que estamos en las hipdtesis del lema (3.1.1) y que existe
un numero real o tal que

.
Vn > nyg, Z |bri| < (3.2.4)

i=—1
Entonces el método de Adams es estable, es decir, existe un niumero real y positivo M tal

que Yn =0,1,..., N se tiene que

n—1

Yn — 2n| < M I}%%zdyl — )+ |l

1=ng

Demostracién

Por definicién de v, y de z, tenemos:

201 = Ynt1l < 12n = Ynl + D Pnlbnil Llzn—i = ynil + [enl

i=—1
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Denotando como

= g2 e~

se tiene que
Onir < O+ hinlby 1 | Ly + o D b i LBy + |en (3.2.5)
=0

Despejando 6,1 en la desigualdad

1

O] < ——
= h by |L

(1 +h Y |bm-|L> 0, + |en]

=0

Denotamos h5 = méax hy,|b, _1| y observamos que
n>ng ’

T4l 35 JbaalL ’
i=—1 n,i
=1+h, <14 K(h)h,,
T Tlbn LT Z1—h|b SRR
do K(h) = —*E _ Volviendo a (3.2.5) obt
siendo olviendo a (3.2.5) obtenemos que
1—npL oM d
l€nl
Oni1 < (1+ K(h)hy,)b, + ———+
y usando el lema de Gronwall (2.2.1)
n—1 |E|
Yn > ng, 60, < eK(h)(tn—lto)@nO + § :GK(h)(tn—tH-l)m (3.2.6)
i=ng
oK (h7)
Entonces para cualquier A < h* tomando M = W se obtiene el resultado. 0]

La relacién entre los conceptos de estabilidad, consistencia y convergencia viene dada
por el teorema de Lax:

Teorema 3.2.2 (de Lax) Si un método es consistente, entonces estabilidad y conver-
gencia son equivalentes.

Nota
El teorema de Lax es un resultado bésico para la rama del andlisis numérico y su
demostracién puede encontrarse en cualquier libro de dnalisis como Crouzeix et al. [1].

En nuestro caso vamos a utilizar la implicacion del teorema de Lax que nos proporciona
la convergencia, es decir, si los métodos de Adams son consistentes y estables entonces
son convergentes.
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Definicién 3.2.3 (Consistencia) .
1. Llamamos error de consistencia del método de Adams en el instante ¢,, a

En = y(tn+1> - y(tn) - Z hnbn,iy/(tn—i)' (327)

i=—1

2. Diremos que el método de Adams es cosistente si }lLl/I% lle]l = 0 para toda solucién de
%

(3.1.1). Vamos a usar la norma 1, es decir, el método es consistente si

N-1
lim > leal =
P Enl =0

n=ng

Definicién 3.2.4 (Convergencia) .

Diremos que el método de Adams es convergente si lim
h—0

(s, b = )1 ) =0

0<n<N

Definicién 3.2.5 (Orden) .

1. Diremos que el método de Adams es de orden al menos p si existe K € R, tal que
€| < KhP.

2. Diremos que el método de Adams es de orden exactamente p si el error de consis-
tencia es cero para todo polinomio de grado menor o igual que p.

En el teorema (3.2.1) se ha probado la estabilidad, a continuacién vamos a estudiar la
consistencia. Para ello vamos a probar el siguiente resultado auxiliar:

Lema 3.2.6 Suponemos que se verifica (3.2.4), entonces:

1. El método de Adams tiene orden exactamente 1 si, y solo si

Vn > ny, ibm =1

i=—1
2. 81 el método de Adams tiene orden 1 entonces es consistente.

Demostracién

1. El método es de orden exactamente 1 si el error de consistencia es cero para los
polinomios de grado 1. Tomamos y(t) = ¢, 3/(t) = 1, entonces

En = y(tn—H) - y(tn) - Z hnbn,zy/(tn—z) = tn—i - tn - Z hnbn,i -

i==1 i=—1

=h, — i hnbni = hy (1 - zT: bn,i)

i==1 i=—1
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luego €, = 0 <= Z b = 1.

i=—1

N-1
2. T Ii =0.
enemos que probar que lim Z len] =0
n=ng
, tnt1 r tni1
En = y(th) - y@n) - Z hnbn,iy/(tnfz) = / y/(t) - Z / bn,iyl(tnfl) =
i=—1 4 i=—17
r tn+1 r tn+1
i=—1 4 i=—1 i
Esta tltima igualdad es cierta gracias a que Y b,,; =1
i=—1
Entonces,
|5n| S Z bn,ihnw(y/; tn-‘rl - tn—i) S hna Z |w<y,; tn+1 - tn—i)| S
i=—1 i=—1

< hpa(r + 2)|w(y'; (r + 1)h)|

donde w(y'; |x — z|) es el médulo de continuidad de la funcién y'.

Sumando ahora para n = nyg,..., N — 1 tenemos

S leal < 3 hua(r + 2)wly/s (r + D) <
< alr + Dl (r + D) Y by < aT(r + Dlly/s (r + D)

Si ¢’ es una funcién continua entonces }lbl’r% lw(y'; (r + 1)h)| = 0, luego
%

N-1

/ < g /. f—

}llgg)E [enl < lim o(T)(r +2)|w(y’s (r +1)A)[ =0
n=ngo

Con este resultado podemos concluir que si se satisface que

.
Y >ng holbya|L<1y Y byi=1
i=—1
entonces el método de Adams en convergente, ya que es estable y consistente. Ahora
vamos a estudiar el orden de convergencia de los métodos. Para ello tenemos el siguiente
resultado:
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Lema 3.2.7 Si el método de Adams tiene orden exactamente p, el método tiene orden al
menos p.

Nota

La demostracién de este lema puede encontrarse en M. Crouzeix et al. [1] y es una
consecuencia del Teorema de Taylor y del hecho de que el método tiene orden exactamente
p. Para poder aplicar Taylor necesitaremos que la soluciéon del problema continuo sea
suficientemente regular.

Observaciones

1. El reciproco del lema (3.2.7) no es cierto. Por ejemplo,

Yn+1 = hn |:(% - hn) f(tmyn) + (% + hn) f(tn—i-la yn+1):|

es de orden 2 pero no de orden exactamente 2.

2. Recordemos que los métodos de Adams de r pasos se construyen mediante polino-
mios de interpolacién de grado r en Adams-Bashforth y (r+ 1) en Adams-Moulton.
En consecuencia, el método de Adams-Bashforth es de orden exactamente r y por
tanto de orden 7 y el método de Adams-Moulton de orden (r 4+ 1) por la misma
razon.

3.3. Estimacion del error de discretizacion

En esta secciéon vamos a obtener una estimaciéon a priori del error de discretizacion.

Lema 3.3.1 Consideremos un método de Adams de orden p y supongamos que estamos
en las hipotesis bajo las cuales el esquema es estable. Entonces, 3 M > 0 tal que

len] < M <méx lel| + C’hp>
1<ng

Si ademdas |y — y(z;)| < Ch? V1 < ngy entonces:

len| < ChP

Demostracion

El esquema se escribe como:

Yn+1 = Yn + Z hnbn,if(tn—ia yn—z)

i=—1
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Por definicién de orden de consistencia tenemos:

y<tn+1) = y(tn> + Z hnbn,if(tnfiy y(tnfz)) + En

i=—1

Esta igualdad podemos tomarla como una perturbacién del esquema numérico, y aplican-
do la hipodtesis de estabilidad llegamos a que dM > 0 tal que

n—1
_ < 4 _ .
lyn — y(tn)| < M (r@yyz y(t)+ |8@|>

1=no

Por otro lado, como el método es de orden p

n—1 N-1
dolal <) lal<on

1=ng 1=ng
Luego

[yn = y(ta)l < M (rlg% v — y(t)] + Chp)
Si ademas |y, — y(t;)| < ChP, VI < ny, entonces:

|yn - y@n)‘ S Chp

Observacién

Al igual que se hace con los métodos de un paso, podemos aplicar a los métodos de
Adams una extrapolacién de Richardson y obtener una aproximacién de orden (p+ 1) vy,
por tanto, mas precisa.

Como conclusién de estas secciones podemos decir que los métodos de Adams bajo
ciertas condiciones sobre los coeficientes son estables y consistentes (y por tanto conver-
gentes). Ademds, por construccién tienen orden r en el caso de Adams-Bashforth de r
pasos y (r+1) en el caso de Adams-Moulton de 7 pasos. Si bien es cierto que es preferible
tener un método de orden (r + 1) como Adams-Moulton frente a un método de orden r
como Adams-Bashforth, en la mayoria de situaciones se elige Adams-Bashforth en lugar
de Adams-Moulton ya que se trata de un método explicito y requiere de un menor coste
computacional para obtener una aproximacion.

En la siguiente seccién vamos a obtener métodos de tipo predictor-corrector para
mantener el uso de métodos explicitos y tener orden (r + 1).
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3.4. Meétodos predictor-corrector

El inconveniente principal de los métodos de Adams-Moulton es la necesidad de re-
solver en cada paso un sistema que puede ser lineal o no. Recordemos que el esquema se
escribe:

Yn+1 — h b —1f( n+1, yn-i-l) = Yn + Zh b fn i (341)
=0
En algunos casos particulares como sistemas diferenciales lineales, la solucién podra encon-
trarse mediante la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales, pero en el caso general
habra que emplear un método para ecuaciones no lineales como puede ser el método de
aproximaciones sucesivas (MAS) o el método de Newton (MN), entre otros. Para salvar
esta dificultad y mantener la precisién vamos a definir los métodos predictor-corrector.

Supongamos conocidos los valores y, ;, ¢ = 0,1,...,7. En primer lugar vamos a cal-
(0)

cular una aproximacién y,7; de y,4; mediante un esquema de Adams-Bashforth, que
llamaremos esquema predictor.

(P) y1(10—&)—1 - yn z%) hnbn,ifn—i
A partir de yﬂl, se obtiene una aproximacion fé(jr)l definida como:
0 0
(E) f7(1+)1 = f( n+1, 97(1421)

Las siguientes aproximaciones de ¥,+1 v de f,11 se obtienen mediante el método de apro-
ximaciones sucesivas para el esquema (3.4.1) con una cantidad de k,, pasos (denominado
esquema corrector), obteniéndose:

l « l T .
(C) yfzill) = Yn + hnbn,fl éll + Zohnbn,zfn—l
y
) S = ) V=01, k- 1
Finalmente,

Yn+1 = Z/ZH Y fog1 = f(tn+17y7]i+1)-

Ahora nos ocupamos de cémo elegir el nimero de pasos k, para cada n. Para ello
observamos que:

(141)
|yn+1 yni_l | = hn

* l * l
s (F (it Br1) = Fltnsr,9ilh) )| < Balb | Ll = itk
y por recurrencia

! * l 0
i1 — 400 < (halbs _11L) [ynrn — vl .

Una primera elecciéon de k, podria ser el nimero de iteraciones necesarias para que
el MAS converja. Cabe senalar que esta técnica no requerird demasiadas iteraciones si el
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esquema predictor es suficientemente preciso y si h,|b; ;|L es suficientemente pequefio.
En otro caso, si h,|b}, _;|L no es suficientemente pequefio entonces la convergencia puede
ser muy lenta y provocarda que tengamos que reducir el paso h, o bien nos permitira
detectar que el problema estd mal condicionado (L. demasiado grande). En este ultimo
caso serd necesario recurrir a métodos adaptados a problemas stiff (rigidos).

Una segunda eleccién puede ser aplicar el método iterativo parando en un ntimero fijo
k> 1, y tomar:

Loy =0y fasr = % (método P(EC)*E)

k k— )
2. Yy = yiﬂZl Y Jot1 = f7(L+11) (método P(EC))

Los métodos mas utilizados se corresponden con escoger k = 1, que son los métodos PEC
y sobretodo los métodos PECE, los cuales vienen dados por:

(E) fqﬁ)l = f(tnt1, yﬂl)
(C) Y1 = Yo + Bl f0) + 2 Rl fi
(E) fn1 = f(thrlJ yn+1>~

3.5. Estudio de los métodos PECFE

En esta seccién vamos a estudiar las propiedades numéricas de estos métodos. En este
caso vamos a obtener directamente una estimacion del error de discretizacion.
. , _ (0 .
Consideremos el método PECE (denotamos como p,i1 = ¥, /1):

(P) Pn+1 = YUn + ;) hnbn,if(tnfia yn7i>
(C) Ynt+1 = yn—i_hnb;,—lf(tn—&-hpn—‘rl)—i_;)hnb;if(tn—i’ yn—i)

Denotamos por elP) y el a los errores de consistencia de los esquemas predictor y

corrector (respectivamente), es decir,

5»%)) - y(tn—‘rl Zh bnzy n— z

') = y(tu1) — y(ts) — hnb, 19 (tns1) Z bt/ (¢

Se tiene que

Y(tns1) = Posr = y(t —yn+zh O il f (b Y(tn—i)) = f(tnisyn-i)] + P (3.5.1)
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Y(tnt1) = Ynt1 = Y(tn) — Yn + Bl 1 [f (bt Y(tns1)) — f(Ensr, Do)+

+Zh O il (tnmis Y(tn-i)) = f(tn-i yn—s)] + € (3.5.2)

Supongamos que, como en el teorema (3.2.1), para cualquier n > ny

Zlbm\ <a, Z b5, < @, halbl_y| < hB (3.5.3)

1=—1

y denotemos como

.
0, = gg%ﬂ%h) —ul, a, = - |74l
1=

Se tiene que

Y(tns1) = Posa] < (1+ hpal)b, + ||
[y(tnt1) = Yn1| < (L + hpaL)0, + hn‘bz,—l‘L‘y(@Hl) Pt + ’671 |

y usando ambas desigualdades deducimos que

Y(tns1) = Ynr1] < (L+ ha@ L + ho|bl _1|L + hy|bh | LhyaL) 0, + by |bh | LI + (19,
(3.5.4)
es decir,
Opi1 < (L + hua L + hyhBaL?) 6, + €| + hBLIP|.
Denotemos como
K(h) = oL + hBaL? (3.5.5)

Usando el lema de Gronwall (2.2.1) obtenemos que

9 < 6 )(tn—tng) eno + Ze Y(tn—tit1) [|€EC)| +hﬁL|€£p)‘] ’

i=ng

es decir,

| < K tn—tng) tnmn[ @ (p>] 5
[y(tn) —ynl <€ ” mdx [y(t) yz!+§ e ;7| +hBLIE™] | (3-5.6)
i=ng

Observacién

K(h) = a* L + hfaL?* aparece entonces como la constante de estabilidad del esquema
predictor-corrector PECE. Usando el teorema (3.2.1) podemos observar que si usamos
solo el esquema corrector la constante de estabilidad seria

oL

K(h) = 1— hAL
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luego podemos concluir que si hL es suficientemente pequeno entonces ambas K son
practicamente iguales, por lo que el esquema PECE sera tan estable como el esquema
corrector utilizado.

De (3.5.6) se puede deducir el siguiente teorema:

Teorema 3.5.1 Supongamos que estamos bajo las hipdtesis (3.5.3), que el esquema pre-
dictor es de orden p y que el esquema corrector es de orden exactamente (p+1). Entonces
si |y, — y(t)| < ChPT! se tiene que el método PECE es de orden (p+1).

Demostracién

A partir de (3.5.6) acotando los errores de consistencia de cada uno de los métodos se
obtiene el resultado. 0
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Capitulo 4

Desarrollo y modelizacion de carrera

En este capitulo vamos a hacer una recopilacién de los estudios que se han realizado
hasta ahora en la literatura cientifica para la prediccién del tiempo requerido para realizar
una determinada carrera. Después, vamos a desarrollar y explicar un modelo de carrera
basado en balances energéticos, procurando evitar factores de eficiencia mecanica. Por
ultimo, introduciremos en el modelo los efectos que se producen al trazar una curva en
lugar de seguir una trayectoria rectilinea.

4.1. Introducciéon

El andlisis matematico del rendimiento de un atleta en carrera cogio fuerza a principios
del siglo pasado. Los primeros modelos matematicos que se propusieron estaban basados
en la segunda ley de Newton (o ley fundamental de la dindmica). A mediados del siglo
pasado, autores como LLoyd ([10],[11]) o Margaria [13] utilizaron un método basado en
algunas consideraciones energéticas, pero sujetas a factores de eficiencia mecanica que a
dia de hoy no terminan de resolver algunas cuestiones sobre el rendimiento fisico del atleta
durante una carrera.

En cada instante de tiempo de una carrrera el cuerpo humano esta sometido a una
gran variedad de intercambios de energia: los misculos generan energia mecanica mediante
la conversion de energia quimica, el cuerpo gana y pierde energia cinética y potencial a
medida que se mueve verticalmente en el campo rotacional de la Tierra, etc. Cada uno
de estos componentes ha de evaluarse cuidadosamente para lograr conseguir un modelo
preciso y eficiente.

En este estudio se va a tener en cuenta que los atletas adoptan enfoques distintos para
carreras tipo sprint y carreras de larga distancia. En lineas generales, en las tipo sprint
el atleta ejerce la maxima potencia disponible durante todo el curso de la carrera. En las
carreras de larga distancia el atleta, habiendo acelerado durante una etapa inicial, traza el
resto del recorrido a un ritmo generalmente uniforme hasta llegar a una etapa final donde
realiza un ultimo esfuerzo. Estas diferencias entre carreras cortas y largas se explican en
gran medida por la importante influencia que tiene la produccion de acido lactico. Durante
el desarrollo del capitulo examinaremos mas a fondo esta cuestién, viendo en detalle las
transformaciones de energia quimica y tratando de dar una estrategia que relacione el
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tipo de carrera con los procesos quimicos implicados en la liberacion de energia.

Aunque algunos autores como Lloyd ([10],[11]) o Margaria [13] realizaron un anélisis
sobre el rendimiento en carreras de larga distancia, desde la publicacion del articulo de
Furusawa et al. [3] la atencién se ha centrado casi por completo en el estudio de carreras
cortas, basandose principalmente en la segunda ley del movimiento de Newton. El ob-
jetivo de este estudio es la extensién a un andlisis diferente, basado en consideraciones
energéticas.

4.2. Estudio de modelos de carrera

4.2.1. Meétodos basados en la segunda ley de Newton

Los primeros modelos a los que vamos a hacer referencia toman como buque insignia
la segunda ley de Newton para obtener una relacion entre la velocidad de desplazamiento,
v, la distancia recorrida, x, y el tiempo transcurrido desde el resposo, t. Furusawa et al.
[3] expresaron la fuerza neta aplicada en términos de fuerza motriz o propulsora, Fp, y
fuerza de resistencia interna, Fr. Asi, la ecuacién del movimiento del atleta se escribe
como 52

ma—tf — Fp — Fp (4.2.1)

donde m es la masa del atleta. En los trabajos de Furusawa et al. ([3],[4]), la fuerza
motriz se tomd constante y se expresé como fraccion del peso corporal, mientras que la
fuerza de resistencia fue atribuida a la “viscosidad” de los musculos y era proporcional
a la velocidad. Por tanto, la ecuacién del movimiento del atleta podria expresarse de la
siguiente forma: )
x mu

mg? =bmg — — (4.2.2)
donde a y b son coeficientes constantes y g es la constante de gravedad. Integrando respecto
de t obtenemos

x = abg [t —a (1 — 6_%>] (4.2.3)
Para la velocidad, derivamos respecto al tiempo y se obtiene que
0 :
(9_1: =v = abg [1 - 6_5] (4.2.4)

La ecuacién (4.2.4) muestra que para valores grandes de ¢ la velocidad se aproxima
asintoticamente a un valor limite, que representamos como V,,... Tomando limite lle-
gamos a que

Vinae = abg (4.2.5)

Con el fin de determinar las constantes a y b, Furuwasa et al. [3] realizaron diver-
sas pruebas de distintas longitudes a varios corredores (desde atletas profesionales hasta
atletas amateurs) para darles un valor empirico. Partiendo del mismo razonamiento, Hill
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[6] también quiso tener en cuenta los efectos de la resistencia del aire, aunque no ter-
miné incluyéndolo en su modelo. Keller ([8],[9]) aporté que habia demasiadas diferencias
entre carreras cortas y largas y decidié catalogar como carrera corta o sprint a las que
no superan una distancia de 291m y carrera larga para distancias mayores. Durante su
estudio, las carreras cortas las analizaba de una manera parecida a la que hemos descrito,
y para la etapa final de carreras de larga distancia obtuvo una ecuacién casi idéntica a
(4.2.2). Senator [16] si anadié los efectos de la resistencia del aire a su estudio de modo
que, siguiendo con la notaciéon empleada hasta ahora, la ecuacién (4.2.1) puede expresarse
como P

donde D es la fuerza aerodinamica de arrastre.

En su estudio, Senator [16] combina la fuerza de resistencia interna Fg y la resistencia
al aire por la siguiente ley empirica

ox

Fr+D=c (a)n (4.2.7)

con ¢ y n constantes. No hay ninguna justificacién fisica para esta asociacion de términos,
luego el anélisis consecuente debe ser cuestionado y no vamos a continuarlo.

Por razones fisicas, es preferible considerar las fuerzas motrices Fp y las fuerzas de
resistencia interna Fr combinadas en una unica fuerza motriz neta, denotada como
F}, = Fp — Fg. Vaughan [17] utiliz6 este enfoque y lo reflejé con la siguiente ecuacion

0%x

Vaughan consideré también la siguiente ley empirica
Fj, — D =m(A; — Biv® — Civ?) (4.2.9)
donde Aq, By, C; y « son constantes. La resistencia aerodinamica puede expresarse de la
siguiente forma:
1
D= 5(pSCD)u? (4.2.10)
siendo p la densidad del aire, S el area frontal del corredor donde “impacta” el aire y Cp

el coeficiende de arrastre. Observando las ecuaciones (4.2.9) y (4.2.10), podemos escribir
el coeficiente C de la ecuacion (4.2.9) como

pSCp
C) = 4.2.11
! 2m ( )
Con esto, podemos deducir de la ecuacion (4.2.9) que
Fl/) =m (Al - Bl'l}a) (4212)

Al medir el rendimiento de una serie de velocistas universitarios, Vaughan [17] obtuvo
valores empiricos para A, By y «, siendo a = 0.7, A; quedaba comprendida entre 10.26
ms~2 y 10.65 ms~2 y B, oscilaba entre 1.93 m%3s713 y 2.02 m®3s~13.
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Resumiendo, todos los andlisis matematicos basados en la segunda ley de Newton para
la modelizacién de una carrera pecan de al menos dos de las siguientes deficiencias:

1. La inclusién de leyes empiricas que no han sido verificadas y que no sabemos con
qué exactitud hacen referencia a los procesos fisicos involucrados en la carrera.

2. La velocidad tiende asintéticamente a un valor constante méximo con el incremento
de t, lo que es inconsistente en la practica.

3. Dado que la velocidad tiende asintéticamente a un valor maximo, el método no pue-
de extenderse convenientemente para proporcionar estimaciones realistas del rendi-
miento en carreras de distancia significativamente grande.

4.2.2. Meétodos basados en consideraciones energéticas

Un enfoque alternativo a la modelizacion basada en la segunda ley de Newton puede
hacerse tomando como base los balances energéticos producidos en el cuerpo al realizar
esfuerzos. Furuwasa et al. [3] ya reconocieron la importancia que debfan tener estos inter-
cambios de energia en la modelizacion de una carrera, a pesar de basar su andlisis sobre
el sprint en las leyes del movimiento de Newton.

Lloyd [10] fue el primer autor que utiliz6 consideraciones energéticas para crear un
modelo de carrera. La base del método es la relacién que existe entre la conversion de
energia quimica y la correspondiente salida de energia del atleta. Lloyd [11] propuso que
la energia quimica disponible C' podia separarse en dos términos, uno que expresaba la
energia disponible almacenada y otro que denotaba la disponibilidad de energia a ritmo
constante. Lloyd [10] también di6 una expresién para la energia gastada por un atleta
durante la aceleracion partiendo del reposo, Ey.

En principio, puede hacerse un equilibrio entre C'y Er. Sin embargo, para proceder de
esta manera, tanto Lloyd [10] como Lloyd y Moran [12] se vieron obligados a introducir
factores de eficiencia mecénica para la conservacion de energia. No obstante, Lloyd y
Moran [12] lograron aproximar con bastante precisién los récords mundiales de ese ano
tanto para sprints como para carreras de media y larga distancia.

Entonces, jqué falla en su modelo? El principial inconveniente que tiene es la intro-
duccion de un término de eficiencia mecanica para evitar algunos problemas de balances
energéticos que no podian expresarse con exactitud. Su introduccion ha servido para “cua-
drar” a priori un modelo que no se sostenia por si solo, a cambio de oscurecer la naturaleza
del balance energético total de una carrera.

En la siguiente secciéon vamos a introducir un andlisis del movimiento basado en los
mismos principios que Lloyd y Moran [12] pero mejorando la base fisica de la que depen-
de el modelo matematico, evitando la introduccién de términos de eficiencia mecanica.
Ademas, se implementard un término que tenga en cuenta el cambio que supone tomar
una curva, para aplicarlo en carreras cortas.
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4.3. Modelo basado en balances energéticos

4.3.1. Ecuaciones basicas de energia y potencia

Para la introduccion del modelo vamos a considerar los procesos de intercambio de
energia que se producen durante una carrera, introducidos por Ward-Smith [18] y recogi-
dos en el siguiente esquema.

Energia
quimica
Energia Trabajo
térmica mecanico de
H. los musculos
Energia
térmica
Energia tensorial > Hs

de musculos,
tendones, etc.

Energia cinética
* - y potencial de
|I las extremidades

Energia cinética y Energia
potencial del centro térmica

de masas moviéndose Hs
contra la gravedad
Ws
Energia Adicion de Trabajo externo
térmica energia cinética al contra la resistencia
Ha centro de masas aerodinamica
W W3

Figura 4.1: Esquema de balances energéticos.

Aunque la energia liberada por la conversién de energia quimica pasa por una serie de
etapas, es posible encontrar un balance energético global donde las dos fuentes en las que
se transforma C' son en energia térmica que se desprende, la cual denotaremos por H, y
en trabajo, que vendra denotada como W. Aplicando la primera ley de la termodinamica,
“la energia quimica liberada es igual a la suma del trabajo til realizado por el centro de
masa del corredor mds la energia mecanica degradada en energia térmica”, obtenemos que

C=W+H (4.3.1)

siendo
H:H1+H2+H3+H4

W:W1+W2+W3
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Promediando sobre el nimero de zancadas o pasos que ejecuta el corredor, W5 = 0 si
se ignora el pequeno cambio en la energia potencial del centro de masa de un atleta entre
el inicio y el final de la carrera si el terreno se considera plano.

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (4.3.1)

P =Py + Py (4.3.2)
oC OH ow
donde P = a0 Py = e y Py = TR P se interpreta como potencia con o sin sufijo.

4.3.2. La energia necesaria para correr

Vamos a examinar detenidamente las componentes de la ecuaciéon de la potencia.
La variacién de energia cinética del centro de masa del atleta se puede modelar como
an ov

= muv—
ot

ot

y la tasa de trabajo contra la resistencia aerodindmica es (en ausencia de viento)

oW, 1
72 =Dv= §pU350D

con las constantes ya conocidas.

Ward-Smith [18] estudi6 el incremento de energia térmica en detalle. En un principio,
realizando pruebas con sujetos en una cinta de correr con distintas resitencias, tanto
Davies [2] como Margaria [13] lograron dar la siguiente relacion

0OH
— = Av

ot
siendo A una constante. Més tarde, Ward-Smith [18] demostré que esta ley empirica
puede extrapolarse para aplicarla también a un sprint. Por tanto, la potencia necesaria
para correr viene dada por la suma de las contribuciones anteriores y es

| 0
Pu+ Py = Av+ Sp0*SCp + mva—: (4.3.3)

4.3.3. La cinética de la conversion de energia quimica

La fuente fundamental de energia quimica es la reaccién exotérmica que divide el
adenosin trifosfato (ATP) en adenosin difosfato (ADP) y acido fosférico. Puesto que el
musculo contiene una cantidad limitada de ATP, este tiene que ser resintetizado continua-
mente al mismo tiempo que se divide. La energia necesaria para esto es proporcionada por
la divisién de la fosfocreatina en creatina y acido difosforico. Dado que las dos reacciones
se dan en serie y su contenido de energia es aproximandamente el mismo, introducimos
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el término fosfégeno para describir a todas las sustancias que contienen fosfato de alta
energia. Por lo tanto, la divisién de fosfégeno se considera la fuente principal de energia
muscular. En ejercicios musculares prolongados, el fosfégeno debe ser resintetizado conti-
nuamente utilizando la energia de la combustiéon de alimentos y la glicdlisis.

Para el ejercicio prolongado prevalece la obtencién de energia por este mecanismo
oxidativo, existiendo una tasa maxima de liberacién de energia que puede ser mantenida
por este (representada por R). Tras una serie de pruebas (véase Margaria [13]) se tiene que,
partiendo del reposo y manteniendo una tasa constante de gasto energético la potencia
aerobica, denotada por P,.,., decrece exponencialmente en tiempo y puede ser modelada
de la siguiente manera

Poer = R (1 — ) (4.3.4)

siendo A una constante que obtendremos empiricamente. Al integrar esta ecuacién obte-
nemos la cantidad de energia aportada por el mecanismo oxidativo

C@T:Rt—g(l—é”% (4.3.5)

En condiciones de sobreesfuerzo anaerébico (como la etapa final de una carrera de
larga distancia) la energia proporcionada por el mecanismo oxidativo (o aerdébico) no es
suficiente y se complementa con energia de una fuente distinta. Esta fuente de energia
es vital para carreras cortas. Al comienzo de un esfuerzo, la energia es proporcionada
unicamente por la division del fosfégeno, pero cuando éste alcanza la mitad de su nivel
inicial se activa el mecanismo glicolitico, caracterizado por la produccién de acido lactico.

La produccién de acido lactico se asocia a un considerable malestar fisico y agotamien-
to, lo que conduce rapidamente a la disminucién de los niveles de rendimiento del atleta.
Por esta razén en las carreras de media o larga distancia los atletas evitan un esfuerzo
excesivo en las primeras etapas, retrasando la activacién del mecanismo glicolitico a las
etapas finales de la carrera.

Denotando la capacidad del mecanismo alactico (oxidativo) por E, y la del mecanismo
glicolitico por Eg, la capacidad total del mecanismo anaerébico, Ey, viene dada por

Ey=E,+E,

En carreras de larga distancia (como maratones o eventos con una longitud de carrera sig-
nificativamente extensa) el rendimiento estd determinado principalmente por el mecanis-
mo alactico. Como se pondra de manifiesto, siempre que se evite la produccién prematura
de acido lactico, la liberacién de energia por el mecanismo anaerédbico no es significativa
para determinar la relacién entre el tiempo total y la distancia recorrida en una carre-
ra. Fn eventos de sprint y, en menor medida, en eventos de distancia media, la tasa de
liberacién de energia por el mecanismo anaerdbico tiene una influencia importante en el
rendimiento, y para predecir dicho rendimiento en una carrera es necesaria una expresion
para la variacion de la potencia maxima anaerdbica disponible con el paso del tiempo.
Para abordar este requisito, tendremos en cuenta una serie de condiciones que introdujo
Margaria [13] y que son las siguientes:
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1. La cantidad total de energia disponible de los dos procesos (aldctico y glicolitico) es
constante (e igual a Ep).

2. La potencia anaerdbica disponible es decreciente y alcanza su méaximo en ¢t = 0.
3. La energia anaerébica disponible es estrictamente decreciente.

Para incorporar estas hipotesis tendremos en cuenta que, antes de la activacion del
mecanismo glicolitico, la tasa de energia liberada debida a la oxidacién depende de la
cantidad de fosfégeno de partida.

La cantidad total de energia disponible en el instante ¢ para las fuentes anaerébicas
se denota por E. Por tanto, siguiendo las hipétesis de Margaria [13] tenemos que

Prer = k(Ey — E)

donde k es una constante de proporcionalidad. Sustituyendo (4.3.4) obtenemos

Can = Eo— E = % (1)
Derivamos respecto al tiempo y tenemos que
ocC, oFE RX
an = —— Pan = — (_At)
ot ot k

RA
Llamando P4, = el méaximo potencial disponible del mecanismo glicolitico, la expre-

sion final para P,, es
Pan = mame(i)\t)y (436)

expresion que satisface todas las condiciones enumeradas anteriormente.

El uso de la ecuacién (4.3.6) para describir la potencia anaerébica méxima disponible
desde el reposo sélo puede justificarse antes de la activacién del mecanismo glicolitico.
Sin embargo, a falta de una descripcion alternativa obvia, la utilizaremos para describir
todas las fases del mecanismo anaerébico. Al hacerlo, observamos que

1. No se aprecian cambios bruscos en el rendimiento de carrera correspondientes a la
activacion del mecanismo glicolitico.

2. La ecuacion (4.3.6) tiene la capacidad anaerébica correcta para las fuentes de energia
combinadas de la division del fosfégeno y glicdlisis.

3. Se conoce (véase Margaria [13]) que la potencia maxima disponible del mecanismo
glicolitico es muy inferior a P.

Todos estos aspectos corroboran que la ecuacion (4.3.6) es consistente y concuerda con
los resultados obtenidos en las pruebas fisiolégicas recogidas por Margaria [13]. En conse-
cuencia, la ecuacion (4.3.6) se utilizard para representar la potencia anaerébica méxima
disponible para todo t.
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Integrando la ecuacién (4.3.6) obtenemos que

Pma.t —
Con = By — B = 22 (1 — e (4.3.7)
Sit —> oo, se tiene que
P
E — max
0 )\ 3

lo que nos permite relacionar la capacidad del mecanismo anaerébico con la potencia
anaerdbica maxima.

El conocimiento de la tasa maxima a la que se puede extraer energia del mecanismo
anaerdbico no sélo es importante para el calculo del rendimiento, sino también para la
eleccién de la estrategia empleada por un atleta en carreras de larga distancia. Por esta
razén, suponemos a partir de ahora que las ecuaciones de energia y potencia se establecen
para un atleta que disponga de la potencia méxima disponible al principio de la carrera.

Sumando las contribuciones de las fuentes aerébicas y anaerdbicas se obtiene la ecua-
cién de la potencia disponible a partir de la conversion de energia quimica:

P = Pan + Paer = (Pmaa: - R)e(i)\t) +R (438)
La correspondiente ecuacion de la energia es

Pm(zm_

C = Cup + Coer = ( . R) (1 —e*) + Rt (4.3.9)

Las ecuaciones (4.3.8) y (4.3.9) pueden expresarse también de la siguiente forma

P = P + R (1 — M) (4.3.10)

A

donde el primer y segundo término de ambas ecuaciones representan las contribuciones
de los mecanismos anaerdbicos y aerdbicos, respectivamente. Estas ecuaciones muestran
claramente la influencia dominante que tienen las fuentes anaerdbicas durante la etapa
inicial y la creciente influencia de la contribucién aerébica con el paso del tiempo.

C=FE(1-e)+R (t ! (1- er))) (4.3.11)

Los argumentos fisicos provenientes del modelo propuesto por Lloyd [11] usados para
describir los procesos de conversion de energia son menos detallados que los que hemos
utilizado en este desarrollo. No obstante, las ecuaciones (4.3.8) y (4.3.9) son bastante
parecidas a las ecuaciones de potencia y energia propuestas por LLoyd [11]. Podemos
relacionar las ecuaciones con la introduccién del parametro Sy, definido por

Pmaz_R_Pmax_R
)\ B Pma:v

So = Ey (4.3.12)
Cabe senalar que FEj se puede interpretar como una medida de deuda de oxigeno duran-
te un periodo de la carrera. El parametro Sy, aunque posee unidades de energia, debe
considerarse como una variable introducida por conveniencia matematica y sin ningun
significado fisico especial.
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4.3.4. Ecuaciones finales de la potencia y la energia de un atleta

Sustituyendo en la ecuacién (4.3.2) las ecuaciones (4.3.3) y (4.3.8) e incorporando el
cambio de variable mencionado en (4.3.12) obtenemos la ecuacién de la potencia

1
ASpet™™ 4 R = Av + 5pv?’SCD + mv% (4.3.13)

La ecuacién de energia correspondiente se obtiene al integrar la ecuacion (4.3.13) respecto

de t
t

1 1
So (1 - e(’)‘t)) + Rt = Az + épSCD / vt + §mv2 (4.3.14)
0
donde

t

x = /v dt (4.3.15)

0

Observamos que al formular las ecuaciones de potencia y energia (4.3.13) y (4.3.14) se
han tenido en cuenta todos los términos referidos a los balances energéticos descritos y, a
diferencia del modelo de Lloyd [11], no ha sido necesaria la introduccién del concepto de
eficiencia mecanica.

Por razones dimensionales se puede decir que los parametros Sy, R y A son direc-

. . 2

tamente proporcionales a la masa corporal m. Por otra parte, S es proporcional a m3.
Dividiendo la ecuacién (4.3.14) por m podemos reescribirla como

t

S;(1—e) + Rt = A'x + K~ /vgdt + %2 (4.3.16)
0
con
gi= g B A g 5O (4.3.17)
m m m 2m

4.3.5. Distincion para carreras largas y cortas

En su mayor parte, las carreras de larga distancia se ejecutan a una velocidad més o
menos constante V.. En estas circunstancias el tiempo T necesario para ejercutar una
distancia s viene dado por la siguiente relacion, que se obtiene aproximando la ecuacion

(4.3.16) por la ecuacién que se obtiene al sustituir z = s, t =T y v = Vg = %
V2
S;(1—e™) + BT = A*s + K*V3.T + ge (4.3.18)

donde la aproximacién

cte

T
VAT = /v3dt (4.3.19)
0
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ha sido introducida para simplificar la expresion. Dejando la ecuacién dependiendo tni-
camente de s y T' se obtiene

3 2
* (=21 * A* *S_ S_
Sg (L= )+ BT = A's + K5 + o
y reorganizando términos llegamos a
25572 (1 — D) 4+ 2R T® = 2A4%T? + 2K*s* + (4.3.20)

la cual es una ecuacién implicita de s y T

Si nos centramos ahora en carreras cortas, las aproximaciones que hemos hecho antes
no son validas pues la velocidad que llevaremos no sera constante en ningun intervalo de
tiempo de la carrera. Usando la notacion proporcionada por (4.3.17), la ecuacién (4.3.13)
puede escribirse como

% — % ()\5'8‘6(*”) + R — A%y — K*Ug) (4.3.21)

La ecuacion (4.3.15) puede escribirse como

@ =0 (4.3.22)
ot

Obtenemos asi un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para resolverlo, se va a
aplicar un esquema proporcionado por los métodos numéricos estudiados en el capitulo 3.
Hay que tener en cuenta que la ecuacién (4.3.21) tiene un singularidad en v = 0, es decir,
al comienzo de la carrera (t = 0). Podemos suponer que la velocidad no va a volver a
anularse en ningun instante de la carrera. Para solventar esta singularidad, calcularemos
primero la velocidad del atleta en un pequeno incremento de tiempo At desde el inicio de
la carrera de la siguiente forma:

vov = (AS; + R*)0t

Integrando se obtiene
v = V2 (AS: + R)? (At)z (4.3.23)

Durante este tiempo el atleta se desplazara una distancia

= \/g(AS§+R*)

Una vez establecidas las condiciones para el primer incremento de tiempo mediante
(4.3.23) y (4.3.24), los pasos restantes se obtienen resolviendo numéricamente las ecua-
ciones (4.3.21) y (4.3.22).

N |—=

(At)2 (4.3.24)
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4.3.6. El efecto de una curva

Es de esperar que en una carrera corta (por ejemplo de 200m) un atleta maneje de
forma distinta la parte curva y la parte rectilinea. La principal diferencia se debe a los
efectos de las fuerzas centrifuga y centripeta del atleta, que se intentan compensar con
una ligera inclinacién de su cuerpo, proporcional a la velocidad que lleve. Sin embargo,
el angulo de inclinacién esta limitado por el angulo maximo de flexién del tobillo y es
de esperar que la eficiencia propulsiva se vea afectada si se llega a este limite. Sin dejar
de lado esta observacion y recordando que la base de nuestro modelo son los balances
energéticos, vamos a suponer que el efecto de tomar una curva se manifestarda como un
término centrifugo en la ecuacién del movimiento y que dicha curva sera un arco de
circunferencia de radio 7.

Nuestro objetivo es anadir una modificacién a la ecucién (4.3.21) que tenga en cuenta
esta fuerza centrifuga. Recordemos en primer lugar el modelo de Keller [9] que, en su
forma mas simple, es una solucién a la ecuacién del movimiento

Qo _ f(t) — 7 o(t) (4.3.25)
ot
donde f es la fuerza por unidad de masa ejercida por el atleta y 7 es una constante de
degradacion que modela las resistencias fisioldgicas sentidas por el atleta. Esta ecuacion
diferencial simple se resuelve partiendo de la condicién inicial de velocidad v(0) = 0,
y teniendo en cuenta que el atleta sélo puede ejercer una cantidad finita de fuerza por
unidad de tiempo (f(t) < F').

En estudios posteriores y usando argumentos que A.V. Hill [5] ya tuvo en consideracién
durante su trabajo, Keller [9] incorpor6 en su modelo un término que hacia referencia al
efecto centrifugo de una curva. Puesto que este efecto es normal al movimiento del atleta,

se obtiene que

o= (5 + r-1v<t>)2 i

El término p < 0 se ha anadido para tener en cuenta que el atleta no siente completamente
la fuerza centrifuga resultante de su velocidad angular. Observamos que la ecuacion del
movimiento se recupera si 1 — 00. Despejando se obtiene que

dv
ot

v(t)*

= () + \/f(t)2 = u?% (4.3.26)

Vamos a introducir de forma parecida a Keller [9] un término que incorpore el efecto
centrifugo a la ecuacién (4.3.21)
0 ? 6
(/\S(’)*e(_)‘t) + R*)2 = (va—;} + A'v + K*U3> + ,UQU—Q
r

Eliminando los cuadrados se tiene que

o (=t 2 21)6 Qv * 03
(ASge=M) + R*) _Nﬁ:UE_FAU‘i_KU
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y despejando obtenemos la siguiente ecuacion:

U6

a’U * *, 2 1 * 5(— * 2
o = A Kt 5\/@506( Wb B) = (4.3.27)

4.3.7. Calculo del tiempo necesario para ejecutar una carrera

Supongamos en primer lugar que la carrera se divide en un primer tramo de trayectoria
rectilinea y otro tramo de trayectoria curvilinea. La distancia total d sera entonces la suma
de las distancias que se recorren en cada trayectoria. El problema que queremos resolver

es el siguiente
t1 T

d:@+¢:/w@ﬁ+/%@ﬁ
0 t1

En primer lugar calculamos la solucién del problema de valor inicial dado por la ecuacion
(4.3.21) y la condicién inicial v,(0) = 0. Conocida v,(t) resolvemos la ecuacién integral

t1

m:/w@m

0

donde nuestra incégnita es t1. Acto seguido, resolvemos el problema de valor inicial dado
por la ecuacion (4.3.27) y la condicién inicial v.(t;) = v.(t1). Conocida v.(t) ya podemos
hallar 7', solucion de la ecuacion integral

T

@:/%@ﬁ

t1

Si tenemos una trayectoria distinta (primero curvilinea y después rectilinea, o donde las
trayectorias rectilinea y curvilinea se intercalen) la manera de actuar es similar. Para cada
tramo p se resuelve un problema de valor inicial donde la ecuacién dependera del tipo
de trayectoria del tramo y la condicién inicial serd v,(t,—1) = v,—1(tp—1), siendo t,_; el
tiempo final del tramo p— 1 y por tanto el tiempo inicial del tramo p (En el primer tramo
la condicién inicial serd v;(0) = 0). Tras calcular v,(t) resolvemos la ecuacién integral

obtetiendo t,, tiempo utilizado para recorrer los primeros p tramos. Asi, el tiempo T'
necesario para recorrer una distancia d sera la solucion de la ecuacién integral del tltimo
tramo (T' =t,).
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Capitulo 5

Simulacion numeérica

En esta seccion vamos a realizar diversos ensayos para poner en practica la teoria y
discutiremos sobre la modelizacién descrita en los capitulos anteriores. En primer lugar,
realizaremos una serie de tests sobre un problema de valor inicial con solucién conocida
para comparar los distintos métodos que vamos a utilizar, ver sus errores y estudiar su
orden. A continuacién, desarrollaremos el modelo obtenido para carreras de corta distancia
en el capitulo 4, analizando cémo se comporta la solucién en funcién de los parametros
que aparecen y comparando los resultados obtenidos con resultados reales de diversas
competiciones y con las simulaciones realizadas por Ward-Smith [19] en un estudio similar.
Por 1ltimo, se realizard una comparacion de distintos modelos con y sin penalizacion de
la curvatura, discutiendo donde es necesario anadirla o no para obtener aproximaciones
consistentes y semejantes a la realidad.

47
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5.1. Test académicos

Consideremos el siguiente problema de valor inicial:
v =y vVt € [0,1]
P
(P) { y(0) =1

Sabemos que su solucién exacta es y(t) = e'. Para empezar, aproximemos la solucién
usando el método de Adams-Bashforth de distintos pasos (1,2 y 3 respectivamente).

2.8 u 2.8 T 2.8 T
Solucién exacta Solucién exacta Solucién exacta

261 *  AB 1 paso il 261 *  AB 2 pasos 1 261 *  AB 3 pasos
24r¢ 1 24r¢ 1 24r
2271 1 2271 1 2271

2 2r 2
1.8 1.8} 1.8
1.6 16} 1.6
1.4 14+ 1.4
1.2 1.2} 1.2

1 - 1 - 1 :

0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 5.1: Soluciones numéricas usando Adams-Bashforth.

Veamos que, efectivamente, los érdenes de los métodos de Adams-Bashforth de 1,2 y
3 tres pasos son 1,2 y 3. Para ello, comparemos los errores de cada uno de los métodos
variando el paso h.

10'f 10°
10
10°
102
10°®
S S S
i w w
107
10
108
10°¢
Error AB de 1 paso Error AB de 2 pasos Error AB de 3 pasos
h h?2 h3
-4 L -7 I -10 I
10 10 10
102 102 102
h h h

Figura 5.2: Errores de los métodos de Adams-Bashforth de 1, 2 y 3 pasos.
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En la figura 5.2 podemos ver en escala logaritmica que los errores siguen una recta de
pendiente 1, 2 y 3 respectivamente, lo que indica que los 6rdenes de los métodos son 1,2
y 3. Analogamente para los métodos de Adams-Moulton de 1, 2 y 3 pasos representamos
las aproximaciones numéricas de la solucién.

2.8 T 2.8 T
Solucién exacta Solucién exacta

26 *  AM 1 paso 261 *  AM 2 pasos
2471 2471
221 221

2r 2r
1.8} 1.8}
16F 16F
14+ 14+
1.2} 1.2}

1 : 1 .

0 0.5 1 0 0.5 1

y sus respectivos errores en escala logaritmica variando el paso

1072

1078

108

Figura 5.3: Soluciones numéricas usando Adams-Moulton.

Error AM de 1 paso
h2

1072

107!

Error AM de 2 pasos
h3

1072

107

Error

2.8

26}

2.4r¢

22t

1871

16}

1471

121

Solucién exacta
AM 3 pasos

10—10

10-11

h

0.5

Error AM de 3 pasos
h4

1072

Figura 5.4: Errores de los métodos de Adams-Moulton de 1, 2 y 3 pasos.

107!

De nuevo, las graficas muestran que los errores siguen una recta de pendiente 2, 3 y 4
(respectivamente), lo que confirma que los métodos tienen el orden que ya se calculé en

el capitulo 3.
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Vamos a anadir en el estudio un método predictor-corrector de orden 2 (como vimos,
usaremos Adams-Bashforth de dos pasos para el esquema predictor y Adams-Moulton de
un paso para el esquema corrector).

2.8

26

24

2271

Solucién exacta
*  PCorden 2

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 5.5: Solucién numérica usando un método Predictor-Corrector de orden 2.

Al igual que antes, mostremos en una grafica con escala logaritmica el error cometido
por el método predictor-corrector y comprobemos que, en efecto, es de orden 2.

10°

104 £

Error
)
(4,1
T

Error PC
h2

10-8 L L I
1078 1072 107"
h

Figura 5.6: Errores correspondientes a la aproximacién numérica del método Predictor-
Corrector.
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De nuevo, es facil ver gracias a la figura 5.6 que el método tiene orden dos. Hay
que tener en cuenta que, tanto para Adams-Bashforth de 2 pasos como para el método
predictor-corrector descrito arriba necesitamos conocer los valores iniciales en los instantes
t1y to, de los cuales s6lo conocemos la condicién inicial y(t1) = 1. Para solventarlo mante-
niendo el orden usaremos el método de Adams-Moulton para calcular la aproximacién en
el instante ¢, y a partir de ahi inicializaremos el método correspondiente. Analogamente,
para Adams-Bashforth de 3 pasos y Adams-Moulton de 3 pasos se han utilizado para obte-
ner los valores en ¢, y t3 métodos Runge-Kutta de tercer y cuarto orden, respectivamente.

La siguiente tabla muestra de forma mas compacta los errores y los érdenes de los
distintos métodos usados tomando h = 0.01.

AB AB AB AM AM AM P-C
1 paso | 2 pasos | 3 pasos | 1 paso | 2 pasos | 3 pasos | orden 2
pE;rSZOZ 0.0634 | 5.225e-4 | 4.619¢-6 | 1.065e-4 | 5.222e-7 | 2.335¢-9 | 1.020e-4
Em;;;e)litwo 0.0035 | 2.904e-5 | 2.568¢-7 | 5.928¢-6 | 2.903¢-8 | 1.298¢-10 | 5.671e-6
FError
0.0899 | 0.0015 | 2.546e-5 | 3.048¢-4 | 2.932¢-6 | 2.572¢-8 | 2.794e-4
paso 2h
Error relativo |\ 107011 14504 | 1.9886-6 | 2.381-5 | 2.200e-7 | 2.0100-9 | 2.1826-5
paso 2h
Orden 0.0947 | 1.0788 | 2.9531 | 2.0072 | 2.9797 | 3.9519 | 1.9443

Tabla 5.1: Errores y 6rdenes de los métodos multipaso.

Nota
Para el calculo de los distintos errores se ha utilizado la norma euclidea.

Se puede hacer un estudio mas exhaustivo para comprobar que el error de convergencia
del método converge realmente al valor esperado. Consideremos el método de Adams-
Bashforth de dos pasos. La tabla que aparece a continuacién muestra el orden del método
para una serie de valores de h.

h Orden
0.01 1.9788
0.01/2 | 1.9896
0.01/4 | 1.9949
0.01/8 | 1.9974
0.01/16 | 1.9987

Tabla 5.2: Orden del método de Adams-Bashforth de 2 pasos para distintos valores de h.

Como era de esperar, el orden del método converge a 2 cuando h tiende a cero.
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5.2. Test aplicados

Una vez validados nuestros programas vamos a utilizarlos para resolver las ecuaciones
propuestas en el desarrollo del capitulo 4. Como hemos dicho antes, vamos a centrarnos
en carreras de distancias relativamente cortas, de 100 a 10000 metros, donde la velocidad
va variando en cada instante de tiempo y cuya modelizacién viene dada por la ecuaciéon
(4.3.21) si se trata de trayectoria rectilinea o por la ecuacién (4.3.27) si la trayectoria es
curvilinea.

Comenzaremos con un estudo similiar al realizado por Ward-Smith [19], comparando
los resultados obtenidos para distintas carreras con resultados reales y con las simulacio-
nes que éste obtuvo. Ward-Smith [19] realizé su estudio suponiendo que la trayectoria
era rectilinea, suposiciéon que se va a mantener en primera instancia para contrastar los
resultados. En la ultima parte del trabajo compararemos el efecto producido del término
de curvatura en distintos modelos usando la competicién de 200 metros lisos con el fin de
llegar a una conclusién que nos permita contrastar su influencia.

5.2.1. Estimacién de parametros

Para determinar las constantes de dichas ecuaciones se van a utilizar datos medios
proporcionados por atletas que participaron en los juegos olimpicos durante los anos
comprendidos entre 1960 y 1976, recogidos por Ward-Smith [19], Davies [2], Margaria [13]
y Lloyd [11]. Comencemos por el pardmetro K*; recordemos que

~ pSCh

K*
2m

En condiciones normales de temperatura y presién, la densidad atmosférica viene dada
por 1.22 kg m~3. El peso medio para un atleta de complexién fisica mediana es de m = 70
kg y el producto de SCp es de 0.385 m? (véase Margaria [13]). Asi,

1.22 - 0.

o 0.385
2-70

Los datos de Margaria [13] y Davies [2] obtenidos empiricamente y la extrapolacién de

dichos resultados a carreras cortas realizada por Ward-Smith [18] nos proporcionan un
valor para A* de

=3.355-102 m~!

A*=39Jm ! kg

La tasa méxima de liberacién de energia del mecanismo oxidativo oscila en un intervalo
demasiado grande en funcién del entrenamiento que tenga el atleta. Dicho esto, utiliza-
remos los datos recogidos por Margaria [13] y empleados mas tarde por Ward-Smith [19]
de atletas que compitieron en los Juegos Olimpicos del ano 1972.

R*=235Wkg ' =235Js"'kg !
A=0.03s"!

Por dltimo, para S§ utilizaremos la estimacién empirica propuesta por Lloyd [11] y utili-
zada por Ward-Smith [19] en su estudio, que viene dada por

Sy =900 J kg™!
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En la pista de atletismo, el radio de la curva que toma el atleta depende de la calle en
la que se encuentre. Para facilitar la aproximacién, suponemos que el atleta corre por

la calle central, dejando dividida la pista en dos tramos rectilineos de 100 metros cada
100

uno y dos tramos curvilineos correspondientes a dos semicircunferencias de radio —.

El término p se introdujo para tener en cuenta que el atleta no siente toda la fue?za
centrifuga resultante de su velocidad angular. Como depende de la distancia de la carrera
y del momento en el que se tome la curva, no existe una estimacién empirica concreta. No
obstante, Mureika [14] estimé en su estudio que para competiciones relativamente cortas
(inferiores a 400m) cualquier valor de u? comprendido entre 0.50 y 0.80 era factible.

Los datos de los parametros quedan recogidos en la siguiente tabla:

Pardametro | Valor empirico
So 900 J kg ™!
A 0.03 7!
R* 235 J s7! kg™t
A* 3.9 m! kg™t
K* 3.355 1073 m~!
r 100/m m
> 0.65

Tabla 5.3: Valor empirico de los pardmetros que aparecen en la ecuacién (4.3.21).

Recordemos que la ecuacién (4.3.21) tiene un punto de discontinuidad en el instante
t = 0. Para solventarlo, utilizaremos las ecuaciones (4.3.23) y (4.3.24) tomando
At =0.05 s.

5.2.2. Aplicacién de los métodos al objeto de estudio

Para la resoluciéon numérica nos vamos a centrar en los métodos estudiados de orden
dos, es decir, Adams-Bashforth de 2 pasos, Adams-Moulton de 1 paso y el predictor-
corrector cuyo esquema predictor es Adams-Bashforth de dos pasos y el corrector se trata
de Adams-Moulton de 1 paso.

Queremos resolver el siguiente problema:

1
V'(t) = . (ASzet™) + R* — A*v — K**), t€[0,T]

v(0) =0

Ya vimos como teniamos que tratar la discontinuidad en ¢ = 0 en el capitulo 4, luego
nuestro problema pasa a ser

1
V'(t) = o ()\Sa‘e(”\t) + R*— A — K*%), te[At,T]

V(AL) = V2 (AS; + R*)? (AL)?
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Hay que tener en cuenta que 7" ha de ser suficientemente grande para contener al instante
de tiempo que queremos obtener. Consideremos una particién del intervalo [At, T

AL, T ={t1 =At <ty <..<ty1<tn=T}

con h, =t,y1 —t,, Yn =1..N — 1. Consideremos la funciéon
1
ft,v) = - ()\S(’)‘e(_’\t) + R — A*v — K*0®)
v

Resolucién numérica usando Adams-Bashforth de dos pasos

Para este método necesitamos conocer los valores de v en los instantes ¢; y t5, pero
s6lo conocemos el valor en ¢;. Para calcular una aproximacion en ¢, manteniendo el orden
del método aplicaremos un paso del método de Crank-Nicolson, es decir:

hy
vy = vy + ?(fl + f2)

siendo f; = f(t;,v;). Esta es una ecuacién de punto fijo, que resolveremos usando el
método de aproximaciones sucesivas. Una vez calculado este valor, el esquema a seguir
serfa el siguiente:

Conocido vy y vs

Upt1 = Uy + hnbmo,lfn + hnbn,l,lfn—b Yn=2..N—-1

Resolucién numérica usando Adams-Moulton de un paso
El esquema que empleamos es el siguiente

Conocido vy

Un+1 = Up + h?nfn + thfn-i-la Vn=1.N -1

En este caso debemos resolver para cada etapa una ecuacién implicita usando el método
de aproximaciones sucesivas.
Resolucién numérica usando Predictor-Corrector

Como en el caso de Adams-Bashforth, usamos Crank-Nicolson para encontrar la apro-
ximacion en to. Acto seguido, procedemos de la siguiente forma:

(P) ’Us:)-l = Up + hnbn,O,lfn + hnbn,l,lfn—l

0 0
S = F(taer,02)
(C) Unt1 = Up + hnb;,LO 72221 + hnbn,0,0fn

frr1 = f(tns1, Vns1)

Una vez obtenidas las velocidades en cada instante de tiempo se puede obtener la posicion
x en cada instante, luego basta obtener el tiempo ¢ donde la posiciéon x obtenida de la
ecuacion (4.3.22) sea igual a la distancia total de la carrera.
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5.2.3. Simulacion de carreras de los Juegos Olimpicos

Como dijimos al comienzo del capitulo, supongamos que seguimos una trayectoria
rectilinea durante toda la carrera. En la siguiente tabla se recogen resultados de las com-
peticiones de los Juegos Olimpicos de 1960, 1964, 1968, 1972 y 1976, siendo la columna 2
la media de los tres primeros clasificados en cada competicién y la columna 3 la estima-
cién realizada por Ward-Smith [19], utilizando para ello el método de Runge-Kutta de 4°

orden.
Distancia de la Tiempo real | Prediccién de Ward-Smith
competicién (en metros) | (en segundos) (en segundos)
100 10.19 10.09
200 20.40 20.42
400 44.93 44.50
800 105.48 104.15
1500 218.24 221.49
5000 816.48 818.89
10000 1686.83 1673.04

Tabla 5.4: Comparacién de las predicciones de Ward-Smith con los resultados de los Juegos

Olimpicos.

Los resultados de las aproximaciones numéricas obtenidos usando los métodos de

Adams-Bashforth de 2 pasos, Adams-Moulton de un paso y predictor-corrector de se-

gundo orden son los siguientes:

Dista}qcia de la Tiempo real Ag ISH;;)(S)OS Aﬁefl IE);)SO P_glifg:; 9
competicién (en metros) | (en segundos) (en segundos) | (en segundos) | (en segundos)

100 10.19 10.2466 10.2438 10.2436

200 20.40 20.3853 20.3821 20.3818

400 44.93 44.3205 44.3166 4403163

800 105.48 104.3823 104.3774 104.3771

1500 218.24 222.3761 222.3710 222.3707

5000 816.48 820.2980 820.2929 820.2925

10000 1686.83 1674.59 1674.58 1674.51

Tabla 5.5: Aproximaciones numéricas de las distintas competiciones.

Podemos observar que apenas existen diferencias entre nuestras tres aproximaciones,
lo que era de esperar por tratarse de tres métodos de orden 2. No obstante, el coste
computacional no es el mismo, siendo el de Adams-Moulton significativamente mayor a
los otros dos. En la siguiente tabla mostramos el coste computacional requerido por cada

programa en cada competicién (en segundos)




56 CAPITULO 5. SIMULACION NUMERICA

Distancia de la Adams-Bashforth | Adams-Moulton | Predictor-Corrector

competicién (en metros) de 2 pasos de 1 paso de orden 2
100 3.754e-3 4.6092e-2 8.396e-3

200 8.799¢-3 7.4907e-2 1.6110e-2

400 1.4610e-2 1.7506e-1 2.4126e-2

800 2.6258e-2 4.7557e-1 5.4463e-2

1500 5.2805e-2 1.3226 1.0589e-1

5000 1.65126e-1 22.4451 3.3321e-1

10000 3.3601e-1 206.4451 6.7801e-1

Tabla 5.6: Coste computacional requerido en cada competicién

También merece la pena observar que el error incrementa al hacerlo la distancia de la
carrera. Esto es debido a que al tener que resolver durante mas tiempo, se van acumulando
los errores. Por tanto, las competiciones de mayor distancia tienen un mayor niimero de
errores de redondeo. No obstante, las aproximaciones obtenidas para las carreras mas
cortas son bastante precisas.

Carrera de 200 metros

10

(o]
T

Velocidad del atleta

Velocidad (en metros/segundos)
N D

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo (en segundos)

Figura 5.7: Velocidad estimada en un un atleta en una carrera de 200 metros.
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Carrera de 800 metros

T T T T T T T T T T

Velocidad del atleta

Velocidad (en metros/segundos)
»

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tiempo (en segundos)
Figura 5.8: Velocidad estimada en un un atleta en una carrera de 800 metros.

En las figuras 5.7 y 5.8 podemos observar el comportamiento de la velocidad estimada
de un atleta mediante el método predictor-corrector de segundo orden para carreras de 200
y 800 metros respectivamente. En la carrera de 200 metros el atleta acelera hasta alcanzar
una velocidad que practicamente podra mantener hasta el final de la carrera. Sin embargo,
en la carrera de 800 metros no es posible llevar a cabo esta estrategia debido al alto gasto
de energia producido en un intervalo de tiempo tan prolongado, luego se producira una
deceleracién hacia una velocidad que el atleta pueda mantener hasta terminar la carrera.

5.2.4. Influencia del término de curvatura

El objetivo de esta simulacién es ver la influencia que tiene la inclusién del término
de curvatura en nuestro modelo de balances energéticos. La descripcién es la siguiente:
se realizard una simulacién de una carrera de 200 metros en una pista dividida en una

e . . . 100
parte curvilinea de 100 metros en forma de semicirfunferencia de radio — y en una parte
T

rectilinea de otros 100 metros.

Para la simulacién numérica, visto que los tres métodos utilizados proporcionan re-
sultados casi idénticos vamos a utilizar el método predictor-corrector de segundo orden.
Hay que tener en cuenta que para At suficientemente pequeno podemos suponer que no se
aprecian diferencias entre comenzar la carrera en trayectoria curvilinea frente a empezarla
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en una recta, luego las ecuaciones (4.3.23) y (4.3.24) siguen siendo vélidas para resolver el
punto de discontinuidad inicial. Supongamos que el primer tramo es el curvilineo, luego
tomaremos como f. la funcién proprcionada por la ecuacién (4.3.27)

1 6
fo=—A"— K" + —\/(AS(;@(M) + R*)? — uzv—;
Ve r

donde v, denota a la velocidad en curva. Asi, el problema que vamos a resolver es el
siguiente:

1 6
vi(t) = —A* — K*v? + —\/()\Sge(—/\t) + R*)? — /ﬂv—;, t € [At, T,
Ve r

ve(At) = V2 (AS] + R)? (At)3

Con la aproximacion numeérica de las velocidades para cada unidad de tiempo podemos
calcular el tiempo que tarda en recorrer la trayectoria curvilinea (que llamaremos t¢.). Una
vez obtenida, sea f, la funcién proporcionada por la ecuacion (4.3.21)

* (=) A%, * 3
0
()\Se + R A*v Kv)

S|

fr:

El objetivo ahora es resolver el siguiente problema:

1
u(t) = — ()\Sge(_’\t) +R*— A*v, — K*02), tet,T)

T

v (te) = ve(te)

siendo v, la velocidad del atleta en la trayectoria rectilinea. De aqui obtendremos las
aproximaciones de la velocidad para cada instante de tiempo y, haciendo lo mismo de
antes, somos capaces de calcular el tiempo necesario para recorrer la distancia de la
trayectoria rectilinea y, por tanto, el tiempo total ¢;. Por otro lado, si comenzamos en el
tramo rectilineo y acabamos en el curvilineo la prediccion del tiempo se consigue de forma
analoga intercambiando las funciones f. y f,.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

Tiempo en | Tiempo en | Tiempo
0-100 m. | 100-200 m. | Final
Recta-Curva | 10.2436 11.1382 21.3818
Curva-Recta 11.07 10.4826 21.5554

Trazada

Tabla 5.7: Estimacién de tiempos para una carrera de 200 metros..

Las siguientes graficas muestran la velocidad del atleta en las dos situaciones que
estamos simulando:
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Figura 5.9: Velocidad estimada de un atleta en 100 metros de trayectoria curvilinea se-
guidos de 100 metros de trayectoria rectilinea.

Carrera de 200 metros Recta-Curva

—

—_
o
T

oo
T

Velocidad (en metros/segundos)
D
T

4 Velocidad en recta
Velocidad en curva
2 -
0 | | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo (en segundos)

Figura 5.10: Velocidad estimada de un atleta en 100 metros de trayectoria rectilinea
seguidos de 100 metros de trayectoria curvilinea.

En la primera gréfica se observa como la velocidad del atleta en el tramo curvilineo
alcanza su maximo y desciende levemente hasta finalizar la curva, donde aumenta algo su
velocidad al no sufrir la fuerza centrifuga. No obstante, el esfuerzo acumulado hace que
vaya perdiendo velocidad hasta llegar a la meta.

En la segunda grafica se observa que al empezar en trayectoria rectilinea la velocidad
alcanzada es mayor, lo que provoca una mayor fuerza centrifuga al llegar pasar al tramo
curvilineo, provocando una deceleracion notable hasta llegar a la meta.
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En ambas simulaciones el tiempo final obtenido es entorno a un 5% superior al valor
real. Recordemos que nuestro modelo estaba basado en balaces energéticos producidos
por el cuerpo al someterse a un esfuerzo, mientras que el término de curvatura es un
término mecanico obtenido de la ecuacién del movimiento. Esto nos hace pensar que el
hecho de realizar una curva estd incluido implicitamete en el modelo proporcionado por
la ecuacién (4.3.21), por lo que introducir un termino adicional que penalice la curvatura
seria redundante.

Para finalizar con el estudio vamos a ver que, a diferencia del modelo de Keller donde
el término de curvatura es esencial para proporcionar una aproximacién consistente, en el
modelo proporcionado por balances energéticos dicho término sélo empeora la solucion.
Seguimos en la misma situacion que antes, una carrera de 200 metros con una primera
parte curvilinea y otra rectilinea, ambas de 100 metros. Recordemos que el modelo de
Keller viene modelado por la ecuacion (4.3.25) para trayectorias rectilineas y por (4.3.26)
para trayectorias curvilineas. Para la estimacion de los parametros y la eleccién de la
funcion f nos fijaremos en el estudio de Mureika [14], que utilizé una funcién lineal
f(t) = (a — bt) y los siguientes valores empiricos:

Parametro | Valor empirico
a 9.596 m s—2
b 0.058 m s~
T 1.274 s
1 0.65
r 100/7 m

Tabla 5.8: Valores empiricos de los parametros usados en el modelo de Keller.

En la siguiente figura se va a representar el tiempo necesario para ejecutar una carrera
de 200 metros con los siguientes modelos:

1. Modelo de Keller suponiendo trayectoria rectilinea

2. Modelo de Keller con correccién de la curvatura en los primeros 100 metros.

3. Modelo basado en balances eneregéticos.

4. Modelo basado en balances energéticos con correccién de la curvatura en los primeros
100 metros.

Ademas, se va a anadir la velocidad media para recorrer 200 metros en un tiempo total
de 20.40 segundos, media de los resultados reales obtenidos en las olimpiadas de los anos
comprendidos entre 1960 y 1976 en la competicion de 200 metros lisos.



5.2. TEST APLICADOS 61

Simulacion de 200 metros lisos
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Figura 5.11: Velocidad de un atleta en 200 metros lisos utilizando diferentes modelos
matematicos.

En primer lugar es claro que utilizar el modelo de Keller sin anadirle el término de
curvatura provoca que la velocidad tome valores demasiado altos, alejandolo de la solucion
real. Por tanto en simulaciones de carreras donde haya trayectoria curvilinea este término
es imprescindible.

Si nos fijamos ahora en nuestro modelo de balances energéticos observamos que in-
troducir el término de curvatura dana la aproximacion, lo que refuerza la idea de que
introducir un término mecanico en un modelo basado en balances energéticos ralentiza en
exceso la velocidad a la hora de afrontar una curva, hecho conocido como sobreajuste. Si
no le introducimos este término observamos que el comportamiento en la curva (primeros
100 metros) es practicamente idéntico al modelo de Keller con el término de curvatura y
en el tramo rectilineo sigue una velocidad similar a la velocidad media de la solucién real.

Todo esto nos hace llegar a la conclusion de que el modelo de carrera dado por la
ecuacion (4.3.21) simula de forma eficaz el tiempo necesario para ejecutar una carrera.
Esto no quiere decir que el uso de la ecuacién del movimiento vaya a quedar obsoleta,
simplemente es un enfoque distinto a la segunda ley de Newton, con base fisica y bioldogica
en lugar de mecanica y que puede ser adaptado a los niveles fisicos atleta, siendo esto de
gran ayuda para su posterior preparacién fisica y mejora del rendimiento.
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5.2.5. Observaciones

1.

El modelo propuesto esta limitado por constantes empiricas, obtenidas mediante la
recogida promediada de datos de los atletas a los que luego hemos simulado sus
tiempos. Las aproximaciones son cercanas a los datos reales, pero un cambio en la
toma de las constantes supondra un cambio en las predicciones.

En relacién con la observacién anterior, seria interesante realizar como extension un
analisis de sensitividad con respecto a los parametros. Con esto, podriamos adaptar
el modelo al rendimiento fisico de un atleta en particular, lo que seria de gran ayuda
a la hora de disenar entrenamientos personalizados.

La tasa de trabajo contra la resistencia aerodinamica se ha tomado en ausencia de
viento por la aplicaciéon del modelo a competiciones olimpicas, que son realizadas
en estadio cerrado. La existencia de viento alteraria la constante K* introducida en
el modelo, pero por su imposible prediccion a priori no se ha tenido en cuenta.

. Cabe destacar el hecho de que el modelo sea consistente para carreras de distancias

tan disparejas como pueden ser la de 100 metros y la de 10000. Nétese también
que en carreras como la de 5000 o de 10000 metros hay una amplia variedad de
estrategias a seguir, no sélo la inducida por el modelo.
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