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Abstract

The aim of this work is to introduce the mathematical tools needed in order to explain,
in a more rigorous way, the basic concepts that appear in Quantum Mechanics. In this context,
in the first chapter we recall the main conservation laws in Classical Mechanics, the Principle of
Least Action and the Hamilton-Jacobi equation. Futhermore, we make a historical introduction to

Quantum Mechanics and focused on a semiclassical deduction of Schrédinger equation.

In the following chapter we define and show the basic properties of Banach and Hilbert spaces.
We also study the distribution theory, the Sobolev spaces and the Fourier transform. At the end of
the chapter we recall some definitions related to the theory of linear operators in normed spaces,

depeening in the selfadjoint case for which we give a polar decomposition theorem.

Starting the third chapter, we define the spectrum of an operator and we show some stability
theorems for the semi-Fredholm ones. Then, we introduce the concept of spectral family and based

on it, we give a decomposition theorem for selfadjoint operators.

Finally, applying all the concepts above we prove the existence and uniqueness of solution for the
Schrodinger equation. On the other hand, we analyse and give examples of spectral decompositions
for the main operators in physics, emphasising in the Schrodinger operator and the potential taken

into account in its expression.
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Introduccion

La Mecanica Cuantica es la base del desarrollo de la fisica actual e interviene en numerosos
aspectos de la misma, bien como punto de partida para conformar nuevos campos de estudio o
como teoria per se. Gracias a ella se ha conseguido dar explicacién a fenémenos que desde un punto
de vista cldsico son inabarcables, como pueden ser la estructura atémica del hidrégeno, la existencia
del espin, la estructura de la tabla peridédica o la conocida Dualidad Onda-Corpiisculo de la materia.
No obstante, a niveles béasicos de la teoria se asume, sin ahondar en el formalismo matemaético
consecuente, una extensién inmediata a dimensién infinita de resultados de descomposicién espectral
de operadores en espacios vectoriales de dimension finita. En realidad, un estudio matematicamente
correcto de la Mecdnica Cudntica conlleva el uso de una gran cantidad de utiles relacionados con
el Anadlisis Funcional, que la hace especialmente interesante desde el punto de vista matematico y

no solo fisico.

Durante la presente memoria introducimos varios de los conceptos matematicos que son nece-
sarios para demostrar lo anteriormente comentado, estudiando sus propiedades principales. Poste-
riormente y apoyandonos en ellos, presentamos la descomposicién espectral de los operadores mas
conmunmente utilizados en Mecanica Cuantica, centrandonos en el caso del operador de Schrédin-

ger y su relacion con la llamada “Fcuacion de Schrodinger”.

A lo largo del primer capitulo recordamos conceptos generales de la Mecanica Clasica, como
son las magnitudes conservadas que surgen de las simetrias de un sistema, el Principio de Minima
Accién y la ecuacion de Hamilton-Jacobi. Introducimos ademads el contexto histérico que motiva la
aparicién de la Mecénica Cudntica, comentando brevemente las diferencias con respecto a la clasica
para, finalmente, mostrar una derivacién semiclasica de la ecuacién de Schrédinger basada en la

()ptica Geométrica.

Durante el siguiente capitulo estudiamos parte de las herramientas matematicas necesarias
para el analisis matematico de la Mecanica Cuédntica. En él definimos los conceptos de espacios de
Banach y Hilbert, realizamos una pequena introduccion a la teoria distribuciones, la cual utilizamos

para definir a su vez los espacios de Sobolev, y presentamos la transformada de Fourier junto con
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propiedades de la misma. Por ltimo, nos centramos en el estudio de los operadores lineales entre

espacios normados, destacando el caso de los operadores autoadjuntos y su descomposicién polar.

En el tercer capitulo definimos el espectro asociado a un operador y mostramos varios resulta-
dos relativos al espectro de operadores no necesariamente continuos. En particular, introducimos
los operadores semi-Fredholm y mostramos varios resultados de estabilidad importantes para su
nulidad, deficiencia e indice. Durante la segunda parte del capitulo, nos centramos de nuevo en
los operadores autoadjuntos dando un teorema de descomposiciéon espectral para operadores cuyo

espectro no es necesariamente numerable. Ello estara presente en la definicién de familia espectral.

En el dltimo capitulo, presentamos finalmente la resolucién espectral de algunos de los opera-
dores mas relevantes en fisica, ahondando en la del operador Hamiltoniano y dando un resultado
de existencia y unicidad de solucién de la ecuacién de Schrodinger. Ademds, estudiamos distintas
aplicaciones clasicas para lo comentado anteriormente y presentamos varios resultados asociados a
la obtencién del espectro del operador de Schrédinger para distintos tipos de potencial. El desarrollo
de esta parte conllevara el uso de la transformada de Fourier y las familias de polinomios ortogonales
mas conocidas en matemadticas, i.e. los polinomios de Legendre, Hermite y Laguerre. Terminamos

el capitulo realizando algunas observaciones que consideramos merecen ser mencionadas.



Capitulo 1

Fundamentos fisicos

1.1. Breve recordatorio de Mecanica Clasica

En Mecénica Clasica, el movimiento de un sistema fisico formado por n particulas queda esta-
blecido a través de la funciones x; = x;(t), 1 < i < n, las cuales proporcionan para cada instante
t la posicién z;(t) € R? de la particula i-ésima. A partir de estas funciones podemos calcular las
velocidades v;(t) = 2}(t) y las aceleraciones a;(t) = z//(t). Las funciones z; se pueden estudiar desde
distintos marcos tedricos, uno de ellos es el de la Mecanica Lagrangiana. Este marco teérico se basa
en el Principio de Minima Accién (equivalente a la segunda ley de Newton) que nos dice que existe
una funcién L : R x R3" x R3 — R (denominada funcién Lagrangiana) cumpliendo que, si en un
instante to las particulas se encuentran en las posiciones x; y en un instante posterior ¢; en z; 1,
entonces el sistema evoluciona entre los instantes ¢y y t; de forma que las funciones x; son solucién

del problema de Célculo de Variaciones
t1
min / L(t,z1(t), ..., (t), 2 (t), ..., 2} ())dt.
zi(to)=xi,0, ®i(t1)=i,1 Jy,
Esto proporciona el sistema diferencial ordinario de 3n ecuaciones de segundo orden (z = (x1, ..., Tp ),

= (2, ...,2)))

d
ﬁvx/l}(t,m,x’) = V.L(t,z,2).

Mais generalmente, las funciones x; no tienen por qué referirse a las coordenadas euclideas, sino
que pueden corresponder a un sistema de coordenadas generalizadas que parametrizan un cierto
conjunto de R? donde se mueve la particula i-ésima. Esto permite facilmente incorporar condiciones
de ligadura que reducen el ntimero de grados de libertad de cada particula y por consiguiente
disminuyen el ntimero tanto de ecuaciones como de incognitas.

Observar que el sistema se puede escribir particula a particula en la forma

d
@V%L(t,x,x') =V, Lt,z,2") i=1,..,n.
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Por similitud con las ecuaciones usuales correspondientes a la segunda ley de Newton, se llama

impulso generalizado de la particula i-ésima al vector
pi =V L(t, z, "),

mientras que

F, =V, L(t,x,2)

representa la fuerza generalizada que actia sobre la particula i-ésima.

Si suponemos por fijar ideas que cada particula tiene tres grados de libertad, entonces al tratarse
de un sistema de segundo orden con 3n ecuaciones, el sistema debe admitir 6n integrales primeras.
Recordar que una funcién ® = ®(¢, z,2’) es una integral primera si para toda solucién z = z(t) del
sistema existe C' € R tal que ®(¢, z(t),2'(t)) = C, i.e. ® es una cantidad que se conserva cuando
el sistema evoluciona. De estas cantidades conservativas hay algunas mas importantes (en general)
por su significado fisico. Ellas corresponden a las leyes de conservacién usuales en mecédnica que

pasamos a recordar. En los puntos 2 y 3 siguientes suponemos que las variables son euclideas:

1. Uniformidad del tiempo. Establece que si x(t) es una solucién del sistema entonces x(t +
T) también es solucién para todo T' € R. Mateméaticamente esto supone que el sistema es
auténomo o que podemos tomar L = L(x,2’). En este caso un simple célculo demuestra que

si x es una solucion del sistema entonces

(VL) -0’ — Laa!)) =0,

y por tanto la conservacién de la cantidad FE(z,2’) = Vo L(z,2') - 2’ — L(x,2") que es lo que
se conoce como energia del sistema. En el caso en que L depende de ¢, también definimos
la energia como V. L(t,z,a’) - 2’ — L(t,z,2"), aunque ahora esta cantidad no se conserva.
Usualmente esto corresponde al caso en que descomponemos el sistema en dos, i.e. suponemos
que conocemos las funciones z; = x;(t), m+1 < i < n y nos interesamos en el movimiento de
las otras m, el cual dependerd no solo de la interaccién entre estas m particulas sino en cémo

les afectan el resto. Esto es una practica usual ya que resulta imposible en general tratar con

todo el sistema. Denotando por x™ al vector asociado a las m primeras componentes de x y
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por z"~™ al de las n — m ultimas, y teniendo en cuenta que la funciéon L correspondiente al

sistema completo no depende del tiempo, el sistema se escribe

%%;L(tvwm,x”*m(t% (@), @7 (1) = Ve, L(t, 2™, 2"77(1), (™), (") (1) 1<i<

lo cual es equivalente a aplicar el Principio de Minima Accién a la funcién
L= L(t,a™, («™)) = L(t,a™, 2"~ (1), («™)', (z" ™)' (t)) = o(1),

donde ¢ es una funcién que sélo depende del tiempo (y que no aparece en las ecuaciones del

movimiento).

2. Uniformidad del espacio. Establece que si x(t) = (x1(t), ..., x,(t)) es una solucién del sistema
entonces (z1(t) + h,...,xn(t) + h) es también solucién. Esto significa que para todo punto
(z,2') del espacio de fases y todo vector h € R3 debe tenerse

n
0=VuL(t,x1 +h,...,x, + h, 2}, -'-733;1)\h:0 = Z Vo, L(t,x, '),
i=1

lo que usando las ecuaciones del movimiento y p; = V,/ L(t, z, z') implica

d n
(3m)

Por tanto es equivalente a la conservacion del impulso total

n
P = E Pi-
i=1
Como antes, el impulso no se conservard si L es la funcién de Lagrange correspondiente a una

parte del sistema.

3. Isotropia del espacio. Establece que si x(t) = (z1(t), ..., zn(t)) es solucién del sistema entonces
para toda matriz de giro @, se tiene que (Qz1(t), ..., Q. (t)) es también solucién. Esto significa
que si Q = Q(s) es una funcién definida en un entorno de s = 0 con valores en las matrices

de giro tal que Q(0) = I, entonces debe tenerse

0= %L(t, Q(s){L‘l, . Q(S)l'n; Q(S)$/1, X Q(S)x;z)\sio

= Z ((Q/(O)VIiL(t,x, x’)) -x; + (Q/(O)Vx/iL(t,x,x/)) a:é)
=1
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Usando el teorema de la funcién implicita es facil ver que el conjunto de matrices de la forma
Q' (0) donde s — Q(s) es un giro coincide con el conjunto de matrices antisimétricas. Se tiene

por tanto que para toda matriz antisimétrica A

i - i / _ . / / . i /
yr <Z(sz) vx;L(t,x,x)> =y ((A:ci) Va L(t 2,2") + Azi - =V L(t, 2,27)

i=1 =1

- Z <x; : (Avx;L(tvﬂf,x')) + ;- (AinL(t,x,x’)D = 0.
i=1

Esto prueba que para toda matriz antisimétrica A la cantidad

> (Az;) -V Lt,z,2') = A: <Z Vo L(t,2,2') a:) =A: <Zpi ® x)
=1

i=1 i=1
no varfa con el tiempo (aqui A : B denota el producto escalar de las matrices A, B.i.e. A: B =
Zi7 j ai;bij) pero esto es equivalente a decir que la parte antisimétrica de la matriz y ;| p; ®
x; no varia con el tiempo. Teniendo en cuenta que las componentes no nulas de la parte
antisimétrica de p; ® x; coinciden con las del vector I; := x; X p;, definido como el momento
angular de la particula i-ésima, la isotropia del espacio implica entonces la conservacién del

momento angular total
n
L= E XT; X Pi.
i=1
Recordamos que si x; denotan las variables euclideas usuales, entonces se debe tener
/ /
pi = Vi L(t, @, x3) = m;z}

con m; la masa de la particula. Esto significa que L debe ser de la forma

n
Lit,z,a') = Y T |eif + @(t, ),
=1

y por tanto

n
E(t,z,2") =V L(t,x,2") -2’ — L(t,z,2") = Z %MHZ - ot 7).
1=1

La cantidad 5 |z%|? es la energfa cinética de la particula i-ésima, la cual no depende de su posicién,

sino sélo de su velocidad. Cuando ® no depende de ¢ (caso en que la energia se conserva), la cantidad
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—®(x) representa la energia potencial del sistema y usualmente se supone como una funcién que

sélo depende de la distancia entre las distintas particulas.

Denotemos p = (p1,...,pn) y supongamos que podemos escribir el vector velocidad z’ como
funcién de (¢, z,p), i.e. 2’ = 2/(t,z, p), lo cual es inmediato en el caso p; = m;z}. Definimos entonces

la funcién Hamiltoniana H como la energia en las variables (¢, z,p) i.e.
H(t,x,p) = E(t,x,2'(t,x,p)) =p - 2'(t,x,p) — L(t,z,2'(t,2,p)).
Derivando respecto de p y recordando que p = Vs L, deducimos
Vol =2’ + (Dpxl)tp - (ptDpx/)t =7,
mientras que derivando respecto de x
V.H =-V,L.

Por tanto, el sistema diferencial de segundo orden que describe el movimiento de las particulas se
escribe como el sistema de primer orden
' =V,H(t x,p)
(1.1.1)
p/ = _va(tv .T,p)
Es lo que se conoce como sistema de ecuaciones candnicas, el cual nos proporciona la evolucién
del sistema a partir de la energia y constituye la base de la Mecdnica Hamiltoniana (formulacién

hamiltoniana de la Mecénica Clésica) equivalente a la Newtoniana y a la Lagrangiana.

Volviendo al Principio de Minima Accién, mencionar que dado un instante tg fijo en el cual
conocemos el valor xy de las posiciones de las distintas particulas, podemos considerar la accién
como una funcién de (7,y) con T un instante de tiempo e y el correspondiente vector de posicién,
i.e.

T
S(T,y) = min / L(t,z, ") dt,
( y) x(to)=z0, =(T)=y to ( )

de forma que

T
S(T,y):/ L(t,z,2') dt
¢

0
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con z = z(t,T,y) solucién del problema de contorno

d
ﬁvmrL(t,x,x’) = V.L(t,z,2")

z(to, T,y) = xo, (T, T,y) =y

Calculamos la derivada de S respecto a T, para lo cual observamos
$(t0,T,y) :330:>5T1’(t07Tay) :O’ DyLU(t(],T,y) =0.

z(T,T,y) =y = 0x(T,T,y) = —0rx(T.T,y), Dyx(T,T,y)=1.

Usando también las ecuaciones del movimiento, tenemos

T
orS(T,y) = L(T,y, 0ux(T, T,y)) + / (VxL -Orx+ VL 8,52T:U) dt
to
T
= L(Ta Y, 8tx(Tv Tv y)) + VL - (aT:C - 6T$) dt + V:E’L(Ta Y, 8tx(T7 T7 y)) : 6Tx(T? Tv y)

to

= L(T, Y, 8tZC(T, T, y)) - vx’L(Tv Y, 8tx(T7 T, y)) : atx(Ta T, y) = _H(Tv yap(Ta T, y))a

donde hemos escrito el impulso p también como funcién de los datos finales. Andlogamente
T
Vy,S(T,y) = / (VxL “Dyx + VL - D?yx) dt
to

= Vo L(T,y,0ux(T,T,y))Dyx(T,T,y) = p(T,T,y).

Reemplazando esta ecuacion en la igualdad para S obtenemos finalmente la ecuacién de Hamilton-
Jacobi

orS(T,y) + H(T,y,V,S(T,y)) = 0. (1.1.2)

1.2. Introduccién a los principios basicos de la Mecanica Cuantica

A comienzos del siglo XX con el descubrimiento del 4tomo y los estudios sobre radiacién co-
mienza a resultar claro que la Mecanica Clasica no da respuestas satisfactorias cuando examinamos

la materia a nivel microscépico. Los primeros indicios provienen de la radiacion del cuerpo negro
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para cuya explicacion Max Planck introdujo la hipétesis de que la energia se transmitia en paque-
tes proporcionales a la frecuencia de la radiacién correspondiente y por tanto dejaba de ser una

magnitud que tomara valores continuos, i.e.
E = hy, (1.2.1)

donde E es la enegfa del fotén, v su frecuencia y h ~ 6,626 - 10734 Julxseg. es la constante de
Planck. Esta hipdtesis fue mas tarde usada por Albert Einstein para explicar el efecto fotoeléctrico.
En esta descripcién la luz estaria formada por corpusculos (fotones) que a pesar de no tener masa
si tienen un impulso asignado. Recordar que ya en el siglo XVII hubo una controversia acerca
de la naturaleza de la luz. Mientras que Isaac Newton pensaba que la luz estaba constituida por
particulas diminutas, Christian Huygens la consideraba un fenémeno ondulatorio. En el siglo XIX,
algunos experimentos parecieron darle la razén a Huygens con lo que la luz pasa a ser considerada
una onda. Las nuevas teorias aparecidas a comienzos del siglo XX dan una naturaleza dual a la
luz. En unos casos se comporta como onda y en otros como particula. Posteriormente. Louis-Victor
de Broglie introdujo en 1924 la hipétesis de que toda la materia presenta caracteriticas tanto
ondulatorias como corpusculares (Dualidad Onda-Corpisculo) asigndndole a cada particula una
longitud de onda inversamente proporcional a su impulso. Esta hipdtesis se vio confirmada tres
anos mas tarde por los experimentos realizados por una parte por George Paget Thomson y por
otra por Clinton Joseph Davisson y Lester Halbert Germer, que mostraron como efectivamente una
nube de electrones presentaba fenémenos de difracciéon y por tanto se comportaba como una onda.
Para explicar de forma conveniente todos estos fenémenos nacié la Mecanica Cudntica impulsada
por fisicos como Werner Heisenberg, Erwin Schrédinger y Paul Dirac.

Como hemos visto anteriormente en Mecdnica Clésica, el comportamiento de un sistema de n
particulas queda definido a partir de las correspondientes funciones de posicién. Conjuntamente
a algunas propiedades fisicas como la masa y la carga, estas funciones permiten dar un valor
concreto a las distintas magnitudes fisicas asociadas tales como la velocidad, la energia, el impulso,
el momento angular,... En Mecanica Cuéntica sin embargo, estas magnitudes no tienen en general
un valor definido, tan sélo podemos hablar de valores probables. Estos valores se van a asignar

a partir de la llamada funcién de onda 1 : (0,7) x Q C R'™3" — C, con Q C R3" abierto,



12 Alexander Bernal Gonzélez

Y =(t,x1,...,zy). La idea es la siguiente: consideremos una cierta magnitud fisica con valores en
R (por ejemplo la primera componente espacial de la posicién de una de las particulas del sistema)
que denotamos por A. A esta magnitud le vamos asociar un operador lineal autoadjunto en L?(£2)
que seguimos denotando por A el cual envia la funcién de onda (¢, -) en otra funcién (A)(t,-) En
este caso el cociente de Rayleigh

Jo (AW (t,2)) (¢, ) da
Jo It 2)2de

nos da el valor medio que tiene ésta en el instante ¢. Comentar que usualmente, la funcién de onda

Ma() =

se toma con norma uno en L?(Q) de forma que no es necesario el denominador en la expresién
anterior.

Vemos por tanto que, contrariamente a la Mecanica Clasica, ahora no asignamos en general
valores concretos a una magnitud fisica sino valores medios. Por tanto sélo podemos hablar de
probabilidades. Para una mejor descripcién matematica de cémo se asignan estas probabilidades
supongamos que el operador A admite una descomposicion espectral a partir de una cantidad
numerable de autovalores Ay (por fijar ideas suponemos que son distintos entre ellos y que no hay
degeneracién), los cuales tienen asignados un sistema completo ortonormal de autofunciones wy.

En ese caso, la funcion 1 se escribe en la forma
) )
Yt x) =Y p(thup(z) con Y |p(t))> =1, Vte (0,T).
k=1 k=1
Aplicando el operador A tenemos por otra parte
)
(A)(t, @) =Y Mt (t)up (@),
k=1
y por tanto el valor medio de la magnitud fisica viene dado por
)
Ma(y) = Z)\k’wk(tﬂz-
k=1

Observamos por consiguiente que M4 (1)) se obtiene como una media entre los valores \;. Fisica-
mente la magnitud A no toma valores continuos como en Mecanica Clésica, sélo los valores Aj son

admisibles. Esto es coherente con el modelo de Max Planck para la descripcion de la radiacién
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del cuerpo negro donde la energia solo toma una cantidad numerable de valores o con el modelo
atémico de Niels Bohr donde la energia, el momento angular o la distancia de los electrones al

nucleo toman valores discretos.

Matemdticamente observamos que la cantidad |1 (t)|? no es otra cosa que la probabilidad de
que el sistema tome el valor A\g. El significado por tanto de la funcién de onda 1 es que a partir
de ella podemos calcular las probabilidades de que cada magnitud fisica asociada al sistema tome
determinados valores en un instante t. En el caso en que 9 sea de la forma ¢ (t, ) = ¥, (¢)um ()
(donde ¢, (t)] = 1) nos encontramos con que en cada instante ¢ la magnitud fisica A del sistema
toma el valor A, con probabilidad uno. Este es el caso en que al sistema le podemos asignar un
valor concreto para la magnitud A en lugar de una cantidad probable. Esto ocurre cuando (¢, -)
esta en el espacio de autofunciones asociado a A, que en el caso degenerado puede tener dimensién
mayor que uno. Las correspondientes autofunciones se denominan funciones de estado asociadas a
la magnitud. Esta claro que el hecho de que 9 sea una autofuncién asociada a una cierta magnitud
no implica que lo sea para otra. Por tanto, si conocemos el valor exacto de una magnitud, entonces
hay otras de las que sélo podemos hablar en términos probabilisticos. Esto es esencialmente la base

del Principio de Incertidumbre de Heisenberg que més tarde veremos de forma més especifica.

Aunque la descripcién que hemos comentado se refiere a un espectro numerable, comentarios
similares son ciertos para espectros continuos donde las sumas deben ser reemplazadas por integra-
les. Desde el punto de vista matematico surgen, sin embargo, varias dificultades. Para presentar la
teoria de una forma mas simple de comprender es usual presentarla como si los resultados clasicos
de descomposicion espectral para una matriz hermitica se pudieran extender sin mé&s al caso de
dimensién infinita. Sin embargo esta extension no es tan simple. Para poder presentar la teoria de
una forma matemadticamente correcta necesitaremos varios resultados de Anélisis Funcional como
son la teoria de las distribuciones, la transformada de Fourier y la teoria espectral para operadores
autoadjuntos en un espacio de Hilbert. Nuestro deseo en la presente memoria es realizar una intro-
duccidn a estas cuestiones y mostrar como se aplican a la resoluciéon de algunos problemas clasicos

en Mecanica Cuantica.

Terminamos esta pequena introduccion recordando cémo se realiza desde el punto de vista
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fisico la transicion entre la Mecanica Clésica y la Mecanica Cuantica, la cual usaremos a la hora
de decidir que operadores debemos asignar a diversas magnitudes fisicas. Basicamente, la idea es
que cuando la constante de Planck h definida en (1.2.1) ‘tiende’ a cero, la Mecédnica Cuéntica debe
coincidir con la Mecanica Clasica. En realidad los fisicos ya se habian enfrentado a un problema
similar con anterioridad y por tanto el razonamiento debia ser andlogo. Se trata de la Optica
Geométrica. Como ya hemos comentado anteriormente, en el siglo XIX estaba claro que la luz era
un fenémeno ondulatorio, sin embargo debido a su pequena longitud de onda también era conocido
que se podia trabajar como si la luz se moviera bajo la forma de rayos que tienen asignada una
posicion y una velocidad. Ellos siguen la Ley de Fermat, se mueven de un punto a otro minimizando
el intervalo de tiempo empleado en el desplazamiento. Para obtener las ecuaciones clasicas de la
Optica Geométrica, recordamos que la luz estd compuesta por ondas electromagnéticas (variaciones
de los campos eléctrico y magnético) cuyas componentes (en un medio homogéneo) verifican la
ecuacién de ondas

Oiu — 2 Au =0, (1.2.2)

donde ¢ > 0 es la velocidad de la luz en el medio. Una solucién particular de esta ecuacion es lo

que se conoce como una onda plana periédica monocromaética, la cual es de la forma
iw(t—1n.
u(t, z) = ae”wlt=ene) (1.2.3)

con a un ndmero complejo, w real y n un vector unitario (si estamos interesados en soluciones
reales, deberiamos tomar parte real). En un instante ¢t dado todos los puntos correspondientes a
un plano perpendicular a n estan en la misma fase, de ahi el nombre de onda plana. El vector n
nos proporciona la direccién de propagacion de la onda. Si tomamos dos valores temporales t1, to
y dos puntos espaciales 1, ©9 = x1 + ¢(t2 — t1)n, entonces también se tiene u(t1,z1) = u(te, x2).
Esto indica que la onda se propaga a velocidad c. Se suele denominar a w la frecuencia circular o
ciclica (o simplemente frecuencia) de la onda. La frecuencia v entendida como niimero de ciclos por
unidad de tiempo viene en realidad dada por w/(27). La magnitud A := 2mc/w = ¢/v es la longitud

de onda, k = wn/c es el vector de ondas. A partir de él, podemos escribir u en la forma

u(t,z) = ae'Fo=wh), (1.2.4)
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En la Optica Geométrica, mas generalmente que (1.2.3) es usual interesarse por soluciones de la
ecuacion (1.2.2) de la forma

u(t, ) = A(t, z)e?t) (1.2.5)

con ¢, funcién iconal (o eikonal), una funcién real tal que ella y sus derivadas toman valores grandes,

lo que corresponde a una longitud de onda pequena. Sustituyendo en (1.2.2), deducimos
OpA — PN A + 20 (0, A0k — PV, A - Vo) +iA(05d — PAp) + A( — |0k9]* + 2|V[*) = 0.

Como ¢ y sus derivadas se supone que toman grandes valores, se deduce en una primera aproxi-
macion la ecuacién para ¢

0:9* = | Va0l (1.2.6)

Es lo que se conoce como ecuacién de la iconal (o eikonal) y salvo signo es equivalente a (recordar
que ¢ es real)

o + c|Va| = 0. (1.2.7)

En el caso en que la luz se desplaza en un medio no homogéneo, isotrépico, la ecuaciéon que
verifican las ondas electromagnéticas es mas compleja que (1.2.2) pero se prueba que la iconal
sigue verificando (1.2.7) donde ahora la velocidad de la onda ¢ = c¢(x) depende de la posicién.
Podemos buscar una semejanza entre la ecuacién (1.2.7) y la ecuacién (1.1.2). Para ello tomamos
H(t,x,p) = c(z)|p|, de forma que los puntos del haz de luz se pueden considerar como un sistema

de particulas cuya posicién se puede calcular a través del sistema

/

p
¥ =c—, p =—|p|Vse
|

El papel de ¢ seria el de la accién asociada al movimiento. Asi, en el caso de la onda plana (1.2.4)
(la longitud de onda debe ser pequena) donde ¢ = k - x — wt y recordando que en la ecuacién de
Hamilton-Jacobi el gradiente de la accién coincide con el impulso nos encontramos con que el vector
k juega un papel similar al del impulso y la frecuencia w un papel similar a la energia. Conviene
observar sin embargo, que cualquier multiplo de ¢ verifica la misma ecuaciéon y que por tanto
convendria escoger este multiplo para asignar efectivamente un valor al impulso y a la enegia. Asi,

si tenemos en cuenta la ecuacién de Planck (1.2.1) para los fotones y recordamos que la frecuencia
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asociada a la onda (1.2.4) no es w sino w/(27), lo que deberiamos esperar es que la Hamiltoniana

entendida como la energia asociada a la iconal venga dada por
H(t,z,p) = he(x)|pl,

con

h
h=—. 1.2.
5 (1.2.8)

Denotando S la accién correspondiente, que gracias a (1.2.7) y (1.1.2) debe venir dada por S = he,
podemos escribir (1.2.5) como

-S(t,x)

u(t,r) = A(t,z)e" » . (1.2.9)

A fin de relacionar la Mecénica Clasica con la Mecdnica Cudntica, lo que se supone es que (1.2.9)
no se tiene sélo para fotones sino que deber cumplirlo una funcién de ondas en un caso cuasiclasico.
Observar en este sentido que si escribimos (1.2.4) como (1.2.9) donde S(t,z) = h(k-x —wt), tenemos
que el impulso conrrespondiente a la onda viene dado por p(t,xz) = hk, y por tanto |p| = hw/c, de

forma que

lo cual es coherente con la hipdtesis de De Broglie, que reciprocamente a esta formula le asigna a
toda particula con un impulso p una onda con longitud h/|p|. La Mecénica Clasica debe obtenerse
pasando al limite cuando h tiende a cero en (1.2.9). La primera consecuencia importante de (1.2.9)
es que nos va a dar una primera expresion para la ecuacién fundamental de la Mecanica Cuantica: la
ecuacion de Schrodinger, que va a definir la evolucién de la funcién de ondas con el tiempo. Observar
que si la funcién de ondas u asociada a un sistema verifica (1.2.9) al menos de forma aproximada,
entonces derivando en (1.2.9) con respecto al tiempo y usando que i es pequeno debemos tener

también al menos de forma aproximada, que wu verifica
i
8tu = ﬁatSu

En este punto conviene recordar que la accién S verifica la ecuacién de Hamilton-Jacobi (1.1.2) de

forma que 0;S u debe poderse sustituir por —Hwu con H la funcién Hamiltoniana que coincide con
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la energia. Esto conduce a la ecuacién de Schrédinger para la funciéon de ondas que es usual escribir
como

ihoyu = Hu. (1.2.10)

Para que esta ecuacion pueda ser de alguna utilidad necesitamos una expresion para la energia H
que como ya comentamos al hablar de los principios fundamentales de la teoria, debe corresponder

a un cierto operador autoadjunto en un espacio L?().



Capitulo 2

Resultados de Analisis Funcional

En este comienzo de capitulo nos centramos en enunciar, sin demostracién, las nociones y los
resultados béasicos de Anélisis Funcional, teoria de distribuciones y transformada de Fourier vistos
durante la carrera en las asignaturas de Analisis Funcional, Anélisis Funcional y Ecuaciones en De-
rivadas Parciales y Andlisis de Fourier respectivamente. Posteriormente, introduciremos brevemente

la teoria de operadores lineales necesaria para esta memoria.

2.1. Espacios normados, de Banach y de Hilbert

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio vectorial. Una norma en X es una aplicacién |- || : X — R

tal que para todo x,y € X y todo A € C cumple
||| >0, |lz||=0 < z=0.

[Az]] = [A] - [|=]]-
lz +yll < llzll + llyll-
Un espacio X dotado de una norma se denomina espacio normado.

Damos a continuaciéon dos ejemplos de espacios normados que van a resultar de interés para las

siguientes secciones.

Ejemplo 2.1.2. Sea  un subconjunto abierto de RY, p € [1, +00), definimos los espacios £P(£2) =
{f:9Q — Cmedibles : [, |f(z)|Pdz < oo}y £L2(Q) = {f: @ — C medibles : 3C > 0 con |f(z)| <

Cect.x e Q} Sobre estos espacios establecemos la relacién de equivalencia

f~g < f=gect xe

18
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Entonces, LY (Q) = £LP(Q)/ ~ Vp € [1, +0o0] son espacios normados con la norma

sy = 11l = ([ @P de)”, si 1< < +oc,

£l oo () = [ flloo = inf {C: |f(z)| < C ect. z € Q}.

A partir de estas normas podemos dotar los espacios de una nocién de convergencia. Se dira que

fn converge a f en LP(Q) si || f, — fll, — 0.

Ejemplo 2.1.3. Sean X,Y espacios normados. Un operador lineal A : X — Y es continuo si y

so6lo si esta acotado en el sentido de que existe una constante C' > 0 tal que
[Azlly < Cllz][x, VzelX.

El espacio de los operadores lineales y continuos de X en Y, £(X,Y") es un espacio normado con

la norma
_ [Az|ly _ o :
|Al| = sup = sup |Az|ly = mln{C’ >0: ||Azlly < C|lz||x, Vze X}.
lelx <t zllx apx=1

Un caso particular de espacios normados son aquellos cuya norma proviene de un producto

escalar.

Definicién 2.1.4. Sea H un espacio vectorial. Un producto escalar en H es una aplicacién () :
H x H — C tal que
(z|z) >0, (zjlz)=0 <= z=0.
(ax + By|2) = a(z|2) + Bly|2), YVa,y,2 € H, Vo, 5 € C.

(zly) = (y|z), Vz,ye H.

Un espacio H dotado de un producto escalar se llama espacio prehilbertiano. Todo espacio prehil-

bertiano es normado con la norma

Iz = V/(z]2), VzeH.

Ejemplo 2.1.5. El espacio de funciones L?(£2) es un espacio prehilbertiano con el producto escalar

(F19)12(0) = (flg)s = /Q F(@)g(@) da.
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En esta memoria nos centramos en el estudio de los espacio normados que ademads son completos

respecto de una cierta distancia.

Definicién 2.1.6. Sea X espacio normado con norma || - ||. Decimos que X es espacio de Banach
si es completo para la distancia d(z,y) = || — y||. Si la norma proviene de un producto escalar, el

espacio en cuestién recibe el nombre de espacio de Hilbert.
Para terminar esta seccién, ilustramos algunos ejemplos de espacios de Banach y de Hilbert.

Ejemplo 2.1.7. Sea  C RY abierto y sean X,Y espacios normados.

1. Los espacios de funciones LP(2) antes definidos son espacios de Banach, en el caso particular

p = 2 tenemos un espacio de Hilbert.

2. SiY es de Banach entonces £(X,Y) es también de Banach.

2.2. Teoria de distribuciones y espacios de Sobolev

En esta secciéon daremos forma a una generalizacion del concepto de derivada, la cual nos
ayudard a dar un rigor matematico a las derivadas de funciones (no siempre derivables en el sentido

habitual) presentes en la Mecdnica Cudntica.

Definicién 2.2.1. Dado © un conjunto abierto de RY, definimos por D(f) al espacio C°(£2)
dotado de la siguiente nocién de convergencia:
Una sucesién ¢, € D() se dice que converge hacia una funcién ¢ € D(Q) si existe K C 2 compacto

tal que sop(yy,,) estd contenido en K para todo n € N, y ademds para todo a € (NU{0})" se tiene
dl°lp,, — 9l uniformemente en Q.

Observacién 2.2.2. Como la convergencia uniforme de funciones implica la convergencia puntual

se tiene que, bajo las hipétesis anteriores sop(¢) C K.

Conocido el espacio D(2) podemos definir el espacio de distribuciones.
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Definicién 2.2.3. Sea  C RY abierto, una distribucién en © es una aplicacién T : D(Q) — C
lineal tal que si ¢, converge a ¢ en D(2) entonces T'(y;,) converge a T(p).

El espacio de las distribuciones sobre € lo denotamos por D’'(Q2). SiT € D'(Q) y ¢ € D(Q) usamos
la notacién (o, T')p(q), 0 () para referirnos a T'(¢), omitimos los subindices cuando se sobreentienda
los espacios en los que trabajamos.

Sobre el espacio D'(2) se define también una convergencia entre sus elementos. Una sucesién T,

de distribuciones se dice que converge a una distribucién 7" en D'(2), y se escribe
T, — T en D'(Q)
si
(0, Tn) = (o, T), Vo e D).

Introducimos a continuacion lo que se entendiende por derivada de distribuciones o derivada

distribucional.

Definicién 2.2.4. Sea Q C RY abierto, dada T € D'(Q),1 <i < N definimos la derivada i-ésima
de T, 0,T € D'(Q) por

Proposicion 2.2.5. La definicion de 0;T proporciona efectivamente una distribucion. Ademds si

T,, converge a T en D'(Q), entonces O;T,, converge a O;T en D'(Q).

Observacion 2.2.6. Podemos generalizar esta nocion de derivada a 6rdenes superiores. Para ello,
sea el operador diferencial A con o = (a1, ...ap) € (NU{0})"™ un multiindice, y consideremos
D=5, A0 con A, € C Va. Si definimos D' = > CY(—l)|°"|Aoéé7‘o?‘| como el operador diferencial

traspuesto asociado a D, entonces
(¢, DT) = (D'p,T), Yy € D(Q).

Cabe resaltar el caso particular del Laplaciano A, el cual aparece en numerosos ambitos de la

Mecénica Cuéntica (en especial en el operador de Schrodinger) y para el que se cumple

<907 AT> = <A(10a T>7 Vi € D(Q)
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Veamos ahora la relacion existente entre las distribuciones y las funciones para el caso en que

estas ultimas cumplan ciertas propiedades. Es necesario para ello centrarnos en el siguiente espacio:

Definicién 2.2.7. Dado 2 C RY abierto, se define L} (2) como el conjunto de las funciones

f € — C medibles tales que
/ |f(z)]dx < +00, VK C  compacto.
K

. 1 . . ., s ., 1
En el espacio L;,.(€2), se define la siguiente nocién de convergencia: una sucesién f, € L;,.(Q)

1
loc

converge a f € L} (Q) si f,, converge a f en L'(K) para todo K C € compacto, i.e. si

/ |fn(z) — f(z)|dx — 0, VK C £ compacto.
K

Proposicién 2.2.8. Sea Q C RY abierto. Para toda f € L}, .(Q) se define Ty : D(2) — C por

loc

Ty(p) = /Q f@)p(a)dz, Yo e D),

entonces Ty € D'() y la aplicacion f € L}, () — Ty € D'(Q) es lineal e inyectiva. Ademds, si fy,

1

converge a fen L;, .

(), entonces Ty, converge a Ty en D'(§2).

Observacién 2.2.9. Gracias a la proposicién anterior podemos identificar f con Ty y verla como
una distribucién, en tal caso notaremos a Ty simplemente por f. Esto permite asociar una derivada
a funciones que no tienen por qué ser derivables en el sentido habitual. Basta con tomar la derivada

distribucional de la distribucién a la que da lugar la funcién.

Esta nocién de derivada es consistente con el caso en el que nuestra funcién es derivable clasi-

camente. Mas concretamente

Proposicién 2.2.10. Si f € C1(Q) con Q c RN abierto (y por tanto f € L} (Q) y tiene sentido

loc

hablar de derivada distribucional), la derivada cldsica y la distribucional en Q coinciden.

Aunque la multiplicacién de dos distribuciones arbitrarias no es posible (por ejemplo se puede
analizar el caso de la funcién localmente integrable en 2 = (—1,1), f(z) = ﬁ y su cuadrado en ese
mismo intervalo), si es posible establecer una multiplicacién entre distribuciones siempre y cuando

uno de los dos factores sea suficientemente regular. Es por tanto que consideraremos que una de

las distribuciones implicadas en el producto es infinitamente diferenciable en el sentido usual.



RESULTADOS DE ANALISIS FUNCIONAL 23

Definicién 2.2.11. Sea Q C RY abierto, T € D'(Q) y a € C®(Q), entonces existe el producto
aT € D'(Q) definido por
(p,aT) = (ap,T), Vo e D)

Se puede comprobar que este producto asi definido junto con la derivada de distribuciones antes

estudiada cumplen la regla de derivacién de un producto usual.

Proposicién 2.2.12. (Regla de Leibnitz) Sea Q C RN abierto, T € D'(Q) y a € C®(), entonces
0i(aT) = 0;aT + ad;T,
donde la derivada se toma en el sentido de las distribuciones.

Observaciéon 2.2.13. Aunque hemos supuesto siempre que uno de los factores es infinitamente
derivable clasicamente, esta hipdtesis se puede relajar dependiendo de cada caso particular. Por
tanto, habra ocasiones en las que el producto de dos distribuciones estard bien definido sin necesidad

de imponer tanta regularidad a un factor.

A partir del concepto de derivada distribucional y de los espacios LP(2) se pueden definir nuevos

espacios vectoriales, los espacios de Sobolev.

Definicién 2.2.14. Para 1 < p < oo y Q C R abierto, se define el espacio W'?(Q) por
Wir(Q) = {u € LP(Q), Vu € LP(Q)N} .
Este espacio es un espacio de Banach con la norma
1
lulwroey = (Il + 190l x) "5 1<p< o0

En el caso particular p = 2, se suele notar el espacio W12(Q) = H'(f2). Este espacio es Hilbert

separable con el producto escalar
(ulv) g1y = / (uv + Vu - Vo)dz. Yu,v e H(Q).
Q

Anélogamente se pueden definir los espacios WP (©) como los espacios de funciones que son k

veces derivables con derivada en LP(Q). En este caso notamos W*2(Q) = H*(Q).
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Definicién 2.2.15. Para 1 < p < oo, se define W(}’p(Q) como el cierre de D(2) en WHP(Q). Si
es acotado, una norma equivalente a la de W1P(Q) en este espacio viene dada por

lullwroay = [1Vull -
El espacio dual de W?(2) es un espacio de distribuciones que se suele notar por W27 (Q). Para
el caso p = 2 se siguen las notaciones Wol’z(Q) = HNQ) y W L2(Q) = H Q).

Contrariamente a los espacios LP(€2) en los cuales D(£2) es denso, en general los espacios VVO1 P(Q)
y WHP(Q) son distintos (esencialmente sélo son iguales para Q = RY). Sf que se tiene sin embargo

el siguiente resultado de densidad.
Teorema 2.2.16. Si ) es un abierto reqular de clase C*, entonces C®(S2) es denso en WHP().

Otra propiedad importante de los espacios de Sobolev es que la existencia de derivadas en LP(£2)
hace que estas funciones estén en un espacio de funciones mas regulares que LP(€2). Concretamente,

se tiene
Teorema 2.2.17. (Sobolev) Sea Q2 C RY abierto.

» Sil1<p< N (p=N si N =1) el espacio Wol’p(ﬂ) se inyecta con inyeccion continua en

N
LNifp(Q), y si Q es acotado con inyeccion compacta en L™(2), 1 <r < NN—f;).
s Sip=N el espacio Wol’p(Q) se inyecta con inyeccion continua en L4(Q), p < q < oo.
= Sip>N yQ es acotado Wol’p(Q) se inyecta con inyeccion compacta en CO(€2).

Los resultados anteriores son ciertos cambiando I/VO1 P(Q) por WLP(Q) si Q es acotado y de clase
C. De hecho también se pueden obtener resultados similares para el caso de los espacios Wéﬂ P(Q)

y WFP(Q) (ver [1] Capitulo 9.3).

2.3. La transformada de Fourier

Introducimos en esta ocasién otra de las herramientas matematicas méas empleadas en la fisica
moderna y en particular en la Mecanica Cuantica. En este caso, su utilizaciéon permite desarrollar

tedricamente parte de los resultados que veremos al final de esta memoria.
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Definicién 2.3.1. Sea f € L'(R), se define la transformada de Fourier de f como la funcién
+oo

for= [ pae

Notaremos a la tranformada tanto con f como con F[f], haciendo referencia en este ltimo caso al

operador que a cada funcién f € L'(R) le asocia su transformada de Fourier.

Observacién 2.3.2. Al igual que se ha definido el operador &, podemos definir otro operador que

notaremos por F, tal que, si f € L}(R)

TN = [ e

— 00

De la definicién de la transformada se pueden deducir directamente una serie de propiedades

algebraicas.

Propiedades 2.3.3. Sean f,g € L'(R) y o, 8 € C. Notando por f a la conjugada de f, entonces

se cumple

1. Linealidad. Flof + Bg] = oF[f] + Fg].

2. Conjgugacion. F[f](X) = F[f](=N).

3. Traslacion. Sea Zy, el operador de traslacion asociado a h € R, i.e. Zpf(x) = f(xz + h),
entonces F[Zy, f](N) = F[f](N)e?™ A,

4. Modulacion. Sea g(x) = f(x)e 2= entonces Flg] = ZrF[f).

5. Dilatacion. Sea k # 0 y g(x) = f(kx), entonces Flg|(\) = ﬁ&’[f](%)

Por otra parte, podemos caracterizar el espacio de llegada de F asi como la naturaleza del propio

operador.

Proposicién 2.3.4. Sea f € L(R), se tiene que F[f] es una funcion continua, ademds | F[f]||lco <

I £l v Hmy— g 00 FIF](A) = my—— oo F[f](X) = 0. Por tanto, se deduce que el operador
F: LY(R) — Co(R)

es lineal y continuo (tomando en el espacio de llegada la norma infinito). Se prueba ademds la

igualdad || F ¢z (my.com) = 1-
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Ademsds de las propiedades antes descritas para la transformada de Fourier, se tienen también

Propiedades 2.3.5. Sean f,g € L'(R), se cumple

1. Jg f(@)Flg)(z) dz = [ g(x)F[f](x) da.
2. Si fe CFR) y fO e LYR) Vi=0,...,k entonces F[f*)] = (2mi\)* F[f].

3. Siz'f € L"(R) Vi=0,...,k entonces F[f] es derivable k veces y se da la igualdad F[f]*) =
(—2mi)kF 2" f].

Observacién 2.3.6. El operador J cumple de igual forma propiedades muy similares a las descritas

para &.

Damos un ultimo resultado general para la transformada de Fourier que nos asegura poder

recuperar nuestra funcién original a partir de la transformada siempre y cuando ésta sea integrable.

Teorema 2.3.7. (Teorema de inversion funcional) Sea f € LY(R) tal que su transformada de

Fourier F[f] € L(R), entonces
F[FIf]) =f ect xR,

En este caso, f es igual en casi todo a una funcion continua.

Una vez vistas todas las propiedades de la transformada de Fourier, nos vamos a restringir a
ver cémo actia sobre un espacio en concreto, el denominado ‘espacio de Schwartz’ o espacio de
funciones de decrecimiento rapido. Estudiar la transformada de Fourier sobre este espacio permitira

siguiendo [7] definirla sobre un tipo particular de distribuciones, las distribuciones temperadas.

Definicion 2.3.8. Se define el espacio de funciones de decremiento rapido o espacio de Schwartz

como
S(R) ={¢:R—=C, o€ C®R):sup lz|' ™) (2)] < 00, VI,m e N}
z€R

A este espacio se le dota de la siguiente nocién de convergencia: una sucesion ¢, € S(R) se dice

que converge a 0 en $(R) si Vi,m € N la sucesién xlgpém) (z) € C converge uniformemente a 0.
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Observacion 2.3.9. Notar que el espacio D(R) C 8(R), ya que al ser las funciones en este espacio

de soporte compacto cumplen trivialmente la condiciéon de decrecimiento rapido impuesta.
Propiedades 2.3.10. Sea ¢ € 8(R), se cumple

1. o™ € $(R) Vm e N.

2. Si P=P(z) es un polinomio, Py € S8(R).

3. 8(R) Cc LP(R) V¥p>1.

Conociendo estas propiedades y las correspondientes a la transformada de Fourier antes vistas,

se demuestran los dos resultados siguientes:

Teorema 2.3.11. Si ¢ € 8(R), se cumple que su transformada de Fourier Flp] € S(R) y si

©n € 8(R) es una sucesion convergiendo a 0 en S(R), entonces Flpy] converge a 0 en S(R).

Teorema 2.3.12. (Igualdad de Plancherel) Si ¢ € S(R), entonces ||¢ll2 = [|F[p]||2. Como conse-
cuencia
F: $(R) — S(R)

es una isometria biyectiva con la norma de L*(R).

El hecho de que el espacio §(R) sea denso en L?(R) permite extender de manera tnica la
transformada de Fourier al mismo, a esta extensién se la denomina transformada de Plancherel.

Ademsds la igualdad de Plancherel se mantiene y se sigue entonces el siguiente teorema.

Teorema 2.3.13. Eziste una tnica aplicacion F : L*(R) — L%*R) llamada transformada de

Plancherel, que extiende a la transformada de Fourier al espacio L*(R) y que también verifica

1fll2 = [[FfTll2-

Cerramos esta seccion definiendo tanto las distribuciones temperadas como la extension de la

transformada de Fourier a este nuevo espacio.

Definicién 2.3.14. Una distribucién U € D'(R) se dice temperada si puede extenderse a una
aplicacién U : §(R) — C lineal y continua. Denotamos al espacio de las distribuciones temperadas

como 8'(R).
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Definicién 2.3.15. Sea U € 8'(R) una distribucién temperada, entonces existen F[U], F[U] € §'(R)

y vienen definidas por

(0, FIUDsm),5'®) = (Flol, Usm), s/ (m), Vo € S(R).

(0, FUDsm)5'r) = (Flol, Usm) s/ (m), Vo € S(R).

Se pueden extender algunos de los resultados antes comentados para la transformada de Fourier
de funciones a distribuciones, no obstante haremos hincapié iinicamente en el Teorema de inversion,

presentando un teorema andlogo para el caso de distribuciones temperadas.

Teorema 2.3.16. (Teorema de inversion) Los operadores F y F cumplen:
FFU]] =F[FU]] =U VU € 8'(R).

Luego, si F[U] =V, entonces F[V] =U.

Corolario 2.3.17. SiU € §'(R), F[U]| =0 < U =0.

Observacién 2.3.18. A partir de la transformada de Fourier para distribuciénes se puede carac-

terizar el espacio de Sobolev H'(R):

1 _ 2 . 152 258 o0
H(R)—{fGL(R)-/R(I 2 4 1) |9(f] % < }

donde se ha hecho uso de la isometria dada por F : L?(R) — L%(R).

2.4. Operadores lineales entre espacios normados

A lo largo tanto de ésta como de la siguiente seccion presentamos resultados referentes a ope-

radores lineales en espacios normados, ahondando en el estudio de los operadores autoadjuntos.

Sean X,Y espacios normados, el espacio de operador lineales y continuos de X en Y, £L(X,Y),

es el definido en el Ejemplo 2.1.3. Cabe destacar el caso Y = C.
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Definicién 2.4.1. Sea X espacio normado, entonces el espacio £(X,C) se denomina espacio dual
de X y se denota usualmente por X’. Para 2/ € X’ y « € X, usaremos la notacién (z,z')x x’ para

referirnos a 2/(x). Cuando se sobreentienda quienes son los espacios X, X', usaremos simplemente

(x,2').

Muchos de los operadores lineales que se encuentran en la practica no son continuos, por lo
cual deberemos de hablar de operadores no acotados, los cuales usualmente estaran definidos en un
cierto subespacio D(A) de X, el Dominio del operador. El conjunto imagen se suele llamar Rango
del operador y se denota por Rg(A). Aunque como hemos dicho es usual encontrar operadores que
no son continuos, lo que si suele ocurrir es que X sea un espacio de Banach, el dominio del operador

A sea denso en X y su grafo definido por
G(A) = {(z,Az) € D(A) x Rg(A)} C X x Y

sea cerrado en X x Y. Esta tiltima condicién es equivalente a que el operador A sea cerrado, es
decir que para cualquier sucesién {u,} C D(A) con u, — u € X y tal que {Au,} es de Cauchy,

entonces u € D(A) y ademéas Au,, — Au.

Observacion 2.4.2. Si X, Y son espacios de Banach y A: D(A) C X — Y es cerrado, podemos
dotar a D(A) de la norma

[l peay = llzl[x + [ Az[ly-
Con ella, D(A) se convierte en un espacio de Banach y A resulta ser un operador lineal continuo

de D(A) en Y.

Proposicion 2.4.3. Si X, Y son espacios normados y D C X es denso, entonces para todo

A:D C X =Y lineal y continuo existe un unico operador A: X 5Y lineal y continuo tal que
Az = Az, Yz e D(A),

ademds se tiene
IAllzx.vy = I Alle(pea)y)-

Usualmente identificaremos A con A y por tanto notaremos a ambos de la misma forma.
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Por otra parte, recordamos también dos teoremas de especial importancia a la hora de tratar

con operadores lineales entre espacios de Banach.

Teorema 2.4.4. (De la aplicacion abierta) Sean X,Y espacios de Banach, A : X — Y lineal,
continuo y sobreyectivo, entonces A es abierto. Si en particular A es inyectivo, tenemos que A~"

es continuo.

Teorema 2.4.5. (Del grafo cerrado) Sean X,Y espacios de Banach, A : X — Y lineal tal que

G(A) es cerrado (es decir, A es cerrado), entonces A es continuo.
Asociada a la definicién de espacio dual, tenemos la definicién de operador dual.

Definicién 2.4.6. Dado A : D(A) C X — Y lineal con dominio denso, se define el operador dual

(o conjugado) A’ como el operador de dominio
DA ={y €Y': 3Cy >0, [(Az,y)| < Cyllz|x, Yz € D(A)} C Y’
y con valores en X’ definido por
(2, Ay ) x x» = (Az,y)yy, Vy € D(A"), Vo € D(A).

Observar que la definicién anterior de A’y’ proporciona efectivamente un elemento de X’ gracias

a la Proposicién 2.4.3. Se prueban las siguientes propiedades del operador dual A’.

Proposicién 2.4.7. En las condiciones de la Definicion 2.4.6, el operador A’ es cerrado. Si A es

continuo entonces A’ estd definido en todo Y', es continuo y ||A'||cvr x1y = | Allccx,v)-

En este trabajo estamos interesados en el caso de espacios de Hilbert. Dos resultados especial-
mente importantes en estos espacios son el teorema de la proyeccion y el teorema de Riesz, que

pasamos a recordar junto con algunas definiciones y resultados relacionados.

Teorema 2.4.8. (De la proyeccion) Sea H un espacio de Hilbert y K C H un conjunto convexo y

cerrado, entonces para todo xo € H existe un unico kg € K tal que

lzo = koll < [lzo — kI, Vk € K.
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Ademds, ko estd caracterizado por
ko € K, (.%'Q—ko‘k—ko)fo, Vk e K.

Un caso especialmente interesante es cuando K es un espacio vectorial. Antes de ahondar en

este caso recordamos la definicién del ortogonal de un conjunto.

Definicion 2.4.9. Sea H un espacio de Hilbert y £ un subconjunto de H. Se define el ortogonal
de E, E+ por
Et={zeH: (z|y) =0, Vye E}.

Proposicién 2.4.10. Para todo E C H, el conjunto E+ es un subespacio cerrado de H. Ademds

E es denso en H si y solo si E+ = {0}.

Proposicién 2.4.11. Sea M un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces

la aplicacion Py : H — M definida por
Py € M, o~ Pyl = min o~ ],
es una aplicacion lineal y continua con norma uno (salvo si M = {0}) y se verifica
= Pyx+ Py.x, ||z|*> = ||Pyz|? + || Pyoz|? Vo e H,
(Pualy) = (z|Pyy), Yo,y € H, Py = Py
Se dice que Py es el operador de proyeccion sobre M.

Teorema 2.4.12. (Teorema de Riesz) Sea H un espacio de Hilbert, entonces para todo x € H, la

aplicacion R : H — H' definida por
(y, R(x)) = (ylx), Va,yeH
es biyectiva, continua con inversa continua y conjugada lineal en el sentido
R(x+vy) = R(z)+ R(y), Vz,y € H, R(azx) =aR(z), VaeC, Yz € H.
Ademas R preserva las normas, i.e.

|R@) | g = |z||lg, Yo € H.
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Definicién 2.4.13. Dado H un espacio de Hilbert, un operador A : D(A) C H — H se dice
mondétono o no-negativo si

Re(Au|u) >0, VYue H.

El operador se dice maximal mondtono si es monétono y, denotando por I = I a la identidad
sobre H, I + A es sobreyectivo.

El operador se dice estrictamente mondtono o coercitivo si existe una constante o > 0 tal que
Re(Aulu) > allul|?, Yu € D(A). (2.4.1)

Como ejemplo, presentar el teorema de Lax-Milgram que nos dice que los operadores lineales,

continuos y monotonos son maximales mondtonos.

Teorema 2.4.14. (Laz-Milgram) Sea H un espacio de Hilbert y A : H — H lineal, continuo y

coercitivo, entonces A es biyectivo.

Demostracién. Veamos primero que A es inyectivo. Para ello sea u € H con Au = 0, en tal caso
por ser A coercitivo: Re(Aulu) = 0 > allul|? = u = 0. Para la sobreyectividad, haremos uso del

teorema de punto fijo de Banach. Sea v € H y p > 0, entonces
ueH: Au=v < Juec H:u—plAu—v)=u

Definimos el operador T, : H — H como aquel cumpliendo T,u = u — p(Au — v), basta ver existe

p tal que T, es contractivo. Sean ui,us € H, como A es coercitivo
I Tyur = Tyus||* < (1+ P 1Al 1y — 200) lur — uz*.
Tomamos p de forma que se alcance el minimo en la expresién anterior, se tiene que
allul* < Re(Aulu) < |(Aulu)| < | Allgllul® Vue H= a < |[|All¢m).

Deducimos que [[Af zz)y # 0 y sin mds que derivar con respecto a p la expresién que queremos

minimizar, se obtiene
o

p= T
TATZ 1
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€n cuyo caso

2
Q@
I Tyur — Touz|* < [ 1— A [Juy — ug .
TAR
Esto prueba que T, es contractivo y por tanto A es sobreyectivo. ]

Observacién 2.4.15. A veces es interesante aplicar el teorema de Lax-Milgram no a un operador

de H en H sino a un operador de H en H', donde ahora la coercitividad se escribe como
(u, Au) > aolu|®, Vu € H.

El resultado se prueba a partir del anterior sin més que usar el teorema de Riesz. El interés es que

a veces no interesa hacer la identificacién de H con H'.

Al definir el concepto de operador maximal mondétono sélo hemos pedido a I + A que sea

sobreyectivo. En realidad se cumple la siguiente caracterizacion.

Proposiciéon 2.4.16. Si A : D(A) C H — H es mazimal mondtono entonces A tiene dominio
denso, es cerrado y cumple que para todo A € C con parte real positiva A+ X es biyectivo de D(A)

en H, (A+ X)~! es monétono, continuo y

1
A+ M) < — .

ICA+AD™ oy < Re(\)

Demostracién. Comenzamos viendo que el dominio del operador es denso, para ello basta com-

probar que si € H con (z|y) = 0 para todo y € D(A) entonces z = 0. Como I + A es sobreyectivo

existe z € D(A) tal que z + Az = x. Entonces, se tiene
0= (z]2) = |2]I* + (42]2) = ||=|* < 0,

de donde se deduce que z = 0 y por tanto x = 0. Observamos ahora que por ser A mondétono,

entonces para todo A € C con parte real positiva, se tiene que (A + AI)x = y implica
Re(ylz) = Re((A + M)z|x) > Re(N)]|z|?,

de forma que

[yl

ol < persy
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Esto demuestra que A + Al es inyectivo ya que tiene niicleo nulo. Ademds (A + AI)~! es continuo
en Rg(A+ M) y en caso de ser A + Al sobreyectivo:

1

-1 < .

También esé claro que (A + AI)~! es monétono en Rg(A + M) ya que tomando z,y como antes,
tenemos

Re((A+ M)~ yly) = Re(z|(A+ A)z) > Re(\)||z|* > 0.

Veamos que A es cerrado. Tomamos {x,} C D(A) tales que existen (z,y) € H x H con {z,}
convergiendo a = y {Az,} convergiendo a y. Entonces teniendo en cuenta que por lo probado

anteriormente I + A es biyectivo con (I + A)~! continuo sobre H
=T+ AT+ Az, —» T+ Az +y).

Deducimos que x pertenece a D(A) y x = (I + A)~(z + y) de forma que y = Az, lo que prueba
que A es cerrado.

Para terminar vamos a ver que si A + Aol es biyectivo para algin Ag € C con parte real positiva
entonces A + A es sobreyectivo para todo A € C con Re(\) en un entorno adecuado de Re()\g).

Sea entonces y € H, queremos resolver el sistema
A+ Mz =y < z=(A+ ) 'y — (A=) (A+ X))z

Por el teorema del punto fijo de Banach y [|(A+ Aol) ™| z(my < 1/Re(Xo), para que esta ecuacién

tenga solucién basta entonces que se cumpla
|)\ — )\0| < R€(>\(]),

Esto permite ir recubriendo de forma recursiva todo el semiplano abierto derecho de C, lo que

prueba el resultado. ]

Observacién 2.4.17. Hemos visto que si A es monétono, entonces para todo A con parte real no
negativa, A 4+ Al es invertible sobre su rango con inversa continua. En particular esto significa que

Rg(A + \I) es cerrado.
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Teniendo en cuenta el resultado anterior, presentamos por ultimo un teorema que nos da la
existencia de la raiz cuadrada de un operador maximal monétono. Omitiremos la demostracion del

mismo por su complejidad y extensién, remitimos a [2] Capitulo V', Teorema 3.35 para los detalles.

Teorema 2.4.18. Sean H Hilbert, A : D(A) C H — H mazimal mondtono, entonces existe un

dnico operador A2 D(A%) — H tal que

= D(A) es denso en D(A%). Mads ain, para cada u € D(A%) existe up, € D(A) que converge a

u en H y tal que A%un converge a Asy en H.

1 . ¢
s A2 es mazimal mondtono.

N|=

» A2A2z = Az, Yz € D(A).

2.5. Operadores autoadjuntos y teorema de descomposicién polar

Ligado a la definicién de operador dual pero centrandonos en el caso de espacios de Hilbert,

recordamos ahora la de operador adjunto.

Definicién 2.5.1. Sean Hp, Hy dos espacios de Hilbert y A : D(A) C Hy — Hj un operador lineal
con dominio denso. Tomando R;, Ry como los operadores de Riesz correspondientes, se define el

operador adjunto A* : D(A*) C Hy — H; de A por
D(A*) = R;'D(4A"), A*=R;'A'Ry,

i.e.

D(A") = {y € Hy: 3C, >0, [(Azly)m,| < C,llella, Va € D(A)},
(#1A*y)m, = (Azly)m,, Yy € D(A"), Vu € D(A).

Observacion 2.5.2. En las condiciones de la definicién anterior, el operador A : D(A) C H - H
admite una extensién cerrada si y sélo si A** = (A*)* existe. Es mds, si A es cerrado entonces A**

existe y A = A**.
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Definicién 2.5.3. Sea H un espacio de Hilbert, un operador A : D(A) C H — H con dominio

denso se dice simétrico si verifica
(z|Ay) = (Azly), Va,y € D(A).

Observacion 2.5.4. La definicién anterior implica que D(A) estd contenido en D(A*) y A* = A
en D(A). Se tiene por tanto que A* es una extensién de A. Se puede probar ademds que si A
es simétrico entonces A** existe y es simétrico, de forma que todo operador simétrico posee una

extension simétrica cerrada dada por A™* = (A*)*.

Definicién 2.5.5. Sea H un espacio de Hilbert, un operador A : D(A) C H — H se dice autoad-
junto si A = A*.

Algunas propiedades importantes de los operadores autoadjuntos son las que presentamos en

los siguientes resultados. El primero de ellos es inmediato.

Proposicion 2.5.6. Todo operador autoadjunto es cerrado. Si A es continuo, entonces A es simétri-

co st y solo si es autoadjunto.

Como aplicacién del resultado anterior tenemos que los operadores de proyecciéon son autoad-

juntos.

Teorema 2.5.7. Si un operador autoadjunto A es inyectivo, entonces A tiene rango denso y el

operador inverso A~! : Rg(A) C H — H es autoadjunto.
Demostracién. Sea y € Rg(A)*, entonces
(Azly) =0, Vae D(A),

lo que significa que y pertenece a D(A*) y A*y = 0. Como A es autoadjunto tenemos entonces
Ay = 0 que junto a A inyectivo implica y = 0. Por tanto Rg(A) es denso.

Veamos ahora que A™! es autoadjunto. Introducimos el siguiente subespacio de H x H:

VG(A) = {(—Az,z) : x € D(A)} = (VG(A)*+ = G(AY).
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Por tanto, que un operador sea autoadjunto es equivalente a que (VG(A))* = G(A). Ademés
se cumple G(A™!) = VG(—A), y como A es autoadjunto se tiene que (VG(—A))* = G(—A).
Finalmente se deduce (sabiendo que VG(—A) es cerrado por serlo A)

(VGA™Y))E = G(—A): = (VG(—A)* = VG(—A) = G(A™Y) —= A= (A1) O

Corolario 2.5.8. Un operador A simétrico tal que D(A) = H ¢ Rg(A) = H es autoadjunto.

Proposicion 2.5.9. Si A es autoadjunto y mondtono, entonces A es maximal mondtono y A? es

autoadjunto.

Demostracién. Si A es mondtono, sabemos que para todo A con parte real positiva, el rango de
A + M es cerrado, como A + Al tiene ademdas dominio denso y es cerrado, se sabe que A + A\ es
sobreyectivo si y sélo si Ker(A* + \*I) se reduce al espacio nulo, pero esto es inmediato de A* = A
y A monotono.

El hecho de que A3 es autoadjunto sigue del Teorema 2.4.18 . ]

Un ejemplo importante de operador autoadjunto no negativo estd dado por el siguiente resultado

Teorema 2.5.10. (Von Neumann) Sean Hi, Hy espacios de Hilbert, A : D(A) C Hy — Ha un
operador lineal cerrado con dominio denso, entonces los operadores A*A, AA* son autoadjuntos y

maximales mondtonos.

Demostracién. Como (A*Az|z) = ||Az||* = (AA*z|z) tenemos que AA* y A*A son mondtonos,
ademads claramente son simétricos, luego I + AA* y I + A* A son también simétricos. Basta probar
para concluir que estos ultimos son sobreyectivos, ya que por el Corolario 2.5.8 se deduce que son
autoadjuntos y por tanto lo son AA* y A*A. De hecho, usando AA* = (A*)*A* basta probar el

resultado para el caso de A*A. Consideramos el espacio producto Hy x Hy y los espacios G(A) y
VG(A*) = {(=A*u,u) : ue D(A%)}.

Ambos espacios son cerrados y cada uno es el ortogonal del otro. Por tanto, para cualquier w € Hj

tenemos una descomposicién tinica

(w,0) = (u, Au) + (=A%v,v), w € D(A), ve D(AY),
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lo que implica

w=u— A", 0=Au+v

y por tanto
w=u+ A*Au.

Otros operadores importantes en espacios de Hilbert son los operadores isométricos.

Definiciéon 2.5.11. Sean H;, H, espacios de Hilbert. Un operador lineal continuo U : Hy — Hs
se dice isométrico si

(Uz|Uy) = (zly) Va,y € Hy. (2.5.1)
El operador se dice parcialmente isométrico si existe My C Hj cerrado tal que
(Uz|Uy) = (zly) Vz,ye My, Uz=0 Yze M (2.5.2)

El conjunto M; se llama conjunto inicial y U M; conjunto final.

Si U es isométrico y Rg(U) = Hj, entonces se dice que U es unitario.

Como ejemplo de operadores parcialmente isométricos tenemos los operadores de proyeccion.

Se tienen las siguientes caracterizaciones.
Proposicién 2.5.12. La condicion (2.5.1) es equivalente a

[Uz| = |[zf|, VaeH.

Un operador lineal continuo en H es unitario si y solo si U* = U1,

Se tiene el siguiente resultado de descomposicién para un operador cerrado en un espacio de

Hilbert.

Teorema 2.5.13. Sean Hy, Hy dos espacios de Hilbert y A : D(A) C Hy — Ha un operador cerrado

con dominio denso, entonces existen dos unicos operadores G : D(A) C Hy — Hj autoadjunto,
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mondtono y U : Hy — Ha parcialmente isométrico con conjunto inicial Rg(G) y conjunto final

Rg(A) tales que
A=UG. (2.5.3)

Se dice que ésta es la descomposicion polar de A.

Demostracién. Consideremos la forma sesquilinear hlu,v] = (Au|Av), se tiene (ver [2] Capitulo
VI) que b es cerrada y no negativa, ademas su operador autoadjunto asociado es Ay = H = A*A,
el cual sabemos que es maximal monétono. Considerando G = H 3 D(A) C Hy — H; y aplicando

el segundo teorema de representacion (ver [2] Capitulo VI, Teorema 2.23) :

(Au|Av) = (Gu|Gv), || Aul| = |Gull, Yu,v e D(A) = D(G).

Esto permite definir un operador parcialmente isométrico U : H; — Hjy con conjunto inicial Rg(G)

y conjunto final Rg(A). Por tanto, se obtiene la siguiente descomposicién:
A=UG, D(A)=D(G).

Donde G cumple que es autoadjunto y maximal monétono por serlo A.

Veamos ahora que esta descomposicién es unica, para ello fijémonos en que A* = GU* cumple
A*A = GU*UG = G? ya que U*Ux = x para x en el conjunto inicial de U. Se deduce entonces que
G es una raiz cuadrada autoadjunta y monétona de A* A, lo que asegura su unicidad en virtud del
Teorema 2.4.18. Finalmente, U queda determinado sobre Rg(G) sin més que observar que A = UG

y por hipétesis U = 0 sobre Rg(G)* . O

Observacién 2.5.14. El resultado anterior es el equivalente para operadores lineales del hecho de
que un nimero complejo A se escribe en la forma A = 7, donde 7 > 0y €? tiene médulo uno. Por
analogia, se suele llamar en la descomposicién anterior a G el valor absoluto de A y se nota |A].

De forma similar se define |A*|, el cual estd relacionado con |A| a partir de
|A*| = U|A|U*.

Para probarlo, se comprueba que G’ = U|A|U* es la rafz cuadrada de AA*. Basédndose en esta

relacién es facil deducir que Ker(A) = Ker(|A]) y Rg(A) = Rg(|A*]).
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Es especialmente interesante aplicar el resultado anterior a un operador autoadjunto A sobre el
espacio de Hilbert H. Tenemos A = U|A| donde |A| es el correspondiente operador autoadjunto
mondétono. Usando A = A* la unicidad de descomposiciéon nos lleva a U = U*. Por otro lado

UA=U*A=|A| =|A*| = AU* = AU. Razonando analogamente se prueba también |A|U = U|A|.

Ademss Rg(|]A|) = Rg(A), que llamamos R. Se cumple, U?uy = U*Uu = u parau € R, y Uu = 0

para u € R . De hecho, todo u € R se descompone de forma tinica como u = uy + u_ con

1 1
Uy = i(I—i—U)u, u_ = i(I—U)u, Uu=uy —u_.

Si se denota My = R*, M, el conjunto de vectores tales que Uu = u y M_ el de vectores tales que
Uu = —u, entonces se tiene que son espacios cerrados que descomponen H en suma de espacios
ortogonales entre si

H:M0+M++va

y dado u € D(A), se cumple
Au=0, Yu e My, Au=|Alu, YVue M, Au=—|Alu, Yue M_.

Esto descompone A en su parte nula, su parte positiva y su parte negativa. Se prueba ademds que

los operadores de proyeccién sobre My, M y M_ estan dados por

1 1
Py=1-U? P+:§(U2+U), P_:i(UQ—U).



Capitulo 3

Teoria espectral para operadores autoadjuntos

3.1. Introduccién a la teoria espectral

Definicién 3.1.1. Sea X un espacio normado, A : D(A) C X — X un operador lineal. Se dice que
A € C esta en la resolvente de A (o también que es un valor regular de A) si A — Al es inyectivo,
tiene rango denso en X y la aplicacién (resolvente) (A—AI)~!: Rg(A—AI) C X — X es continua.
Al complementario de la resolvente de A se le denomina espectro de A y se denota o(A). Sus

elementos se llaman valores espectrales de A.

Observacién 3.1.2. Si A pertenece a la resolvente de A, como (A — AI)~! es una aplicacién
lineal continua definida en un subespacio denso de X, entonces admite una prolongacion tinica de
(A — X)~! a todo el espacio X. De esta forma podemos entonces suponer que (A — \I)~! estd

definida en todo X.
Definicién 3.1.3. El espectro de A se descompone en:

» P,(A) es el espectro puntual (o conjunto de autovalores) de A y esta formado por el conjunto
de X\ € C tales que A— AI no es inyectivo. El espacio Ker(A—AI) es el espacio de autovectores

asociados y su dimensién se conoce como multiplicidad (geométrica) del autovalor.

» C,(A) es el espectro continuo y se define como el conjunto de A € C tales que A — A\ es

inyectivo y tiene rango denso pero la inversa de A — Al no es continua.

» R,(A) es el espectro residual y estd formado por los A € C tales que A — A\ es inyectivo pero

no tiene rango denso.

Se tiene que o(A) = P,(A) UCy(A) U R,(A) donde estos tres conjuntos son disjuntos dos a dos.

41
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A continuacién presentamos una serie de resultados que nos permiten caracterizar el conjunto
de valores regulares y la resolvente para el caso de un operador cerrado asi como de un operador

continuo. Las demostraciones de los mismos se pueden consultar en [8] Capitulo VIII.2.

Teorema 3.1.4. Sean X Banach, A : D(A) C X — X un operador lineal y cerrado, entonces
la resolvente de A es un subconjunto abierto del plano complejo C. Ademds, en cada componente

coneza del mismo la funcion (A — XI)~! es una funcion holomorfa de ).
Teorema 3.1.5. Sean X Banach, A € L(X), entonces el siguiente limite existe:
_ 1 n i
p(A4) = lim [|A"]F.
Este limite lo denominamos radio espectral de A y satisface la siguiente desigualdad:
p(A) < [IA]l.
Si |A| > p(A), la resolvente existe y viene dada por la siguiente serie:
oo
(A=X)t==> " amart,
n=1

La cual converge en la norma de £(X).
Corolario 3.1.6. Si A € L(X), la resolvente de A es no vacia.

Teorema 3.1.7. En las condiciones del teorema anterior

p(A) = sup Al
A€o (A)

Corolario 3.1.8. La serie Y oo A" A" diverge para valores |\| < p(A).

Observacién 3.1.9. A partir de los teoremas anteriores, se deduce que en el caso en el que
A € £(X) con X Banach o(A) C B(0,]||4]]), con B(0, ||A]|) la bola euclidea cerrada de centro 0 y
radio [|A]].

Por otra parte, recordamos la relacion entre el espectro de un operador continuo y su inverso.

Teorema 3.1.10. Sea X Banach, si A € £(X) es invertible, entonces oc(A™1) = {A71: X € o(A)}.
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Ademds como aplicacién del Teorema del punto fijo de Banach, se tiene

Teorema 3.1.11. Sean X,Y Banach, A € L(X,Y) invertible, entonces A+ B es invertible para
todo B € L(X,Y) con ||B| < ||4].

Un caso especialmente interesante es la resolucién espectral de operadores de Fredholm o de
semi-Fredholm, que se comportan de forma més cercana al caso finito-dimensional y que como

vamos a ver tienen buenas propiedades de estabilidad.

Definicién 3.1.12. Sean X,Y Banach, A : D(A) C X — Y un operador lineal. Se definen la

nulidad del operador y su deficiencia por
Nul(A) = dim(Ker(A)), Def(A)=dim(Y/Rg(A)).
Cuando al menos uno de estos valores es finito, se define el indice de A por
Ind(A) = Nul(A) — Def(A).

El operador A se dice Fredholm si es cerrado, Rg(A) es cerrado y Nul(A), Def(A) son finitos.
El operador A se dice semi-Fredholm si es cerrado, Rg(A) es cerrado y al menos uno de los valores

Nul(A), Def(A) es finito.

Con estas definiciones podemos también definir siguiendo [2] el espectro esencial de un operador A

por

Definicién 3.1.13. Dado X Banach, A : D(A) C X — X cerrado, se define el espectro esencial

de A como el conjunto de valores A € C tales que A — Al no es semi-Fredholm.

Vamos a establecer algunos resultados de estabilidad para la nulidad, la deficiencia y el indice de

un operador cerrado que nos permitiran estudiar la estructura del espectro de un operador cerrado.

Definicion 3.1.14. Dados dos espacios cerrados M, N de un espacio de Banach X, se definen

§(M,N) = sup fof [lu—vl, O(M, N) = méx {§(M,N),5(N,M)}.
weM VE
llull<1
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Observaciéon 3.1.15. La aplicacién § es similar a una distancia en los espacios cerrados pero no
verifica la desigualdad triangular. Esto se puede solucionar facilmente definiendo para M, N # 0

d(M,N) = sup inf |lu—vll, d(M,N) = max {d(M,N),d(N,M)}.

ISy el<
En otro caso
d(0,N) =0 para todo N, d(M,0) =2 para M # 0.

La topologia inducida por esta distancia es la misma que la correspondiente a 5. Ello se deduce las
siguientes desigualdades

O0(M,N)<d(M,N) <25(M,N)

§(M,N) < d(M,N) < 25(M,N).
De hecho, por lo anterior CZ(Mn,M) — 0 es equivalente a S(Mn,M) — 0, y podemos definir la

convergencia M, —; M por ) (M,,, M) — 0 sin necesidad de hacer referencia a d.

Definicién 3.1.16. Dados X, Y dos espacios de Banach, A: D(A)C X - Y,B: D(B)Cc X - Y

dos operadores lineales cerrados, se definen
5(A,B) = 6(G(A),G(B)),  §(4, B) =3(G(A),G(B)).

Definicién 3.1.17. Sean X,Y,Z Banach, A : D(A) C X — Y lineal. Un operador lineal B :
D(B) C X — Z se dice A-acotado si D(A) C D(B) y existen a,b > 0 tales que

|Bu|| < al|lu|| + b||Au||, Vu e D(A).

Observacion 3.1.18. Si A es la identidad en X, entonces B es A-acotado si y solo si es acotado,

i.e. continuo. Ademds un operador B continuo es A-acotado para todo A con D(A) C D(B).

Presentamos a continuacién un resultado que nos permite acotar la distancia entre dos opera-
dores en el caso en que uno de ellos sea una perturbacion continua del otro, la demostracién se

puede consultar en [2], Capitulo IV, Teorema 2.14.

Proposicién 3.1.19. Sean X,Y espacios de Banach, A : D(A) C X — Y wun operador lineal
cerrado y B € L(X,Y), entonces A+ B es cerrado y cumple:

6(A+ B, A) <|BJ|.
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Definicién 3.1.20. Sean X,Y,Z Banach, A : D(A) C X — Y lineal. Un operador lineal B :
D(B) ¢ X — Y se dice A-compacto si D(A) C D(B) y si para toda sucesién {u,} C D(A) con
{un}, {Au,} acotadas, se tiene que {Bu,} contiene una subsucesién convergente.

En el caso en que A es la identidad, se dice que el operador B es compacto.

Se tienen los siguientes resultados de estabilidad para el indice de un operador. La demostracion
de estos resultados es bastante extensa ya que necesita varios resultados previos y por tanto no la

exponemos aqui. Para su demostracién ver [2] Capitulo IV, Teoremas 5.17 y 5.26.

Teorema 3.1.21. Sean X,Y Banach, A : D(A) C X — Y semi-Fredholm, entonces existe § > 0
tal que para todo operador cerrado B : D(B) € X — Y con 0(A,B) < & se tiene que B es
semi-Fredholm e Ind(A) = Ind(B).

Teorema 3.1.22. Sean X,Y Banach, A: D(A) C X — Y semi-Fredholm y B: D(B) C X —»Y,
A-compacto, entonces A+ B es semi-Fredholm e Ind(A) = Ind(A + B).

Se tiene también el siguiente resultado de estabilidad para Nul y Def

Teorema 3.1.23. Sean X,Y Banach, A: D(A) C X — Y semi-Fredholm y B : D(B) C X - Y
A-acotado. Entonces existe 6 > 0 tal que si 0 < || < 0, A+ xB es semi-Fredholm y Nul(A + xB),
Def(A + zB) no dependen de x. Ademds

Nul(A + xB) < Nul(A), Def(A+ xB) < Def(A), Vaz con0 < |z| <.

A partir de los Teoremas 3.1.21 y 3.1.23 es inmediato probar

Teorema 3.1.24. Sea X Banach, A : D(A) C X — X, cerrado y A el complementario del
espectro esencial, entonces Ind(A — AXI) es constante respecto a A en cada componente conexa A,

de A. Ademds existen vy, iy, € {0} UN U {oo}, al menos uno finito, tales que
0 <Nul(A— M) —v, =Def(A—A) — pu, <0, VAEA,,

Yy {)\ €A, :Nul(A— ) # l/n} estd formado por puntos aislados siendo a lo mds numerable.
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Observacion 3.1.25. En particular, si A,, es una componente conexa donde v, = p,, = 0, tenemos
que los tnicos valores espectrales en A,, son una cantidad a lo més numerable de autovalores aislados

con multiplicidad algebraica finita.

Como consecuencia del Teorema 3.1.22 se obtiene el siguiente resultado, que usaremos para

probar la existencia de autovalores aislados para el operador de Schroédinger.

Teorema 3.1.26. Sean X Banach, A : D(A) C X — X cerrado, entonces para todo B : D(B) C

X — X A-compacto, se tiene que el espectro esencial de A+ B coincide con el de A.

El teorema anterior contiene en particular al teorema de descomposicion espectral de Fredholm,
imponemos X infinito-dimensional ya que el caso finito-dimensional es bien conocido del curso de

algebra lineal.

Corolario 3.1.27. (Fredholm) Sea X un espacio de Banach de dimension infinita y A un operador
compacto de X en Y, entonces el espectro esencial de A se reduce a A = 0. El resto de valores
espectrales es un conjunto a lo mds numerable, acotado, formado por autovalores de multiplicidad

geométrica finita cuyo unico punto posible de acumulacion es A = 0. Ademds
Rg(A— NI) es cerrado, Y Xeo(A)\{0}.

Demostracién. Usando la definicién de espectro basta en realidad estudiar el espectro de I+ A, el
cual verifica (I + A) = 1+ 0(A). Observar que por el Teorema 3.1.26, el espectro esencial de I+ A
coincide con el de I, el cual al ser X un espacio de dimension infinita estd formado dnicamente por
A = 1. En particular el complementario del espectro esencial sélo tiene una componente conexa Aj.
Ademas p1 = v = 0. El resultado sigue entonces del Teorema 3.1.24 y del hecho de que el espectro

de A estd contenido en B(0, || A])). O

Con vistas a la aplicacion a Mecanica Cuantica estamos especialmente interesados en el caso
de operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert. Veremos en la seccién siguiente como simi-
larmente al caso finito-dimensional existe siempre una resolucién espectral, pero en general ésta

vendrd dada por una integral y no por una suma ya que el espectro no tiene por qué ser numerable.
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Antes recordamos dos resultados simples acerca del espectro de un operador autoadjunto. El pri-
mero es Util para localizar el espectro, el segundo se refiere a la no existencia de espectro residual

para operadores autoadjuntos.

Proposicién 3.1.28. Sea H un espacio de Hilbert, A : D(A) C H — H autoadjunto, entonces

o(A) estd contenido en R. Mds aiin, denotando A € [—00,00), A € (—00, 00| por
A=inf {(Aufu) : w e D(A), ||lul| =1}, X=sup{(Aufu): ue€ D(A), ||lul| =1},
se tiene
o(4) c [AA].
Ademds, si alguno de los valores X, X es finito entonces pertenece al espectro de A.

Demostracién. Sea A que no pertenece al conjunto [A, X], entonces existe § > 0 tal que
|(Aulu) — A| >0, Vue D(A) con |ul| =1,

lo que implica

(A — ADulu)| > §||lul|®>, Yue D(A).

Esta desigualdad implica que el Rg(A—\I) es cerrado, A— A1 es inyectivo y la aplicacién (A—\I)~!
es continua sobre el rango de A — AI. Notando como A\* al conjugado de A para evitar confusion y
usando que A — A\l es un operador cerrado con rango cerrado sabemos que es sobreyectivo si y sélo
si (A — AI)* = A — X*I es inyectivo, pero esto sigue de que si A no pertenece a [A, X] entonces \*
tampoco pertenece con lo que aplicando lo ya probado a A* tenemos la sobreyectividad de A — \I.
Supongamos ahora que A es finito y veamos que pertenece al espectro. Por reduccién al absurdo
supongamos que no, entonces A — AI es biyectivo de D(A) en X y la inversa es continua. Ademés

dado v € X y tomando u = (A — AI)~!v, se tiene
((A— M) low) = (u[(A— AT)u) > 0.

Esto permite en particular aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz a a la forma bilineal a(v, w) =



48 Alexander Bernal Gonzélez

((A— AI)~'o|w) definida en H x H, para probar que se tiene

N

(A =AD7] = sup ((A=ADufu) < sup (4 —AD T olo)? (A — AD)wlw)

1
< (A= A0 Tof) 2[(A = AD 2.

Sea ahora una sucesién u,, con norma uno tal que (Auy|u,) converge a A\. Tomando en la desigualdad

anterior v := v, = (A — Al )u,, tenemos

lall < ((A = AD)unlun) 2 (A — AD~Y[2 =0,

en contradiccién con ||u,| = 1. Esto prueba que A es un valor espectral. Andlogamente se prueba

que \ es un valor espectral. O
Proposicién 3.1.29. Si H es Hilbert, A: D(A) C H — H autoadjunto, entonces Ry(A) = 0.

Demostracién. Si A € C no pertenece al espectro puntual, entonces A — Al es autoadjunto e
inyectivo. Por el Teorema 2.5.7 tenemos entonces que Rg(A — AI) es denso en H de forma que A

no pertenece a R,(A). O

3.2. Familias espectrales y teorema de descomposicion espectral

Estamos ahora en posicién de exponer el resultado principal correspondiente a la resolucién

espectral de un operador autoadjunto. Comenzamos con la definicién de familia espectral

Definicion 3.2.1. Sea H un espacio de Hilbert. Una familia espectral o resolucién de la identidad
en H es una familia E()), A € R tal que E()) es un operador de proyeccién en H sobre un espacio

cerrado M () y se verifica
BO)E() = B@)E(X) = Bmin{\,u}), YAueR

lim E(A)z =0, lim E\)z=uz, Ve X,

A——00 A—+00

lim E(A)z = E(M\o)z, VzeX.

+
A=A
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Observacion 3.2.2. La primera propiedad de los operadores E(\) significa que M(\) C M (u) si
A < p. La segunda implica que la interseccién de los espacios F(\) es el espacio nulo y su unién es
densa en H. La tercera es equivalente a
M) = (] M.
A>Ao
Para v € H, la aplicacién A — (E(ANu|u) = (E(A)u|E(X)v) es creciente en A, continua a la
derecha y verifica

lim (E = lim (E = [|ul?.
lim (Bulu) =0, Tim (E(\ulu) = [lu]

En caso de tener un intervalo de la forma I = (a,b], usaremos la notacién E(I) = E((a,b]) =

E(b) — E(a).
Observacién 3.2.3. Siu,v € H, la funcién A — (E(A\)ulv) = (E(\)u| E(A)v) verifica
(E(\)ulv) = i [(EQ) @+ 0)lu+v) = (BO)(u - v)lu—v)
+i (B (u+ i)|u+ iv) — i (B (u — iv)|u — w)}

de donde se deduce que es diferencia de dos funciones crecientes y por tanto es una funcién de
variacién acotada. Su derivada distribucional define entonces una medida de Radon d(E(\)ulv) en

R tal que
d(E(N)ulv)(a,b) = (E(b)ulv) — (E(a)ulv) = ((E(b) — E(a))ul(E(b) — E(a))v).

Ademas

d|(E(\)ulv)|(a,b) < V(E(b)ulu) — (E(a)u|u)\/(E(b)v|v) — (E(a)v]v). (3.2.1)

Sabemos que las funciones continuas en R son por tanto medibles para la derivada distribucional
de (E(MN)ulv) e integrables en intervalos acotados. La integral asociada es en verdad una integral

en el sentido Riemann-Stieljes.

Teorema 3.2.4. Dada una familia espectral {E(\)}a, el operador A de dominio

D(A) = {u cH: /R)\2dHE(/\)u||2 < oo},
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definido por
(Aulv) = / M(EO\ulv), Vu e D(A), Yo e H,
R

estd bien definido y es autoadjunto.

Demostracién. Gracias a (3.2.1) y a la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

‘4wﬂwuwwns¢Avaﬂwmm¢éaﬂ»wo=¢Avaﬂmmmmw

para todo u € D(A) y todo v € H. Esto asegura la existencia de la integral

/ A(E(MN)ulv)
R
y gracias al teorema de Riesz la existencia para todo u € H de un vector Au € H tal que
(Aulv) = / M(ENulv), Yo e H.
R

Por otra parte observemos que para todo v € H y todo A > 0, definiendo up = E(A)u — E(—A)u

se verifica

A
/)\Qd(E(A)uME()\)uA) :/ Nd(E\)u|E(A\)u) < cc.
R A

Por tanto up pertenece a D(A). Usando entonces que uy converge a u en H cuando A tiende a
infinito, tenemos que D(A) es denso en H.
Falta ver que A es autoadjunto. Sea v € D(A*), sabemos entonces que existe C,, > 0 tal que para

todo u € D(A), se tiene

(MM:AWMMMSQMM

Tomando en particular

A
u:/ M(E(N)vlv)

—A

tenemos

A A A
/ Nd(E(\)vlv) < Cv\// A2d(E(\)v|v) = / Nd(E(Mvlv) < CZ, VA > 0.
—A —A —A
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Tomando limite cuando A tiende a infinito se prueba entonces que v pertenece a D(A). Por otra

parte, para todo u € D(A), se tiene

(Aulv) = / M(E(MNulv) = / A(u|E(MN)v) = (u]Av),
R R
y por tanto el resultado. O

Sea A un operador autoadjunto construido a partir de una familia espectral { E(\)}. Dada una
funcién compleja medible Borel (en particular se puede tomar continua) f : R — C, podemos

también definir
D(f(A)) = {u cH: /Rf()\)|2d(E()\)u|u) < oo}

y f(A): D(f(A)) C H— H el operador dado por

(f(A)ulv) = /Rf(A)d(E(u)yv), Vue D(A), Vo e H.

Observacion 3.2.5. La idea anterior permite por ejemplo definir el valor absoluto del operador o
su parte positiva y negativa que se puede ver coinciden con los dados previamente en la Observacion
2.5.14. En el caso en que M (A\) = {0} para todo A < 0, i.e. el operador es monétono, esto permite

también dar otra definicién de la raiz cuadrada (o de cualquier otra raiz) del operador.

Definicién 3.2.6. Sea F': D(F') C H — H un operador lineal y B un elemento de £(H). Se dice

que F' conmuta con B si
B(D(F)) C D(F) y FBu= BFu, Yue€ D(F).
Se denota por (F')" el conjunto de operadores continuos que conmutan con F'.

Las funciones de un operador autoadjunto definidas anteriormente cumplen la siguiente relacién

de conmutacion.

Teorema 3.2.7. Sea A = [, \dE(X) un operador autoadjunto construido a partir de una familia

espectral, entonces
(A4)' C (f(4))"

El resultado anterior admite el siguiente reciproco.
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Teorema 3.2.8. (Neumann-Riesz-Mimura) Sea A = [ A\dE(X) un operador autoadjunto cons-
truido a partir de una familia espectral en un espacio de Hilbert separable H. Sea T un operador
cerrado en H con dominio denso. Entonces una condicion mecesaria y suficiente para que T sea
una funcion f(A) de A es que

(A) c (1)

Hasta ahora hemos estado viendo propiedades de operadores autoadjuntos definidos a partir de
una familia espectral. El siguiente resultado nos dice que en realidad todo operador autoadjunto

admite esta descomposicién.

Teorema 3.2.9. (Von Neumann) Todo operador autoadjunto admite una descomposicion espectral

y ésta es unica.

Demostracién. Para A € R, consideramos la descomposicién polar de A—AI;, A=\ = U(\)|A—\I|
con |A — M| el operador monétono autoadjunto correspondiente. Definimos entonces

EO\) =1— %(U(A) + U()\)Q). (3.2.2)

Observar que E(\) = I — Py (\) = Py(A\) + P_(\) con Py, Py, P_ los operadores definidos en la
Observacién 2.5.14 aplicada a A—AI. Notando M () al rango de E()), tenemos que ((A—A)uju) <
0, para todo u € D(A) N M () y por tanto ((A — ul)ulu) < 0, para p > X. Ademés los espacios
M () reducen a A en el sentido de que D(A) N M () es denso en M () y que E()\) y A conmutan.
Esto permite mostrar que M (\) esta contenido en M (u) si A < p, ver [2] pagina 336.

Del hecho de que E()\) es una sucesién creciente de proyecciones, van a existir los limites en
+o0o0 y —oo de E(A). Notamos M (+o00) a Rg(£00), los cuales también reducen a A y verifican
que D(A) N M(£o00) son densos en M (+00) respectivamente. Sea u € D(A) N M(—o0), entonces
((A— X)ulu) < 0 para todo A. En particular ||u||? < (Au|u)/\, para todo A < 0 lo que implica que
u es nulo. Esto prueba que E(—o00) = 0. Andlogamente E(+00) = I.

Veamos que E(\) es continua a la derecha. Se tiene que E(\ + 0) es la proyeccién sobre M (A +0),
interseccién de los espacios M (u) con p > A. Por tanto M (A + 0) reduce a A. Por otra parte, para
todo u € D(A) N M (X +0), (Au|u) < u||u||?, para todo p > X y por tanto (Aul|u) < A|ul|?, lo que
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lleva a M (A +0) C M(X). Como la otra contencién es inmediata, tenemos entonces la continuidad
a la derecha de E.

Para terminar hay que ver que el operador A’ = fR AdE()) coincide con A. Teniendo en cuenta que
la unién de M(\, ) = Rg(E(p) — E(N\)), A < u es densa en D(A’) con la norma de D(A’), basta
ver que M (A, p) esté contenido en D(A) y Au = A’'u para u € M(\, p).

Comenzamos observando que M (A, u) reduce A y que
Mlull® < (Aulu) < pllu|?, Vue D' := M(A, u) N D(A).

Por tanto A estd acotado en D’. Como D’ es denso en M (A, i), entonces debe coincidir con M (\, p)
por el hecho de que A es cerrado. Como A esta acotado superiormente por p e inferiormente por
A, entonces A — (A + p)I/2 esta acotado superiormente por (u — \)/2.

Dividimos el intervalo I = (A, ) en n subintervalos iguales Iy, ..., I, y llamamos Ay el punto
medio de I. Para u € M(\, ), tomamos ux = E(I;)u, de forma que u = uy + ... + uy,, con los
vectores u; mutuamente ortogonales. Por otra parte, como E(I)H reduce a A, Auy € E(I;)H y se
tiene que los vectores (A — ApJ)ug son también mutuamente ortogonales. Ademads |[(A — Ag)ug|| <

(1t — A)||ug||/(2n) por la observacién anterior. Tenemos entonces

2 2
Au — Z Apug|| = Z(A — AUk
k k
_ 2 (M—A)Q 2 _ (N—)\)z 2
= Zk: (A= Ap)ug)|” < Tan? Xk: uk* = THUH .

Tomando limite en n — oo tenemos entonces que lim ), Ay E(I)u = Au, lo que conduce a
(A'ulv) = / A(E(Nulv) = 1m Y " \e(E(Ip)ulv) = (Aulv).
R
k
Para la unicidad remitimos a [2], donde se prueba que si existe una descomposicién espectral

entonces los operadores E(A) tienen que venir dados por (3.2.2). ]

Para terminar, veamos la conexién entre el teorema de descomposicion espectral que acabamos
de dar y las descomposiciones en dimension finita usando una base formada por autovectores. Se

tiene los siguientes resultados.
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Proposicién 3.2.10. Sea H espacio de Hilbert, A : D(A) C H — H autoadjunto, {E(\)} la
familia espectral asociada a A, entonces p € P,(A) es equivalente a E(u) — E(u™) # 0, siendo este

dltimo el operador de proyeccion sobre el espacio de autovectores de A asociado a (.

Demostracién. Sea V el espacio de autovectores asociado a p y M el rango de E(u) — E(u™).

Para todo v € V| se tiene

0= (A= ptyol* = [ In=uPa(BE)),

lo cual implica que E(A)v = E(u)v para todo A > py que E(A)v = E(p~ )v para todo A < p, pero
esto implica E(u)v = v, E(u~)v = 0. Por tanto V esta contenido en M. Para el reciproco basta

observar que si v € M, entonces

v = /Rd(E()\)v) = /{u} d(E(A\)v), Av = /R/\d(E()\)v) = /{u} M(E(A)v) = po.
([l

Corolario 3.2.11. Si H es separable y A : D(A) C H — H autoadjunto, entonces P,(A) es a lo

mds numerable.

Proposicién 3.2.12. Sea H espacio de Hilbert, A : D(A) C H — H autoadjunto y (a,b) C R
que no contiene autovalores de A, entonces si {E(N)} es la familia espectral correspondiente a A,

E(X\) = E(a) para todo A € [a,b) es equivalente a que (a,b) no contenga valores espectrales de A.
Demostracién. Sabemos que A — ul es invertible para todo p € (a,b). Por otra parte
(A=)t = [ =) B
R

Que E()\) no sea constante en [a,b) es equivalente a que existan u, A, € (a,b), A, decreciendo hacia

14y upn con norma uno tales que
E(p)u, =0, E(\)up = up.
Si suponemos que (A — puI)~! es continua, entonces podemos aplicarla a los u,, antes definidos:

— _l’LLn Un)) = n — - Un|Un ) = - Un|Un
(A — pD) g ) /R Oon — 1) (BNt 1) / (A — 1) (BN )

[.Uu)\n)

) =
[1,An)
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donde entramos en contradiccién con la continuidad de (A — uI)~! y por tanto u € Cy(A). Para la

otra implicacién, fijémonos que demostrar que (A — uI)~! es continua es equivalente a demostrar:
I(A = pD)ull? > allul?, Vu e D(A).

Para probar esta desigualdad, suponemos E(A) constante en [a,b) y denotamos a = min{|a —

w2, |b — p|?}, entonces

At = [ A= aPdEQa) + [ A= aPd(EN)ul)

(—o00,a) [b,400)
> |la — p|2/ d(E(\)ulu) + b — u|2/ d(E(\)ulu) > allul|?, Vu € D(A).
—00,a) [b,400)
Por tanto (A — uI)~! es continua. O

Corolario 3.2.13. Sea H espacio de Hilbert, A : D(A) C H — H autoadjunto. Si p es un valor
espectral aislado de A, entonces p pertenece a Py(A) y existe 6 > 0 tal que E(\) = E(u~) si
A€ (u—06,u), EN) = E(u) si X € (u,pp +9). Como p es un autovalor debemos tener entonces

E(p) # E(u™).

Corolario 3.2.14. (Hilbert-Schmidt) Sea H espacio de Hilbert, A : D(A) C H — H autoadjunto y
compacto y {\,} el conjunto de autovalores de A que sabemos se puede escribir como una sucesion
que converge a cero y que puede o no incluir el valor nulo. Entonces, tomando Vy, los espacios de
autovectores correspondientes, los cuales tienen dimension finita para todo A, # 0 y denotando P,

la proyeccion sobre V,, se tiene

donde las convergencias se tienen en el sentido fuerte de los operadores.

Interpretacién en Mecanica Cudantica.

Como ya anunciamos al introducir los principios de la Mecénica Cudntica, a cada magnitud
fisica le vamos a asociar un operador autoadjunto A que actia sobre la funcién de ondas u, la cual

supondremos definida en un espacio L?(f2). Tomando u con norma uno en L?(Q), el valor medio de
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la magnitud fisica viene dado por (Au|u). Usando la descomposicién espectral de A que proporciona

el Teorema 3.2.9 tenemos que este valor medio viene dado por

MA(u):/R)\d(E(/\)u]u).

La medida d(E(A)ulu) nos proporciona entonces la medida de distribucién de la probabilidad
asociada a la magnitud A aplicada a u. Asi, la probabilidad de que la magnitud dada por A tome
valores en el intervalo (a, b] es

(E(b) — E(a)ulu).

La varianza correspondiente vendra dada por

Vara(u) = /R

En Mecédnica Cuantica es usual hablar de los estados correspondientes a la magnitud como las auto-

2

(BN )ulu) = /R N2d(E(\)ulu) — ( /R Ad(E(A)u\u))Q.

)\—/R,ud(E(,u)uw)

funciones correspondientes a A. Esto proporciona funciones u para las cuales la medida d(E(X)u|u)
se reduce a una delta de Dirac en el autovalor \g correspondiente. Por tanto en este caso podemos
hablar del valor de la magnitud en u como un suceso seguro y no sélo en términos probabilisticos.
Sin embargo, si no estamos en las condiciones del teorema de Hilbert-Schmidt, la descomposicién
espectral de A no viene dada por por una base de autofunciones. Destacar sin embargo que si
denotamos por M () el espacio asociado al operador de proyeccion E () entonces para toda u en
M (b) N M(a)*, a < b se tiene que la probabilidad de que Au tome valores fuera del intervalo (a, b]

es nula.



Capitulo 4

Aplicaciones en Mecanica Cuantica

4.1. Leyes de conservacion y ecuacion de Schrodinger

En esta seccién vamos a ver en qué sentido se entienden las leyes de conservacion usuales
en Mecanica Cudantica. Ello nos permitird en particular definir los operadores correspondientes al
impulso y al momento angular. También presentamos el operador de posicién y damos una expresién
mas explicita de la ecuacién de Schrodinger cuya existencia de solucién mostramos apoyandonos
en la teoria espectral.

Como ya hemos comentado, en Mecdnica Cuantica las distintas magnitudes fisicas no tienen
un valor determinado sino que tan solo podemos hablar de probabilidad, en particular no podemos
seguir el valor de una magnitud que esta variando con el tiempo. De esta forma, diremos que una
magnitud se conserva si partiendo de unas condiciones iniciales arbitrarias, el valor medio de esta
magnitud no varia. Desde un punto de vista formal el problema seria el siguiente: consideramos
la funcién de ondas u = u(t,x) de un determinado sistema, cuya evolucién viene dada a partir de
la ecuacién de Schrodinger a la cual hay que anadirle una condicién inicial (como veremos més

adelante también son necesarias condiciones de contorno), i.e. u es solucién de
ihowu = Hu, Uj— = Uo, (4.1.1)

siendo H el operador energia que sabemos debe ser autoadjunto. Supongamos A el operador corres-
pondiente a una cierta magnitud. Suponiendo que A se conserva, tenemos que la funcién t — (Au|u)
es constante, siendo (-|-) el producto escalar en L?(2) con Q un abierto de R3" donde se encuentran

las posiciones del sistema, i.e. debemos tener que para todo u se cumple
d
th—(Au|u) = 0.
= (Aulu)
Limitandonos al caso de operadores independientes del tiempo y derivando formalmente, tenemos

0 = (Aili/|u) — (Au|ifiv) = (AHu|u) — (Au|Hu) = ((AH — HA)u|u) = 0,

57



58 Alexander Bernal Gonzélez

lo que teniendo en cuenta que i(AH — HA) es autoadjunto resulta equivalente a que A y H
conmutan.

Resaltar que la demostracién anterior plantea varias dificultades desde el punto matemaético
cuya posible resolucion merece ser analizada. La primera proviene de la existencia y unicidad de
solucién al problema de Schrodinger. La segunda se refiere a la composicién de operadores. Recordar
que en la prictica vamos a tener operadores que no estdn definidos en todo H := L?(Q) y que no
son continuos.

Consideremos primero el problema relativo a la existencia de solucién de (4.1.1) cuestién bésica
en Mecdanica Cuantica ya que es el problema que nos proporciona la evolucién temporal de un
sistema fisico. Gracias al Teorema 3.2.9 sabemos que existe una descomposicién espectral de H
dada por los operadores de proyeccién E(\). Si existe una solucién de (4.1.1) tal que u(t) € H,

para todo t > 0, se debe verificar

de forma que el problema se escribe

in [ a(BOu) = /R A(E(M\u(t)), /R d(E(\u(0)) = /R d(E(Muo).

dt Jn

que al menos en en el sentido de las distribuciones se escribe (A — d(E(A)u(t)) es una medida de

Radon de R en H) como

d

L d
Mt

(A(EWu(®)) = AMd(ENu®)),  dENu0)) = dEN)u).

La solucién de este sistema viene dada por

i.e. si existe solucién, debemos tener

u(t) = /R e d(E(\)up). (4.1.2)

Suponiendo que ug pertenece al espacio H, tenemos que esta expresiéon nos proporciona una funcién

u € C°(R; H). Sin embargo, no es en general derivable respecto a t y por tanto s6lo proporciona una
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solucién en un sentido generalizado. Para que podamos derivar respecto de ¢ en el sentido usual,

necesitamos que la funcién ug pertenezca al dominio del operador H
D) = {un € 3¢ [ NPA(ENuofuo) < 0.}
R

En este caso tenemos que u pertenece a C1(R; H) N C°(R; D(H)) y es solucién de (4.1.1). Ademés
del espacio D(H), podemos también definir los espacios D(H®) con o > 0 por (D(H") = ) por

D(H®) = {uo €H: / IN2d(E(\)uolug) < oo.} (4.1.3)
R
los cuales son un espacio de Hilbert con el producto escalar
(u|v) p(gey = /(1 + IAP9Yd(E\)ulv), Yu,v € D(H®). (4.1.4)
R

Observar que si el espectro de H estd contenido en [0, c0) entonces el operador H* esté bien definido
y el espacio anterior coincide efectivamente con el dominio del operador H%. Con estos espacios
observamos que si ug pertenece a D(H*t1), a > 0, entonces la solucién u de (4.1.1) pertenece a
CY(R; D(H®)) N CY(R; D(H**!)). En la practica es usual trabajar con soluciones de (4.1.1) donde
la derivada temporal existe en el sentido de las distribuciones. En este caso el espacio més usual
para las condiciones iniciales es D(H %) Con up en estas condiciones tenemos que la funcién u
definida por (4.1.2) es solucién de (4.1.1) en el siguiente sentido
ug € CO(R; D(H?))
(4.1.5)

d
o
Yt

(u(t)|w) = (Hu(t)|w) en D'(R), Vw € D(H%)

La unicidad de solucién de este problema se puede deducir del hecho de que (4.1.1) implica la
consevacién de la norma en K. En el caso de soluciones fuertes (u € CH(R; H) N CO(R; D(H))) esto
se prueba multiplicando escalarmente (4.1.1) por u y tomando parte imaginaria, lo cual conduce a

d
%(u|u) =0.

También se deduce de la expresion explicita (4.1.2) de la solucién de (4.1.1). El caso de soluciones

débiles es mas delicado y se obtiene por aproximacién por funciones regulares.
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Mencionar que las soluciones en el sentido (4.1.5) también verifican

%(Hum) =0 (4.1.6)

lo cual se obtiene formalmente multiplicando en (4.1.1) por %’ y tomando parte real. De forma
rigurosa es una consecuencia inmediata de (4.1.2). Observar que (4.1.6) no es otra cosa que la
conservaciéon de la energia. Precisamente, la importancia fisica del espacio D(H %) es que es el
espacio donde podemos hablar del valor medio de la energia. Sin embargo, para que la varianza
esté bien definida necesitamos u en D(H).

Ademas de los espacios D(H®) es también interesante considerar sus duales, los cuales viene

dados por

D'(H®) = {/RdE(/\)u: /RMCZ(E(/\)UW) < oo},

y estan dotados de un producto escalar similar a (4.1.4). Observar que la definicién de estos ele-

mentos es abstracta en el sentido de que no son en general vectores de H. Se tiene

Teorema 4.1.1. (Ezistencia y unicidad para el problema de Schrdodinger) Sea H un espacio de
Hilbert y H un operador autoadjunto en H, entonces para todo ug € D(H%), el problema (4.1.1)
tiene una tnica solucion u € CO(R; D(H%)) conu' € CO(R; D’(H%)) en el sentido dado por (4.1.5).

Ademas esta funcion verifica
(u(®)|u(t)) = (uoluo), (Hu(t)lu(t)) = (Huoluo), VteR.
Siug € D(H), entonces u es solucion fuerte de (4.1.1) y pertenece a C°(R; D(H)) N C1(R; H).

Veamos ahora como dar una base matematica al calculo hecho anteriormente para formular la

conservacion de una cierta magnitud fisica. Observar que el operador H entendido como

/ d(E(\)v) — / M(E(N)v),
R R
define un operador lineal y continuo de D(H®) en D'(H'~%) para todo o € [0,1], i.e

H e L(D(HY); D'(H'™%)), Vael0,1]. (4.1.7)
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Consideremos ahora otro operador autoadjunto A en H al cual le pedimos
D(H)Cc D(A), AecL(D(H);H). (4.1.8)
Teniendo en cuenta que A es autoadjunto, tenemos entonces para todos u,v € D(H)

[(Aufv)| = |(u]Av)[ < [lullscl[Avlise < llullscllAlleoimysollvlipa.

que junto a D(H) denso en H permite extender A un operador lineal y continuo de H en D'(H),
i.e. tenemos

Ae L(D(H);H), AelL(H;D'(H)). (4.1.9)
Usando (4.1.7), (4.1.9) y el Teorema 4.1.1, se tiene inmediatamente

Teorema 4.1.2. Sea A un operador autoadjunto que verifica (4.1.8), entonces para todo ug €

D(H), la solucion u de (4.1.1) verifica

zh%(Au\u) = ((AH — HA)u|u), (4.1.10)

donde AH,HA € L(D(H); D'(H)).
Observaciéon 4.1.3. La teoria de la interpolacién ([6]) muestra que (4.1.9) implica
A€ L(DH*);D'(H*™)), Yac(0,1].

En dimensién finita, sabemos que la conmutatividad de aplicaciones autoadjuntas implica que
ambas son mutuamente diagonalizables. Al presentar la teoria en términos méas simples, este resul-
tado se da a veces por cierto en libros de fisica en dimensién infinita. Recordar que las autofunciones
correspondientes a A nos proporcionan situaciones fisicas en las cuales podemos hablar exactamente
del valor de A en u. Tener una base mutuamente diagonalizable para dos operadores significa por
tanto que podemos hablar simultdneamente del valor de ambas magnitudes mientras que cuando
dos operadores no conmutan, conocer exactamente una de las magnitudes implica sélo poder hablar
de la otra en términos probabilisticos.

En la literatura no hemos encontrado un resultado general que permita asegurar que la con-
mutatividad de operadores implique la existencia de una descomposicion espectral para ambos. El

resultado mas relacionado en este sentido es el Teorema 3.2.8.
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Sin embargo si que podemos obtener un resultado que nos muestra como efectivamente el hecho
de que dos operadores no conmuten conlleva que conocer con mucha fiabilidad el valor de una de
ellas significa muy poca fiabilidad en la otra. Para ello, la primera dificultad es qué vamos a entender
por que dos operadores autoadjuntos conmuten, ya que en general al no estar definidos en todo el
espacio no tiene sentido la conmutatividad. La idea esta relacionada con la usada anteriormente

con el operador Hamiltoniano.

Definicién 4.1.4. Sea H Hilbert y A : D(A) C X — H, B : D(B) C H — H dos operadores
autoadjuntos. Suponiendo que D(A) N D(B) es denso en H, se definen los operadores AB, BA :
D(A)N D(B) — (D(A) N D(B))’ por

(u, ABv) = (Au|Bv), (u, BAv) = (Bu|Av), Vu,v e D(A)ND(B).
Se tiene la siguiente version del principio de incertidumbre.

Teorema 4.1.5. Sea A, B dos operadores autoadjuntos en H tales que D(A) N D(B) es denso en

H, entonces para toda u € D(A) N D(B) con norma uno en 3, se tiene

|(Au|Bu) — (Bu|Au)|? < 4Var 4 (u) Varp(u). (4.1.11)
Demostraciéon. Para todos a,b € R, se tiene
(Au|Bu) — (Bu|Au) = ((A — a)u|(B — b)u) — ((B — b)u|(A — a)u) = —2Re<z’((A —a)ul(B — b)u)>
La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica entonces

[(AulBu) — (BulAw)| < 2min (4 — a)u] min (B — b)ul

Los minimos que aparecen en el miembro derecho son faciles de obtener, asi
min [|(A — a)ul® = Iglellg {||Aul® + a® — 2a(Aulu) },

a€eR

es el minimo de una parabola en a y se alcanza en

a = (Auju) = Ma(u),
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y por tanto
min [|(4 - ayul* = [|(A = Ma(u)ul* = Va(u).
Usando el resultado similar para B se obtiene entonces el resultado. ]

Vamos ahora a introducir algunos de los operadores méds comunes en Mecanica Cudntica rela-
cionados con magnitudes fisicas de la Mecéanica Clasica. Mas adelante veremos algunos operadores
especificos de la propia Mecanica Cuantica. En lo que sigue por fijar ideas, consideraremos opera-
dores en LQ(Q) con  un abierto de R3" cuyas variables se notan por x;; con 1 <[ <n,1<j < 3.

También usaremos la notacién z; para referirnos a (1, zj2, ;3). El abierto €2 sera de la forma
Q={z¢€ R3: z; €wy, 1 <1< n}. (4.1.12)

con w; un abierto de R3 que fisicamente representa el conjunto donde se mueve la particula [.
Las definiciones se extienden de forma simple a otros casos como los referentes a movimientos

unidimensionales o bidimensionales asi como a sistemas de variables mas generales.

Operador de posicién. El operador correspondiente a la coordenada j € {1,2,3} de la particula

l-ésima lo vamos a denotar por X;; y estd definido simplemente como el operador de multiplicacién
Xjju = zg5u.

Observar que ya para este operador tan simple, tenemos que si w; no es acotado, entonces el operador

no es continuo sobre L?(£2). Su dominio vendra dado por

D(X;) = {u e L) : /Q ] 2[uf2da < oo} .

Suponiendo u la funciéon de ondas de un sistema de particulas la cual suponemos normalizada,
tenemos entonces que el valor medio de la componente j-ésima de la particula [ en el instante ¢

viene dado por
/ zyjlu(t, ) [*dz.
Q

A partir de aqui vemos que la funcién |u|? es la funcién de distribucién de la posicién, i.e. para

C C Q medible
/ |u]2dx,
C
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nos da la probabilidad de que las particulas del sistema cumplan (x1,...,x,) € C.

Operador de impulso o cantidad de movimiento. Recordamos que en Mecanica Clasica la
conservacion del impulso proviene de la homogeneidad del espacio, o equivalentemente de que la

Hamiltoniana H no varie cuando realizamos una traslacién en las variables, i.e.
H(xy+ 7@y +7) = H(z1, ..., 2,), V7,21,...2, € R
En el caso de la Mecdnica Cuantica H es un operador y la forma de escribir la igualdad anterior es
Hru = 7tHu,
donde estamos notando por 7 el operador de traslacion asociado al vector 7, i.e.
TU(T1y eoey Tp) = W(T1 + Ty ooey Ty + 7).

Derivando respecto a 7 y evaluando en 7 = 0 tenemos

Hzn: Vyu= zn:vleu.
=1 =1

Esto significa que el operador ), ; V,, conmuta con H y por tanto conlleva a una ley de con-
servacién. Teniendo en cuenta que esta conservacién proviene de la homogeneidad del espacio se
llega a la conclusién de que salvo constante multiplicativa, el operador )", V,, debe corresponder
al impulso total del sistema. Para obtener la constante multiplicativa correspondiente recurrimos
a la aproximacion de la Mecanica Cuantica por la Clasica. Recordamos que en esta aproximacién

tenfamos (1.2.9) y por tanto
n . n
i
> Ve~ o (Z vzls> u.
=1 =1
Por otra parte, la ecuacién de Hamilton-Jacobi nos dice que VS coincide con el momento de

impulsion de la particula [-ésima. Debemos tener por tanto que el operador
n
P=—ih) V,
i=l
se corresponde con el operador impulso total. El operador

Py = —ihd

mlj
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se correspondiente a la componente j-ésima del impulso para la particula [. En este caso se trata

de un operador diferencial que claramente no es continuo en L?().

Operador de momento angular. La conservacién del momento angular sabemos que se corres-
ponde con la isotropia del espacio. Razonando de forma similar al impulso definimos para cada

matriz de giro ) el operador que seguimos notando por () como

Qu(zxy,...xpn) = u(Qx1, ..., Qzyp).
La isotropia respecto al espacio se escribe por tanto como
HQu = QHu, V(Q matriz de giro.
Consideremos por ejemplo el giro respecto al eje O X3, donde la matriz de giro es
cosp —seny 0
senyp cose O

0 0 1

Derivando respecto a ¢ y evaluando en ¢ = 0, tenemos entonces

n

H Z (= 21205, u + 21 Opppu) = Z (= 21200, (Hu) 4 21104, (Hu)).
=1 =1

Esto prueba que el operador
n

Z ( - :Blanll + :L‘llaxlg)

I=1
conmuta con H, pero en Mecanica Clasica la cantidad que se conserva al girar respecto al eje

OX3 es la componente x3 del momento angular. Salvo constante multiplicativa, debemos tener
entonces que Z?:1 ( — 120y, + a:”am) denota la tercera componente del momento angular total.
La componente de la particula ! vendra dada por —z;20,,, + x110;,,. Teniendo en cuenta por otra
parte que la tercera componente del momento angular de la particula [-ésima de un sistema de n
particulas es —zjop;1 + 212 con py; las conponentes del impulso p; asociado a la particula [, asi
como la expresién anterior del impulso, deducimos que el operador mecdnico-cudntico asociado a la

componente xz del momento angular debe ser —ifi(—x20;,, + ©110,,). El mismo razonamiento se
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puede llevar a cabo con las deméas componentes. El operador correspondiente al momento angular

de la particula [ viene por tanto dado por

Li=x; NP, =—ihx /\le.

Paridad. Otra ley de conservacion importante en Mecanica Clasica es la invarianza con respecto
a la simetria correspondiente a cambiar de signo las coordenadas de las posiciones. El operador

correspondiente viene dado por
(Pu) (21, ey ) = u(—21, ooy —Ty).

Si bien en Mecanica Clasica esta ley de conservacion no aporta nada nuevo, este no es el caso en
Mecéanica Cuédntica donde va a implicar que funciones de onda pares o impares en t = 0 van a

conservar la paridad en todo el tiempo.

Operador de energia y ecuacion de Schrodinger. En Mecénica Clésica la energia de una
particula libre se reduce a su energia cinética y viene dada por |p|?/(2m) con p el impulso de la
particula y m su masa. Si esperamos que en Mecanica Cudntica los valores que toma la energia
sean los que se deducen de esta expresion y recordamos que deben venir dados por los valores
espectrales del operador energia llegamos a la conclusién de que el operador correspondiente a la

energia cinética de la particula [ viene dado por

prop_ (ZihVe) - (<ihVe) _ B2
2my 2my 2my v

l

con my; la masa de esta particula. La enegia cinética total del sistema correspondera a la suma de
las enegias y vendra dada por
h2
EC = — ; TWA(EZ .

Por otra parte si suponemos que las particulas se encuentran sometidas a un campo conservativo,
tendremos que considerar la enegia potencial que en Mecanica Clasica viene dada por una fun-
cién de las componentes de las particulas U(zq, ..., zy). Por similitud con la posicién, el operador
correspondiente sera simplemente multiplicar por U. De esta forma el operador Hamiltoniano co-

rrespondiente a un sistema de particulas que se mueven en un campo conservativo vendra dado
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por
2

H=- A, 1 U@

; 2my

La ecuacién de Schrodinger correspondiente (4.1.1) se escribe entonces

hQ
ihoyu = — Z Q—mZAmlu + U(x)u. (4.1.13)
l

4.2. Resolucién espectral de algunos operadores importantes y

aplicaciones

Veamos algunos ejemplos de descomposiciones espectrales especialmente en el caso de funciones

definidas en todo el espacio.
Operador de posicion en todo el espacio. Como primer ejemplo vamos a considerar el operador
Xj; correspondiente a la componente j de la particula [, con dominio

D(Xy;) = {u € L*(R*") : zju e L*(R*™)}.

En realidad como Xj;u sélo actiia sobre la componente /j de u basta con tratar con el operador
z: ¢ € D(x) C L*(R) — xp € L*(R) con dominio D(z) = {¢ € L*(R) : zp € L*(R)}. Claramente
este operador es simétrico. Para ver que es autoadjunto hay que probar que D(z*) esta contenido

en D(z). Por definicién v € D(x*) siy solo si existe C' > 0 tal que

|(xu|v)‘ = ‘/ xuv dx
R

Teniendo en cuenta la densidad de D(x) en L?(R), el resultado sigue inmediatamente del Teorema
de Riesz que identifica L?(R) con su dual. La obtencién de la descomposicién espectral de este
operador es bastante simple (y da otra demostracién de que este operador es autoadjunto). Dado
X € R, definimos E,(\) € £(L*(R); L*(R)) por

olr) six<A

(B:(Ng)(z) =
0 six > A
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Observar que E,()) es la proyeccién en L%(R) de la funcién ¢ sobre el espacio de funciones que se

anulan en (A, +00). Ademds, para u,v € L?(R),

A
u(t)o(t) dt,

(&QMW:A&QWWZ/

de forma que

d(Ez(Nulv) = u(A)v(A) dA.

Los operadores E,(\) proporcionan una familia espectral en L?(R) y

wz/Rsz(A)so)-

Como ya hemos comentado, en Mecanica Cuantica son importantes los estados asociados al opera-
dor definidos como las autofunciones correspondiente para las cuales la magnitud fisica correspon-
diente tiene un valor seguro. En el presente caso todos los niimeros reales son valores espectrales
del operador z (idem para X;;) pero ninguno un autovalor. Todos pertenecen al espectro esencial.
Podemos sin embargo asignar una familia de autofunciones a x si consideramos un espacio mayor
que L?(R). Por ejemplo el espacio de las medidas de Radon con variacién acotada en R, donde
el operador z también estd bien definido con dominio el espacio de medidas u tales que xu tie-
ne variaciéon acotada. Claramente ahora no tiene sentido plantearse si estamos con un operador
autoadjunto ya que este espacio no es de Hilbert.
Una medida p es un autovector para x asociado a A si zu = Ap lo que lleva a p = cdyyy con
c € C, i.e. ahora todos los nimeros reales son autovalores y tienen un espacio de dimensién uno de
autovectores asociado. Observar que efectivamente la posicién de una particula que viniera dada
por una funcién (medida) de onda de la forma dy,_, ()} con ¢ una funcién, corresponderia a una
particula que en el instante ¢ tiene la posicién = con probabilidad uno.
Si bien gy no es una funcién de L?(R), si que se puede aproximar en el sentido de las
distribuciones (més concretamente en el espacio de medidas dotado de la convergencia *-débil) por

funciones de L?(R). La aproximacién més usual consiste en usar

1 _la=x?

6\/7?6 <2 ié{A} en D'(R), cuando & — 0.




APLICACIONES EN MECANICA CUANTICA 69

Se tiene

y < 1 _IM> \ V( 1 _x> .
x e € =\ T (& € = .
ey/m e\/m 4/2m

Operador impulso en todo el espacio. Como en el caso anterior, teniendo en cuenta que F;; sélo
actlia sobre una variable, vamos a considerar el operador p : u € D(p) C L?(R) — —ihu’ € L?(R),
con

D(p) ={ue L*(R): ' € L*(R)} = H'(R).

Como antes se puede comprobar directamente que p es autoadjunto o directamente buscar una
descomposicién espectral que en este caso se obtiene usando la transformada de Fourier definida

en 8'(R). Sabemos que F nos define un isomorfismo isométrico de L?(R) en L?(R) y verifica
Fu' = 2mitFu,

de forma que transforma el operador derivacion en el operador multiplicacién por 27i€. Esto significa

que tomando JF la transformada de Fourier inversa sobre 8'(R), tenemos
p = 2nhFzT. (4.2.1)

De esta forma se tiene

pu = 27Th/ M (FE;(N)Fu),
R

donde FE,(A\)J es una familia de operadores de proyeccién gracias a que F es una isometria en
L3(R).

Como en el caso de la posicion podemos encontrar una familia de estados asociados usando un
espacio méas general que L?(R), aunque no es muy claro en qué sentido se tiene entonces la resolucién
espectral. Concretamente observar que tomando por ejemplo p : WL (R) € L>®(R) — L®(R) (la

transformada de Fourier aplica el espacio de medidas en L>°(R)) tenemos

pu =M = —ilu' = u <= u=-ce'n,

con c real, i.e. ahora todos los valores A € R son autovalores y el espacio de autofunciones corres-

pondiente tiene dimensién uno. Teniendo en cuenta (4.2.1), los estados ce n asociados al operador
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impulso se pueden también encontrar a partir de los estados asociados al operador posicién. Maés
concretamente se tiene

27
Asi una aproximacién de e'n en el sentido de las distribuciones (més concretamente en L>°(R)

dotado de la convergencia *-débil) vendra dada por

— 1 _% 22242 Az ok Az ’
F e < =e e'n —e'n en D(R),

eV

M, (6771'252‘/”26@'%) Y v, (677"2523”2@1.%) _ 7T\/7T'6.
V2h?

Principio de incertidumbre. Al menos en el espacio de distribuciones, podemos realizar las

composiciones px y xp que llevan a
. / . / .
rpu = —xihu, pru = —ihxu' — ihu,

de forma que xp — pxr = ih. Al no conmutar estos operadores debemos esperar que no podemos co-
nocer de forma aproximada a la vez los valores de la posicién y el espacio. Una aplicaciéon inmediata

del Teorema 4.1.5 prueba de hecho el siguiente resultado

Teorema 4.2.1. (Principio de incertidumbre de Heisenberg) Para toda w € D(x)ND(p) con norma

uno, se tiene
2

h

vy < Var,(u)Vary,(u). (4.2.2)
Operador momento angular en todo el espacio. Como en los casos anteriores, nos limitamos
al caso de una sola particula. Un célculo directo permite establecer las reglas de conmutacién
entre las distintas componentes del operador momento, asi como entre estas componentes y las de
la posicién y la impulsién (ver e.g. [5]). Asi por ejemplo se comprueban las siguientes reglas de

conmutacién entre las componentes del momento L
L,L,-L.L,=1ihL,, L.L,—L,L,=ihL,, LgLy— LyL,=1ihL,. (4.2.3)

En general éstas no conmutan, por lo que en particular y desde un punto de vista fisico no podemos

darle un valor exacto a cada una de esas componentes, ya que conocer con mucha precisién una
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de ellas supone que la varianza del resto aumenta considerablemente (recordar el Teorema 4.1.5).
Sin embargo, si que se puede demostrar que el operador médulo al cuadrado del momento angular
dado por

L = (—ihr x V) - (—ihi" x V), 7= (x,y, 2),

conmuta con las tres componentes. De esta forma en principio se pueden conocer simultdneamente
una componente particular y el cuadrado del médulo del momento angular total. Vamos a estudiar
la descomposicién espectral asociada a estos operadores, para lo cual introducimos coordenadas
esféricas y consideramos como componente particular del momento angular la correspondiente al

eje OZ.
x=rsenflcos¢, y=rsenlsenp, z=rcosh, re (0,00), € (0,7), ¢ € (0,2m).

El vector gradiente en esféricas de una funcién u viene dado por

1
Vu = dyue, + ;(%u ey + rsen96¢u €

con {e;, eg, e} la base ortonormal de R3, bien orientada, dada por
e, = (senf cos ¢, senfsen ¢, cosf), ey = (cosb cosp,cosbsenp, —send)

es = (—sen ¢, cos ¢, 0).

Por tanto en esféricas se tiene

Lu = —ihr(e, x V)u = —ih(Oguey — ﬁ&ﬁueg).

En particular la componente z de L viene dada por
L.u = —ihoyu,

mientras que el operador moédulo al cuadrado del momento angular viene dado por

1

Lu = —h?
“ Len&

1
89 ( sen 08916) + 861129835¢u:| .

Vamos a estudiar la descomposicién espectral de ambos operadores.
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Descomposicion del operador L,. El operador sélo depende de la variable ¢ asi que lo podemos
estudiar como un problema unidimensional. Por otra parte teniendo en cuenta que angulos que se
diferencian 27 corresponden a la misma posicién debemos considerar condiciones de periodicidad.

Por tanto consideramos L, como un operador en
L%(O, 2m) = {u € L},.(R) : u(¢ +27) = u(¢) e.c.t R}.

Mencionar que la norma en este espacio coincide con la norma en L?(0, 2). El dominio del operador
es

D(L.) = {u € L;(0,2n) : v € L3(0,27)} := H} (0,27),
y como el problema es en una sola variable, tomaremos

du
L,u= —zhd—¢.
Para X\ € R nos planteamos la biyectividad del operador L, + AI, para lo que tenemos que resolver
el problema
du

—ih% +Au=f en (0,27) wu(0)=u(2m).

Se trata de un problema de contorno para una ecuacion lineal que sabemos tiene solucién tnica si
y s6lo si el problema homogéneo tiene soluciéon nula. Las soluciones de la EDO homogénea vienen
dadas por

U= C’e_i%¢.

Si buscamos soluciones no nulas, la condicién «(0) = u(27) implica A = mh con m € Z, luego si A
no es de esta forma el operador (L, + M)~} es biyectivo de Lg(O, 27) en Hﬁ1 (0,27) y es inmediato
probar que es continuo. Gracias a la compacidad de la inyecciéon de H, ﬁl (0,27) en L?(O, 27) se deduce
que fijado Ao que no sea de la forma mh el operador (L, + Agl)~! tiene una cantidad numerable de
autovalores que tienden a cero y los espacios de autofunciones correspondientes proporcionan una
descomposicién espectral de este operador. Como consecuencia el operador L, tiene una cantidad
numerable de autovalores que tienden a infinito (como ya habjamos comprobado) y los espacios de

autofunciones correspondientes proporcionan una descomposicién del operador.
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Esto prueba que se tiene la siguiente descomposicién espectral, que no es otra que la descom-

posicion clésica en Fourier de una funcién periédica. Las sumas son en el espacio L§ (0,2m)

OES <1 /0 T (s)ems ds> ¢me, Y e L2(0,2r).

(Lau)(o) = Y mh<1 /0 T (s)e—ms ds) ¢ e HY(0,2m).

T
meZ

Los valores espectrales son de la forma mh, con m € Z. Como ya sabemos, estos son los tnicos
valores que puede tomar la componente z del momento angular. Se trata por tanto de una magnitud
fisica que sélo toma un conjunto discreto de valores contrariamente a lo que ocurre en Mecédnica
Clasica. Evidentemente, el resultado obtenido es en realidad valido para cualquier componente de

momento angular.

Descomposicion del operador IL. En este caso el operador depende de las variables 6 y ¢ donde como
antes hay condiciones de periodicidad en ¢ € (0,27), pero no en 6 € (0, 7). Para descomponer L,
escribimos una funcién de L?((0, 7); Lg (0,27)) como

u = Z U (0) ™9

MEZ

con

En este caso

h? m2h? ~
L = - m m m zmd)‘
U+ A\u mE€Z< Seneﬁg(seHGé?gu >+Sen29u + Au >e

El problema es entonces obtener una descomposicion espectral para cada m € Z del operador

2

— .
sen? 0

U —ﬁ@g(%ﬂ&@glﬁ) +

Este operador es bien conocido ya anteriormente a la Mecdnica Cudntica pues aparece por ejemplo
en la descomposicion espectral del laplaciano en una bola con condiciones de Dirichlet. Haciendo

el cambio de variables cosf = ¢ que convierte (0,7) en (—1,1) y el operador anterior en

d oy du m?
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cuyo dominio vendra dado por
D(Po) = {u € L2(~1,1): V1—¢2 % e L¥(-1, 1)},

L d
D(P,) = {u € LQ(—l, 1): ﬁu e L2(—1, 1), md%:

Usando el Teorema de Lax-Milgram tenemos que para todo A > 0, P,, + AI es biyectivo. Por

e L2(~1, 1)} si m % 0,

otra parte se comprueba que estos espacios se inyectan de forma continua en L?(—1,1), lo cual es

consecuencia de la desigualdad de tipo Hardy

1 02
<C dt+ C dt
/_1 (1-— t2)10g2 (1 — t2 / |v | ’/ v

la cual no es dificil de probar. Esto implica que para todo m € Z, existen una cantidad numerable

, Yove D(Po)

de autovalores que se pueden tomar crecientes y tendiendo a infinito. Las autofunciones correspon-
dientes proporcionan una base de L?(—1,1) que deshaciendo el cambio de variables proporcionan
la descomposicién espectrar del L. Estas autofunciones son los polinomios de Legendre que para
cada m fijo se suelen denotar como P/™. En el caso m = 0 se trata de los polinomios de Legendre
clésicos, i.e. la familia de polinomios ortogonales relativa al producto escalar usual en L?(—1,1). Se
suelen denotar por P, en lugar de Pl0 y son tales que on tiene grado [.

Las familias de polinomios se pueden obtener mediante la férmula de Rodrigues que se escribe
(estas son las férmulas clasicas aunque con esta eleccién no tienen norma uno)

1 d

P(t) = ﬁ@(ﬂ -, Vlez, 1>0

m _ _ 2md|m|
PRy = (-5 S

Como los polinomios P; generan todos los polinomios, es inmediato que son una familia completa y

Bt), Y|m| <L

en particular prueba otra vez las propiedades de compacidad del operador Py comentadas anterior-
mente. A partir de ello podemos comprobar también que la familia {P™}; es completa. Observar
que aunque se hable de polinomios, en realidad la familia P no estd formada por polinomios para
m impar.

Un razonamiento por induccién prueba que los polinomios P/ verifican

d o AP m?2
dt((lit) dt ) 1—¢#2

P =1(l+1)P", Vl,meZ,1l>|m|.
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Volviendo al operador L, esto prueba que sus autovalores estan dados por
{1(1 YR e, 1> 0}. (4.2.4)

Para cada [, una base del espacio de autofunciones viene dada por los llamados (salvo constante

multiplicativa) armonicos esféricos
{Ylm(ﬁ,qﬁ) = P"(cos0)e™? :m € Z, |m| < l}. (4.2.5)

En particular la dimensién del espacio de autofunciones es 2[ + 1.

4.3. Descomposicion espectral del Hamiltoniano. Aplicaciones clasi-

cas

Como hemos visto la ecuaciéon de Schrodinger nos describe el movimiento de un sistema en
Mecéanica Cudntica, los autovalores de este operador corresponden a los distintos valores que puede
tomar la energia (operador Hamiltoniano) del sistema y las autofunciones correspondientes (en el
caso de la existencia de una descomposicién por autofunciones) se conocen como los estados del
sistema. En esta seccidon vamos a establecer un par de resultados generales referentes a la descompo-
sicién espectral de este operador asi como algunos ejemplos cldsicos. Por simplificar consideramos
el caso de una sola particula. El operador de Schrédinger se escribe entonces

h2
T A
o + U(x),

Teorema 4.3.1. Supongamos U € L2(RN), N <3, tal que

lim U(z) = +oo. (4.3.1)
T—00
y consideremos el operador H = —%A—i— U en el espacio X definido como el cierre en L*(RY) del

espacio
D={ue H*R"): VUtue L*R")}.

entonces H tiene una cantidad numerable de autovalores que se pueden escribir como una sucesion

creciente que tiende a +00. Los espacios de autofunciones correspondientes tienen dimension finita



76 Alexander Bernal Gonzélez

y extrayendo una base ortonormal en L*(RN) de cada espacio se tiene una base ortonormal del

espacio X que proporciona una descomposicion numerable de H.

Demostracién. Vamos a probar que H se puede considerar como un operador continuo de D en

D', con D dotado del producto escalar
(ulv)x = (u[v) g oy +/ Ututde, Yu,veD.
RN

El resultado es una consecuencia inmediata del siguiente resultado:

Existe C' > 0 tal que para toda u € D se tiene
—. 2 & 2 2
U uider < — |Vul|*dx + C u“dz. (4.3.2)
RN 4dm RN RN

Para su demostracién, tenemos en cuenta que gracias a 4.3.1 existe M > 0 tal que U™ se anula e.c.t.
{|z| > M}. Por otra parte la inyeccién compacta de H'({|z| < M}) en L*({|z| < M}) implica que
para todo € > 0 existe C; > 0 tal que
2 2 2
[l Zacgat<nryy < EIVUllzegocnryy + CellullLa(gizj<any)

y por tanto
U u2dx < ||L ||L2 x|<M ||u||%4 x| <M

< ellUT 2@ IVl 2 gapeamy + ClUT 2@y llull 72 (go<ary):
lo que junto a U~ (z) = 0 e.c.t. si |z| > M, prueba (4.3.2).

Gracias a (4.3.2), se tiene también para A € Ry u € D
h2
((H + AT)u, u) = / (oo [Vul + (U U™ + A )da
RN 2m

>/ (hg\v 24+ (UF +A=C)u?)d
2 o \am U u” ) dx.

Esto prueba la coercitividad de H para A > C con lo que podemos aplicar el teorema de Lax-
Milgram para probar que H + A es biyectivo y continuo con inversa continua de D’ en D. En
particular, gracias a la continuidad de la inyeccién de L2(RY) en D', se tiene que (H + A)~! es

continua de L2(RV) en D. Por tanto —\ no pertenece al espectro de H.
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Vamos a probar que D se inyecta de forma compacta en L*(RY) con lo que por composicién
(H + M\)~! serd un operador compacto. Para probar esta afirmacién sea u, tal que |lu,||p < 1.
Gracias a la inyeccién compacta de H'(R™) en los subconjuntos compactos de L?(K) para todo

K c RV compacto, podemos extraer una subsucesién de wu,, que seguimos notando por u, para

2

2 (RN). Teniendo en cuenta que u,, estd acotada en

simplificar, la cual converge a una funcién v en L
L?(RM), el Lema de Fatou implica que u pertenece a L?(R™). Vamos a probar que la convergencia
es fuerte en este espacio. Para ello sea ¢ > 0. Gracias a la afirmacién en (4.3.1), existe R > 0 tal

que si |z| > R entonces U > 4/¢ y por tanto

/ uidﬂv < 5/ Uuida: <
{l=|>R} 4 Jrv

Por el Lema de Fatou tenemos también

/ uldr <
{lz|>R}

IS

=1 ™

y por tanto

/ U — up|?dx < =
{|o>R} 2

Por otra parte, la convergencia de u,, a u en L?({|z| < R}) prueba que existe ng € N tal que para

todo n > ng se tiene

/ U — up|?dx < =
{lz|<R} 2

Tenemos por tanto

/ lup, — ufde <e, Ve>0.
RN
La compacidad de (H + AI)~! prueba entonces la tesis del teorema. ]

Para probar el otro resultado sobre la estructura de H vamos a considerar ahora el caso de una

particula libre en el espacio, i.e. U = 0.

Teorema 4.3.2. En el caso U = 0 el espectro del operador H coincide con su espectro esencial y
estd formado por [0,00). Definiendo para A > 0, E(\) como el operador en L*(RY) dado por
o(z)  silz]? <A

(ENe)(z) =
0 si o] > A,
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se tiene que los operadores E(\) proporcionan una familia espectral en L>(R™). El operador H se

descompone como

H = (27ri)2/[0 )Ad(?E(A):f).

2m

El dominio de H coincide con el espacio H*(RY).

Demostracién. Basta usar que la transformada de Fourier verifica
FAu = (27i)?|z|*TFu

y por tanto transforma el laplaciano en el operador posicién multiplicado por |z|?. El resultado
referente a la descomposicién espectral es entonces similar al obtenido para el operador impulso.
Respecto al dominio del operador, coincide con el espacio de funciones de L?(RY) tales que su
transformada de Fourier verifica

/ |z|*|Ful?dz < oo,
RN

lo que es equivalente a decir que las derivadas segundas de v se encuentran en L? (RN ), junto con

u € L?(RYN) esto significa que u pertenece a H?(RY). O

Como consecuencia tenemos

Teorema 4.3.3. Supongamos U € L>(RY), N <3

lim U(z) = 0. (4.3.3)

T—00

entonces el dominio de H contiene a H?(RN). El espectro esencial de H como operador en L*(R™)
es [0,00). Los valores espectrales negativos de H corresponden a una cantidad a lo mds numerable

de autovalores de multiplicidad finita igual a su codimension.

Demostracién. Teniendo en cuenta que para N < 3, H2(RY) se inyecta de forma compacta en
CY(K) para todo K C RY compacto junto con (4.3.3) es inmediato que H?(R") estd contenido
en D(U) y que si una sucesién u,, estd acotada en H2(RY) entonces va a existir una subsucesién
tal que Uu, converge fuerte en L*(R"). Esto prueba que U es compacto respecto del operador

laplaciano en RY . El resultado es entonces consecuencia de los Teoremas 3.1.26 y 4.3.2. 0
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Observacion 4.3.4. Teniendo en cuenta que si {F(A)}, es una descomposicién espectral de H
entonces { E(A+ )} es una descomposicién espectral de H + (11, tenemos que el resultado anterior
se puede aplicar mediante una traslacion al caso en que U tiene un limite finito en infinito no
necesariamente nulo. Fisicamente esto corresponde al hecho de que el potencial estd definido salvo

una constante aditiva.

Observacion 4.3.5. Recordemos que en Mecéanica Clasica la conservacion de la energia mecanica
junto con el hecho de que la energia cinética es no negativa implica que el movimiento de una
particula (similar para un sistema) se mantiene en un conjunto acotado del espacio cuando su
energia E verifica

liminfU(z) > E.

T—r00
En este sentido, en Mecanica Cudantica se dice que un estado estd ligado cuando se verifica esta
condicion. Los Teoremas 4.3.1 y 4.3.3 corresponden a la afirmacién que se suele hacer en Mecanica
Cuéntica de que los estados ligados son discretos. Observar que en el Teorema 4.3.1 todos los estados
estan ligados mientras que en las condiciones del Teorema 4.3.3, lo estan aquellos que tienen energia
negativa. Como veremos mas adelante hay sin embargo que comentar que para un estado ligado en
Mecéanica Cuéntica la probabilidad de que la particula esté en zonas donde la energia potencial es

mayor que su energia puede ser positiva.

Vamos a ver ahora algunos ejemplos clasicos en lo cuales podemos calcular los estados ligados.
Pozo de potencial infinito.

Suponemos el problema unidimensional por simplificar y

+oo iz >a
U(z) = a > 0.
0 silz|<a
Desde el punto de vista clasico significa que la particula estd obligada a permanecer en el intervalo
(—a,a). En este intervalo se mueve libremente, sin ninguna fuerza actuando sobre ella, sin embargo

en las paredes aparece una fuerza repulsiva infinita que imposibilita que se puedan atravesar. Desde

el punto de vista cudntico teniendo en cuenta que el cierre en L?(R) de las funciones v de H?(R)
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tales que v/Uu es finito coincide con H?(R) N Hy(—a,a) tenemos que el operador est4 definido en
{ue L*R):u=0 en R\ (—a,a)},

el cual podemos identificar con L?(—a,a). Como vemos las funciones de ondas correspondientes
son nulas fuera de (—a,a) y por tanto, andlogamente al caso clasico, la probabilidad de que una
particula esté fuera de este intervalo es nula. Por el Teorema 4.3.1 sabemos que existen una cantidad
numerable de autovalores que tienden a +o00 y una base numerable ortonormal de autofunciones

asociadas. En este caso los autovalores son las soluciones de
h2

——u" = Fu en (—a,a)
2m

que ficilmente se prueba coinciden con

{n27r2h2 : nZl}U{(l—i—n)Qﬂth: nzO}.

2ma? 2 2ma?

Estos autovalores tienen multiplicidad uno y una base ortonormal de autofunciones asociada esté

compuesta por

2h2 1 1 2 2h2
Uy = sen (n—ﬂx) si En:nQL Uy = COS ((i—l—n)zac) si B, = (§+n> 27T 5
a a ma

Pozo de potencial finito.
Consideramos ahora un caso relacionado con el anterior donde U esta dada por

0 silz]>a
U(z) =
—L  siz] <a,
con L,a > 0. Desde el punto de vista clasico, usando la teoria de distribuciones, la fuerza vendria
dada por Lo{_ny — Ldy,y, 1.e. aparecen fuerzas solamente en los extremos del intervalo (—a, @) en
la direccién de este intervalo, Una particula con energia negativa estd obligada a permanecer en
el intervalo sin embargo si tiene energia positiva puede moverse en toda la recta aunque sufrird

cambios en su velocidad al cruzar las paredes del potencial. En el caso particular de que tenga

energia nula la particula pueda estar fuera de (—a, «) pero entonces su velocidad serd nula.
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Consideremos el caso cuantico. Gracias al Teorema 4.3.3, sabemos que el espectro es discreto
y estd formado por autovalores con multiplicidad finita para valores negativos. Sin embargo todos
los valores no negativos forman parte del espectro esencial.
Vamos a estudiar el espectro discreto, i.e. nos interesamos en la existencia de soluciones no nulas
del problema
o, 2
—%u + L(X{|w|>a} —Du=Fu, ue H*(R)

con F < 0. Multiplicando por u solucién e integrando tenemos
h2 a
/ |u'|?dx — L/ lu?dx = E/ ul?,
2m R — R

~L<E. (4.3.4)

lo que va a implicar

Esto es coherente con la situacién clasica, no puede haber valores de la energia menores que —L
que es el valor minimo del potencial.
Para obtener los autovalores observamos primero que que si u es solucién entonces la funcién
x — u(—x) también es solucién y por tanto las funciones u(z) +u(—=z) y u(x) — u(—=z) son también
soluciones y se verifica
u(z) fu(—z)  u(r) —u(-z)

u(zx) = 5 + 5

de forma que podemos buscar las soluciones como funciones pares o impares.

Soluciones pares. La funcién u verifica las ecuaciones

h2 " h2 "
o U = Eu en (—oo,—a) U (a,00), ot Lu= FEu en (—a,a).

Como u pertenece a H2(R) y es par, existe ¢ € C tal que

u(x) = ce T en (—o0, —a), u(x) = ce T en (o, 00).
Ademsds existe a € C, tal que
2m(L + E)

u(x) = acos (
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Estas constantes debe tomarse de forma que tanto u como su derivada sean continuas lo que implica

\/2m(L+E) —2mE
3 O‘)

= Ceé h s

a COS <

(4.3.5)

—/2m(L + E) a sen (Ma> = —\/ch_\/_zﬁma.

h

Por tanto los autovalores (niveles de energia) negativos correspondientes a autofunciones pares

estan dados como las soluciones de

tam ( 2m(L + E)

B
- a): . _L<E<O.

L+ E’

Anélogamente, los niveles de energia correspondientes a autofunciones impares son solucién de

2m(L + E | L+ FE
tan(ﬂlgiHa):— —%, —L<E<O.

y las autofunciones correspondiente deben verificar que existe ¢ € C con

con
2m(L + E) V="
#O‘) st

vL+ FE V=2mE
V2m(L+ E)a cos (T—i_a) =V 2mEce"h Fa,

Las condiciones (4.3.5) y (4.3.6) muestran que la constante ¢ no puede ser nula y por tanto estas

o ( (4.3.6)

autofunciones u no se anulan para |x| > «. En particular esto significa que la probabilidad P de
que la particula se encuentre en el conjunto {|z| > a} verifica

e

P = 0.
Jg lun|?dx -

Recordar sin embargo que estas autofunciones son los estados asociados a los niveles de energia

negativos, i.e. son las tnicas funciones de onda para las cuales podemos asegurar que la energia de
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la particula estd efectivamente dada por E. Por tanto a diferencia del caso clasico una particula

con energia negativa puede cruzar el pozo de potencial.
Oscilatorio arménico.

Es el ejemplo mas clasico de pozo de potencial y corresponde a la funcién
Ux)=~2% VzeR

con k una constante positiva. Es la energia potencial que se suele asociar a un muelle eldstico siendo
x = 0 la posiciéon de equilibrio. Mas generalmente aparece al usar una aproximacién de Taylor de
una funcién V en R cerca de un minimo estricto. Concretamente suponiendo V(0) = 0, V(x) > 0
en un entorno de cero y V”(0) # 0, tenemos

1"
V;O)xQ six ~ 0,

V() ~

con V”(0) > 0. El operador Hamiltoniano para este potencial se escribe

K2 k
Hu = —%u" + §x2u.

Como H tiende a infinito en infinito, se puede aplicar el Teorema 4.3.1 de forma que sabemos que
existen una cantidad numerable de autovalores que tiende a 400 y una base ortonormal formada
por autofunciones.

Queremos obtener soluciones no nulas de la ecuacién
k o

h2
—%u” + 533 u = au

con u € L*(R), a € R. Efectuamos el cambio de variables

o) = e ufoy) <= u(@) = e 30 ( )

con « > 0 a determinar, lo que transforma la ecuacién en

ka? K2 K2
_ " h2 [ ( _ ) 2, — ( _ ) )
oma2’ + ma2 + 2 oma2)? T omaz)’

Tomamos entonces « tal que

ka? h2
@ =0 < o’ =

2 2ma?

h
Vmk’
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lo que tranforma la ecuacién en

2a |m
o r_ (e%
v+ 2yv <h”k5 l)v

de forma que el problema es encontrar los autovalores del problema

2
—v" 4+ 290" = o, e 7ve L*(R). (4.3.7)
Este problema es bien conocido. Las autofunciones correspondientes son los polinomios de Hermite

H,, i.e. la familia de polinomios ortogonales respecto al producto escalar

(u,v) —>/e_y2uvdy.
R

Concretamente se suele definir H,, (como autofunciones estan definidos salvo una constante multi-
plicativa) a partir de la férmula de Rodrigues:

y? d" 2

Hy,(y) = (—1)"e dyneiy ’

los cuales verifican
—H]' +2yH) = 2nH, /ReyQH,%dy = /m2"nl.

Esto significa que los autovalores de (4.3.7) estdn dados por A, = 2n y las autofunciones correspon-
dientes los polinomios de Hermite. Deshaciendo el cambio de variable, tenemos que los autovalores

del oscilador arménico (niveles de energia) vienen dados por

2a, |m 1 k
- k—1_2n:>an—<2+n>ﬁ o

Introduciendo la frecuencia angular del movimiento como w = 4/ %, entonces obtenemos las energias

1
an = (2—1—71) hw

Los espacios de autovalores correspondientes tienen dimensién uno. Una familia ortonormal de

propias del sistema expresadas por

autofunciones asociada estda dada por
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Sistema de dos particulas.

Consideramos el problema de la interaccién entre dos particulas, suponiendo que la energia

potencial de interaccién entre ambas particulas sélo depende de la distancia entre ellas, U = U(|z1—

.1’2|)
El operador de Schiodinger correspondiente es el operador en L2(R3 x R3) definido por

h? h?
U —TmlAle - %Awu + U(Jz1 — z2|)u.

Como es usual en Mecédnica Clésica al estudiar la interaccién entre dos particulas, introducimos las

nuevas variables

mi1Iy +m2x2
Le=—"T"—"—", r=x9 — T,
mi + meo

que se corresponden respectivamente con el centro de masas de ambas particulas y el vector que
une 1 con xy (el cual da la posicién de x9 respecto de z1).
En estas nuevas variables el operador se escribe (v(z¢, ) = u(z1,z2))

2 hQ
—mA$C'I} — ZAIU + U(‘HTD'U,

11!
M =my + ma, M:(m‘f‘m) 5

V=

siendo

la masa total de las particulas y la masa reducida respectivamente. Como los operadores

h2 2

h
A, A+ T
v o D v o v+ U(|z|)v

dependen de variables indepedientes entre si. La descomposicion del operador se reduce a calcular
la descomposicién de cada uno de ellos y luego sumar.

Respecto a la variable variable x. nos encontrarmos con una particula de masa m que se mueve
libremente. La descomposiciéon viene dada por el Teorema 4.3.2. En la variable x tenemos una
particula de masa p que se mueve bajo un potencial U(|z|). El resulado es similar al cldsico. El
cento de masas se mueve libremente (lo cual es equivalente a la conservacién del impulso) y la
particula xo se mueve respecto de x1 como una particula de masa u sujeta a la fuerza derivada del

potencial U.
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Con la observacion anterior el problema es estudiar la descomposicion espectral del operador
2

v —ZUAIU + U(|z|)v. (4.3.8)
Usando que el potencial es invariante respecto de rotaciones se va a deducir la conmutatividad del
operador momento angular con respecto a este Hamiltoniano, lo que equivale a su conservacion.
Recordar que desde el punto de vista clasico la forma de resolver el problema equivalente es usar
la conservacion de la energia y del momento angular. En el presente caso la idea es simplemente

escribir el operador en esféricas lo que lleva al operador

R, B2 o
v o= _QMTQ ar (T 87/1)) - m@@(sen 98@1}) - m8¢¢’0 + U(?“)U (4 ; 9)
n 1 -
=52 Oy (r°0rv) + U(r)v + S Lv

siendo IL el operador cuadrado del médulo del momento angular. En estas variables el operador
H debe ser considerado como un operador en el espacio X de funciones v = v(r, 8, ¢) : (0,00) x

(0,7) x R — C medible tales que u es periddica de periodo 27 respecto de ¢ y verifica

27 T 0
/ / / r?sen@v? drdf dé < oo,
0 0 0

el cual es un espacio de Hilbert con el producto escalar

2w pm 00
(v|w) — / / / 2 sen O vw dr df dg.
o Jo Jo

Para obtener una descomposicién espectral de (4.3.9) usamos la descomposicién del operador L
obtenida anteriormente que nos permite escribir una funcién v de X como

i Z Oy (1) P™ (cos )€™, Z Z / v dr/ |P™|?dt < oo.

=0 m=—1 =0 m=-1

Usando esta descomposicién, el operador LL se escribe
I(1+1)R? ~
v — Z Z ( r 29, vlm) + U(r)vpm + (2/M2)01m> P/"(cos Q)e’m¢.
=0 m=-1
De esta forma el estudio de la descomposicién espectral de H en el caso de un sistema de dos

particulas se reduce a estudiar la descomposicion espectral de los operadores

B2, 11+ 1)R2
'LL’I"Q 8’r (T arw) + U(T)w + —Fw

W —
2 2pur?
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en el espacio de funciones w : (0, 00) — R tales que
X 2 9
/ rfw dr < oo. (4.3.10)
0

Fisicamente se trata del operador de Schrédinger para una particula de masa p en (0, co) sometida

al potencial
I(1 + 1)h?

Vilr) = U + 55

El segundo término se conoce como energia centrifuga.
Interaccién de Coulomb entre dos particulas con cargas de distinto signo.

Como caso particular del ejemplo anterior consideramos uno de los ejemplos cldsicos méas impor-
tantes en Mecancia Cuantica, el cual explica el modelo atémico de Bohr y se encuentra en la base
de la construccién de la tabla periddica. Se trata en particular el caso de la interaccion eléctrica

entre dos particulas de distinto signo, el cual podemos modelar como
K
Ury=—-——, K>0 (4.3.11)
r

con K una constante positiva que es proporcional al producto de las cargas. El caso mas importante
se refiere a la interaccién entre el nicleo de un dtomo y un electron que orbita alrededor, donde

_ Ze?

K =
47r£0

con Z el nimero atémico del elemento (= numero de protones), e la carga del electrén y g¢ la
permitividad eléctrica en el vacio.

Nos interesamos en los valores discretos de la energia que por el Teorema 4.3.3 corresponden a
energias negativas y que desde el punto de vista fisico sabemos que se refieren a los estados ligados,
asi en el caso del dtomo es la energia que tienen los electrones que no pueden escapar del campo
generado por el ntcleo de forma que deben orbitar a su alrededor.

El problema es por tanto estudiar los autovalores E' < 0 del problema

R d d K I(1+1)R?
S ey (K DR
2ur2dr \' dr r 2472 (4.3.12)
2 2 K 152 "
R R K eDR

2 ur r 2ur?



88 Alexander Bernal Gonzélez

como operador en el espacio de funciones que verifican (4.3.10). Para resolver este problema se usa

el cambio de variables

2(s) = (Bs) lezw(Bs) <= w(r) = rlz(%)e_#
con
5= h
2/ —2E'u
que transforma la ecuacién en
Kh
2"+ (20141 -8+ (—L=—-1-1)z=0, 4.3.13
QU+ 1) =)+ (s —1-1) (4.3.13)

la cual es un caso particular de la ecuacién que genera los polinomios de Laguerre. Recordar que
los polinomios de Laguerre originales L,/ (z) con son la familia de polinomios ortogonales asociada

al producto escalar para funciones medibles en (0, 00) definido por

(u,v):/Re_su(s)v(s) ds,

los cuales se suelen definir a partir de la férmula de Rodrigues

65 dn/ r_
L (s) = 1 ds™ (Sn ¢ S)

y son solucién de la ecuacién diferencial
sy"(s) + (1 —s)y/'(s) +n'y = 0.

Més generalmente, se definen los polinomios de Laguerre generalizados LI}, n’,m € N, m < n’ por

’
eS d"

e O

)

que aparecen como la familia de polinomios ortogonales respecto al producto escalar

y que verifican la ecuacién diferencial

s2"+(m+1—-2s)2 +n'2=0.
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Volviendo al problema de autovalores (4.3.13) podemos aplicar este resultado con m = 20 + 1 para

deducir que para cada [ > 0 los autovalores Efl, < 0 de (4.3.12) vienen dados por
K.\/n
hy/—2E",

y una autofuncién viene dada por

K?u

—l-1=n'=E, =—- :
T T T+ 1+ 1)2R2

wfhb/(r)zrlLil,Jrl —7r e & "

la cual claramente verifica
/00 2wk, [Pdr < oo.
0
Regresando al problema (4.3.8) con U dada por (4.3.11) deducimos que los niveles de energia
discretos correspondientes a los estados ligados estdn dados por

K?u

En =52

Vn € Z, n > 0.

Vemos que cuando n tiende a infinito se acumulan en cero. Esto es coherente con el hecho de que
el espectro esencial del Hamiltoniano es [0,00). Una base de espacio de autofunciones (estados)

asociados estd dada por las funciones

2 _2En —<bn 3
r@?f&’fﬁ“ﬁe”if“Hmekm% m=—l.,l, 1<n-1

Por tanto tiene dimensién )
n—

> @+1)=n’

=0

El nimero n (especialemente en el caso del 4tomo) se llama niimero cuantico principal, el nimero
[ se llama nimero cuantico acimutal y m nimero cudntico magnético. Los valores de [ se suelen

representar por letras en lugar de enteros
0557 1Ep7 2Ed7 3Ef)

Recordar que [ se relaciona con el cuadrado del médulo del momento angular mientras que m

representa las orientaciones posibles del mismo.
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4.4. QObservaciones finales

Para terminar este trabajo, recordamos por completitud algunos aspectos importantes de la
Mecanica Cuantica que no hemos considerado en la presente memoria y que pensamos que merecen

al menos ser comentados.

Como ya comentamos al hablar del operador paridad, en Mecanica Cudntica aparecen ciertos
operadores (magnitudes fisicas) que no tienen contrapartida en Mecénica Clasica. Desde el punto
de vista matemaético sus efectos desaparecen al pasar al limite cuando h tiende a cero. El maés
importante de estos operadores es el operador de espin. Una descripcion més adecuada de este
operador proviene de la Mecancia Cuédntica Relativista o Electrodindmica Cuantica, la cual no
abordamos en el siguiente trabajo. Desde el punto de vista de la Mecdnica Cudntica no Relativista
se comprueba que la energia y el momento no bastan para describir los distintos estados de un
sistema lo que lleva a introducir el espin, que aparece como un momento “propio” distinto del
momento angular y que no tiene que ver con los movimientos de la particula respecto al espacio.
Cada particula o sistema de particulas que actiia como un todo (por ejemplo un nicleo atémico)
tiene un espin determinado que notamos por .S, pero similarmente al momento angular puede tener
varias direcciones, que en el caso del momento angular venian reflejadas por los distintos valores que
toma la componente z del momento (o cualquier otra componente ya que esto depende del sistema
de referencia elegido). M4s concretamente, recordamos que el cuadrado del médulo de un momento
angular viene dado por (I 4+ 1), y su proyecciéon L, puede tomar los valores —I,—l + 1,...,1 — 1,1.
Similarmente siendo s el valor del espin, su proyeccion que podemos notar por s, aunque no esta
ligada al espacio, varia por un ndmero entero, siendo el valor minimo —s y el maximo s. Sin
embargo, mientras que [ es un nimero entero no negativo, s puede tomar, dependiendo del caso,
valores enteros o semi-enteros 0,1/2,1,3/2,.... De esta forma a una particula con nimero de espin
asociado s se le asignan tres operadores, s, sy, s, que verfican las mismas reglas de conmutacién

que los operadores [, [, y [, que mostramos en (4.2.3) y que definen el operador.

Consideremos el ejemplo simple pero muy importante de una particula con espin 1/2 como es el

caso del electrén. Su proyeccion sobre un eje (por ejemplo el z) puede tomar dos valores —1/2, 1/2.
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Como consecuencia su funcién de onda que en el trabajo hemos considerado una funcién escalar es
en realidad una funcién vectorial con dos componentes que podemos notar como w1 (t, z) y us(t, x),
que representarian las componentes con respecto a una base ortonormal de autovectores asociada al
operador s. En general los operadores s;, s, y s, seran aplicaciones lineales definidos por matrices
2 x 2 (matrices de Pauli) de tal forma que se verifican las mismas reglas de conmutacién que las
de los operadores I, [y, I. que indicamos en (4.2.3). Asf en el caso de la particula de espin 2 estas

matrices estd n dadas por

—_
o
—_

—_
o

|
~

—_
—_
es}

Sg = = y Sy =

El resultado es similar para un espin s. La funcién de onda tendra en general 2s + 1 componentes.

El hecho de que la funcién de onda sea en realidad una funcién vectorial no invalida los resultados
que hemos mostrado en el trabajo ya que el espin no interactia con los operadores considerados
y més particularmente con el campo eléctrico. Simplemente la ecuaciones deben aplicarse a cada

componente. Sin embargo si que interactia por ejemplo con el campo magnético.

Otro punto importante en la teorfa es el principio de indistinguibilidad. Como ya hemos comen-
tado, en Mecdnica Cuantica no podemos hablar de la posicién de una particula ya que sélo se conoce
con una cierta probabilidad. Por tanto no tiene sentido hablar de trayectorias. Dos particulas se
consideran idénticas si no solo son el mismo tipo de particula sino que ademds tienen asignados
los mismos valores cuédnticos (energia, cuadrado del momento angular, proyeccién del momento
angular y espin). Para estas particulas, el realizar una permutacién entre ellas lleva a la misma
situacién fisica. Mdas concretamente lo que se supone es que si tenemos la funcién de onda de dos
particulas u(t,&1,&2) (& denota las tres coordenadas de la particula junto con la proyeccién del

espin) entonces existe a € R tal que

U(t, 517 52) = eaiu(tv 527 51)7

lo cual no cambiaria las probabilidades de la posicién impulso, etc. Usando

u(t, &1, &) = e™u(t, &2, &) = 2 u(t, &, &)
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llegamos a que @ = 0 o a = 7. Esto significa que las funciones de onda correspondientes a un
sistema de particulas idénticas son o bien simétricas o bien antisimétricas. Aquellas particulas
correspondientes a funciones de onda simétricas se llaman bosones (obedecen a la estadistica de
Bose-Einstein) mientras que las correspondientes a funciones de onda antisimétricas se llaman fer-
miones (obedecen a la estadistica de Fermi-Dirac). A partir de la Mecénica Cudntica Relativista
se llega a la conclusiéon de que los bosones corresponden a particulas con espin entero y los fer-
miones semi-entero. Los resultados mencionados tienen una gran importancia en el campo de la
Fisica Estadistica donde es necesario contar el nimero de posibilidades que se presentan para un
determinado niimero de particulas. Asi en el caso de bosones todas las posibles permutaciones entre
particulas idénticas deben ser consideradas como una tinica posibilidad. En el caso de los fermiones,
al ser la funcién de onda antisimétrica se tiene que ésta se anula si hay particulas idénticas. Por
tanto no es posible que dos particulas tengan los mismos estados cudnticos. Por ejemplo en el caso
de un electrén en un atomo, para un mismo nivel n de energia, el cuadrado del momento angular
podia tomar n valores (I = 0,...,n — 1) y para cada valor de [ tenfamos que la proyeccién del
momento tomaba 2/ + 1 valores. Teniendo en cuenta ademds que el espin puede ser 1/2 0 —1/2 se

deduce que a lo més hay 2n? electrones con el mismo nivel de energfa.
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