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Resumen

Una transformada de Cauchy es una funcién holomorfa, definida en el dis-
co unidad del plano complejo, y construida, por integracién, a partir de una
medida  boreliana compleja en la circunferencia unidad. Dicha
construccién hace que algunas propiedades de tal funcién se deduzcan direc-
tamente de las propiedades de la medida de la que proviene. En particular,
cuando se profundiza en este estudio, aparece una estrecha relacion entre el
espacio de las transformadas de Cauchy y los espacios de Hardy de funciones
analiticas en el disco unidad.

Esta relacién sugiere el estudio de la transformada de Cauchy como un
operador lineal definido sobre un espacio de medidas. Con esta visiéon se ob-
tienen muchos de los resultados que se estudian en este trabajo: la relacion
con la transformada de Poisson, con la proyeccion de Riesz o con la derivada
de una medida, por ejemplo.

También se aborda, en el trabajo, el estudio del espacio de transformadas
de Cauchy. Més concretamente, su visiéon como espacio de Banach, el estudio
de la convergencia en norma, o ciertas propiedades de factorizacion.

Vemos, por tanto, que el estudio de la transformada de Cauchy no se
restringe al campo de la teoria de la medida, sino que sus resultados mas
caracteristicos se dan a través del uso de herramientas propias del andlisis
funcional o la variable compleja.






Abstract

A Cauchy transform is an holomorphic function, defined on the unit disk
of the complex plain, and constructed, by integration, from a complex Borel
measure on the unit circumference. This construction is such that it allows
to relate the properties of a measure and its transform. In particular, when
this relation is studied, the space of Cauchy transforms seems to be linked
with Hardy spaces of analytic functions on the unit disk.

This link suggests that the Cauchy transform can be studied as a lineal
operator on the space of complex Borel measures. In this way, the most rele-
vant results in this field (the connection with Poisson transform, with Riesz
projection or with the derivative of a measure, among others) are obtained.

The vision of the space of Cauchy transforms as a Banach space is also
approached, studying its norm convergence, and some properties related with
the factorization of such space.

As this introduction induces, the concepts and proceedings we will use as
we develope the study of the Cauchy transform will not only come from the
Measure Theory, but also from Functional Analysis and the field of Complex
Variables.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

En este primer capitulo del trabajo trataremos de dar algunas “pincela-
das” sobre aquellos conceptos y aquellas ideas que se usaran a lo largo del
mismo de manera frecuente, dotando al lector de un documento de referencia
para consultar los resultados que sean necesarios posteriormente.

1.2. Medidas

Comenzaremos esta introduccién preliminar con el concepto central sobre
el que se construye el trabajo: las medidas. En este sentido, es apropiado
recordar las siguientes definiciones.

Definicién 1.2.1. Sea X un conjunto, y % una familia de subconjuntos de
X. Se dice que F es un o-dlgebra (sobre X ) si se cumple:

(a) X € F.
(b) Si Ae.Z, entonces X \ A€ F.

(c) Si{An},en © F, entonces |, oy An € F.

neN

Definiciéon 1.2.2. Dado un o-dlgebra %, decimos que la aplicacion
w: F — C es una medida (compleja) sobre F si posee las siguientes propie-

dades:
(a) (D) =0.



(b) Si{An},en © F es una familia de subconjuntos disjuntos dos a dos,

entonces
H (U An) = ZM(An>-

neN neN

Los dos conceptos anteriores han sido enunciados con cierta generalidad.
No obstante, en este trabajo nos restringiremos a un o-algebra concreto, asi
como a un tipo especifico de medidas.

Definicién 1.2.3. Se llama o-dlgebra de Borel, %, (T), al menor o-dlgebra
que contiene a todos los abiertos de T, la circunferencia unidad de C (en la
restriccion de la topologia euclidea del plano complejo). A los elementos del
o-dlgebra de Borel se les denomina borelianos.

Notese que el g-algebra de Borel que acabamos de introducir existe gra-
cias al hecho de que el concepto de o-dlgebra posee buenas propiedades. En
particular, la interseccién de dos de ellos vuelve a ser un nuevo o-algebra.
Ahora ya podemos dar paso a nuestro objeto de estudio.

Definicién 1.2.4. Al conjunto de las medidas complejas j sobre el o-dlgebra
de Borel se le denota por M, el espacio de medidas borelianas.

Entre las medidas de M resultan especialmente ttiles las medidas que
toman valores en [0, +00). Se las conoce como medidas positivas finitas, pues
del hecho de que 0 < p(B) < 400 para todo boreliano B € 4, (T) se sigue
que la medida estd acotada, es decir, existe C' > 0 tal que 0 < p(B) < C
para todo boreliano B € 4, (T).

También es importante notar que, en la Definicién [1.2.4] el término “espa-
cio” no es casual: M puede ser dotado de la estructura de un espacio vectorial.
Es més, dicho espacio puede ser dotado de una norma que lo haga completo,
es decir, puede ser dotado de la estructura de un espacio de Banach.

Definicién 1.2.5. Sea B € %, (T) un boreliano. Se dice que la familia de
conjuntos {B;},.ny € B, (T) es una particion de Borel de B si:

(a) Es una familia disjunta, es decir, B; N\ B; =0 sii # j.
(b) Su union es B, es decir, |J;-, B; = B.

Esta situacion la notaremos escribiendo B = | |;=, B;.



Proposicién 1.2.6. Sea p € M una medida. Entonces se puede definir otra
medida v € M, que es una medida positiva, dada por

v (B) = sup{z (B : B = UBi},

y cumpliendo | (B)| < v (B) para todo boreliano B € A, (T).

La medida anterior suele nombrarse como la medida variacion de p, y
suele denotarse por |u|.

Proposicién 1.2.7. La aplicacion ||-|y : M — R dada por

l#tllpg = 1] (T,

conocida como variacion total de p, es una norma sobre M. Ademds, dota a
M de la estructura de un espacio de Banach.

Ejemplo 1.2.8. Sea & € T un punto. Definamos la aplicacion d¢, del
o-dalgebra de Borel en C dada por:

Jg, (B) := {

Se verifica que d¢, € M. A esta medida la llamamos la medida delta en el
punto &g.

1, s1& € B,
0, en otro caso.

1.3. Medida de Lebesgue

El concepto de medida surge del intento de axiomatizar la idea de asig-
nar una cierta “longitud”, “superficie” o “volumen” a los subconjuntos de
un espacio. No obstante esta asignacion no es siempre posible para todos
los conjuntos, como probd Vitali, por mas que se generalice el concepto de
medida.

Siendo un poco menos abstractos, hay una medida concreta que despierta
un interés especial.

Definicién 1.3.1. Consideramos la aplicacion T: [0,2n] — T dada por
T (0) = ¢ € T. Se define la medida imagen de la medida de Lebesgue
mio,2x en [0,27], mediante la aplicacion T', como

mr (B) := Mmoo (T_1 (B)) , para todo boreliano B € A, (T).

3



Como T es continua, la medida imagen my estd bien definida y es una
medida de M. A través de ella, definimos a la medida de Lebesgque (norma-
lizada) sobre T, notada por m, y dada por

1
mi= —mr.
2 r

En base a esta medida, nos interesa abordar los siguientes conceptos:

Definicién 1.3.2. Se dice que una medida p € M es absolutamente con-
tinua respecto de m si p(A) = 0 para cualquier boreliano A satisfaciendo
m(A) = 0.

Definicién 1.3.3. Se dice que una medida p € M es singular respecto de
m si existen dos borelianos disjuntos A y B de manera que AUB =T y

|1l (A) =m(B) = 0.
Un resultado de gran trascendencia en base a las definiciones anteriores,
y que debemos tener en mente durante todo el trabajo, es el siguiente.

Teorema 1.3.4 (Teorema de Descomposicién de Lebesgue). Sea p € M una
medida. Esta puede ser descompuesta, de manera unica, como

M= fa T+ fhs

donde p, es una medida absolutamente continua respecto de m, y s €s una
medida singular respecto de m.

También haremos uso de la siguiente descomposicién.

Proposicién 1.3.5 (Descomposicién de Jordan). Sea p € M una medida.
En ese caso, podemos encontrar jiy, pia, pi3, g € M medidas positivas de ma-
nera que
o= (1 — p2) + i (s — pa) .

Ademds, esta descomposicion es unica si p11 Y flo son mutuamente singulares,
asi como pug y ja. Es decir, si existen cuatro borelianos By, ..., By € B,(T)
de manera que BN By = BsNB, =0, y BiUBy = BsUB, =T, cumpliendo
\pil (B;) = 0 para todo 1 <i < 4.

Nétese que, en el caso en el que i es una medida que toma valores reales,
entonces

1 1
u1=5(1u|+u), u2=§(\u|—u), pi3 = g =0,

es la descomposicién de Jordan de p. En el caso en el que p toma valores
complejos, la idea anterior puede usarse para obtener una descomposicién de
Jordan de p a través de R(u) y S(w).
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1.4. Espacios de Lebesgue

A partir del concepto de medida se introduce la conocida integral de
Lebesgue, que resulta enormemente fructifera en muchos aspectos. En parti-
cular, nosotros trabajaremos con las siguientes ideas.

Definicién 1.4.1. Denotaremos por £7P (T), para 0 < p < oo, el conjunto
de funciones medibles f: T — C de manera que

/|f|pdm<oo.
T

Segtn el valor de p, los conjuntos anteriores tienen diferentes propiedades.

Teorema 1.4.2. Denotamos por LP(T) al espacio de clases de equivalencia
de ZLP(T) obtenido identificando funciones que coinciden en casi todo, es
decir, aquellas funciones medibles f y g cumpliendo

m({£eT: f(§)=4g()})=0.

Entonces, para 1 < p < oo, la aplicacion H-HL,,(T) : LP(T) — R, dada por

1/p
1 lloveey = ( / If\pdm) ,

es una norma sobre LP (T) que dota a este espacio de la estructura de espacio
de Banach.

Para 0 < p < 1, la aplicacion d: LP (T) x L? (T) — R dada por

a(f,9) :z/Tlf—ngm

define una distancia sobre LP (T) que dota a este espacio de la estructura de
espacio métrico completo.

Para el caso p = oo también son conocidas las siguientes ideas.

Definicién 1.4.3. Sea £ (T) el conjunto de funciones medibles f: T — C
de manera que

f{M >0:|f ()| <M para casi todo § € T} < oo.



Teorema 1.4.4. Denotamos por L= (T) al espacio de clases de equivalencia
de L>*(T) obtenido identificando funciones que coinciden en casi todo, es
decir, aquellas funciones medibles f y g cumpliendo

m({eT: f(&)=g()}) =0
Entonces, la aplicacion ||| poo(r) : L> (T) — R, dada por
[fl oo ipy :=mE{M >0 [f(§)] < M para casi todo € T},
es una norma sobre L™ (T) que lo dota de la estructura de espacio de Banach.

Estos conocidos espacios, denominados espacios de Lebesgue, tendran una
relevancia fundamental a lo largo del trabajo. En particular, seran de nuestro
interés los siguientes resultados.

Teorema 1.4.5 (Teorema de representacion de F. Riesz). Sea 1 < p < oo,
y sea q tal que 1/qg+ 1/p =1 (con ¢ = oo si p = 1). Se cumple que todo
funcional lineal y continuo T": LP (T) — C es de la forma

feLP(T) = T(f) ;:/fgdm cC
T
para alguna funcion g € L1(T).

Mids ain, el espacio (L*(T))" de aplicaciones lineales y continuas
T: L?(T) — C, dotado de la norma

|7l = inf {C > 0: [T < CIf,. f € (D},
es isométricamente isomorfo a L1 (T), bajo la isometria
g€ L'(T) =T, € (L7 (T))",

donde
Mﬁ:AﬁMufeﬂm-

Teorema 1.4.6 (Teorema de Radon-Nikodym). Sea p € M una medi-
da. Entonces | es absolutamente continua respecto de m si y solo si existe
f € LY (T) de manera que, para todo boreliano B C T, se verifique

u(B) = [ fam.
B
Esta situacion la notaremos por dp = fdm.
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1.5. Espacios de Hardy

Queremos introducir ahora los espacios de Hardy, que son espacios de
funciones holomorfas. No obstante, como se verd, estos espacios estan inti-
mamente ligados con los espacios de Lebesgue. Es por ello que, de alguna
manera, estos espacios ligan la variable compleja y la teoria de la medida.

Definicién 1.5.1. Sea 0 < p < co. Se denota por el espacio de Hardy HP (D)
al conjunto de funciones analiticas f: D — C, de manera que

aw ([ |f(7"€)|”dm(€>>l/p<00-

0<r<1
Por analogia con L* (T), también podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 1.5.2. Se denota por el espacio de Hardy H* (D) al conjunto de
funciones analiticas f: D — C de manera que

sup |f (2)| < 0.
zeD

Proposicién 1.5.3. Sean 0 < p < ¢ < c0. Se cumple que H (D) C H? (D).

Los espacios de Hardy pueden ser dotados de una topologia de la siguiente
forma.

Definicién 1.5.4. Dado 0 < p < oo cualquiera, se define la aplicacion
M,: [0,1) x H? (D) — R dada por

My 1) o= ([ 1 am <s>)1/p.

En caso de que p = oo, se define la aplicacion My, : [0,1) x H* (D) — R
dada por
Mo (r, f) == sup | f (2)|.

|z|<r

Teorema 1.5.5. Sea 0 < p < co. Definamos la aplicacion ||-||, : H? (D) — R
dada por

11, = sup M, (r,[).
0<r<1

Si0 <p <1, entonces ||-||, dota al espacio H? (D) de la estructura de un
espacio métrico completo a través de la distancia d,: H? (D) x H? (D) — R
dada por

dy (f,9) = Ilf = gll;-
Para 1 <p < oo, se tiene que ||-||,, es una norma sobre el espacio H? (D)
que lo dota de la estructura de un espacio de Banach.
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Es importante destacar que, para 0 < p < oo, la funcién M, es creciente.
Es decir, para toda funcién f € HP (D) se cumple que

M, (ri, f) < M, (re, f), si0<r <r<l.
Esto permite justificar que, para toda funcién f € H? (D), se cumple

1F1l, = lm M, (r, f).
r—1

Una de las razones por las que esta topologia se vuelve crucial en los es-
pacios de Hardy es porque “respeta” la convergencia uniforme en compactos.
No obstante, los aspectos mas relevantes de estos espacios, los cuales seran
usados numerosas veces durante el trabajo, son los siguientes.

Teorema 1.5.6. Sea 0 < p < o0, y sea cualquier funcion f € HP (D).
Entonces, se cumplen las siguientes propiedades:

(a) La funcion f posee limite no tangencial en casi todo & € T (en el
sentido de la medida Lebesque). Es decir, para todo & € T salvo un
conjunto de medida Lebesque nula, y para todo o > 1, existe

€)=l [ (),
z2€la (&)

donde
To(@)={zeD:|z—¢l <a(l—]z])},
y [* (&) es independiente de .

En particular, para todo £ € T salvo un conjunto de medida Lebesgue
nula, existe el limite radial de f en &, cumpliendo

fr(&) = Mm f(rg).

r—1-

(b) La funcion f* definida en casi todo & € T (en el sentido de la medida
Lebesque) pertenece a LP (T). Aun mds, se cumple que

lim /T () — F©) dm(€) = 0.

r—1-

En particular,

17 N zogry = I1£1L, -

(c) Adn mds, si f* se anula en un subconjunto de T con medida Lebesque
no nula, entonces f es idénticamente nula sobre T.



(d) Sil1<p<oo,ysilafuncion f viene dada por la serie de Taylor

entonces se tiene que
an:/f*(ﬁ)gndm(f) 2]3"(71), paran=0,1,...,
T

donde f* (n) en el n-ésimo coeficiente de Fourier de f*.

Figura 1.5.7: Tlustracién de la regién T'y(§) para a =2y £ = 1
inscrita en T.

La existencia de limite no tangencial puede utilizarse para definir el siguiente
espacio.

Definicién 1.5.8. Sea 0 < p < 0o. Se denota por el espacio de Hardy HP (T)

al congunto de funciones medibles f: T — C de manera que eziste g € H? (D)
con

f(6)= Tliqgg(ré),

para casi todo & € T (en el sentido de la medida Lebesgue).



Los espacios H? (T) pueden verse como subespacios de L (T), heredando
su topologia. En este sentido son importante los siguientes resultados.

Proposicién 1.5.9 (Smirnov). Sean 0 < p < ¢ < o0, y [ € HP (D). Si
la funcion f* que definen sus limites radiales pertenece a L% (T), entonces

f e Hi(T).

Teorema 1.5.10. Sean 1 < p < oo, y una funcion f € LP(T). Entonces
f pertenece a HP (T) si y solo si los coeficientes de Fourier f(n) se anulan
para todo entero n < 0.
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Capitulo 2

Introducciéon a la transformada
de Cauchy

2.1. Introduccion

La introduccion en el drea de la variable compleja comienza con la fami-
liarizacién de la estructura del plano complejo, C, como cuerpo algebraico.
Mas tarde se estudian las propiedades mas elementales de las funciones de va-
riable compleja, y se introduce el concepto de funcién holomorfa. El siguiente
aspecto en el estudio suele ser la integracion de funciones sobre caminos en
C. Es justo en este momento cuando aparece una idea central en la teoria
elemental de esta disciplina, y que relaciona la integracién y la holomorfia:
la formula integral de Cauchy.

Una version simple de este resultado dice que si f es una funcién holo-
morfa en un abierto {2 C C que contenga a un disco cerrado D, y « es la
curva que define la frontera de D recorrida positivamente, entonces

RIS
f<z>ﬁlg_zdg, 2eD.

El trabajo que aqui expongo consiste, en algin sentido, en el estudio
de la idea anterior, algo més generalizada, y haciendo uso de técnicas exter-
nas a la variable compleja, como el analisis funcional y la teoria de la medida.

En particular, y por simplicidad, pensemos en el caso anterior, pero par-
ticularizando en D = DD, el disco unidad de C, y con T = 0D su frontera, la
cual origina la curva . Sabemos que, entonces, todo & € T se escribe como
¢ = ¢ para algin 6 € [0,27], de manera que ¢! = £. Por tanto, la férmula
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anterior puede ser reescrita segun:

_ L [ [ S
FE) =55 15T /T 1— &z 2mif’
Observando que
dm = de
T orie
es la medida de Lebesgue normalizada, entonces
1@ = [Llime, zep
Tl1—¢&z

A la vista de la expresién anterior, nos planteamos: jcuando tiene sentido
la integral que ahi aparece? Por ejemplo, si f € L' (T), la integral anterior
sigue existiendo, aunque no podemos decir, en principio, que sea igual a f (2).
Yendo mas alla, podemos ver a f (§) dm (§) como una medida dyu (€), definida
sobre los conjuntos de Borel de T. Es decir, la expresion previa induce la idea

del estudio de la integral
/ dp (§)
T 1-— 52’

para p una medida compleja sobre T, es decir, para pu € M.

2.2. La transformada de Cauchy

Definicién 2.2.1. Sea p € M una medida. Se llama transformada de Cauchy
de i a la funcion definida en D por

Ku(z) ::/Tf'u_(g, z € D.

Proposicién 2.2.2. La transformada de Cauchy de cualquier medida p € M
existe y es una funcion holomorfa en D.

Demostracion. Comenzamos notando que, fijado z € D, la funcién

eTw— —
¢ 1—-¢2

es una funcién continua, y por tanto, medible. Ademas, se tiene que

[1—& > [1-[z][ =1 el =112, 2€D, €T,
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de donde se deduce

1 1
—| < .
1—-¢&z| ~ 1—|7|
Por tanto, dada p € M una medida, y para todo z € D, se tiene que
d d
/ nE) | / ) _ kv o L e, 2.1)
T|1=&| " Jr 1=]2]  1-|¢

Asi, la integral que define a Ky (z) es convergente. Se sigue de esto que la
transformada de Cauchy de cualquier medida existe en cada punto z € D.

En cuanto al hecho de que K i sea una funcién holomorfa, hemos de notar
que el integrando de la expresion que la define puede verse como una serie

geométrica
1 =~ \n
1— gz B Z (ﬁz) 7

n=0

donde la convergencia es, como en toda serie geométrica, uniforme. Es mas,
a través de esta convergencia, se tiene que si tomamos N — oo, entonces

Z/T(EZ) dp (§) — K (2) Z/T[Z (52)”—%] u(£)|
SAZ«N~£?MMQ
< s (St oty 0
w=£z€D | ,—0

En ese caso, las operaciones de sumacion e integral puede conmutarse, obte-

niendo:
Kp(2) =/T ;iu_(g
- /T S (E)" du (€)
=ZA@WM®

= Z anz", (2.2)
n=0
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donde hemos tomado

T
Noétese que (2.2) es un desarrollo de Taylor para K en z = 0. Por tanto,

para ver donde K es holomorfa, debemos hallar el radio de convergencia de
tal serie. Con esto en mente, notamos que

mazM@m@ﬁgAmmazmm.

De esto se deduce que el radio es convergencia de la serie de potencias dada
en (2.2) es mayor o igual que 1. De hecho, para todo z € D, se tiene que

o o il
D anz"| <l > 12" = 1|z < oo.
n=0 n=0

Por tanto, (2.2) converge en D, deduciéndose que Ky es holomorfa, al menos,
en esta region. |

La proposicién anterior, aunque esperable, pone a nuestra disposicién una
gran cantidad de herramientas para el estudio de la transformada de Cauchy.

Definicién 2.2.3. Se llama espacio de transformadas de Cauchy al conjunto
de funciones
H ={Kp:pueM}.

Apreciemos que £ es un subespacio vectorial del espacio de funciones
holomorfas sobre .

No obstante, ;jtoda funcién holomorfa estd en £ 7 La respuesta es nega-
tiva, es decir, J# es un subespacio propio de funciones holomorfas. Para ver
esto, trabajamos sobre los siguientes resultados, donde nos conviene recor-
dar que, por analogfa con las funciones de L' (T), se llaman coeficientes de
Fourier de una medida € M a

mm:A@ww.

Proposicién 2.2.4. Sea p € M una medida. Los coeficientes de Taylor
(centrados en z = 0) de la funcion Kp son los coeficientes de Fourier fi(n)
de la medida p1 con n > 0.
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Demostracion. Se sigue sin mas que identificar la correspondiente expresion
(2.2) que se obtuvo al final de la demostracién de la Proposicién 2.2.2 donde

vimos que

con

[]

Corolario 2.2.5. Sea 1 € M una medida. Los coeficientes de Taylor (cen-
trados en z =0) de Ku estin acotados.

Demostracion. Por la proposicién anterior, sabemos que estos coeficientes
son los coeficientes de Fourier de p. Sin embargo:

i (n)] =

[ <§>\ < [a1u© = Il

para todo n € N. O

Nétese que este ultimo corolario no es cierto, en general, para funciones
holomorfas sobre D. Esto justifica lo que ya se habia adelantado sobre la
contencion estricta de %~ en el conjunto de funciones holomorfas sobre .

2.3. Relacion entre medidas con la misma trans-
formada

Definicién 2.3.1. Dada f € J£, denotaremos por Ry al conjunto de medidas
cuya transformada de Cauchy es f, es decir,

Ry ={peM: f=Ku}.

Una primera cuestién a determinar es si /2y es un conjunto unitario o no.
Para entender esto, hemos de pensar que si i es una medida tal que f = Ky,
y escogemos otras medida po con Ky = 0, entonces p + pg € Ry, pero a
priori p + pg es distinta a pu. A la vista de esto, parece relevante determinar
las medidas cuya transformada de Cauchy sean la funcién nula.

Para estudiar esto, haremos uso del siguiente resultado de F. y M. Riesz,
que esta intimamente relacionado con el Teorema [1.5.10
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Teorema 2.3.2 (F. y M. Riesz). Sea pn € M una medida cuyos coeficientes
de Fourier son nulos para todo entero n < 0. Entonces i es una medida
absolutamente continua respecto de m. Es mds, existe ¢ € H' (T) de manera
que dp = ¢pdm.

Notese que, siguiendo la notacién del resultado anterior, se tiene
i) = [€dn©) = [&0©dm(© =dm), nez
T

Es por ello que si la anterior medida € M cumpliese, ademaés, que i (0) = 0,
entonces lo mismo se deduciria para ¢. Esta es, de hecho, una situacion que
sera de nuestro interés en més ocasiones. Es por ello que damos la siguiente
definicion.

Definicién 2.3.3. Denotamos por H} (T) al conjunto de funciones
¢ € H' (T) cumpliendo gb( ) =0, es deczr,

/Tqb@ dm (€) =

Ahora ya estamos en posiciéon de responder a la pregunta con la que
abrimos esta seccion.

Proposicién 2.3.4. Sea ¢ una funcién de Hg (T). Entonces ¢dm es una
medida absolutamente continua respecto de m con K (gbdm) =0.

Demostracién. El hecho de que ¢dm es una medida absolutamente continua
es conocido.

Dado un entero n > 0, calculamos

gdm (n / £ (€) dm (€) = /T £ (€) dm (€) =

_ / E () dm (€) = 3 (—n) =

puesto que los coeficientes de Fourier para —n < 0 de las funciones de H* (T)
son nulos (Teorema|l.5.10). Para n = 0, se tiene, puesto que ¢ € H} (T), que

/¢ ) dm (€) = 6 (0) = 0.

Con esto se concluye que los coeficientes de Fourier de la medida ¢dm
son nulos para n > 0, por tanto también lo son los coeficientes de Tay-
lor (centrados en z = 0) de la funcién K (gbdm). Se tiene, por tanto, que

K (édm) = 0. 0
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Corolario 2.3.5. Sea f € A". Entonces el conjunto Ry es infinito, pues si
1 € M es una medida con pn € Ry, entonces p+¢dm € Ry para toda funcion
¢ € Hy.

Adn puede decirse mas del conjunto Ry (y, por tanto, de todo Ry por
linealidad). La pregunta natural después de los resultados anteriores es si
hay alguna otra medida que se transforme en la funcién nula y que no ha-
yamos considerado atin (es decir, no sea del tipo ¢dm para ¢ € H} (T)). El
siguiente resultado, que esté fuertemente basado en el teorema de F. y M.
Riesz (Teorema [2.3.2) que enunciamos al inicio de esta seccion, justifica que
no.

Antes de verlo, recordemos que dada una medida u € M, por el teorema
de descomposicién de Lebesgue (Teorema , se puede expresar de forma
Unica como p = p, + ps, donde p, es una medida absolutamente continua
respecto de m, y us es una medida singular respecto de m.

Proposicién 2.3.6. Sea f € 7.
(a) Se cumple que K =0 si y solo si du = ¢dm para alguna ¢ € H (T).
(b) Sean p,v € Ry. Entonces du — dv = ¢dm para alguna ¢ € H} (T).
(¢) Sip,v € Ry, entonces s = vs.

Demostracion. (a) Este resultado ya ha sido parcialmente probado en la Pro-
posicién [2.3.4] La implicacién reciproca es consecuencia, como ya se ha dicho,
del teorema de F. y M. Riesz (Teorema [2.3.2]).

Para ver la implicacion directa, tomemos una medida p € M con Kpu = 0.
En ese caso, por la Proposicion [2.2.4) ha de ser i (n) = 0 para todo entero
n > 0. Con esto en mente, definamos la medida v € M dada por

v(B)=u(B), Be%(T).

Por analogia con la prueba de la Proposicion [2.3.4] se tiene:

- [Ewie - [t / Endu(€) = i (—n).

Por tanto, 7 (n) = 0 para todo entero n < 0. En aplicacién del Teorema
y de los comentarios que le siguen, se tiene que dv = ¢dm para alguna
funcién ¢ € Hj (T), y consecuentemente, du = ¢dm.
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(b) Este apartado es consecuencia directa del anterior. Para ello, nétese
que si p,v € Ry, entonces K (u—v) = 0. Pero acabamos de probar que
entonces dy — dv = ¢dm para alguna ¢ € Hj.

(c) De nuevo, desde el apartado anterior, ndtese que si dy — dv = ddm
para alguna ¢ € Hg, entonces (u—v), = 0 (pues ¢dm es absolutamente
continua respecto de m). O

2.4. Comportamiento en la frontera

Como la transformada de Cauchy de una medida es una funcién holomorfa
definida sobre D, una pregunta natural seria cémo se comporta dicha funciéon
en JD = T. En este sentido, es interesante recordar la restriccién sobre el
crecimiento de la transformada que se derivé en (2.1)), a saber, que si p € M
es una medida, entonces se tiene la acotacion

(K ()] < e oy

Notese que, aunque la desigualdad anterior acota el médulo de Ku en
cada punto de ID, no garantiza que la funcion tenga un buen comportamiento
en T (i.e. la cota diverge si |z|] — 17). No obstante, jes realmente posible
que la funcion diverja cerca de T? La respuesta es que si, como vemos a
continuacion.

Proposicién 2.4.1. Sea p € M una medida, y sea ¢ € T. Entonces

i (1 —7) (Kp) (r¢) = p({C}) -

r—1-

Demostracion. Notese que queremos calcular

1 _
lfm " du
r—1— T 1 - SC

(€)-

Por tanto, parece logico que la idea sea aplicar el teorema de la conver-
gencia dominada. Para ello, definimos, para 0 < r < 1,

L) =" ¢eT

=1

Obsérvese que si 7 — 17, entonces f, — 0, a menos que £ = 1, es
decir, £ = (. Por tanto, f, tiende puntualmente a la funcién caracteristica
del punto {¢}. Ademds, de nuevo, por la desigualdad triangular inversa, se
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tiene que ‘1 — rgd > 1—r, luego |f,| < 1. Como la funcién idénticamente
unidad es integrable respecto de p (pues la medida de variacién absoluta |u|
es una medida finita sobre T), entonces el teorema de convergencia dominada
garantiza que

i [ (€O = [ xi@ ©dnle) = (e

r—1—
]

El resultado que acabamos de probar parece indicar que la transformada
de Cauchy no tiene un buen comportamiento en la frontera si la medida
tiene parte singular no nula, pues se deduce que si ¢ € T tal que p ({¢}) # 0,
entonces

lm |(Kp) (r¢)| = +o0.

r—1-

A la vista de este comportamiento “patolégico”, cabria la posibilidad de
pensar que la transformada de Cauchy solo merece ser estudiada cuando
su accion se restringe, por ejemplo, a las medidas absolutamente continuas.
Nada mas lejos de la realidad. Hemos de recordar que, a efectos de propieda-
des como la integrabilidad, el comportamiento anterior es aceptable siempre
que el conjunto de puntos de T en los que la transformada diverge sea de
medida Lebesgue nula. Es esto precisamente lo que pasa, como veremos a
continuacion.

Teorema 2.4.2. Sea j1 € M una medida. Entonces la funcion Ku € HP (D),
para todo 0 < p < 1. Mds aun, la transformada de Cauchy define un operador
lineal y continuo de M en H? (D), cumpliendo

V2 ||l
cos (pr/2)

Para realizar la demostracion del teorema que acabamos de enunciar nos
apoyaremos en el siguiente resultado técnico.

sup / K (rE) P dim (€) <

0<r<1

Lema 2.4.3. Sea una funcion analitica f: D — C con R(f (2)) > 0 para
todo z € D. Entonces, dado 0 < p < 1, se tiene

f O
cos (pr/2)’
Demostracion. Comenzamos notando que, como R (f (z)) > 0 para todo

z € D, entonces f no se anula. En ese caso, dado que D es una region sim-
plemente conexa, podemos encontrar una rama holomorfa de la funcién fP.

O0<r<l.

/T O dm (€) <
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En particular, proponemos f (z) = |f ()| €®*), donde §: D — (—7/2,7/2)
es la rama principal del argumento de f. Asi, podemos expresar

P (2) = If @) P = |f (2)] [cos (0 (2)) + isin (p0 (2))].

Desde la igualdad anterior, y fijando 0 < p < 1, podemos notar que

R(f7(2) = fI" (z) cos (p0 (2)) = |f (2)]" cos (pm/2) > 0.

Con esto, basta recordar que si fP es analitica, entonces R (f?) es una
funcion armonica, por lo que haciendo uso del teorema del valor medio se
tiene, para 0 < r < 1, que

p (f7 (r6)) , ~ R({7(0) £ (0)[
/T|f(7“§)| dm (§) < /T cos (pm/2) dm (&) = cos (pm/2) = cos (pr/2)
]

Corolario 2.4.4. Sea una funcion analitica f: D — C con R(f(z)) > 0
para todo z € D. Entonces, dado 0 < p < 1, se tiene que f € H? (D).

Demostracion. Basta observar que, por el lema anterior, para cada0 < p < 1,
se tiene que

swp [ £ 06 am(©) < T OP
0<r<1 cos (pm/2)
Por tanto, por definicién, f € H? (D) para cada 0 < p < 1. O

Proposicién 2.4.5. Sea p € M una medida. Supongamos que p es positiva.
Entonces la funcion Ku € HP (D), para todo 0 < p < 1.

Demostracion. En base al resultado anterior, basta ver que R (K (z)) > 0
para todo z € D. En este sentido, observamos que

ricn () = ([ 1) = [»(115) o).

donde se ha usado que p es una medida positiva, y por tanto, real. Aiin més

Ly 1/ 1 1\ 1-R(&)
§R<1—§z)_§(1_§z+l_§2>—W>O.

Por tanto, dado que p es una medida positiva, se obtiene el resultado. O

Ahora ya estamos en posicién de probar el teorema que anunciamos an-
teriormente.
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Demostracidn del Teorema[2.4.9 Sea u € M una medida. Recuérdese que,
haciendo uso de la descomposicién de Jordan (Proposicion [1.3.5]), podemos
expresar

po= (1 — pi2) + i (3 — pa) ,

donde cada p; es una medida positiva. Por tanto, dado que la transformada
de Cauchy es lineal, y que la Proposicién justifica que cada funcién
K u; pertenece a H? (D) para 0 < p < 1, se deduce que Ku € H? (D) para
0 < p < 1 debido a la estructura vectorial del espacio.

Sabiendo esto, y aludiendo de nuevo a la linealidad de K, se tiene que
la transformada de Cauchy define un operador lineal de M en H? (D) para
0 < p < 1. Resta ver su continuidad. Para ello, siguiendo los razonamientos
anteriores, hacemos uso de la desigualdad del Lema para cada medida
positiva u;, notando que para 0 < p < 1 se tiene que

[ K pi ()

/T|K,Mi (r&)[" dm (§) < W7

0<r<1,
donde, como p; es positiva, se tiene

| K pi (0)] =

/ﬂm@ﬂzudm~
T
Por tanto, se deduce que, para cada medida positiva pu;, se tiene que

e < 0
[ e am ) < 2

Podemos ya ver que la continuidad del operador K se puede probar utili-
zando, de nuevo, la descomposiciéon de Jordan y las propiedades vistas para

0<r<l.
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medidas positivas, asi como el hecho de que 0 < p < 1,

/T K ()| dm () = / (K — Ky + it — i) (rE) P dm (€)
< / > 1K ()l dm (€)
1 4 )
Scos (pm/2) Z [Kpis (0)
cos p7r/2 Z| i (0

= cos (p7r/2) ; i (T)

Usando el Lema m (que probaremos a continuacién), podemos ver que

S (T) < V2

lo que nos permite ver que, para 0 < p < 1, se tiene
V2 ||l
cos (pr/2)’

Recordado la topologia de los espacios H? (D) para 0 < p < 1 (Teorema
1.5.5)), lo anterior puede reescribirse como

V2|l

= cos (pr/2)

Pero, observando que d, (f,g) = d, (f — g,0), también podemos ver que
V2|lp = vim

= cos(pn/2)

Notese que esto implica la continuidad de K. O

0<r<l.

/T K (rE) P dim (€) <

dP (Kﬂ, 0)

dp (K/%K )

Lema 2.4.6. Sea pn € M una medida, y sean p; € M (1 < i < 4) medidas
positivas, de manera que

po= (1 — p2) +i (3 — pa)
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es la descomposicion de Jordan de p. FEntonces, para todo boreliano
B e A, (T) se tiene que

S (B) < V211l (B).

Demostracion. En primer lugar, nos interesa notar que

S i (B) = 3 ll (B) = i = pal (B) + s = pual (B).

donde hemos usado que, en la descomposicién de Jordan, si v es una medida
real con v = v — 1y, entonces |v| = vy + vs.

Ahora podemos usar la desigualdad
a+b< \/§|a+ib|, a,b >0,

y se obtiene que
4
ZIM (B) S\/§HM1 — pi2| (B) + i |p3 — pal (B))]
i=1

=2 Sup{2|,u1 112) B = |_|A}

jEN
‘HSUP{Z |(1t3 — pa) (B)| - B = |_|Bk}|
k=1 keN

De esta manera, si {Aj}jeN es una particién de Borel de B, e igual para
{Bk} hen, entonces basta definir Cj, = A; N By (j,k € N) para obtener otra
particién de Borel de B (cada Cjj, es un boreliano por ser inteseccién de dos
de ellos, y ademds se comprueba facilmente que son disjuntos), donde se ve

claro que
k=1 k=1

En ese caso, se tiene que

(11 — Z Cik) -

k=1
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Y por tanto

Z|M1 f12) ZZ(M— ZZ\ (Cie)l -

Por analogia, también se ve que

Z|M3—M4 ) (Bg)| SZZ s — pa) (Cjr)| -
k=1 k=1 j=1

Por tanto, se cumple que

Z (1 — p2) (A)] + ZZ | (13 — p1a) (Bi)|

< ZZ (Cir)| +i|(ps — N4>(Cjk)”‘
ZZH (i)l + i [(pz — pa) (Ci)]] -

Por tanto, siguiendo desde la desigualdad anterior (reenumarando los indi-
ces jk por l), se tiene que

Zﬂz <\/_SUP{Z||#1 p2) (Co)| +i|(ps — pa) (C1)]| : B = |_|Cz}

leN
2sup{2|m fi2 + ips — ipa) (C))] : B = |_|Cz}
=1 IeN
2 sup { (G| : B = |_| Cz}
1 leN

=V2|ul (B).

]

El Teorema representa, en mi opinién, una excelente conexién en-
tre el drea que aqui estamos estudiando y la teoria de familias de funcio-
nes holomorfas en el disco. De hecho, deduce excelentes propiedades para la
transformada de Cauchy, puesto que “hereda” todas las buenas propiedades
de las funciones de clase H? que ya adelantabamos en los preliminares. La
propiedad mas central que nos permite deducir es, de hecho, la que resuelve
la pregunta que comenzamos planteando en esta seccion.
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Corolario 2.4.7. Sea f una transformada de Cauchy. Entonces su limite no
tangencial existe y es finito para casi todo ( € T (en el sentido de la medida
Lebesque).

Demostracion. El Teorema pruecba que 2 C HP (D) para todo
0 < p < 1. Por tanto, el resultado se sigue del resultado correspondiente

para cualquier funcién de H? (D) (Teorema [1.5.6)). O
Otro hecho que se desprende del Teorema [2.4.2] es que
x C () H" (D). (2.3)
0<p<1

Se puede ver comprobar, ademas, que dicha contencién es estricta. Se sabe
la funcién f : D — C dada por

P =tox (1) 1

es de clase HP(DD) para todo 0 < p < 1, pero no tiene coeficientes de Fourier
acotados, por lo que no sera de £ (Corolario [2.2.5|).

2.5. Puntos fijos de la transformada

En esta seccién nos interesamos por la determinacion de los puntos fijos
de la transformada de Cauchy. Noétese que la transformada de Cauchy se
aplica sobre medidas pero genera funciones. Por tanto, el concepto de punto
fijo se refiere, aqui, a una funcién f y a su medida fdm, tal que K (fdm) = f.

Notese que esto 1ltimo, aunque no es una propiedad general, no es algo
extrano. Recordando la motivacién dada en la Seccién [2.1] si f es holomorfa
en un abierto que contiene a I, lo que se obtiene es exactamente K (fdm) = f
segun la férmula integral de Cauchy. Por tanto, en este caso, se tienen puntos
fijos. La pregunta ahora es: ;hay mas? Por supuesto que si.

Teorema 2.5.1. Sea f € H' (D). Entonces f es un punto fijo de K.

Demostracion. Para comenzar, construyamos la familia de funciones, para
0 <r <1, dada por
fr(2) = f(rz), |rz[ <1
Nétese que, como f € H' (D), su limite radial existe en casi todo punto
de T. Por tanto, podemos definir

F1©) = lim f(r§) = lim £, (§), €€T.
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De hecho, f* € H'(T) C L' (T). Sabemos, asi, que f*dm es una medida
absolutamente continua respecto de m.

En cuanto al caracter de punto fijo, notamos que, como f es analitica
en D, entonces cada f, es analitica en {z € C: |z| < 1/r}, que es un disco
abierto que contiene a ). Con ello, la férmula integral de Cauchy establece

que
re= [ %9a0e, sep
T 1 —fz

No obstante, por las propiedades de las funciones de clase H! (T), se tiene
que f, — f*en L' (T) cuando r — 1~ (Teorema , por lo que

fr (&) () 1fr = e . _
Tl_—gzdm(€>_ Tl_—&dm(g)‘gl_—wﬁo’ SIT—)]_ .
e dect /(€ /(9
Tlr_gzdﬂl(g)_> Tl_gzdm(§)7

sir — 17, para cada z € D.

Por otro lado, es claro que, por definicién, f, (§) — f*(§) paracada & € T
si r — 17. Por tanto, uniendo ambas ideas, y por unicidad de limite, se tiene

que
I (€
fo= [ L,
T1—¢z
para todo z € D, tal y como se pretendia. O

Recordando las propiedades de los espacios H? (D) dadas en los prelimina-
res (Proposicién [1.5.3)), asi como los tiltimos comentarios de seccién anterior,
ya estamos en condiciones de decir que

JH (D)=H' D) C 2 C () H" (D). (2.4)

De la misma manera que en , se puede comprobar que ¥ # H' (D).

Para ello, basta ver que para la medida delta en £ = 1, §; € M, se tiene
1
K(Sl(Z)—E, ZE]D,

pero el limite radial de dicha funcién no es integrable, por lo que la funciéon
K6, no pertenece a H! (D). Atn asi, la relacién refuerza aun maés la
conexion que comentdbamos en la seccion anterior entre la transformada de
Cauchy y los espacios H?. No obstante, ain no hemos caracterizado total-
mente los puntos fijos de K. Para ello, necesitaremos el siguiente resultado.
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Proposicién 2.5.2. Sea f una funcion analitica en D. Entonces f € H' (D)
sty solo si se cumple simultdneamente que:

(a) La funcion f*(C) = lm, - f (r() existe para casi todo ¢ € T (en
medida Lebesgue), y es integrable.

(b) Se cumple que f = K (f*dm).

Demostracién. Comenzamos suponiendo que f € H' (D). Entonces, la pri-
mera propiedad es conocida (Teorema |1.5.6)), y la segunda se sigue del Teo-
rema 2511

Reciprocamente, supongamos que (a) y (b) se cumplen. En ese caso, te-
nemos una cierta funcion f definida sobre D, analitica, y con limite radial in-
tegrable sobre T, siendo ademéds un punto fijo para K. En particular, f € ¢,
asi que, como ya se vio, f € H? (D) paratodo 0 < p < 1 (Teorema. Es-
to nos permite deducir, a través de la Proposicion , que f € H' (D). O

Notese que no existen puntos fijos de K representados por funciones no
analiticas (puesto que toda transformada de Cauchy lo es). Por tanto, el
teorema anterior caracteriza realmente todos los puntos fijos de K como la
clase H' (D). Nétese, ademds, que H! (D) contiene todos los puntos fijos que
se derivaban directamente desde la férmula integral de Cauchy.

2.6. Comentarios finales

La intencién de este primer capitulo no es mas que motivar y presentar la
transformada de Cauchy de medidas en la circunferencia unidad, siguiendo
el esquema que se da en [2, p. 41-47|. Destaca que sus propiedades més inme-
diatas se dan al estudiar la relaciéon de este concepto con los espacios H? de
Hardy que, hasta ahora, se han mostrado como una herramienta fundamen-
tal. Es por ello el hincapié que se hizo sobre los mismos en los preliminares.
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Capitulo 3

Relacion con espacios
funcionales

3.1. Introduccion

En el primer capitulo nos encargamos de definir la transformada de Cauchy
de una medida p € M, analizando sus propiedades mas elementales (acota-
cién, limites radiales...). En esta ocasién, nos interesamos més por ver la
relacién entre ciertos subespacios X del espacio de medidas M y el “trans-

formado”
K(X)={Kp:peX}.

Maés particularmente, haremos hincapié en subespacios de medidas abso-
lutamente continuas respecto de m, fdm, donde f se encuentre en un espacio
bien conocido, como LP (T).

Notese que esta vision de K es completamente natural. De hecho, ya
adelantabamos resultados de este tipo en el capitulo anterior (Teoremal2.4.2)).

3.2. Relacién con L*(T)

Como ya hemos adelantado, vamos a estudiar las propiedades que se
deducen cuando vemos K como un operador definido sobre L? (T) (m4s bien,
sobre el conjunto de medidas de la forma fdm donde f € L?(T)). Para ello,
haremos uso de la siguiente caracterizacién del espacio H? (D).

Proposicién 3.2.1. Sea una funcion f: D — C analitica. Supongamos que
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f esta definida por el polinomio de Taylor

f(z)= ianz”, z € D.

n=0

Entonces f € H* (D) si y solo si la sucesion {a,}, o €s de cuadrado sumable,
es decir,

oo

Z |an|” < o0.

n=0

Demostracién. Recordemos que f € H? (D) si, por definicién, se cumple que

tim [ |f () dm (€) < o
r—1- T
Si definimos, para 0 < r < 1, la funcién

@) :=[f(r§), €€T,

podemos ver que f, € L?(T) para todo 0 < r < 1. En ese caso, la igualdad
de Parseval muestra que

/T () dm (€) = / O dm (€)= [ fillam = 3 Iraul’

Por tanto -
it 2d = ol
i 17 (O dm (€)= e
Esto muestra la equivalencia dada en el enunciado. O

La equivalencia del resultado anterior estd basada, en algin sentido, en
el hecho de que puede definirse sobre el espacio H? (D) un producto escalar
que reproduzca la norma que le hemos asignado, tal y como pasa en el caso
de L? (T) para los espacios de Lebesgue.

Gracias a esto, podemos dar paso al siguiente resultado.

Teorema 3.2.2. Notemos por Ky: L? (T) — H?(D) a la aplicacion definida
por Ky (f) := K (fdm). Entonces Ky es un operador lineal y continuo. De
hecho || Ks|| = 1.

30



Demostracién. Sea f € L*(T). Nétese que, entonces, du = fdm es una
medida absolutamente continua respecto de m (puesto que L?(T) C L* (T),
ya que T tiene medida de Lebesgue finita). En particular, los coeficientes de
Fourier de esta medida vienen dados por

i(n)= [ du(€) = e = f Z.
i) = [ €du(©) = [ FO&am© = fm). ne
En ese caso, como aplicacion de la Proposicion se tiene que
+o0
Ko (f)(z) =3 f (m) 2",
n=0

En este sentido, K5 (f) es una funcién holomorfa cuyos coeficientes de Taylor
(centrados en z = 0) son de cuadrado sumable. Esto puede comprobarse sin
mas que aplicar la igualdad de Parseval:

00 R 9 400 A 9
Sl < 3 [F o] =1l < +oo.
n=0 n=—o0o

Por tanto, Ky (f) € H? (D). De hecho, este mismo razonamiento prueba que

12 (P)lly < 1Al 2y -

De aqui se desprende que el operador K, es lineal (puesto que K lo es) y
continuo de L? (T) en H? (D) con || Kyl < 1.

Para ver la igualdad de la norma basta tomar cualquier f € L*(T), con
f (n) = 0 paran < 0, y cumpliendo la desigualdad de Parseval estrictamente.
En particular, escogiendo f (£) = 1 para todo £ € T, se tiene que, para todo
zeD, Ky(f)(2) = 1. Por tanto

12 (F)lly =1 = 17Nl 2y -
Esto prueba que || Ks|| = 1. O
Corolario 3.2.3. Definamos Kj: L*(T) — H?(T) como

K3 (f)(€):= lim Ky(f)(r§), en casitodo& €T,

r—1-

para todo f € L?(T). Entonces K} es la proyeccién ortogonal de L? (T) sobre
H?(T).
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Demostracion. Comenzamos notando que, como probamos en el teorema an-
terior, K (f) € H* (D) para todo f € L*(T). Por tanto, K (f) posee limite
radiales en casi todo £ € T (Teorema |1.5.6), de manera que K; estd bien
definida.

Por otro lado, sea f € H?(T). Nétese que, entonces, ha de existir que
g € H* (D), de manera que

f& = ll’ril_g(rf), en casi todo £ € T.

Por tanto, si extendemos ¢ a la clausura de D, haciendo que g coincida con f
sobre T, se tiene que K, (f) = g en virtud del Teorema [2.5.1] Pero entonces,
por definicién

K;(f) (€)= Tlgfl_ Ky (f)(ré) = Tlir{l_ g(r§) = f(&), encasitodo¢ € T.

Se desprende, por tanto, que K es la identidad sobre H? (T).

Por tltimo, hemos de recordar que si f € L?(T), entonces se tiene la
expresion (Teorema [2.2.4])

Ky (f)(2)=>_f(n)z", zeD.

Eso justifica que los coeficientes de Fourier de K3 (f) vienen dados por f (n)
(Teorema |1.5.6]). Pero entonces, aprovechando estos coeficientes (vistos como
el desarrollo en una base ortonormal de L? (T)), se tiene que

() | f - K5 (1) <Zf<n>§”| ) f<m>sm> .

m=—0oQ

]

La aplicacién K; que acabamos de introducir se conoce usualmente con
el nombre de proyeccion ortogonal de Riesz. Esta aplicacion es un caso parti-
cular de una idea mucho més general (y dificil) que se ve simplificada por la
estructura de L? (T) y de H? (D) como espacios de Hilbert. En lo siguiente,
intentaremos generalizar lo anterior a cualquier espacio L (T), para lo cual
nos vemos forzados a introducir una nueva herramienta.
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3.3. Nucleo de Poisson

Definicién 3.3.1. Dado z € D, se conoce como ntucleo de Poisson a la
funcion P,: T — R dada por

P. (€) :—%(gfj), £ET.

El ntcleo de Poisson aparece para dar respuesta al conocido problema de
Dirichlet en D. Este problema, dada f una funcién definida en T, consiste en

hallar otra funcién f definida en D, de manera que f sea armoénica y “recu-
pere” a f en T.

La resolucion de tal problema es bien conocida y pasa por estudiar las
propiedades de la funcion integral de Poisson de f, dada por

fe)= [ P©r©dn@. e,
T
Resulta que esta es exactamente la solucion al problema de Dirichlet.

En nuestro caso, tal y como hicimos con la transformada de Cauchy, nos
interesa ver a la integral de Poisson como una nueva transformada de medi-
das, para proceder posteriormente a buscar relacion entre ambos conceptos.
En este sentido, definimos lo siguiente.

Definicién 3.3.2. Sea p € M una medida. Se define la transformada de
Poisson de u como la funcion

<mma:4a@w¢»zem

Comenzaremos viendo qué forma adopta la funcién Ppu.

Proposicién 3.3.3. Sea p € M una medida. En ese caso, dados 0 <r < 1,
y ¢ €T, se tiene que z = r( € D. Entonces

“+o00

(Pu)(z) = Y An)ricrn.

n=—oo

Demostracion. Para hallar la expresion anterior vamos a expresar el nucleo
de Poisson de una manera mas conveniente. En este sentido, podemos pro-
ceder de la siguiente manera

ro=r () =»(i28)
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De esta manera, apreciamos que |£z| = |z| < 1, por lo que podemos
proponer la siguiente suma geométrica

1+& 1 R
1_£z_21_gz—1_22(§z) — 1.

n=0

Por tanto, recordando que

se tiene que

22,50 (€2)" 14235 (€2)" - 1
2

:io [(£2)" + (¢2)"] — 1.

Si ahora tomamos £z = rn para 0 < r = |z| < 1 y n € T, entonces la
expresion anterior puede hacerse mas compacta

+o0

P.(&) =Y [(rm)"+ (r)"] — 1.

n=0
Como 1 € T, entonces 7 = =1, asi que reescribimos

“+oo

P(&) =) [rm)" + (r™)"] =1

n=0

= i [(rn)n + (r~'n) _n] -1

= Z (rn)" + Z (r'n)" =1

— Z (rn)n + i (T’_ln)n .

Y desde aqui podemos reescribir P, en sus variables originales

PO-S(E)+ S (&)



Con esta reescritura, la prueba de la proposicion se vuelve una mera com-
probacion

(Pu) (r¢) = / () du ()

5 (Jewio)ees £ ([fewa) S

n=—oo

=:§{jﬁ«n>r”cn—+ D ()
n=0

n=—oo

+oo
= > Aa)rien

n=—oo

]

Aunque no profundizaremos en esto hasta mas adelante, nétese que simi-
litud “formal” de la proposicion anterior con la Proposicién [2.2.4]

De alguna manera, nuestro objetivo inicial es seguir un camino analogo
al que se realiza cuando se resuelve el problema de Dirichlet, siendo nuestra
meta caracterizar el comportamiento fronterizo de Ppu. Para ello, tal y como
se procede clasicamente, comenzamos recordando el siguiente resultado.

Proposicién 3.3.4. El nicleo de Poisson posee las siguientes propiedades:
(a) P, es una funcion real, no negativa y continua.

(b) Se cumple, para todo z € D:
[ P@anie) =1
T

(c) Sea o € (0,7). Sea z =re® para 0 < r < 1. Se tiene que

lim < sup Pz(f)) = 0.
&

r—1— ZGMIET
[6—0"|>c

Demostracion. La primera propiedad es sencilla de ver. Claramente P, es
real porque es, precisamente, la parte real de una funcién compleja. Ademas,
notese que tal funcion es cociente de dos funciones continuas donde el de-
nominador no se anula (£ € T y z € D), asi que P, también es continua.
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Resta ver que P, no es negativo, para lo cual daremos una expresion mas
conveniente de esta funcion. Para ello, recuérdese que

_w+u_)

R (w) = 5 WE C.
Por tanto
E+z 42
+ =
P =S 2
42 (-2 +(E+2)(E—2)
21¢ — 2f*
_R((E+2) (€-2))
€ — 2"
:§R (1 — €z +&2— |z|2)
€ — 2f* |
Pero —£Z + £z es imaginario puro (es de la forma w — w), luego
L— 2"
P, (&) = )
S =er

Con esta nueva expresion, y dado que |z| < 1, es claro que P, (§) > 0 para
todo £ € T.

En cuanto a la segunda propiedad, es facil demostrarla a través de la de-
finicién de la transformada de Poisson para medidas. A través ella, podemos
ver que

/T P. (&) dm (€) = (Pm) (2).

Por otro lado, nétese que los coeficientes de Fourier de m son todos nulos
salvo m (0) = 1 (recuérdese que m es normalizada). Por tanto, en base a la
Proposicion ya es claro ver que (Pm)(z) = 1 para todo z € D. Se
sigue, entonces, de la primera igualdad, el resultado esperado.

La tercera propiedad hace uso de la expresion

1z

e

Para realizar la prueba, notemos, para z = re? € Dy € € T, que

|€ — 2P =1—¢&re? —cre ™ 412,
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Si &€ = e entonces
1€ — 2> =1—2rcos(0 —0)+r>.
Si nos restringimos a |# — €'| > «, entonces
cos (0 —0') < cos (a) < 1.
En ese caso

1—r? < 1—r?
1—2rcos(0—0)+r2— 1—2rcos(a)+r?

Por tanto
P <t
su . < .
EzeiBI’)eT 1 — 2rcos (a) 4 r?
[6—0"|>a

Y obsérvese que

lim 1 —2rcos(a) +7* =1—2cos(a)+1=2(1—cos(a)) > 0.

r—1-

Por tanto . )
lfm — 7 ~0.
r—1- 1 — 2rcos (a) + 12

Asi que, puesto que esta expresion es una cota superior a la de nuestro interés,
se tiene el resultado. O

Observacion 3.3.5. Notese que los dos ultimos apartados de la proposicion
anterior pueden parecer contradictorios. Por un lado, independientemente de
z, sabemos que P, siempre integra a la unidad (segun el segundo apartado).
Sin embargo, para z “cercano” a T, P, tiende a anularse en casi todo T (segin
el tercer apartado). ;Cémo es esto posible?

Si en la prueba anterior tomamos o = 0, entonces podemos tomar £ € T
con z — & cuando r — 1~ (es decir, £ = ). En ese caso, se tiene

_1—]2\2_ 1—r? 1—r% 14

I N T

Ahora es claro que si tomamos r — 17, se tiene que P, (§) — +oc.

Por tanto, la vision de la proposicién anterior es que la funcién P, “tiende
a concentrarse” en z cuando |z| — 17.

Con el objetivo de ilustrar esta vision, incluimos la siguiente figura.
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Figura 3.3.6: Representacién de la funcion P, sobre T para algu-
nos valores de 0 < r < 1. La escala de color se hace mas oscura
cuanto mayor es r. Notese que el comportamiento se ajusta al
comentado en esta observacién.

El resultado que acabamos de ver, aunque basico, nos da una vision clara
del nucleo de Poisson: si consideramos P, como una familia de funciones
definidas sobre T e “indexadas” por z € D, entonces dicha familia es lo que se
conoce como una identidad aproximada sobre L' (T). Aunque no entraremos
exactamente en este concepto, si queremos nombrar que, de alguna manera,
esta es la propiedad que nos ayudara a probar el siguiente resultado, el cual
caracteriza el comportamiento fronterizo de la transformada de Poisson.

Teorema 3.3.7. Sea € M una medida. Supongamos que i es de la forma
du = fdm para f € LP (T) para algin 1 < p < co. Notemos, para 0 < r < 1,

[r (€)== (P (fdm)) (r§), §eT.

En ese caso, f. — f cuando r — 1~ en LP (T), es decir,
Tlg?_ 1fr = f“Lp(T) =0.

Demostracion. Comenzamos notando que, como se vio en la demostracion
del Teorema [3.3.4] el niicleo de Poisson P, (£) en realidad es solo funcién del
modulo |z| y del angulo entre z y £. Es por ello que, si expresamos z = r§
para 0 <r <1y & €T, podemos notar lo siguiente

r-a(25) 2(§2) - neo.
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Con esta idea, y recordando la segunda propiedad del Teorema [3.3.4
expresamos

F&) =1, () = / (€)= £ (O] Pe () dm (€)
- / (€)= £ (O P (CE) dm (0)

Haciendo el cambio de varible v = (€, reescribimos

FE) — £ () = / F©) = FOEIP (v) dm (7).

La idea principal de la demostracién es recordar que si ¢ es el indice
conjugado de p (i.e. 1/p+ 1/q¢ = 1), entonces LP (T) es isométricamente
isomorfo al espacio dual de L4 (T) (Teoremal[l.4.5)). Es decir, para f € L? (T)
y g € L?(T), la funcién fg es integrable. De hecho, todo funcional L? (T) — C
es de la forma

Tg:Amg<g>dm<g>, g€ Li(T),

con f € LP(T) y [[T]| = [[f|lzo(r)- En ese sentido, nos interesa identificar a
f — f» con un funcional de L4 (’]1‘% — R para asi poder calcular su norma en
LP(T).

Para desarrollar esta idea construimos el funcional

T:ge L(T) = T(g) = / O — £ (O g€ dm(©).

qué estd bien definido, pues tanto f como f, pertenecen a L? (T).

Con la reescritura anterior de f — f,, y aplicando del teorema de Fubini,
se tiene

T (9)] =

[([1r©- 16817 0an ) s@an e

/(/\f fOOI P (v)d (7)) 9 (€)] dm (&)

//|f £ (O 19 ()] dm (€) Py (v) dm (4).
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La integral en la variable £ de la integral reiterada anterior puede acotarse,
por la desigualdad de Holder, como

J17© = £00119©1dm @ <15 = £l lolle

donde f, (§) := f (7§). Por tanto, se tiene

TG < lollncy [ 1= ey P () i ).

Con esto se deduce que
1 = Folliory = 7=l poeey = 1T < / 1 = Foll o) P () dim ()

Si ahora escogemos « € (0,7), y notamos To = {e? € T : |0] < a}, en-
tonces podemos separar la cota anterior segin

1 = Foll oy < / 1f = Flpoey B ) dm 3+ [ 1f = Fll oy Br (1) dim ()

T\To

donde

/T = Bl P () dm ) < sup IF = £l / P, (v)dm (7)

VETa
=sup [|f — f7||Lp(qr) :

YETo

Por otro lado, obsérvese que

1 = Flle ey < WFlgoery + 1 55l o gry = 211 £l

por tanto
Lo U= Bl P ) dm () <21 sy sup P ().
T\TQ "}’ET\TQ

En resumen, vemos que

|f = fT”LP(’]I) < sup ||f— f'yHLp(qr) +2 ”fHLP(T) sup B (7).
v€Ta YEM\Ta

Pero nétese que el primer sumando podemos hacerlo tan pequeno como
: 4 + [P} : s A
queramos sin més que tomar o — 07 (el “giro” f +— f, es una aplicacién
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continua de LP (T) en s{ mismo, que ademds coincide con la identidad cuando
v =1), y la tercera propiedad del Teorema asegura que

lim ( sup P, (7)) = 0.
r—1- ’YGT\TOL
Por tanto
lim [|f — f’l‘”LP(’]I‘) =0,
r—1

tal y como queriamos. O

3.4. Relacion con L?(T)

En la Seccién estudiamos el operador Ky: L?(T) — H? (D) induci-
do por la transformada de Cauchy, haciendo uso de la estructura de ambos
espacios como espacios de Hilbert (en concreto, a través de la igualdad de
Parseval y de la caracterizacién de las funciones de H? (D) a través de sus
coeficientes de Taylor). Ya adelantabamos, entonces, que dicho estudio se
podia extender a un operador de tipo L? (T) — H? (D), pero que esta idea
resultaba técnicamente mas compleja. No obstante, ya tenemos mucho tra-
bajo hecho gracias a la transformada de Poisson. Para verlo, comenzamos
probando el siguiente resultado.

Proposicién 3.4.1. Sea p € M una medida. Sean [i(n), n € Z, sus coefi-
cientes de Fourier. Supongamos que i (n) = 0 para todo n < 0. Entonces la
transformada de Cauchy de p coincide con su transformada de Poisson.

Demostracidén. La Proposicién establece que

(Kp)(2) = Y () 2", €D,

Analogamente, la Proposicién |3.3.3| establece que

+oo

(Pp) (r¢) = Y a(n)riic", 0<r<1,¢eT.

n=—oo

Si fi(n) = 0 para todo n < 0, entonces esta tltima expresién puede reescri-
birse como

+oo +oo
(Pp) (r¢Q) =Y a(n)r"¢" =3 j(n)2", z=r¢€D.
n=0 n=0
Ahora ya es claro el resultado. 0
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Obsérvese que, por si mismo, el resultado anterior no es demasiado fuerte,
puesto que sus hipotesis son muy restrictivas. No obstante, de ¢l se desprende
una fructifera idea. En su prueba utilizaremos la siguiente desigualdad.

Lema 3.4.2. Sean A y B numero reales no negativos. Sea r > 0. En ese
caso, se tiene

(A+B) <2"(A"+ B").
Demostracion. Supongamos que 0 < A < B. En ese caso, se tiene
(A+B)" <(2B)"=2"B"<2"'(A"+ B").
O

Proposicién 3.4.3. Tomemos 1 < p < co. Existe una constante M, > 0 tal
que para toda h € HP (T), conu:= R (h) yv :=(h), cumpliendo v (0) = 0,
se tiene

1l oy < My llull oy -

Demostracion. Vamos a realizar la prueba de este resultado trabajando, ini-
cialmente, con funciones sobre D, usando argumentos de densidad. Al final
de la prueba serd cuando veamos el resultado enunciado, para H? (T), como
un “paso al limite” de los hecho que durante la prueba desarrollemos.

Comenzaremos suponiendo que h es una funcion analitica sobre D, con-
tinua en D (estas funciones conforman el conocido algebra del disco, A (D)).
Notese que, entonces, la parte real de h, u, y su parte imaginaria v, son fun-
ciones armoénicas sobre D y continuas sobre D. Supondremos, ademés, que

v(0) = 0.

En primer lugar, asumamos que u es positiva sobre D, es decir, que h
lleva D en el semiplano derecho abierto {z € C: & (z) > 0}. De esta manera
sabemos que podemos tomar una rama holomorfa de AP, digamos, a través
del argumento principal. En ese caso, dado que v (0) = 0, se tiene que, usando
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el teorema de la media
[ ©@am©) =
=[h(0)]

-[[w@+weane|

- MU(ﬁ)dm(E)r

s/Tup (&) dm ().

Por otro lado, nétese que (prescidiendo el argumento en &)
u+iv
(u+iv)’ — (i)’ = / pPdz.

En ese caso

7P = ()"] =(u + )" — (iv)"|

u—+iv
/ pPldz
v

u~+iv
S/ [p2"~t| d 2]
7

"

<plu+iv

—pu (u2 + Uz)(pfl)/2 ‘

Usando el Lema [3.4.2] (nétese que (p — 1) /2 > 0), se tiene
|h? — (i0)P] < pu2®D/2 [yt 4 |U‘p71} :

En ese caso, integrando, se tiene que

[ o1 am () <pao-0? [ [wan©+ |

T

U |v|p*1 dm (f)]
o —1
Sm@””MWZm+WWmm”WZmy

donde hemos hecho uso de la desigualdad de Holder.
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Procediendo a través de la desigualdad triangular, y haciendo uso de (3.1))
v (3.2)), podemos ver que

J1toriam ) < [ 11 = opiam )+ [ 107 m 6)

<p2 V72 [l ) + Nl ooy 00| + 6l - (3.3)
Ahora bien, como v toma valores en R, tenemos
‘P eiipﬂ'/27

(i) = Ju

donde el doble signo en el argumento de la exponencial hace referencia a la
posibilidad de que v sea positiva o negativa. Con esto en mente, se tiene que

R [(10)"] = [o]" cos (pr/2)

En ese caso, se tiene que

cos /2| ol din (€)= [ i) ano <§>\

~|w ( [ oy dm (5))‘
[y ante)

< / jiof? dm (€). (3.4)

Uniendo todo lo anterior, es decir, (3.3) vy (3.4]), tenemos la desigualdad

IN

jcos (pr/2)[ vl (zy < p27 D72 (HUH @ + lulloer HUHLP(T) + el -
Tomando A := [[v[| p,(p) / [l 1 (ry, lo anterior se escribe como
|cos (pr/2)| X — p2P~D/2 (14 \71) — 1 < 0.

Obsérvese que si cos (pm/2) # 0 (es decir, p no impar), entonces el término iz-
quierdo de la desigualdad anterior diverge hacia +oco cuando A — +oco. Pero
como la desigualdad impone que el término izquierdo no ha de ser positivo,
se deduce que A es acotado.

En resumen, para u positiva y p no impar, se tiene que existe C' > 0 (que
solo depende de p) de manera que A < C, es decir

1]l Loy < Cllul oy - (3.5)
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Nos encaminamos ahora a abordar el caso en el que u puede tomar va-
lores con cualquier signo. Entonces descomponemos u en su parte positiva y
negativa, es decir, u = vt —u~, con ut y u~ funciones no negativas. Notese
que ut 4 v es una funcién continua en . Por tanto, sabemos que podemos
encontrar un polinomio () que “aproxime” a u' + v uniformemente. Mds
precisamente, dado €, se tiene

I?eéﬁ?( |(uf(z) +iv(2)) — Q(z)| <e.

Se tiene entonces, para z € ﬁ, que

Ce<ut(2) —RQ>:)) <, (3.6)

Sea el polinomio

De (3.6) se sigue que
0 <R(Q(2)) + € —ut(z) < 2,
luego
[ut(2) = R(P(2))] < 2
R(P(2)) >ut(2) > 0.
De (3.7)) se sigue que, como v(0) = 0, se tiene |F(Q(0))| < ¢, luego
—2e < v(z) — S(P(2)) < 2e.
Luego el polinomio P cumple:

(a) méx |ut(z) — R(P(2))] < 2e.

(b) R(P(2)) >0, =zeD.
(c) S(P(0)) =0.
(d) méxfv(z) = I(P(2))] < 2e.

zeD
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Se sigue entonces de (b), (¢) y (3.5) que
ISP Lo (ry < CIRP) Loy »
de donde se concluye, usando (a) y (b), que

[0l o (ry < llv =SSP o gry + ISP Loy
< méx |v(2) = S(P(2)] + CIRE) oy

<2e+4+C (H%(P) - u+HL;D(T) + “u+“LP('J1‘)>
<2(1+0C) +CHU+HLP(T)
<2(1+C)+C ||“||Lp(1r) ’

donde hemos usado que

0<r<1JT

< sup /T(\u+(r€)\p+ = (r§)[") dm(S)

. / [u(r€) [P dm(€)

0<r<1
= llulloer) -

Como € > 0 es arbitrario, se sigue que
||U||Lp(1r) <C HU’HLP(’E) ’ (3.8)

donde h = u + iv es una funcién holomorfa en D, continua en D, y con
v(0) =0,y p> 1 no es impar.

Vamos, ahora, a deducir el caso en el que p es un entero impar mayor que
1. Para ello, aprovecharemos la dualidad entre los espacios L? (T) y L7 (T)
para indices conjugados p y ¢, tal y como se tiene en el Teorema [1.4.5
Concretamente, recuérdese que se cumple que

HUHLP(’JI‘) = sup
s€Li(T)

HSHLLI(T):l

/ v<s>s<5>dm<§>\.

En realidad, el conjunto sobre el que se toma supremo en la expresion anterior
se puede sustituir por las funciones de norma uno de un conjunto que sea
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denso en L?(T). En concreto, por la densidad de los polinomios, se puede
considerar las funciones que son partes reales de polinomios, o, también, un
conjunto mayor, las partes reales de funciones analiticas en DD y continuas D.
Luego

/ v(f)S(&)dm(f)‘ | (39)

HUHLP(T) = sup
s=R(f)
feA(D)

HSHL‘Z(T):l

Dada s = R(f) para f € A(D), sea t la arménica conjugada de s que cumple
t(0) = 0, es decir, t(z) = S(f(z) — f(0)) para z € D. Entonces

0

Il
g

(0)£(0) +v(0)s(0)
((u+iv)(s +it)) (0)

u(E)H(E) dm(€) + / o(€)s(€) dml(€),

T

Il
&

de donde
/T o(€)s(6) dm(€) = — / w(€)H(€) dm(€),

T
por lo que, de (3.9), se sigue que

[uterts dm<s>\ |

HUHLP(T) = sup
t=S(f), fEA(D)
£(0)=0, [IR(f)llq=1

Como p = 3,5..., el exponente conjugado es 1 < g < 2, luego (3.8)) se
cumple para q. Acotando por la desigualdad de Holder se sigue que

/Tu(f)t(f) dm(f)‘ < lull pocry 1l pagm)

< [l Logry € sl Loy
=C ||U||Lp(1r) :

Por lo tanto, tomando supremos, en este caso también se cumple que existe
C' > 0 (que solo depende de p), de manera que

[0l ocry < Cllull pory (3.10)

donde ahora h = u + iv es una funcién holomorfa en I, continua en D, con
v(0) =0,y p> 1 es cualquiera.
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Resta, para completar la demostracion, deducir el resultado correspon-
diente para las funciones de H? (T), tal y como dijimos, a partir de (3.10).
Para verlo, sea h = u + iv € H?(T) con ©(0) = 0. Sabemos, entonces, que h
es el limite en la norma de LP(T) de una sucesién de polinomios P, definidos
en D, con &(P,(0)) = 0. Se cumple entonces, para cada n € N, por lo visto

en (3.10), que
ISPl oy < C IR Loy

de donde se deduce, como S(P,) — vy R(P,) — uen LP(T), cuando n — oo,
que

1Vl ocry < Cllull pocry
[l

Teorema 3.4.4 (Proyeccién de M. Riesz). Tomemos 1 < p < oo. Sea f €
LP (T), cuya serie de Fourier es

Y fmer, €eT

n=—oo

Entonces existe g € LP (T) cuya serie de Fourier es

d fn)gr, ¢eT.
n=0

Mds aiin, existe una constante C, > 0, independiente de f, de manera que
||g||LP(’]1') < M, Hf”LP(’]I‘) :
En particular, la aplicacion &,: LP (T) — LP (T) dada por
Zp(f) =g, [el’(T),
donde .
g€ =Y _f(n)¢", ¢€eT,
n=0

es un operador lineal y continuo de LP (T) en si mismo.

Demostracion. Supongamos que f es un polinomio trigonométrico, es decir,

FO) =0y fn)e
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Consideremos primero el caso en que f es real. Entonces, para — N < n <

N, se tiene
= [ r©im(© = [ €7 ©@an©) = Fw.

Nétese que, en particular, que f (0) € R. Se sigue que

Se cumple entonces, para g(§) := 25:0 f(n) &, que
R (20— f(0)) = 1.

Sea h = 2¢g — f (0). Entonces h es un polinomio trigonométrico que
cumple, como ﬁ(n) = 0 paran < 0, que h € HP(T). Como se cumple
h(0) = f(0) € R, estamos en las condiciones de la Proposicién m, que
permite deducir que

IS oy < My R Loy »

de donde

120l oy < (Mp + D) IR oy = (M + D] f |22y
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Entonces

~

h+ f(0)

1 R
2 = 2 <HhHL1’(T) + 115 (0) HLP(’IF)> ,

LP(T)

HgHLP('JT)

donde, como m es normalizada, usado la desigualdad de Holder se tiene

1 (O) lomy = 1F (O 11l poim, < / FEdm (€) < 1l pner, -

Se concluye que
M,+2

191l Lo (ry <

Si f € LP(T) es un polinomio trigonométrico complejo, basta considerar
fF=R(f)+:3(f). En ese caso, la serie de Fourier de f se descompone como

N N

Yo fme =Y RO +i Y S m)en.

n=—N n=—N n=—N
Con esto, notamos que

N ime =R +iY () ()¢

=)
3
Il
=)

donde las dos series del término derecho estan asociadas, segiin hemos visto
ya, a funciones de L? (T). Eso implica que, por linealidad, el término izquierdo
también es la serie de una funcién de L? (T), digamos, g. En ese caso, podemos
notar que

N
lolzrcry = || DR () €"+ZZ
n=0 Lr(T)
N N
<[ SRDHme|  +[| SN me
n=0 L(T) n=0 Lr(T)
M, +2
< 222 (IR (Do) + 19 D)

< (Mp +2) || fll 1o gy -

En el caso general, se puede proceder por densidad. Es decir, para una fun-
cién f € LP(T) cualquiera sabemos que f es limite en LP(T) de los polinomios
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trigonométricos Py (§) := 25:7 N f(n) €™, Es decir, dado € > 0 podemos en-
contrar No € N de manera que si N > Nj se tiene que ||f — Pr||ppp) < €.
Notese que, en ese caso, si tomamos Ny < N < M, se tiene que

M

Y e

n=N+1

< (Mp+2) | Py — Prll oy -
Lr(T)

Pero entonces, como Py — f en LP (T), se tiene que ||Py — PMHL,](T) — 0.
En otras palabras, la serie anterior puede verse como una sucesion de Cauchy
en LP (T). Por tanto, por completitud, dicha serie ha de converger en L? (T).

Visto lo anterior, y usando lo ya probado para polinomios trigonométricos,
se tiene

< (Mp +2) [[Pul| oy
LP(T)

> Fmyer

< (M, +2) (£ = Pull oy + 1 oy
<(My+2) e+ (My + )|l ey

Como € > 0 es arbitrario y la cota encontrada no depende de N > N, se
deduce que ha de ser

Z]ﬁ(")gn < (M, +2) ||f||LP(T)‘
n=0

L?(T)

Por tanto, la funcién g(§) := >~ f (n)&™ € LP (T), y sunorma esta acotada
por la norma de f a través de una constante que solo depende de p. O

Teorema 3.4.5. Sea 1 < p < 400, y sea f € LP(T). Sea P,(f) la transfor-
mada de Poisson de la medida fdm. Entonces

sup [ IB0) ) dm (€) < 1sgs) < o

0<r<1

Demostracion. Para comenzar la prueba, definimos, para 0 < r < 1, la
funcién

gr (&) =B (f)(r§), €T
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Nos encaminamos, ahora, a acotar ||g|| . Para ello, aplicando una vez mas
la dualidad entre LP (T') y L?(T) cuando p y ¢ con indices conjugados, sera
suficiente con acotarla integral

/Tgr(f)h(i)dm(ﬁ), he L9(T).

Comenzamos notando que, por la definicién de g,, se tiene que

/T 6o () B (€) dm (€) = /T { /T P (O) £ () dm (cﬂ B(E)dm (€).

Aplicando el cambio de variable { = ¢, se tiene

/T[/TPT»:(C)f(()dm(C)]h(g)dm(g)
:/T UTPrs (7€) f () dm (v)} h(€)dm (€).

Sin embargo, obsérvese que

Pee) =R (B0 ) - (1

vE—ré v

) =P (7).
Por tanto,
[ [Pete 7690 dn©
- [ [ rorregamm] i@
= [0 [ 169 n©dm(©)] dn).

donde hemos aplicado el teorema de Fubini.

Del desarrollo anterior se concluye que

[o-@n©an <5>' < [P 11661 ©1dn©) dn 6

< / P () dim () 1 Loy [l

= 1AW ooy 11l Loy
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donde hemos hecho uso de la desigualdad de Hélder, y donde h € L7 (T) es
una funcion cualquiera. Por tanto, tomando supremos, se tiene que

||ngLP(’]I‘) < ”f“LP(’]I‘)‘

Recordando la definicién de g, esto es

LB GO dm (€ < 17

de donde se deduce el resultado sin més que tomar supremos. O]

Notese que de lo anterior no se puede deducir que la transformada de
Poisson de una medida absolutamente continua respecto de m sea una fun-
cién de H? (D): no tiene por qué ser holomorfa.

Combinando los resultados anteriores podemos ver la siguiente conexién
entre los conceptos introducidos, lo cual completa la idea originada a partir
de la Proposicion [3.4.1]

Proposicién 3.4.6. Sea 1 < p < oo, y sea f € LP (T). Denotemos por K,(f)
a la transformada de Cauchy K(fdm). En ese caso, se tiene

Kp(f):Kp(gzp<f)):Pp(<@p(f))-

Demostracién. Recordamos que, dado n € Z y a la vista del Teorema
los coefientes de Fourier de &, f son nulos para n < 0, y coinciden con los
de f paran > 0.

En ese caso, la primera igualdad es consecuencia de la Proposicion [2.2.4]
Por otro lado, la segunda igualdad se deduce de la Proposicion [3.4.1 [

Una vez visto todos los resultados anteriores, podemos pasar a enunciar el
resultado mas representativo de este capitulo, cuya prueba se ve simplificada
por la introduccion de la transformada de Poisson y de la proyeccion de M.
Riesz.

Teorema 3.4.7. Sea 1 < p < +oo. Denotemos K,: L? (T) — H? (D) a la
aplicacion definida por K, (f) := K (fdm) para todo f € L?(T). Entonces
K, es un operador lineal y continuo.

Demostracion. En primer lugar hemos de ver que K, esta bien definido, es
decir, que para cada f € L? (T) se tiene que K,(f) € H? (D). Para ello, recor-
damos que K,(f) es una funcién holomorfa en el disco (es una transformada
de Cauchy), por lo que resta ver que

sup / () (rE) P dm (€) < 0.

0<r<1
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Sin embargo, esto es consecuencia directa de que, como se vié en la Propo-
sicién [3.4.6] K,(f) puede verse, equivalentemente, como la transformada de
Poisson de ZZ,(f). En ese caso, la acotacién requerida viene justificada por

el Teorema B.4.5]

Una vez visto esto, resta ver que K, es un operador lineal y continuo.
La linealidad se deduce directamente de que K es ya lineal. En cuanto a la
continuidad, resta ver que, via la Proposicion |3.4.6| se tiene

1K (N, = 1P (Zp (DI, < 12N, < My |1,

donde se han utilizado las propiedades de continuidad dadas en el Teorema

3.4.4]y en el Teorema [3.4.5 O

3.5. Comentarios finales

El trabajo realizado en este capitulo corresponde a la unién de los ar-
gumentos que se dan en varias referencias por separado. En particular, la
Seccién estd tomada siguiento las ideas de [2, p. 64-65]. El estudio del
nicleo de Poisson en la siguiente seccion puede seguirse de la misma manera

en [4, p. 205-209] y en [6, p. 27-34].

Los argumentos de la tltima seccién son, en algtin sentido, propios. De
hecho, son el fruto del estudio de las referencias anteriores. No obstante,
en [2, p. 65-67] se puede encontrar una prueba conceptualmente parecida,
aunque tecnicamente distinta, del Teorema |3.4.7]
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Capitulo 4

El espacio de las transformadas
de Cauchy

4.1. Introduccion

En capitulos anteriores introdujimos el espacio de transformadas de Cauchy
# (Definicién [2.2.3)), asi como los conjuntos de medidas R que representan
a una cierta transformada (Definicion [2.3.1)).

En esta ocasién queremos caracterizar a % desde el punto de vista del
Anélisis Funcional, para lo cual se tornaran fundamentales los resultados
presentados en la Proposicién [2.3.6], donde se caracterizan los conjuntos Ry.

4.2. % como espacio de Banach

En un sentido estrictamente algebraico, es claro que la relacién en el
espacio de medidas M dada por

w~ves Kp= Ky

induce una relacién de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva) cuyo
conjunto cociente M/ ~ puede identificarse claramente con £ (nétese que
K es una biyeccién entre ambos conjuntos).

Yendo mas alld, la Proposicion induce a la idea de que si definimos

HE = {¢dm: ¢ € Hy (T)} €M,
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entonces ?& es exactamente la clase de equivalencia de la funcién nula (que
es la transformada de Cauchy de la medida nula).

Incluso podemos decir mas: la relacion de equivalencia anterior puede
definirse equivalentemente como

U~V E p—V =\ AEH_é.

La pregunta ahora es: jcoémo es posible aprovechar esta vision? Nuestro ob-
jetivo sera usar esta relacién de equivalencia para dotar a #~ de la estructura
de un espacio vectorial normado completo, es decir, verlo como un espacio
de Banach. Para ello, definimos lo siguiente.

Definicién 4.2.1. Sea M/H} el conjunto de clases de equivalencia de la
forma L
(W] == p+ Hg, peM.

Dadas dos medidas p,v € M y dado un escalar o € C, definimos sobre
M/ H} las siguientes operaciones:

(a) Una suma interna, dada por
(W] + [v] o= [+ 0]
(b) Un producto por escalares, dado por
a[p] = o] .

Lo relevante de las operaciones anteriores es lo siguiente.

Lema 4.2.2. Las operaciones anteriores estin bien definidas, y dotan a
M/H} de la estructura de un espacio vectorial.

Demostracion. Comenzamos viendo que las operaciones estan bien definidas,
es decir, no dependen del representante elegido de la clase de equivalencia.
Para ello, sean [u1] = [u2] y [v1] = [12] elementos de M[/H}. Se tiene que

(] + [1] = [p1 + 1] = i + v1 + HE.

Mais alla de esto, nétese que si [p1] = [1o], entonces ha de existir A, € H}

de manera que 1 = po + A,. Por analogia, ha de existir A, € F& de manera
que vy = v + \,. Por tanto

[a] + (1] = pa + Ny + 2 + A, + H.
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Pero nétese que \, + A, € H{, que es un espacio vectorial. Por tanto, el
conjunto anterior es equivalente a

] + [v1] = pio + va + HE = [ + va] = [p2] + [] .

Eso justifica que la suma de dichos elementos estd bien definida.

De manera andloga se procede con el producto por escalares. Si o € Cy
(1] = [p2] € HY, entonces

a ] = [apm] = apm + Hj.

Pero si [p] = [pe], entonces ha de existir A, € HY de manera que yi; = pio+A,,.
Se deduce, por tanto, que

o [p] :aﬂ2+aA#+H_&=aM2+F&: loupio) = a[ua]

donde hemos utilizado, de nuevo, que a), + F& = F&. Esto confirma que el
producto por escalares también esta bien definido.

Una vez visto que la definicién de las operaciones son correctas, es facil
comprobar que M/H{ satisface la axiomética (asociatividad, existencia de
elementos neutros,...) referente a los espacios vectoriales, puesto que sus ope-
raciones estan definidas a partir de las operaciones de M, que ya sabemos
que es un espacio vectorial.

[]

Una vez sentadas las bases de nuestro objetivo, podemos enunciar lo si-
guiente.

Teorema 4.2.3. La aplicacién ||-|| : M/H} — R, dada por
llplll += it {Jln+ Ml - A € H3 }, (1] € M/HS,

es una norma que dota a M/F& de la estructura de un espacio de Banach.

La prueba del resultado que acabamos de enunciar se deduce de un he-
cho mas general propio del Andlisis Funcional, el cual nos encaminamos a
mostrar.

Lema 4.2.4. Un espacio normado X es un espacio de Banach si y solo si

para toda sucesion {x, :n € N} C X con >~ ||lz,| convergente se tiene
oo

que Y, =, converge en X.
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Demostracion. Supongamos que X es un espacio de Banach, y sea una su-
cesién {z,, :m € N} C X con Y 7| |lz,| convergente. En ese caso, las sumas
parciales Sz, (para N € N) forman una sucesién de Cauchy. Pero en-
tonces, dado que X es completo, se tiene que Y7 | x, converge.

Reciprocamente sea {z, : n € N} C X una sucesién de Cauchy. En ese
caso, podemos encontrar ng,n; € N, con ny < n;, de manera que

H'rnl - xno” < 1/2'
Mas ain, también podemos encontrar ny € N, con ny > n;, de manera que
Hxnz - x”l” < 1/4

Siguiendo por induccién, puede encontrarse una subsucesion z,, de la suce-
sién original de manera que

Hxnk — xnk_lH < 1/2%

: [e.e] . , .
Pero entonces, se tiene que » el Hxnk — Ty, || es convergente. Por hipdtesis,
> e Ty, — Tn,_, también ha de serlo. Pero la sucesién de sumas parciales
de la serie anterior no es mas que

K
E Tny, — Tnp_y — T — Tng-
k=1

Esto implica que la subsucesiéon x,, converge en X. Pero entonces, por ser
la sucesion original de Cauchy, esta ha de converger. Ain maés, como la
sucesion original era una sucesion de Cauchy arbitraria, entonces X ha de
ser completo. O

Lema 4.2.5. Sea X un espacio de Banach, e Y C X un subespacio vectorial
cerrado. Sea X/Y el espacio de clases de equivalencia

2] =24+Y, ze€X.

Si dotamos a XY de operaciones andlogas a las dadas en la Definicion|4.2. 1}
entonces la aplicacion ||-|| : X/Y — R dada por

[fz]]] = inf {{lz +yl[ -y € Y},

es una norma sobre X/Y . Es mds, dicha norma dota a X/Y de la estructura
de un espacio de Banach.
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Demostracion. Para ver que nuestra definicién genera una norma, hemos de
comprobar que satisface las propiedades pertinentes (positiva, desigualdad
triangular,...). No obstante, la mayoria de ellas son consecuencia directa de
que la norma se define en base a la norma utilizada para X. La tnica que
presenta una dificultad técnica es mostrar que si ||[z]|| = 0, entonces [z] = [0].
Para ello, notamos que:

[[z]l] = mf{llz +yll : y € Y} = d(2,Y) = 0.

Pero hemos de recordar que Y es un subespacio vectorial cerrado de X. Por
tanto, lo anterior implica que = € Y. Pero entonces [z] = [0], tal y como se
queria.

Resta ver la completitud de la norma. Para ello, sea una sucesién en X/Y,
digamos {[z,] : z, € X,n € N} C X/Y, de manera que Y~ ||[x,]|| conver-
ge. Nétese que, para ver que X/Y es un espacio de Banach, el Lema m
asegura que basta ver que >~ | [z,] converge en X/Y.

Para ver esto tltimo, dado que la norma en X/Y se define a través de un
infimo, notamos que ha de existir z% € [z,] de manera que

Japll < 2|[[z]ll, neN.

En ese caso, como Y -~ ||[z,]|| es convergente, la desigualdad anterior prueba
que Y2 ||z% | también ha de converger. En ese caso, como X es un espacio
de Banach, )", 2% converge en X, digamos a x € X. Pero entonces, se
tiene

Izl = [2]l] = llwn] = [l = f {llay, —2 =yl :y € Y} < 2, — 2.

Por tanto, la convergencia de ¥ a x en X implica la de [z,] a [z] en X/Y".

[]

Demostracion del Teorema[{.2.5 Nétese que, en virtud del lema anterior,
basta ver que HJ es un subespacio vectorial cerrado de M. Como es claro
que respeta las operaciones de M como espacio vectorial, es un subespacio
vectorial. Resta ver que es cerrado. Para ello, comenzamos recordando que
si u € H{, entonces ha de existir ¢ € H} (T) de manera que du = ¢dm. En
ese caso

A(n) = / G (©)dm (€) = / £ (€) dm (€) = 3 (—n).
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Por tanto, F& puede identificarse con el subconjunto de medidas de M cuyos
coeficientes de Fourier /i (n) son nulos para n > 0.

Con esto en mente, para n € N con n > 0, construimos las aplicaciones
T,: M — C dadas por

To(n) = ji(n), peM.

Obsérvese que

T, ()] = 1t ()| = \ [an <5>' < [a1© = Il

Por tanto, las aplicaciones T}, son funcionales continuos de M en C, a través
de los cuales podemos escribir que

Hy = (T, ({0}).

n>0
Esto justifica que ?01 es cerrado en M. ]

Dentro de este marco tedrico, parece natural identificar a cada transfor-
mada Ky € ¥ con su conjunto de equivalencia [u] € M/H}. En este sentido,
la aplicacién .

Kpe X w— [u) € M/H}

es un isomorfismo (es lineal, puesto que K lo es, y es biyectivo por la Propo-
sicién [2.3.6)). Es por ello que damos la siguiente definicién.

Definicién 4.2.6. Sea f = Kpu € 2 una transformada de Cauchy. Entonces
se define la norma de f como

A1 = -

Nétese que la definicién anterior dota a %~ de la estructura de un espacio
normado. Alin mds, y esta es la meta de nuestro razonamiento, la definicién
anterior hace que K sea un isomorfismo isométrico entre ¢ y M/H}. Esto
convierte a % , dotado de dicha norma, y gracias al teorema que acabamos
de presentar, en un espacio de Banach.

4.3. Propiedades de la norma

En la seccién anterior dotamos a #° de una norma que lo hacia completo.
No obstante, esta norma estd “escrita” en términos de Hj}, aunque vimos
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que la relacién de equivalencia que inducia esta asignacion de norma podia
definirse independientemente de tal espacio haciendo uso de la transformada
de Cauchy. La siguiente proposicién justifica que la norma también puede
definirse de tal manera.

Proposicién 4.3.1. Sea f = Kpu una transformada de Cauchy, con p € M
una medida. Entonces, se tiene la igualdad

/1l = it {[[vlly - v € By}

Demostracion. La igualdad propuesta consiste en una simple reescritura de
£l = Illu]]l via la Proposicién [2.3.6] En este sentido, recuérdese que si
f = Kpu, entonces

ve Ry &Kv=Kpu
K v—pn) =0
(:H/—uGF&
&v = pu+ X para cierta medida A € H{.

Por tanto L
|v]lae = |lie + Allyg para cierta medida A € H.

En ese caso, recordando la definicién de ||[u]]|, se tiene el resultado. O

La reinterpretacién de la norma de £ que ofrece la proposicién anterior
proporciona la idea de nuestro siguiente resultado.

Proposicién 4.3.2. Sea f = Kpu una transformada de Cauchy. Entonces

£ O < I f]l -
Demostracidn. Comenzamos notando, a través de la Proposicion [2.2.4] que
f(0)=4(0).

Con esto en mente, vemos que

7 0)] = 120)] =

/T » (5)‘ < / a1l (€) = il -

De hecho, nétese que lo anterior es una propiedad no solo de pu, sino de
cualquier medida v € Ry. Por tanto, se tiene que

[FO) < mf {[[v]ly v e Rey = 1£l -
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Nétese que existen casos donde es fécil ver que la desigualdad utilizada en
el teorema anterior es, en realidad, una igualdad. Esto nos lleva al siguiente
resultado.

Proposicién 4.3.3. Sea f = Kp una transformada de Cauchy, para cierta
medida positiva i € M. Entonces

FQO) =111 = Nlpallng -

Demostracion. Comenzamos notando, por definicién, que u € Ry. Por tanto,
se deduce directamente que

£l = f {iwllyg c v € Ry} <l

En cuanto a la desigualdad contraria, como p es una medida positiva, se
tiene, via la Proposicion que

£(0)=4(0) = / MG

En ese caso, nétese que f (0) es real y positivo, asi que, a partir del resultado
anterior, se deduce que

ltllpg = £ (O) < (Iulll = [1f1]y -

4.4. Estudio de la convergencia

En este capitulo, hasta ahora, hemos dotado a J# de una norma que lo
hace completo, de manera que podemos ver a .# como un espacio de Banach.
Ademas, hemos estudiado algunas propiedades de tal norma.

Es interesante, en lo que sigue, apreciar la siguiente interpretacion de la
Proposicién [4.3.3} existen ciertas transformadas de Cauchy f € ¢ cuya nor-
ma, que esta definida a través de un infimo, se alcanza en alguna medida
i € Ry. Més precisamente, esto ha sido probado para transformadas de me-
didas positivas, y se vera también, mas adelante en el texto, para medidas
singulares respescto de m, concretamente en la Proposicién No obs-
tante, esto es una propiedad general, que podemos enunciar de la siguiente
manera.
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Proposicién 4.4.1. Para cada transformada de Cauchy f € J& existe una
unica medida 1 € Ry de manera que se tiene la igualdad

AN = Nl -
Este resultado puede deducirse a partir del siguiente.

Teorema 4.4.2. Dada una funcién f € L'(T), existe una tnica funcion
h € H' (T) de manera que se verifica la igualdad

1 = Pllagey = it {11 = glagey .9 € H' ()}

La dificultad técnica de ambos resultados hace que no podamos abordar
sus pruebas en este texto. Pueden verse en [2, p. 86] y [2, p. 84], respectiva-
mente. Ain asi, la Proposicién es de sumo interés, puesto que justifica
la eleccién que hemos hecho para dotar a £ de una norma. Esto puede verse
en el siguiente resultado.

Proposicién 4.4.3. Sea {f,} C A una sucesion que converge a f € A
en la topologia dada por la norma de dicho espacio. En ese caso, la sucesion
{fn} tiende a f uniformemente en compactos de .

Demostracion. Comenzamos observado que para cada n € N, por linealidad,
ha de ser que f— f,, € £ . En ese caso, por la Proposicion ha de existir
fn, € M (més concretamente, u € Ry_y, ) de manera que

1 = Fall e = linlln -

Maés atn, recordando la desigualdad dada al inicio de la Seccién lo ante-
rior permite ver que

lttmlng I = Fulle

= . zeD.
=z = 1-p  °

£ (2) = fulz)] <

Si ahora escogemos X C D un compacto, entonces sabemos que ha de
existir 0 < r < 1 de manera que todo z € X cumple |z| < r. Entonces,
podemos apreciar que

1 1

<~ :eX.
-~ 1-r ~

Con esto en mente, se tiene que

1f(2) = ) S CNfF = fully s z€X.
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Notese que la cota anterior es independiente de z, por lo que se deduce que
sup [ f(2) = fu(2) < CIf = fulle -
ze

De la desigualdad anterior se deduce la convergencia uniforme en X de la
convergencia en norma de £ . Ain mas, como X es un compacto cualquiera
contenido en D, se tiene el resultado. O

El resultado que acabamos de mostrar justifica la eleccion de la norma
con la que hemos dotado a J£": la convergencia en norma preserva la conver-
gencia uniforme en compactos.

Esta propiedad es clave en el estudio de las familias de funciones analiticas
sobre D, y por tanto, es de entender que la norma escogida es una norma
“razonable” para %, dada la relacion de este espacio con los espacios de
Hardy H? (D).

4.5. Descomposicién

En esta seccién vamos a aprovechar el teorema de descomposicion de
Lebesgue para desentranar la estructura del espacio de las transformadas de
Cauchy. En este sentido, comenzamos observando los siguientes resultados.

Lema 4.5.1. Sea p € M una medida singular respecto de m, y sea v € M
una medida absolutamente continua respecto de m. En ese caso, se tiene que

i+ vllng = llaallng + 17lln -

Demostracion. Puesto que p es singular respecto de m, han de existir dos
borelianos A y B disjuntos, contenidos en T, de manera que

m(A) = |ul (B) = 0.
En ese caso, puesto que v es absolutamente continua ha de ser
0<|v|(A) <|v(A)] =0.
Con estas dos propiedades en mente, es claro que
liallag = il () =l (4), [Wllng = A (T) = 0] (B).

Por tanto, dado que A y B son disjuntos, a partir de lo anterior es una
mera observacion que

e+ vl = [+ v (T) = [ul (A) + W[ (B) = [lllpg + [[7]ln -
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Proposicién 4.5.2. Sea f = Ku una transformada de Cauchy, con p € M
una medida singular respecto de m. Entonces

11 = Naellng -

Demostracion. La prueba se reduce a calcular
1 = tnf {ll+ Mg - A € H )

Para ello, expresemos A\ = ¢dm para cierta ¢ € H{ (T) (recordemos que A

es absolutamente continua respecto de m). En ese caso, como p es singular
respecto de m, el Lema implica que

1+ )‘HM = ||M||M + ||>‘||M = ||pJ||M + HEHU(T) .

Asi que
11 = it { el = Bll ey = @ € HE (T} = il

puesto que ||5HL1(T) > 0, con HEHLI(T) = 0 para ¢ = 0. O

Notese que el resultado anterior es del “mismo tipo” que la Proposicion
Es decir, puede interpretarse de nuevo en base a la visién de que la
transformada de Cauchy de una medida singular respecto de m alcanza su
norma en dicha medida.

La demostracién anterior nos da la idea del siguiente resultado.

Proposicién 4.5.3. Sea € M una medida. Sea p = pia + s su descompo-
sicion de Lebesgue, donde i, es absolutamente continua respecto de m y s
es singular respecto de m. Entonces, se tiene que

1Kl = 1S pall oy + 1K sl = 11 pall Ly =+ sl -

Demostracion. Basta calcular
1K pll e =it {Il+ Mg : A € B} = it {Jla+ pro + Ay - A € H }
Ahora bien, como pu es singular y p,+ A es asbolutamente continua, entonces

lpts + pra + Mlng = Niasllng + lltta + Al -

Asi que

1Kkl = ltsling + 06 { it + Allyg A € H b = ltollg + 1K pall

[]

65



Notese que el resultado anterior expresa que la norma con la que equipa-
mos al espacio de transformadas de Cauchy es tal que separa las transforma-
das en dos tipos, los cuales definimos de la siguiente manera.

Definicién 4.5.4. Dentro del espacio de transformadas de Cauchy, £, de-
finimos los siguientes subespacios

Ho ={Kp:pe M es absolutamente continua respecto de m} ,
Hs ={Kp:pn €M es singular respecto de m} .

Con esto en mente, y gracias a la descomposicién de Lebesgue (Teorema
, podemos ver que si g es una medida, entonces existen una tunica
medida p, absolutamente continua respecto de m, y otra tnica medida
singular respecto de m, de manera que, en base a los resultados anteriores,
se satisface

Kp = Kps + K,

HKNHJ{/ = HKIU’SHJK + ||K:uaH% = H/%’HM + ”Kua”){

En ese sentido, nétese que
Kus, € %, Ku, € %,.

Por tanto, J# puede descomponerse algebraicamente en la suma directa de
Koy Hs. Ademas, dicha descomposicion respeta la norma con la que hemos
dotado al espacio.

Yendo mas alld, puede verse con los razonamiento anteriores que J#; es
isométricamente isomorfo al subespacio de medidas en M que son singula-
res respecto de m (Proposicion , mientras que %, es isométricamente
isomorfo a L' (T) /H_.

4.6. Comentarios finales

Este capitulo pretende ser una revision de los conceptos que pueden en-
contrarse en [2, p. 83-88]. Su interés radica, fundamentalmente, en la vision
del espacio de transformadas de Cauchy como un espacio de Banach.

En particular, resultan en interesantes los resultados que se encuentran
en |2, p. 95-98], donde se usa la descomposicién dada en la Seccién para
discutir que #, es separable y construir, de hecho, una base de Schauder
para tal espacio.

66



Capitulo 5

La transformada de Cauchy
exterior

5.1. Introduccion

En este capitulo se introduce el concepto de transformada de Cauchy
exterior, realizando un estudio andlogo al que se realizé de la transforma-
da de Cauchy. Esta similitud lleva a encontrar nuevas relaciones entre estas
transformadas y la transformada de Poisson que también introdujimos ante-
riormente.

Maés atn, estudiando el comportamiento de la transformada de Poisson
en la frontera del disco (para lo cual abordamos el estudio de la derivada
de una medida de M) se consigue dar una férmula explicita para los limites
radiales de las transformadas de Cauchy. Esto ultimo se utiliza para deducir
otros resultados.

5.2. Definicion

Comenzamos observando que, aunque originalmente definimos la trans-
formada de Cauchy (Definicién [2.2.1]) como una funcién sobre D, igualmente
se podria haber elegido tratar el siguiente concepto.

Definicion 5.2.1. Sea pp € M una medida. Se llama transformada de Cauchy
exterior de u a la funcion definida en C\ D por

Kep(z) := /T ;l,u_(?/ z€ C\D.
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Obsérvese que muchas de las propiedades iniciales que dedujimos para
la transformada de Cauchy no hacian uso explicito de que la transformada
fuese una funciéon sobre D, sino mas bien sobre un dominio que no contenia
ningtin punto de T. Esto mismo es cierto para la transformada de Cauchy
exterior, por lo que los siguientes resultados siguen siendo ciertos, adaptando
las pruebas ya realizadas.

Proposicion 5.2.2. La transformada de Cauchy exterior de cualquier me-
dida p € M eziste y es una funcion holomorfa en C\ D.

Atn mds, se tiene la acotacion

[(Kep) ()] < litlas , 2€C\D.

En particular, se cumple

lim (K.pn) (2) = 0.

Z—r00

Demostracion. Comenzamos observando que

[1—&z|>1—|2]|=|2] -1, z€C\D,£€T.

/ dy (€)
Tl— fZ
Basta tomar limite cuando z — oo en la desigualdad del anterior para ver
que (K.p)(o00) = 0.

En ese caso,

dlu (€) _ llpllpe

< = ., zeC\D.
A S \

|(Kep) (2)] =

Notese que lo anterior prueba que la integral que define a la transformada

exterior en cada punto de C \ D converge, y por tanto, la transformada est4
bien definida.

Resta, entonces, ver que efectivamente la transformada define una fun-
cion holomorfa. Para ello, comenzaremos trabajando con la funciéon dada por
z €D\ {0} — K.u(1l/z). Veremos, de hecho, que esta funcién es holomorfa
en D\ {0}. Esto justifica que K. es holomorfa en C \ D, con una singu-
laridad en oco. Pero tal singularidad es evitable, pues hemos visto que K. u
tiene limite (que es nulo) en el infinito. Construimos, entonces, la funcién

f: D\ {0} — C dada por

re = = [ - [ Eaue, s\
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Definimos, también, f(0) := 0.

De manera analoga a como ya hicimos en la Proposicion [2.2.2] recordamos
que, si z € D\ {0}, entonces se tiene la convergencia uniforme de la serie
geométrica dada por

p— Z

En ese caso, para z € D\ {0} cualqulera, construimos

() =—(2)", ¢eT

Por la convergencia uniforme, ya sabemos que las operaciones de suma e
integracién conmutan, lo que nos permite ver que

K (12) = [ 5 qan @ == [ 2 €)' du (¢
:—Z /gndM :—Z —n) 2", zeD)\{0}.

n=1

Es decir

(K iﬂ , z€C\D.

Notese que la serie anterior se corresponde con el polinomio de Taylor de
K. centrado en z = oco. Ademads ya hemos visto, en otras ocasiones, que
it (=n)| < ||pllpg- Por tanto, la serie anterior converge en C \ D. Esto justica
que K,u es analitica en C\ D, o equivalemente, holomorfa. n

En la prueba del resultado anterior hemos llegado a un resultado analogo
a la Proposicién si analizamos la transformada de Cauchy exterior en
infinito.

Corolario 5.2.3. Sea € M una medida. Los coeficientes de Taylor (cen-
trados en z = o0) de la funcion K.pu son los opuestos de los coeficientes de
Fourier de la medida v con n < 0, y nulo para n = 0. Es decir

) (=-3 M0 ee\D.

Como ya hicimos con la transformada de Cauchy, es facil ver que el an-
terior resultado implica el siguiente.

Corolario 5.2.4. Sea 1 € M una medida. Los coeficientes de Taylor (cen-
trados en z = o00) de K. u estdn acotados.

Demostracion. La prueba es andloga a la realizada en el Corolario 2.2.50 [
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5.3. Relacion con la transformada de Poisson

En la Proposicién y en la Proposicién hallamos los polinomios
de Taylor correspondientes a la transformada de Cauchy y a la transforma-
da de Cauchy exterior. Analogamente, en la Proposicién hallamos una
representacion en forma de serie de la transformada de Poisson. La compara-
cion de todas estas expresiones nos lleva al siguiente resultado, que sera 1til
en lo venidero.

Proposicién 5.3.1. Sea pn € M una medida. Sea 0 < r <1y & € T. Se
cumple

(Kp) (r§) = (Kep) (§/7) = (Pp) (r€) -
Demostracién. En la Proposicién se obtuvo

(Kp)(z) =3 ji(n)=", zeD.

Analogamente, en la Proposicién [5.2.3] se obtuvo

z

K () =-S LED e\ B
n=1
Tomando 0 <r <1y & €T,y con lo anterior, podemos expresar
(Kp) (r€) =Y i(n) g™

Por otro lado

—— gn/rn
== pmy e
n=1
-1
== D )y

Sumando ambas expresiones, se obtiene

400
(Kp) (ré) = (Kep) (¢/r) = Y in)riMlem = (Pu) (r€),
tal y como se obtuvo en la Proposicion [3.3.3] O
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5.4. Comportamiento en la frontera

En esta seccion aprovecharemos la relacién que hemos encontrado entre
las tres diferentes transformadas que hemos tratado en el trabajo para anali-
zar el comportamiento fronterizo de la transformada de Cauchy exterior. En
este sentido, nos interesa presentar el siguiente resultado.

Proposicién 5.4.1. Sea € M una medida, y sea K.u su transformada de
Cauchy exterior. Dado 0 < p < 1, se tiene que

sup [ | (€] dm () < oc

Oo<r<1JT

Por tanto, la funcion F: D — C dada por

F(2) _:{ 0, z =0,
- (Kep) (1/2), 2 eD\{0],
es una funcion de HP? (D) para 0 < p < 1.

Demostracion. Comenzamos viendo que F' es holomorfa. Se sigue, desde la
Proposicion que es holomorfa en D\ {0}. Sin embargo, como ya vimos
que (K.p) (00) = 0, la singularidad en z = 0 es evitable, y se tiene que F' es
holomorfa en todo D si definimos F'(0) = K u(oco) = 0.

Resta, entonces, acotar las medias integrales de F'. Para ello, dado cual-
quier z € D\ {0}, observamos que se tiene que

(K (1/2) = [ =7 autd

- [ aute
fz—1+1
- [E
= [an©+ [ g aue)
M+ [ g aute)
(™) = [ T dulo)

Como u(T) € C es una constante, para probar el resultado basta ver que
la funcion
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ZGDHH(z)::/Tl_lgzdu(f)

esté en HP(D). Para ello observamos que, suponiendo p es una medida posi-
tiva, se tiene que

R = [ (12 ) duce)

1 1 -%R(¢2)
§R(1—§z> BT
R(Ez) <1, 2e€D,eT.

Por tanto, el resultado puede deducirse siguiendo las mismas ideas que
en la demostracion del Teorema [2.4.2} se prueba que es cierto para medidas
positivas (como se deduce del Corolario , y se genereliza, por linealidad,
usando la descomposicién de Jordan (Proposicién para una medida
cualquiera. O

donde

puesto que

El resultado que acabamos de ver sugiere que podemos volver a usar la
estructura de los espacios de Hardy para deducir la existencia de limites ra-
diales para la transformada de Cauchy exterior, de manera analoga a como
ya lo hicimos en la Seccién [2.4]

En este sentido, nos interesa definir el siguiente concepto.

Definicién 5.4.2. Sea 0 < p < oco. Notaremos por H? (Coo \ﬁ) al conjunto
de funciones f: Coo \ D — C de manera que la funcion g: D — C dada por

f(o0), z2=0,
“”"‘{fuw» 2 eD\ {0},

es una funcion de H? (D).

La Proposicién puede resumirse ahora en que toda transformada de
Cauchy exterior pertenece a HP (Coo \ID) (para 0 < p < 1), lo cual resulta
un resultado analogo al Teorema [2.4.2]

Al conjunto HP (Coo \ﬁ) se le puede dotar de la estructura de espacio
vectorial, e incluso podemos normarlo de manera completa, resultando un
espacio de Banach. No obstante, no desarrollaremos esta idea, puesto que
solo lo utilizaremos de una forma técnica para enunciar el siguiente resultado.
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Proposicién 5.4.3. Sea una funcion f € HP (Coo \ﬁ) Entonces f posee
limite no tangencial en casi todo & € T (en el sentido de la medida Lebesque).
Es decir, para todo € € T salvo un conjunto de medida Lebesgue nula, y para
todo oo > 1, ewiste

FO= lin fE),
z—lerqa(¢)
donde
Fo(@)={2€D:z—¢f<a(l—|z))},

y f* (&) es independiente de .

En particular, para todo & € T salvo un conjunto de medida Lebesgue
nula, existe el limite radial de f en &, cumpliendo

17 (€)= lim £ (r€).

Demostracion. Sea una funcién f € H? ((COO \ﬁ) Construyamos la funcién

g: D — C dada por
L f(OO), ZZO?
i@ ={ 1. Zeon

Es claro que, por definicién, ha de ser g € H? (D). Entonces, el Teorema
garantiza que g posee limite no tangencial en casi todo £ € T (en el sentido
de la medida Lebesgue). En particular, todo lo enunciado en el resultado se
deduce del Teorema [1.5.6|sin méas que aplicar la conveniente transformacion

z€Dr—1/2 € Cy \D. O

5.5. Comportamiento en la frontera de la trans-
formada de Poisson

La relaciéon dada en la Proposicién nos ha permitido deducir la
existencia de limites no tangenciales en T para la transformada de Cauchy
exterior. No obstante, parece que ain podemos extraer mas informacién de
dicha igualdad si nos centramos en caracterizar el comportamiento de la
transformada de Poisson en la frontera. Es ese el objetivo de esta seccion,
para el cual definimos lo siguiente.

Definicién 5.5.1. Dado o > 1, y dada una funcion f: D — C, definimos
su funcion mazximal no tangencial como la funcion N, f: T — R dada por

(Naf) (€)== sup [f(2)], ¢€T,

z€la(8)
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donde
Fa(§)={2€D:z—=¢ <a(l-|[))}.

Andlogamente, definimos su funcion maximal radial como la funcion
M, oaf: T — R dada por

(Mraaf) (€) = sup |f(r§)], €€T.

0<r<1
Los conceptos anteriores se relacionan de la siguiente manera.

Lema 5.5.2. Sea a > 1. Sea p € M una medida, y sea u = Pu su transfor-
mada de Poisson. En ese caso, se tiene:

(a) Para todo & € T se cumple:
(Mraqu) (€) < (Naw) (§) -

z— |z
(b) Dado a > 1, la funcidn z — |1—::| estd acotada sobre T, (1).
— |z
(c) Si ademds p es positiva, entonces existe ¢, > 0 de manera que para
todo € € T se cumple:

Ca (Nou) (&) < (Myqqu) ().

Demostracion. (a) Es consecuencia de que, para todo £ € T, se tiene que
r§ € Ty (§) para todo a > 1.

(b) Sea a > 1. Comenzamos notando que la funcién dada estd acotada
en cada disco de centro el origen y radio 0 < r < 1 cualquiera. En ese caso,
dado que la clausura de T',, (1) y T solo se cortan en z = 1, para ver que la
funcién es acotada en T, (1), basta ver que

Lot L=

Para ver esto tltimo, expresamos

=kl _dGl)
/() 1— |z 1—1z]

Con esto en mente, es claro que para dos complejos cualesquiera con el mismo
modulo, la funcién f crece con el valor absoluto del argumento principal de

z. Es decir
f(re®)y < f (Tew/) , si0o<|g <0 <. (5.1)
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En ese caso, sea un entorno reducido de 1 en T',, (1), es decir, un conjunto de
tipo
G,=T,(1)n{zeC:0< |z—-1] <1},

para r suficientemente pequeno. Por la propiedad de monotonia vista en
, asi como por la forma geométrica de G, puede verse que dado z € G,
existe w € O0G,, con |z| = |w|, de manera que f(z) < f(w). Ademas, si
|z — 1] es suficientemente pequeno, entonces w se tiene que w € 9, (1). En
ese caso, se ha de tener que

jw =1 =a (1= |wl),

o equivalentemente

-1
] =1 =1
«

Una vez visto esto, es facil notar que

N C [P EE El
2—1 1—|z| 2—1 1—|z’
z€lq (1) z€Gp
-1
‘Z_H'Z |
, «Q
=lim
z—1 1—’2;‘
1
<1+—) |z — 1|
) Q
<lim
z—1 ]_—|Z‘
1
14—
=lim a =0.
z—1 1 z
|z — 1| z—l’

Como ya comentamos, esto termina la demostracion.

Para ilustrar la demostracion, incluimos la siguiente figura.
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Figura 5.5.3: Ilustracion de la regién I', (1) para a = 2, asi como

del entorno G, para r = 0,3. Sobre la imagen es facil ver que es

cierta la propiedad que hemos comentado: al punto rojo z € G,

le podemos hacer corresponder un punto verde w € 9I',(1) con

2] = [wl.
(c) Comenzaremos probando que la desigualdad propuesta es cierta para
¢ = 1. Es decir, vamos a probar que para todo o > 1 existe ¢, > 0 de manera
que

o sup [u(2)] < sup Ju(r), (5.2)
z€la (1) 0<r<1

donde
IF.()={zeD:|z—-1]<a(l—|z|)}.

Para ello, dado que p es positiva y el nicleo de Poisson es una funcién no
negativa, es suficiente mostrar que para todo a > 1 existe ¢, > 0 cumpliendo

caPZ<€>§P\Z|(§)a ZEFa(l),SGT.

De hecho, si demostramos esta ultima desigualdad, se seguiria la desigualdad
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(5.2) sin mas que integrar respecto de u, puesto que entonces se tendria que

%MM=%AR@MQ

gA&@M@)
— Jull2)] = Ju(r)

de donde se deduce la desigualdad (5.2)) sin mas que tomar supremo en I',(1).

Pero obsérvese que

L 1P
C >

Y=z T el

= ol |2 <162

CaP; (f) < P\zl (5) —

Por tanto, nos restringiremos a probar esta ultima desigualdad. Para ello,
notamos que gracias a (b) existe cierta constante 7, > 0 de manera que

2 = |2l

< e, z€T,(1).
s S0 2 (1)

En ese caso, se tiene

1€ — [zl <1§ — 2 + |z — |z]]
<& — 2[4+ 7 (1 —z])
<[€ =2/ (1+7) -

Por tanto, la desigualdad ([5.2)) es cierta sin més que tomar ¢, = (1 + 70)72.

Por tltimo, notamos que el caso general (i.e. con £ € T cualquiera) se
deduce del caso probado sin mas que aplicarle a la demostracién realizada
“un giro”. De manera mas rigurosa, sea ¢ € T. Definamos la medida

ve (B) = u(€B), Be B,(T).

Si notamos v := P(1¢) a su transformada de Poisson, entonces ya sabemos
que existe ¢, > 0 de manera que

Ca(Nav)(1) < (Myaav)(1).



Con esto en mente, nétese que

Ca(Nau)(€) =co sup

/ Pz<<>du<<>‘

2€la(§)
= Co SUD / Pz(fv)du(fv)‘
=67 zerq(e) |JT
Pero ) )
1—|z] 1—|z]
Pz(S’Y): 2 — — 2 :Péz(’Y)'
1§y — 2] "y - fz‘
Luego

Ca(Nou)(§) = co sup
2€la ()

/ sz(v)du(fv)‘

= Cqo SUp
w=Ez  wela(1)

= co(Nyv)(1)
S (Mradv) (1)

/T Pr(’y)dV(’V)'

/ Pw(v)dV(v)‘

= sup
0<r<1

= sup
(=£7 0<r<1

/ Pr@c)dv(so\

= sup
0<r<1

/T Pr(v)dV(v)'
.

(=£7 0<r<1 /TPTg(Od,u(C)‘
= (Myaqu)(§)-

]

En la bisqueda de nuevas desigualdades técnicas que nos ayuden a alcan-

zar nuestro objetivo, definimos lo siguiente.

Definicién 5.5.4. Dada una medida p € M, definimos la funcion mazimal

de p como la funcion Mu: T — R dada por

o bl

donde I C T es cualquier arco abierto de la forma I ={( €T : | — (| < a}

para algun 0 < a < 2, o bien I =T.
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Ahora podemos ver el siguiente resultado técnico.

Lema 5.5.5. Sea o > 1. Sea 1 € M una medida positiva, y sea u = Pu su
transformada de Poisson. En ese caso, dado & € T, se cumple que

(Myaqu) (€§) < (Mp) (€) -

Demostracion. Tal y como hicimos en la demostracion del Lema [5.5.2 basta
ver que la desigualdad es cierta para ¢ = 1. Por tanto, lo que queremos
mostrar es

APT(E)du(é)S(Mu)(l), 0<r<1

Para ello, fijemos 0 < r < 1. Recuérdese que

1—7r2
Pr(f):m, §eT.

Con ello se ve facilmente que P, (§) = P, (E) para todo £ € T, que P, posee
su maximo en £ = 1, y que ademés decrece segin aumenta el valor absoluto
del argumento de &, es decir

P (€”) > P.(e") si 0] < |¢| para 0,60 € (—m, 7).

Con estas propiedades en mente, escogemos n — 1 arcos abiertos I; C T

de la forma ‘
[;={"eT:|0] <a},

para algiin 0 < o; < 7, de manera que
LCLC---Clpg.
Ademas, escogemos I,, = T. Por otro lado, denotamos

h; = £1glfJ P. (&) > 0.

De esta manera, si denotamos por x; a la funcién caracteristica de I;, cons-

truimos
n

F (&) = Z(hj —hj1)x; (§), E€T,

j=1

donde imponemos h,, 1 = 0.

Notese que, de las propiedades de monotonia de P,, asi como de la cons-
truccion de los arcos I;, se deduce que h; — hjy; > 0. Por tanto, F' es una
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funcién positiva. Ademds, si & € T cumple £ € I; pero £ ¢ I, 1 (tomando
Iy = (), si necesario), entonces

n

F (&)= (hj—hj) = hy.

j=i

De todo esto se deduce la acotacién 0 < F' < P, en T.

Una vez realizada esta construccién, notamos que, por definicion, para
todos los anteriores arcos abiertos se ha de tener

() < (Mp) (1)m (1) .
En ese caso, podemos desarrollar

n

/TF (&) dp (&) :Z (hj — hjy1) p (1)

<(Mp) (1) Z (hj = hjt1) m (1)
— (Mp) (1) / F (&) dm ()

<M () [ PO dm (©
T
= (Mp) (1), (5.3)
donde hemos hecho uso de la Proposicién |3.3.4!
Ahora observamos que, por la construccién de F', podemos elegir los ar-

cos I; de manera que F' se aproxime a P, tanto como queramos. En sentido
riguroso lo haremos de la siguiente manera:

Por un lado, nétese que P, es continua sobre T, que es compacto, luego
P. es uniformemente continua.

Por otro lado, notemos que, por como hemos construido los arcos abiertos
I; (para 1 < j <n—1), se tiene
a[j:{gag}a ézeiaj'

Con esto, y en base a las propiedades de monotonia de P,, es facil concluir
que, para 1 < j <n — 1, se tiene que

by = Py (€5).
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En el caso 7 = n, recuérdese que impusimos que I, = T, y por tanto
hn, = P.(—1).

En base a todo esto, sea £ € T. Ha de existir 1 < j < n de manera que
¢ €1;\ ;1. En ese caso, se tiene

|F (&) = P (&) = [hj — B (&) = | P (¢"9) — P (€)

donde tomamos «,, = 7 si es necesario.

Y ahora podemos ver la propiedad de aproximacién que adelantabamos:
si escogemos los arcos I; de manera que sus puntos frontera e’ disten entre
si menos que lo necesario, se deduce de la continuidad uniforme de P, el hecho
de que F' converge uniformemente a F,, a medida que los arcos /; conforman
una particiéon mas fina de T. En base a esto, tenemos

[r©an© - [F@an@©| < [ 17~ Flgdn(©
=P = Fll oo (ry = 0.

Y por tanto, la desigualdad que buscabamos, a saber,

/EPr(f)du(ﬁ)S(Mu)(l), 0<r<l,

se deduce del paso al limite de la desigualdad vista en ([5.3)). O]

Lema 5.5.6. Sea p € M. Sea Mpu: T — R la funcion mazimal de p. En-
tonces My es una funcion medible.

Demostracion. Comenzamos notando que si p es la medida nula, entonces
M es constantemente nula, y por tanto, medible.

En ese caso, podemos suponer que i no es la medida nula. Sabemos que
para ver que My es medible basta ver que la preimagen por Mu de todo
intervalo abierto de la forma (A, 00) C R es medible. En particular, bastara
ver que es abierta.

Para ello, sea A € R. Si A < 0, entonces, como My es una funcién que
solo toma valores positivos, es claro que

{CET:Mp() >N\ =T,
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y por tanto, {¢C € T : Mu({) > A} es abierto.

Resta probar el resultado si A > 0. Si {( € T: Mu(¢) > A} es vacio,
entonces hemos terminado, puesto que es abierto. En otro caso, tomemos
& e{CeT: Mu(¢) > A}. Nétese que entonces, por definicién, ha de existir

a > 0 con
|l (I (&0, @)
m (I (&, @))
donde 1 (&, @) denota un arco de la forma

I'(,a) ={£€T:[6—&f <aj.

En ese caso, escogemos t > A de manera que

[l (1 (S0, @) = tm (I (&0, @) -

Fijemos también 5 > 0 de manera que

>\,

a+f <at/\

Notese que esto es posible para (§ arbitrariamente pequeno, puesto que sabe-
mos que t/A > 1, luego o < at/\.

Con todo esto en mente, notamos que si £ es un punto de T cumpliendo
que |£ — & < B, entonces

I(&,0) CI(Ea+p).

En ese caso, usando las propiedades de la medida Lebesgue respecto de las
rotaciones y las homotecias, se tiene que

[l (I (& a+B)) = |ul (I (&, a))
=tm (I (§o, @)
= [ta/(a+B)m (I (& a+p))
> m (I (& a+B)).
Es decir,
[l (L (& a+B))
m (I (&, o+ P))

En ese caso, £ € {( € T: Mu(¢) > A}. Pero como & era un punto cualquiera
de T cumpliendo [£ — &| < 3, se deduce que

I(&,8) C{CeT: Mu(C) > A}.
Noétese que esto prueba que el conjunto {¢ € T : Mu(¢) > A} es abierto. [

> A
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Ahora ya estamos preparados para afrontrar el primer resultado sobre
la existencia de limites no tangenciales de la transformada de Poisson. Para
ello, necesitaremos el siguiente concepto.

Definicién 5.5.7. Dada una medida p € M, definimos la derivada de p

como la funcion Du: T — C dada por

(D) (§) =lm L2 g

donde el limite se toma a medida que los arcos abiertos I C T de la forma
I ={CeT: |- <a} para algin 0 < a < 2 convergen a su centro, es

decir,
o n(CET e (<a))
D) &) = o (T E=¢[<a))’

En lo que nos concierne, la importancia de la derivada de una medida
radica en el siguiente resultado.

¢eT.

Teorema 5.5.8. Sea p € M una medida positiva. Supongamos que & € T es
tal que (Dp) (§) = 0. En ese caso, la integral de Poisson de j posee limite
no tangencial nulo en &.

Demostracion. Sea & € T tal que (Du) (€) = 0. En ese caso, dado € > 0, por
definicién, ha de existir un arco abierto centrado en ¢ de la forma

]OZ{CGTI|§—Q<O[0},

para algin o > 0 con la propiedad de que si I C I es otro arco de este tipo,
entonces p (1) < em (I).

Aprovechando esto, construyamos g la medida restriccion de p a Iy, es
decir
po (B):=p(BNnly), BeB,(T).

Sea pu1 := p — pp. Notese, dado que p es una medida positiva, 1y y o tam-
bién lo son. Denotemos u; := Pu; (para i = 0 o @ = 1) la correspondiente
transformada de Poisson.

Por un lado, sea {2,},, .y una sucesién de I', (§) convergiendo a &. En ese

caso, a partir de cierto punto, todo z, dista tan poco como queramos de &, y
por tanto, dista mas que una cierta cantidad positiva de T\ Iy. Esto implica,
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via la Proposicion m, que P, tiende uniformemente a 0 en T \ /; cuando
n — oo. Por tanto

iy (20)] = (Ppir)(22)
_ / P, (Q)dp (<)

_ / P (Odn(©

< sup P, (Q)||unllyy = 0, sin — oo.
CeT\Ip

Por otro lado, combinando el Lema y el Lema [5.5.9] se tiene que
para todo a > 0 existe ¢, > 0 de manera que, haciendo uso de la primera
parte de la prueba, se tiene

Ca (Nato) (§) < (Mpo) (§) < e.

No obstante, por definicion, se tiene

up (2) < (Nawo) (§),  z€Ta(E).

Combinando ambos resultados, se tiene que
up (zn) < €/cq.
En particular, se deduce que
ug (zn,) = 0, sin — oo.

Por tanto, notando que p = po + p1, se tiene que Pu = ug + uy, y por

tanto, para cualquier sucesién {z,}, . de I'y (§) (con o > 1) se tiene que

(Pp) (zn) = 0, sin — oo.
Por tanto, Pu posee limite no tangencial nulo en £ € T. O]

El resultado anterior parece vincular los limites no tangenciales de la
transformada de Poisson de una cierta medida positiva con la derivada de
la medida. Es por ello que extendemos el estudio de este concepto con los
siguientes resultados.

Proposicién 5.5.9. Sea p € M una medida. Supongamos que es absoluta-
mente continua respecto de m, es decir, supongamos que existe f € L' (T)
tal que du = fdm. En ese caso, se tiene que Dy = f en casi todo (en el
sentido de la medida de Lebesgue).
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Antes de ver la prueba de tal resultado necesitamos recordar un concepto
de la teoria de espacios de Lebesgue.

Definicién 5.5.10. Sea f € L' (T) una funcion. Se dice que £ = e € T es
un punto de Lebesque de f si

&)l dm () =0,

a—0t m

donde ‘
Ia:{ew,ET:|6’—6"| <a},

para 0 < o < .

El siguiente teorema se aborda cuando se estudia la diferenciacion de la
integral de Lebesgue.

Teorema 5.5.11. Sea f € L' (T) una funcion. Entonces, casi todo punto de
T (en el sentido de la medida de Lebesgue) es un punto de Lebesque de f. En
particular, para casi todo & € T (en el sentido de la medida de Lebesque) se
tiene que

¢)dm(¢) = f(&)-

a—0t m
A partir de él podemos dar la demostracion requerida.
Demostracion de la Proposicion [5.5.9. Con la notacién de la Definicién[5.5.10]

obsérvese que para £ € T podemos escribir

¢)dm (¢

(D) (€) = tim LUe)

a0t m (I,) cHo+

Pero si £ € T es un punto de Lebesgue, se tiene que

‘ﬁ/}j(@dm(@—f@)‘:
='#/ [f(C)—f(f)]dm(C)‘g

E|ldm (¢) — 0, sia— 0F.

Por tanto, en todo punto de Lebesgue de f se tiende Dp = f. Se sigue,
entonces, el resultado requerido a partir del Teorema |5.5.11} O

En el caso de medidas singulares respecto de m, procedemos de la siguien-
te manera.
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Lema 5.5.12. Sea I la union de una coleccion finita de arcos I (&, ), para
1<t <N, dela forma

I(&G,00) ={€€T:|{-&[ <o}
Entonces, eziste S = {j1,J2,...} C{1,..., N} de manera que:
(a) Los arcos I (&;,c ) con j € S son disjuntos.

(b) Se tiene la contencion

1 Q UI(&j,SO&j).

jeS
(c) Se tiene la desigualdad

m(I) <3> m(I(&, ).

jes

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que los arcos I (§;, «;)
estan ordenados de manera que a; > --- > «,. En ese caso, imponemos
j1 = 1. Una vez hecho esto, descartamos todo arco I (&, ;) (i # j1) que
tenga interseccion no vacia con I (§j,, a;, ). De entre los restantes, escogemos,
de nuevo, aquel cuyo coeficiente «; sea mayor, digamos, I (&, oy) (para algin
k con 2 < k < N). En ese caso, tomamos j, = k, y volvemos a descartar
aquellos arcos que tengan interseccién no vacia con I (§;,, ;,). Reiterando
este proceso un numero finito de pasos, definimos una subcoleccion de arcos

I(&,05) con j €S ={j1,2,---}.
Una vez hecho esto, se tiene que:
(a) Los arcos I (&;, ;) con j € S son disjuntos por construccion.

(b) Afirmamos que para todo ¢ con 1 < i < N existe j € S de manera que
I (&, ;) € I(&,3a;). Esto es suficiente para comprobar lo requerido.
Para justificar la afirmacion inicial, notese que si ¢ € S, entonces basta
tomar 7 = i. En otro caso, por construcciéon, ha de existir j € S con
I (&, i) NI (&, ) no vacio, de lo cual también se deduce lo requerido
facilmente.

(¢) Se deduce de la contencién del apartado anterior, haciendo uso de que
los arcos son disjuntos, y notando que

m (I (&,3a;)) =3m (I (§;,q;)).
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Lema 5.5.13. Sea i € M una medida. Sea A > 0. En ese caso, se tiene

m(EET: Mu(©) > A}) < 5l

Demostracion. En primer lugar, recordamos que en el Lema [5.5.6[ ya hemos
justificado que My es una funcién medible. Es por ello que la medida Le-
besgue de los conjuntos dados en el enunciado de este resultado estan bien
definidos.

Mas allé de eso, notemos que si {& € T : Mu () > A} es vacio, entonces el
enunciado es cierto. Por tanto, supongamos que tal conjunto no es vacio, y sea
K un subconjunto compacto no vacio suyo. Sea £ € K un punto cualquiera.
Nétese que, entonces, ha de existir un arco abierto I¢, centrado en ¢, de
manera que

|l (Ie) > Am (I¢) .

Nétese que entonces la familia {I;} construida al considerar todos los puntos
¢ € K es un conjunto de abiertos que recubren a K. Al ser K compacto,
existe un subconjunto finito R C K de manera que la familia {I;} con £ € R
también recubre a K.

En este punto, y aludiendo al Lema [5.5.12] encontramos un subconjunto
S C R de manera que los arcos {I¢} con £ € S son disjuntos y cumplen,
debido a su construccién, que

3 3
m(K) <33 mIe) < 557 Il (1) < 5 il
£es £es

Como K C {{e€T: Mu(&) > A} era un compacto cualquiera, el resultado
se sigue sin mas que tomar supremo en la desigualdad anterior, dada la
regularidad interior de la medida Lebesgue. 0

Proposicién 5.5.14. Sea i € M una medida. Supongamos que p es singular
respecto de m. En ese caso, se tiene que Du = 0 en casi todo (en el sentido
de la medida de Lebesgue).

Demostracion. Para comenzar, es claro que, mediante la descomposicion de
Jordan (Proposicion |1.3.5)), basta probar el resultado para medidas singula-
res y positivas.
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Por ellos, sea p singular y positiva. Dado que p es singular con res-
pecto a m, han de existir dos borelianos A y B disjuntos de manera que
AU B =T, cumpliendo m (A) = |u| (B) = 0. En ese caso, fijado € > 0,
podemos encontrar un conjunto compacto K C A (por tanto, m (K) = 0)

con || () > [pllys — .

Con esto en mente, construimos la medida p; € M dada por
i (C) = u(KNC), CeB,(T),
asi como ps := p — py. Notese que, por construccion,

2y = [l (T K) < e

Con esto en mente, tomemos & ¢ K. Al ser K compacto, ha de tenerse
d (&, K) > 0. En ese caso, podemos encontrar arcos abiertos centrados en &,
I(&, a), suficientemente pequenos, de manera que su intersecciéon con K sea
vacia. En ese caso, ha de ser p (I (§,«)) =0, y por tanto es claro que

s LLE0) _ (5(€.0)

ot mI(E,0))  anor mI (€ a) < Mups (&),

donde
I(§,a)={CeT:|( ¢ <a}.

Por claridad, notemos

Dt (€) = lim sup ALE D))
Dp(&) = limsup e o))

Entonces, la desigualdad anterior prueba que
{€eT:Du(§) >} CKU{LeT: Mus (&) > A}, A>0.
Entonces, dado que m (K) = 0, el Lema [5.5.13 implica que

S 3 3
m({£€T:Du(&) >A}) < N [p2l[p < 3E A > 0.
Por tanto, dado que en la tultima desigualdad los coeficientes € > 0 y
A > 0 son arbitrarios, se deduce que para casi todo £ € T (en el sentido de
la medida de Lebesgue) se cumple

Du = lim su P
Du (&) =lmsp i (€ o)

Esto prueba el resultado. O]
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Combinando los resultados anteriores, tenemos el siguiente teorema, que
caracteriza el valor de la derivada de una medida.

Proposicién 5.5.15. Sea y € M una medida. Sea i = pig + j1s su descom-
posicion de Lebesque, donde u, es absolutamente continua respecto de m, y
s es singular respecto de m. Entonces Du = Dy, en casi todo (en el sentido
de la medida de Lebesgue).

Demostracion. Se sigue de combinar la Proposicién [5.5.9] y la Proposicion

B.5.14 O

Ahora ya podemos usar todo lo aprendido para generalizar el Teorema
5.5.8] mostrando una caracterizaciéon de los limites no tangenciales de la
transformada de Poisson.

Teorema 5.5.16. Sea p € M una medida. Sea Pup su transformada de
Poisson. Entonces Pu posee limites no tangenciales en casi todo & € T (en
el sentido de la medida de Lebesgue). De hecho, su limite no tangencial es
Dy en casi todo (en el sentido de la medida de Lebesgue).

Demostracion. Comenzamos realizando la descomposicion de Lebesgue de p,
es decir, encontrando una medida u, absolutamente continua respecto de m,
y s una medida singular respecto de m, de manera que = pg + is.

Por un lado, sabemos que ha de existir una funcién f € L' (T), de manera
que du, = fdm. En ese caso, fijado un punto de Lebesgue de f, digamos,
& € T, podemos construir la funcién f € L' (T) dada por

&) =/f(&)—f(&), §€T,

Notese que entonces, por definicion, se tiene que

Ii 1
fm
a—0t m (1)

= lfm #/ F(©)]dm (€) =0,

/I F(6) = £ (&) dm (€) =

a—0t m (Ia)
donde hemos adoptado la notacién introducida en la Definicion [5.5.10]
Esto ultimo implica que, si definimos una medida v € M dada por
dv = |f| dm, entonces esta medida es positiva, con (Dv)(§) = 0. En ese

caso, via el Teorema [5.5.8| la transformada de Poisson Pr posee limite no
tangencial nulo en &.
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Pero entonces, nétese que

(P (f = £ (&)

/ — (&) dm (©)

s/ & 17 () dm (&)
:(P|f|dm)( ), zeD.

Por tanto, sin més que tomar limite no tangencial cuando z — &, se deduce
que (P (f — f(&))dm) también posee limite no tangencial nulo en &,. Pero

(P(f — f (&) dm) () = (Pfdm) (=) — / P (€) f () dm (€)
:(P,Ua)(z)_f(go)a Z€D>

donde hemos usado la Proposicién [3.3.41 Con esta igualdad, y con lo demos-
trado anteriormente, se ve que P, posee limite no tangencial en &g, y este
vale precisamente f (&). Esta situacién se da en casi todo T (en el sentido
de la medida de Lebesgue), tal y como se deduce del Teorema .

Por otro lado, en cuando a la parte singular de u, basta usar la descom-
posicion de Jordan de manera que

ts = (1 — p2) + i (13 — pa)
donde cada medida pu; es positiva y singular. En ese sentido, se tiene que
Pus = Puy — Pug +iPpuz — iPpy,

donde cada una de las transformadas Py;, combinando la Proposicién [5.5.§
y la Proposicién [5.5.14] poseen limite no tangencial nulo en casi todo T (en
el sentido de la medida de Lebesgue).

Para deducir el resultado, basta ver que Py = Pu, + Pus, y por todo lo
visto, se tiene que, en casi todo T (en el sentido de la medida de Lebesgue)
existe el limite no tangencial de Pu y es igual a f = Du, = Dy, en casi todo
T (en el sentido de la medida de Lebesgue). O

5.6. Caracterizacion de los limites radiales

Obviando la relevancia que los resultados de la seccion anterior puedan
poseer por si mismos, la razén principal por la que los hemos abordado es
para poder comprender el siguiente resultado, conocido como el teorema del
salto de Fatou.
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Teorema 5.6.1. Sea u € M una medida. Para casi todo § € T (en el sentido
de la medida de Lebesgue) se tiene que

m [(Kp) (r§) — (Kep) (§/7)] = (Dp) (€) -

r—1-

Demostracion. Se sigue de la relacién encontrada en la Proposicién [5.3.1
teniendo en cuenta que el limite radial de la transformada de Poisson:

lim (Pp) (r§) = (Dp) (€)

r—1-

para casi todo £ € T (en el sentido de la medida de Lebesgue), como se
deduce en el Teorema [5.5.16] O

El resultado anterior supone el “broche” al estudio que se comenzd en la
Seccién [2.4] donde se dedujo la existencia de limite no tangenciales para la
transformada de Cauchy. Aqui hemos dado una expresién explicita para su
valor.

Ademas, el resultado anterior nos permite ver una caracterizaciéon de
cuando una transformada de Poisson es una funcién holomorfa a través de
la transformada de Cauchy:

Proposicién 5.6.2. Sea n € M una medida. Son equivalentes:

(a) lim, - (Kp) (ré) = (Dp) (§) para casi todo & € T (en el sentido de
la medida de Lebesque).

(b) Koo =0 en todo z € C\ D.
(¢) La transformada de Poisson de p es una funcién holomorfa sobre D.

Demostracion. (a) = (b). Por el teorema del salto de Fatou (Teorema [5.6.1)),
ha de ser que

lim K.u(§/r) =0, para casitodo{ € T.

r—1-

En ese caso, la funcién f: D — C dada por f(z) = K.u(1/z) pertenece
a H? (D) para 0 < p < 1 (Proposicién [5.4.3), y cumple que

lim f(r§) =0, para casitodo ¢ € T.

r—1-

Como consecuencia, por el Teorema [1.5.6] f es nula. Por lo tanto, también
lo es K pu.
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(b) = (c). Basta observar que si K.u es nula, entonces la relaciéon dada
en la Proposicién |5.3.1] expresa que la transformada de Poisson de p coincide
con la transformada de Cauchy de u, que es una funcién holomorfa.

(c) = (a). Si la transformada de Poisson de p es una funcién holomorfa,
entonces, a la vista de la expresion en serie dada en la Proposicién [3.3.3] ha
de ser /i (n) = 0 para todo n € Z con n < 0. En ese caso, la Proposicién [5.2.3]
asegura que la funciéon K.u es nula. Por tanto, la propiedad (a) se sigue de
tomar limite en la relacién dada en la Proposicion [5.3.1 O

Notese que el resultado anterior nos permite dar una prueba del teorema
de caracterizacién de funciones de H? (T) que enunciabamos en los prelimi-
ranes, el Teorema [1.5.10

Demostracion del TeoremalL.5.10. Sea 1 < p < oco. Supongamos que f €
H? (T). En ese caso, por definicién, existe F' € H? (D) de manera que f es el
limite no tangencial de F' en si todo T. Atin m4ds, la Proposicién deja
ver que F' € H' (D). En ese caso, el Teorema justifica que, en casi todo
£ €T, se tiene

lim K (fdm) (r§) = lim F (r§) = f(§) = D (fdm) (€) ,

r—1- r—1-

donde también hemos hecho uso de la Proposicion |5.5.9,

Nétese que, en aplicacién de la Proposiciéon 5.6.2, esto implica que la
transformada de Cauchy exterior de la medida fdm es idénticamente nula.

Pero, en aplicacién del Corolario esto significa que fdm (n) = f(n) =0,
sin <0.

Reciprocamente, dado 1 < p < oo, sea f € L? (T) con f (n) = 0sin < 0.
En ese caso, ya hemos visto que la transformada de Cauchy exterior de la
medida fdm es idénticamente nula. Con esto en mente, sea F' := K (fdm)
la correspondiente transformada de Cauchy. Notese que, por la Proposicion
F' coincide con la transformada de Poisson de fdm. Pero entonces, la
transformada de Poisson de fdm es una funcién holomorfa (esto también se
podria deducir de la Proposicion [5.6.2)) y, segin el Teorema , ha de ser
de clase H? (D). En ese caso, lo mismo se deduce para F.

Atn mas, el Teorema [5.5.16| justifica que f es el limite no tangencial de
F en casi todo T. Por tanto, por definicién, se tiene que f € HP? (T). ]
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5.7. Comentarios finales

Este capitulo consiste en una revision de los sucintos conceptos dados de
[2, p. 54-56] sobre el teorema del salto de Fatou. Para poder profundizar en el
entendimiento del mismo, es conveniente seguir el estudio de la transformada
de Poisson que se realiza en [8, p. 239-245].
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