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Resumen

El objetivo de este trabajo es el estudio de modelos continuos de tiempo de vi-
da relacionados con la distribuciéon Normal. Especificamente, nos centramos en las
distribuciones Log-Normal, Inversa Gaussiana y Birnbaum-Saunders. Todos ellos son
modelos biparamétricos en que se daran propiedades que permiten estudiar la forma
de la distribucion, obtener caracteristicas de interés en teoria de fiabilidad y analisis
de supervivencia, y realizar inferencia. Se ha estudiado la estimacién de los parame-
tros del modelo, tanto para datos completos como para muestras censuradas. Cabe
destacar que en la mayoria de las ocasiones, para el proceso de estimacion habra que
recurrir a técnicas numéricas. El estudio teérico de cada modelo se ha completado con
aplicaciones a datos reales (completos y censurados) utilizando el software RStudio.

La memoria se ha estructurado en cuatro capitulos. En el Capitulo 1 se introducen
herramientas basicas en modelos de tiempo de vida, como son la funcién de supervi-
vencia, funcion de riesgo o hazard, y cuantiles. Para la estimacion de parametros se
propone el método de maxima verosimilitud, introduciendo las modificaciones ade-
cuadas para tratar con muestras censuradas. El capitulo se completa con una recopi-
lacion de resultados en la distribucion normal que se usaran posteriormente.

El Capitulo 2 se dedica a la distribucion Log-Normal. Se obtienen su funcion de
supervivencia, funcién de hazard y momentos, los cuales nos seran tutiles para estu-
diar la forma de la distribucion y propiedades de los estimadores. Destacar que en la
estimacion para datos completos se tienen féormulas cerradas, y para datos censurados
se han de aplicar métodos numéricos (paquete survival de R).

En el Capitulo 3 se estudia la distribucion Inversa Gaussiana siguiendo la para-
metrizaciéon propuesta por Tweedie. Se recogen propiedades, funciéon generatriz de
momentos y de cumulantes y resultados sobre la interpretacion de los parametros.
Cabe destacar que al realizar inferencia para muestras completas se tiene un resulta-
do anélogo al Teorema de Fisher para poblaciones normales.
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Finalmente, en el Capitulo 4 se realizara un estudio mas extenso de la distribu-
cion Birnbaum-Saunders, debido a su importante base fisica entre otras propiedades
interesantes. Veremos como surge la distribucion a partir de un proceso de fatiga cicli-
ca, y las propiedades fundamentales de la misma. Asimismo, se considerara la notable
relaciéon que guarda con la distribuciéon Inversa Gaussiana, ademas de resultados de
inferencia mediante diferentes métodos que se veran reflejados en las aplicaciones a
datos reales, las cuales daran por concluido este trabajo.



English Abstract

The aim of this dissertation is to study continuous lifetime models related to the
Normal distribution. Specifically, we will focus on the Log-Normal, Gaussian Inverse
and Birnbaum Saunders distribution. All of them are two-parameter models in which
properties will be given that allow us to study the shape of the distribution, to ob-
tain summaries of interest in Reliability Theory and Survival Analysis, and to carry
out Inference. The issue of estimation of parameters in the model is studied for com-
plete data and for censored data. It is important to note that, quite often, numerical
techniques are necessary in the process of estimation. Applications to real dataset
(complete and censored data) ha been carried out by using the software RStudio.

The document is divided into four chapters. In Chapter 1, the basic tools in lifetime
models are introduced. These are: survival function, hazard function and quantiles.
Estimation of parameters is carried out by using maximum likelihood. Specific results
for censored samples are given. To conclude the chapter, a section is included dealing
with relevant results in the normal distribution, which will be used later.

Chapter 2 is devoted to Log-Normal distribution. Its survival function, hazard
function and moments are given. Moments will be useful to study the shape of the
distribution and to obtain properties of estimators. As for the estimation of parame-
ters, we highlight that, in the case of complete data we have closed expressions. On
the other hand, for censored data numerical techniques must be applied (R survival

package).

In Chapter 3, the Gaussian Inverse distribution is studied with the parameteriza-
tion proposed by Tweedie. Properties, moment and cumulant generating functions,
and results, which allow us to interpret the parameters in this model, are given. As
for the inference in this model for complete data, we highlight a result analogous to
Fisher Theorem in normal populations.
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Finally, in Chapter 4, the Birnbaum-Saunders model is studied in depth, due to its
interesting physical interpretation amongst other important properties. The Birnbaum-
Saunders distribution models fatigue life of a metal, subject to a cyclic stress, from
which it has some special characteristics. It is also remarkable the relationship be-
tween Birnbaum-Saunders and Inverse Gaussian distribution. This work concludes
with some inference results, where a numerical method is also given in order to esti-
mate this model’s parameters. These results will be reflected in the final applications
to real data, differentiating between complete and censored samples.



1 Herramientas basicas

Este trabajo es una introduccidon a la Teoria de Fiabilidad y Analisis de Supervi-
vencia, en la que estudiaremos distribuciones de probabilidad relacionadas con este
campo. Estas distribuciones se suelen utilizar para modelar tiempos de vida sobre
muestras completas y sobre muestras censuradas, por lo que comenzaremos viendo
las herramientas basicas para trabajar con este tipo de distribuciones. A lo largo de
todo el trabajo, se utilizaran variables continuas no negativas T para representar los
tiempos de vida.

En este primer capitulo, nos centraremos en conceptos y resultados necesarios
para entender la utilidad de las distribuciones de probabilidad que aqui se estudian,
ademas de recordar propiedades basicas de la distribuciéon normal, sobre la cual se
basaran las demas.

Existe un gran numero de modelos de tiempo de vida: exponencial, gamma, Wei-
bull, etc. En este trabajo nos centramos en tres de ellas: Log Normal, Inversa Gaus-
siana y Birnbaum-Saunders. En secciones posteriores, se veran propiedades basicas y
resultados de interés sobre algunas de estas distribuciones y su relacion con la normal,
asi como aplicaciones a datos reales tanto de muestras completas como censuradas.
Dichas aplicaciones se han realizado utilizando el software RStudio.

1.1 Conceptos basicos en distribuciones de tiempos
de vida

El término fiabilidad describe la probabilidad de que un elemento funcione co-
rrectamente durante un cierto periodo de tiempo.

Este trabajo se basa en el estudio de tiempos de vida, y bajo ese concepto pode-
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mos dividir los objetos de estudio de la siguiente forma:

» Productos reparables: Aquellos en los que puede ocurrir mas de un fallo, es de-

cir, el producto se puede arreglar. Ejemplos: ordenadores, electrodomésticos, etc.

» Productos no reparables: Aquellos que se descartan una vez fallan, sin posibili-
dad de arreglo. Ejemplos: aislante eléctrico, diodo, bombilla eléctrica, etc.

Los productos que nos interesan para este trabajo son los no reparables. Las dis-
tribuciones que veremos méas adelante estudian su tiempo de vida, usando datos in-
dependientes e idénticamente distribuidos (lo notaremos "i.i.d.").

Llamaremos T a la variable aleatoria (v.a.) continua y no negativa que describe
el tiempo de vida del individuo en estudio. Por comodidad, denotamos la funcion de
densidad (fdd) de T por f(t) y la Funcion de Distribucion (FdD) de T por F(t). Sabemos
que estas dos funciones cumplen

F(t)=P(T§t)=/f(x)dx y F'(t)= f@), t>0.
0

| Definicién 1.1. Llamamos funcién de fiabilidad o de supervivencia a
St =P(T 2.

Su valor indica la probabilidad de que el tiempo de vida del producto sea mayor que el
instante t, es decir, la probabilidad de que el producto no falle antes de ese instante.

Por tanto, la funcion S(¢) se puede definir como
S@) =1-F(@).
La siguiente proposicion nos da algunas propiedades de la funcién de superviven-
cia, obtenidas a partir de su relaciéon con la FdD.

| Proposiciéon 1.1.  Sea T una v.a. continua no negativa y sea S(t) su funcion de fiabi-
lidad. Entonces, se cumple:

1. S(t) es continua y monétona decreciente.
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2. 5(0)=1.
3. S(+00) =0.

Demostracion.

1. Tenemos que S(f) = 1—F(t),donde F eslaFdD de T'. Al ser T una v.a. continua,
F(t) debe ser una funcién continua y, por tanto, S(¢) también. Ademas, F(¢) es
monotona creciente, luego S(7) sera monotona decreciente.

2. SO)=1-F@0)=1 —fOOf(x)dx =1-0=1.

3. S(+00) = lim,_, (1 = F(x)) = 1 = lim,_, (/i f(x)dx) = 1 = [ f(x)dx =
1-1=0.

| Definicién 1.2.  Se le llama funcién de riesgo, tasa de fallo o funcién de ha-
zard, a la funcion h(t) que indica la probabilidad de que el individuo falle en el instante

t. Se define como
Pe<T<t+At|T>1)

h(t) = Jim, At (1.1)
De (1.1), se obtiene
h(t)At ~ i}% Pt<T<t+At|T >1), (1.2)
lo cual es una aproximacion de la probabilidad de fallo en el intervalo (t,t + At)
La funcion h(t) se puede definir también como
t
o) = 5. (13)

lo cual nos facilitard mucho su célculo.

La funcion de riesgo A(f) nos ayuda a estudiar la fiabilidad del individuo. Podemos
dividir su comportamiento en tres tipos:

= Comportamiento creciente: Nos indica que es mas probable que el producto
falle conforme pasa el tiempo.

= Comportamiento decreciente: Indica que es mas probable que haya fallos al
principio de la vida ttil del producto.
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= Comportamiento constante: La probabilidad de fallo es la misma a lo largo
de toda la vida util del invididuo.

Si en el comportamiento del individuo se observa al comienzo un comportamiento
decreciente, luego constante y finalmente creciente, obtenemos la llamada curva de
bafiera o bathtub curve.

| Definicién 1.3. La funcion de riesgo acumulada se define como

H(t)=/h(x)dx, t>0
0

Observacion 1.1.  Si h(t) es constante, al representar H (t) obtendremos una linea rec-
ta. Si h(t) es creciente, obtendremos una funcion con un crecimiento mas rapido que
el de una recta, y si h(t) es decreciente, una que crece mas lento.

| Proposicion 1.2.  Las funciones de riesgo y de fiabilidad cumplen

1L f()=-S"(t), VY1>0
2. h() = =% log S(®), Vi >0
3. S(t) =exp{—-H()}, V>0

Demostracion.
1. SO))=1-F@t)=>S'"(t) =-F'(t) =—-f().
4 S0 _ _fo _ _
2. = log S(t) = 50 = TS0 S h(t).

3. Integrando en la expresion anterior, y sabiendo que S(0) = 1,

4 1og S(t) = —h(t) = / 4 1og Sty dt = 1og SO)| " = log S(x) = — / () dt =
dt 0 dt t=0 0

= log S(x) = — / ' h(t)dt = —H(x) = S(x) = e H®
0
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Cuantiles. Los cuantiles son una medida interesante para el estudio de tiempos de
vida. Concretamente, seran de utilidad la mediana y los cuantiles de orden muy bajo
y muy alto, ya que nos pueden aportar detalles importantes para la interpretacion de
los datos. Para cualquier distribucion, se definen como sigue

| Definicién 1.4. Sea T una variable aleatoria. Se define el cuantil de orden p, al
valort, tal que
P(T <1, =p, O0<p<L

Y por tanto,
t,=F;'(p), 0<p<l.

O sea, es el valor de t tal que un porcentaje 100p de la poblacion total es menor o igual
que dicho valor.

Los percentiles dividen la distribucion en cien partes, luego tomando esta referencia, 1,
es el percentil 100p.

Observacion 1.2. El cuantil de orden 0.5, fo.5, se corresponde con la mediana.

En estudios de fiabilidad y analisis de supervivencia, ademas de la mediana, suelen
ser de gran interés cuantiles de orden bajo como #,,, #; s, # ;o ¥ de orden alto como

10,905 L0,95> 10,99

1.2 Inferencia en muestras completas

El método de estimacion que se utilizara en este trabajo sera el método de ma-
xima verosimilitud. Vamos a ver de manera resumida propiedades generales de los
estimadores maximo verosimiles (EMV).

El método de maxima verosimilitud es el mas conocido de los métodos de esti-
macion. El método original fue introducido por Fisher en 1922, y desde entonces ha
recibido importantes contribuciones por parte de otros autores

| Definicién 1.5. Sea una m.a.s T,,...,T, de una v.a. T con funcion de densidad
f(,60) donde 0 es un vector de parametros desconocido que toma valores en el espacio
paramétrico ©. Entonces, se define la funcion de verosimilitud de las n variables como

L(ty .. 1,:0) = L(ty, ... .1,:0,.0,) = £(t.....1,:0) = [ [ f¢,.0). Vo€O. (14
i=1
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Método. El método para hallar el estimador de § consistira en hallar aquel valor

é = 5(T , ..., T,) tal que maximiza la funcién de verosimilitud, es decir, que verifica
L(t,, ...,1,;0) = maxL(t; 0).
v beb L2

Este valor recibird el nombre de estimador maximo verosimil o estimador de
maxima verosimilitud del parametro 6.

Sin embargo, es comun que la funcion de verosimilitud en (1.4) tenga una expre-
sion complicada, dificultando los céalculos. Esta funcion es positiva y sus maximos se
mantienen al aplicar un logaritmo neperiano, al ser esta funcion mondtona creciente.
Por ello, es frecuente considerar su logaritmo neperiano. Esta nueva funcion recibe el
nombre de funcién de log-verosimilitud, cuya expresion es

10) =log L(t:0) = ) log f(1;0), VO E€R. (1.5)

i=1

Generalmente, la ecuacion o sistema de ecuaciones de verosimilitud se puede resolver
sin grandes inconvenientes. Sin embargo, en ocasiones hay que recurrir a métodos
numéricos iterativos para poder hallar el estimador.

Caso uniparamétrico. En el caso de que tengamos un solo parametro § C ® C R
y se verifiquen las siguientes condiciones de regularidad:

El campo de variacién de 0 es un intervalo abierto del eje real.

El campo de variacion de la variable aleatoria poblacional no depende de 6.

La fdd f(t,, 0) es positiva y derivable respecto de 6.

. ey Lo 0%
Se verifica la condicién del maximo 7l <0
Entonces, se cumplen las siguientes propiedades.

1. Consistencia. Los EMV son consistentes, lo que significa que Ve > 0, se verifica
imP(|§ -0l <e)=1, V6 e€O.

2. Insesgadez. En general, los EMV no seran insesgados. En caso de serlo, seran
asintoticamente insesgados.



1. HERRAMIENTAS BAsicas 11

3. Normalidad asintética. Al aumentar el tamano muestral, la distribucion de @

puede aproximarse por una distribucion normal.
Para un parametro 6 € 0, se verifica

AL A
0 > N(0,\/Var@®),

con Var(é\) la varianza asintética de 9.

Caso multiparamétrico k > 2. En el caso de que la funcion de densidad dependa
de k parametros, los EMV se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones de vero-
similitud en 6, ..., 6,. Las ecuaciones de este sistema vendran dadas por

oty ....1,:0,,....0,) Z Olog (10,00 _ o\

00, 00.

J i=1 J
En nuestro caso, sera k = 2.

Bajo condiciones de regularidad los EMVs obtenidos tendran buenas propiedades
asintoéticas, que son una generalizacion al caso multiparamétrico de las expuestas an-
teriormente. En particular, sera de gran interés la matriz de informacion de Fisher,
pues nos permite obtener la matriz de varianza asintética de los EMVs.

Matriz de informacion de Fisher

En este trabajo consideramos modelos biparamétricos para 7. Dada una muestra
aleatoria de T, sus parametros § = (6,, 8,) se pueden estimar por maxima verosimili-
tud. En aquellas situaciones en que se pueda suponer la normalidad asintodtica de los
estimadores MV, nos interesa obtener la matriz de informacion de Fisher, pues a a partir
de ella se pueden proponer aproximaciones asintoticas para las varianzas de 91 y 92,
asi como para la covarianza Cou(Hl, 92)

Denotando por Z(€) a la matriz de informacion de Fisher, se tiene que el elemento
(i, j) de esta matriz viene dado por

~91()

BV EE] .a j = 1927
a6,00, "7

donde /() es la funcién de logverosimilitud de la muestra en cuestion, dada por (1.5).
1(0) depende de los valores de los parametros que son desconocidos. Estos se suelen
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estimar por MV, obteniendo asi la matriz de informacion de Fisher observada; 7 (79\).
La matriz inversa de T (@), V= [I (é)] _1, nos da estimaciones de la varianza y cova-
rianza de los estimadores de los parametros. En concreto, los elementos de la diagonal
nos dan las varianzas, y los de fuera de la diagonal, la covarianza. Este resultado se
utilizara para aproximar el error estandar de los EMV delos 6,,i = 1,2, y para obtener
intervalos de confianza aproximados.

1.3 Inferencia en muestras censuradas

En el estudio de datos de supervivencia, es muy comun encontrar que las muestras
de datos puedan ser censuradas, esto es, nos dan informacién incompleta por algin
motivo, el cual dependera del tipo de censura. De esta manera, se necesita un meca-
nismo diferente para tratar con estos datos a los usados con las muestras completas.
Hay diferentes tipos de censura, como podemos ver a continuacion.

= Censura de tipo I: Se da cuando el investigador fija un tiempo maximo para
la observacion del tiempo de vida de los datos. Entonces, cuando un individuo
observado no presenta una falla dentro de ese tiempo, no aporta la informacién
necesaria al investigador y constituye una observacion censurada.

= Censura de tipo II: Supongamos que se observa una muestra de n elementos
y se fija un numero r tal que 1 < r < n. En este caso, el experimento termina
cuando r de los individuos fallan, resultando por tanto r datos observados tales
que t,., < -+ < t,.,, y n — r datos censurados, puesto que no han fallado al
acabar la investigacion. Por ¢,., se ha denotado al estadistico de orden i en una
muestra de tamarfio ».

= Censura aleatoria: En este tipo, la censura no depende de ninguna decisiéon
del investigador. Se da cuando cada individuo bajo estudio tiene un tiempo de
vida T y un tiempo de censura C,, siendo 7; y C, variables aleatorias continuas
e independientes entre ellas.

Para modelizar este tipo de datos, se utilizara la notaciéon que sigue. Supongamos
una muestra aleatoria de » individuos, cuyos tiempos de vida vienen dados por las
variables aleatorias T, ..., T,, respectivamente. Llamamos #, a lo que puede ser o bien
el tiempo de vida observado o bien el tiempo de censura segiin lo que ocurra primero,
esto es, t; = min{7}, C,}, siendo C; el tiempo de censura en la observacion i. Definimos



1. HERRAMIENTAS BAsIicas 13

la variable 6,,i =1, ..., n, tal que

5 — 1 sit¢; dato observado
71 0 sit, dato censurado

De esta manera, las muestras censuradas se escriben como (¢;,6,),i =1, ..., n.

Método de maxima verosimilitud

Para poder hacer inferencia sobre este tipo de observaciones, se suele utilizar el
método de maxima verosimilitud, que se vera alterado por el caracter de estos datos.
De forma general, denotaremos al vector con los parametros del modelo bajo estudio
como 0 = (0,,6,). La funcion de verosimilitud cuando partimos de una muestra de

datos censurados (#;,6,), i = 1, ..., n, viene dada por la siguiente expresion
L© = [ rerse'=, (1.6)
i=1

donde f es la fdd de la muestra y .S denota la funcion de supervivencia correspon-
diente.

Esta forma de la funcion de verosimilitud es comun a los tres tipos de datos censura-
dos nombrados anteriormente (ver Lawless [11]).

También puede ser de utilidad la funcién de logverosimilitud, cuya expresion para
este tipo de muestras es

10) =log L(9) = Y’ 6,log (1) + Y (1 — ) log S(z,). (1.7)
i=1 i=1

Matriz de informacion de Fisher

En el caso de muestras censuradas, sigue teniendo sentido considerar la matriz de
informacion de Fisher. Al igual que en el caso de muestras completas, viene definida
como la matriz donde cada elemento (i, j) viene dado por

~al(9)
—=, ij=1.2
06,00,

En este caso, /(0) representa la funcion de log-verosimilitud de la muestra censurada,
dada por (1.7).
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Esta matriz se utilizara para aproximar el error estandar y covarianza asintotica
de los estimadores de maxima verosimilitud.

1.4 Distribucion Normal

En esta seccién se van a recoger algunos resultados importantes de la distribuciéon
normal, que nos seran utiles para abordar el estudio de modelos mas complejos en
capitulos posteriores.

| Definiciéon 1.6. Sean u € R yo > 0, y sea X una variable aleatoria (v.a.). Decimos
que X sigue una distribucion normal univariante de parametros y1 y o, y se denota
por X ~ N(u,c?), si su funcién de densidad (fdd) se expresa como sigue

2
exp{ - u}, —00 < X < 00. (1.8)

202

f(xsu,0) =
2ro

Es conveniente remarcar el caso particular de la distribucién normal donde y = 0
y ¢ = 1, debido a su gran utilidad en multiples campos de la estadistica y de este
mismo trabajo.

| Definiciéon 1.7. Sea una v.a. Z tal que Z ~ N(0, 1). Entonces, se dice que Z sigue
una distribucion normal estandar univariante

La fdd de Z se denota por ¢, y viene dada por

N|°<N

P(x) = 1 e 7, —00 < X < 00, (1.9)

\V2x

mientras que su FdD, denotada como @, es de la siguiente forma

D(x) = /X ¢(u)du. (1.10)

La siguiente proposicion nos da algunas de las propiedades de la distribucion nor-
mal estandar, que seran importante para el posterior estudio de las propiedades tanto
de la normal como de otras distribuciones.
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| Proposicion 1.3. Si Z ~ N(0, 1), entonces se verifica

1. ¢ es una funcion par, i.e., p(x) = p(—x), Vx € R.
2. O(—x)=1-D(x)
3. Funcion generatriz de momentos de Z:
M,(t) =ei", tER. (1.11)
4. E(Z)=0; Var(Z)=1.

Demostracion.

1. Trivial a partir de (1.9).
2. Inmediato por la simetria de ¢.
3. La FGM se define como M ,(t) = E(e'?). Entonces

2
ez

1 ® ¢ _2 ® tz_ﬁ_ﬁ eé ® —Lz—n?
M,(t)=— efe 21 dz = €T T dz = —— e 2 dz.
V2 J - \V2r J - V2 J -

Tomamos el cambio de variable r = z — ¢, resultando asi

2 s 1 1,2 2 s 2
M, () =e> / e 2 dr = e7/ ¢(rydr=ez, teR.

o \/271

4. Recordemos que E(Z*) = M¥(1)|,_,. Entonces

dM,
dt
Sabemos que Var(Z) = E(Z?*) — E(Z)?. Acabamos de probar que E(Z) = 0,
luego basta con hallar el valor de E(Z?).

O =teF = EZ)=0.

d*M, 2 2
E(Z?) = - (H)=ez +1%ez = Var(Z)=1.

| Definicién 1.8. Sea Z ~ N(0,1). Para0 < p < 1, se denotaré por z, al cuantil
de orden p, es decir, al valor z, tal que d)(zp) =p.

Sea X ~ N(u,c?). Denotamos por x,, al cuantil de orden p. Puesto que podemos expresar
X =u+0Z conZ ~ N(0,1), se tiene la siguiente relacion entre los cuantiles de ambas
distribuciones

X, = M+azp.
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La siguiente proposicion es esencial en el estudio de la distribuciéon normal, ya que
nos da una relacion entre esta y la distribuciéon normal estandar. A esta relacion se le
llama estandarizacion.

| Proposicion 1.4 (Estandarizaciéon). Sea X ~ N(u,c%) ysea Z = % Entonces,
Z ~ N(,1).

Demostracion.

Sea Z = % Podemos calcular su FdD como sigue

X—u

F z)=P(Z <2)=P( <z) = P(X <oz+p) = Fyloz+p).

A partir de esto, podemos obtener su fdd derivando F, y usando (1.8).

exp{ _ (UZ+ﬂ—M)2}
2o 20°

Se tiene entonces f,(z) = ¢(z) Vx € R, luego Z ~ N(0, 1) |

dFy
fA2)= =Xz +m=ofxoztu =0

Estas propiedades nos dan las herramientas necesarias para ver distintas caracte-
risticas de la distribuciéon normal, empezando por el siguiente corolario, que nos da
una caracterizacion de la FdD de la distribucion.

Corolario 1.1. Dada X ~ N(u,c?), esta puede expresarse como X = y+c6Z,y su

FdD vendra dada por
Fu)=¢<flﬁ>. (1.12)
o

| Proposicion 1.5 (Propiedades). Si X ~ N (u,c?), entonces se verifica

1. f(x) es simétrica respectode y : f(x) = fQu—x), VxeR
2 EX)=u, Var(X)=o¢"
3. Funcion generatriz de momentos de X:

M (1) = exp {t,u + %aztz}, t € R. (1.13)

Demostracion.

1. Tomando x = 2u — x en (1.8), se observa

v 2
exp{—M}:q’)(x), x € R.

202

fQu—-x) =

2ro
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2. Sabemos que se cumple la relacion X = y+0Z,donde Z ~ N(0, 1). Entonces,
mediante propiedades conocidas de la esperanza y la varianza se tiene que
EX)=E(u+cZ)=EX)=u+ocE(Z)=p.
Var(X)=Var(u +06Z) = 6*Var(Z) = ¢°.
3. Aplicando de nuevo la transformacion lineal X = y +oZ,
My (1) = E(e"") = E(e'"*°7) = e E(e'"7).
Tomamos el cambio de variable t¢ = u, resultando
M, @) = e’”E(e”Z) = oMo = oMMei"
Finalmente, deshaciendo el cambio,

M (t) = exp {t,u + %Gztz}, teR.

La funcién de densidad de X ~ N(u,o?) tiene forma de campana (campana de
Gauss). El parametro y es la media, mediana y moda de la distribucion. Por otro lado,
o es la desviacion tipica, y también un parametro de escala. En la figura (1.1) pueden
observarse estos hechos junto con el efecto de variar los valores de estos parametros.

| Proposicion 1.6. Sea X ~ N(u,o?). Entonces, aX + b ~ N(au + b, a*c?) para
a,beR.

Demostracion.
Sea X ~ N(u,0?). Veamos que Y = aX + b sigue una distribucién normal, usando la
FGM como caracterizacion de la misma.

M, (1) = E(e") = ¢ M (at) = exp {t(ay +b)+ %(a6)2t2 }

luego X ~ N(au + b, a*c?). |

| Proposiciéon 1.7 (Reproductividad). Sean X, ~ N(/,tl,alz) y X, ~ N(,uz,ag)
independientes entre si. Entonces

X, +X,~ Ny, +M2,612+O'§).
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Comparativa N(0,1) y N(0,9) Comparativa N(1,1) y N(-1,1)
< <
o o
™ ™
o o
o o
o o
— —
o o
= =
o o

Figura 1.1: fdd de la distribucion Normal con distintos parametros

Demostracion.
Tomamos las expresiones de las FGM de X, y X, vistas en (1.13). Debido a la inde-
pendencia entre ambas variables, se cumple lo siguiente

1
My = My (OM () = exp { (ay + 1) + 3207 + ) ),

que se corresponde con la expresion de la FGM de una distribucion normal de media
M, + H, y varianza 012 + O';.
Por tanto, X; + X, ~ N(u; + py, 07 + 03). |

Esta propiedad se generaliza de forma inmediata a la suma de n v.a.s independien-
tes. Destacamos el caso en que ademas de independientes, las v.a.s son idénticamente
distribuidas.

Corolario 1.2. Sean X, X,, ..., X, v.a.s independientes e idénticamente distribuidas
(i.i.d.) segin N (u, c?). Entonces

1 Y X, ~ N(nu,nc?).
2. X = i 27:1 X; ~ N(u, ”72), donde X es la media muestral.

La propiedad anterior es de gran utilidad al hacer inferencia en poblaciones nor-
males, junto con los dos resultados que siguen. En el primero, destacamos que el mo-
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delo normal pertenece a la familia exponencial de distribuciones, y en el Teorema de
Fisher, se establece la independencia de la media muestral, X, y la cuasivarianza mues-
tral, $? = 3" (X, — X)*/(n — 1), junto con la distribucion de estos dos estadisticos
en el caso normal.

| Proposiciéon 1.8.  Sea X ~ N (u, 6%). Notese que podemos escribir su fdd como

2

exp{_x_z_ﬂ__i.zﬂx}— 1 exp{ﬂ_x_z_ﬂ_}
o\ 21 262 20?2 202 o\ 21

fo) =

donde y € R, > 0.

Pertenece a la familia exponencial biparamétrica de distribuciones. Dada una mues-
tra aleatoria simple (variables aleatorias iid.) X, X,,..., X, ~ N(u,c?), entonces
( )IED. 5 I Xlz) es un estadistico suficiente y completo para (u, 6%).
Equivalentemente, (X, SCZ) también es un estadistico suficiente y completo para (y, 62).

| Teorema 1.1 (Fisher). Sean X, ..., X, variables aleatorias i.i.d. segin N (u,c?).
Entonces

1. Xy Sc2 son independientes, siendo X es la media muestral y Sc2 la cuasivarianza
muestral.

o 1 n o?
2 X=-%" X, ~N(u<%).
3RS = 5L X = XY~ g

Este resultado es la base para realizar inferencia en la distribucién normal cuando
tenemos muestras completas.






2 | Distribucion Log Normal

Comenzamos el estudio de las distribuciones de tiempos de vida con la distribu-
cién log-normal. Esta distribucion es la que guarda una relacion mas estrecha con la
distribuciéon normal de las que se estudiaran en este trabajo, lo que simplificara su
estudio. Veremos propiedades notables de esta distribucion, asi como su aplicacién a
datos reales en los ejemplos del final del capitulo.

| Definicién 2.1.  Sea T una v.a. positiva. Si se cumple que Y =1logT ~ N(u,c?), se

dice que T sigue una distribucion log-normal de parametros y y o, y se denota por
T ~ LogN (u, c?).

Sus funciones de densidad y distribucién vienen dadas respectivamente por

ft) = ap{—%cﬁ%lﬂf}, t> 0. 2.1)

2rot

F(t) = @(WT_M) t>0, (2.2)

siendo @ la FdD de la distribuciéon N (0, 1) dada por (1.12).

Por tanto, su funcién de supervivencia S(t) se puede expresar como

S@zl—Fm:1—¢<E%;ﬁ> t>0. (2.3)

Graficos de la funciéon de densidad LogN (u, ¢*) para distintos valores de sus para-
metros pueden verse en la Figuras 2.2 y 2.3.
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2.1 Propiedades basicas

Esta seccion recoge propiedades fundamentales de la distribucion asi como carac-

teristicas de su forma que nos permitiran reconocerla a la hora de trabajar con datos

reales de tiempos de vida.
| Proposicién 2.1 (Propiedades). SiT ~ LogN (u, c?), se verifica

1. Momento no central de orden r:
1,
E(T") =ex + =
(T p{ru 2r o }
2. Media:
E(T) = &'+

3. Varianza:
Var(T) = e+ (e — 1)

4. Cuantil de orden p:
— +oz,
1, = el O<p<l.

. . . o
En particular, se tiene que la mediana est, s, = e

Demostracion.

1. Por definicién de momento no central,

+o0 +oo 2
- , | _l(w)
E(T") = £ F(t)dt = t e 3\ ar
0 0

2rot

Tomando y = logt, y sabiendo que Y = logT ~ N (u,?), obtenemos

E(T" - r_ 1 ‘l(u)z 1,5
(TH = e’ e 2\ dy=MY(r)=exp{r,u+§r0'}.

© V270

2. Tomando r = 1 en el momento no central definido en (2.4), obtenemos

E(T) = "3
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3. Tomando ahora el momento de orden r = 2, se obtiene
E(Tz) _ 62/4+%4O'2

2p+c2

y teniendo en cuenta que E*(T) = e , se obtiene que

Var(T) = E(T?) — EXT) = e+ (% — 1)

4. Aplicando la definicion de cuantil de orden p, 7, debe cumplir

logt, — u logt, — p
(I)<+>=p = ézzp = logtp=y+azp.
o o

Se tiene entonces
— +0z
1, = el %,

siendo z,, el cuantil de orden p de la distribucion N (0, 1).
Puesto que z,5 = 0, se tiene que la mediana es 7,5 = e*.

La siguiente proposicion define el comportamiento de la funciéon de hazard de esta
distribucion, que se podra comprobar graficamente en la Figura 2.1.

| Proposicion 2.2. Dada T ~ LogN (u,c?), su funcion de riesgo h(t) tiende a cero
cuandot — 0 y aumenta hasta un maximo, tras lo cual decrece y tiende a cero de nuevo
cuandot — +o0

JAQ)

Demostracion. Sabemos que A(t) = S ¥ due, por propiedades conocidas del limite,
lim £ = im/
S limS’

1. Cuando t — 0%, obtenemos una indeterminacion, luego usaremos L’Hépital
para calcular este limite.

a) Veamos primero lim,_,. f(f). Se cumple que

1 /logt—pu\2
o { -3y} -0

ya que el comportamiento de este limite viene marcado por la funcion

lim
t—>0t

exponencial.
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b) Estudiemos ahora el comportamiento de lim,_ . S(?).

log 7 — log 7 —
lim (1) = lim (1—¢<M)> — 1—lim ¢<M> = 1-B(—c0) = 1.
t—=0* t—=0*

(o3 t—>0t (o3
Por tanto, por L’Hopital se tiene

1/ + t
lim h(f) = Mimoe /O _ 0 _
1—0+ lim,_, S 1

2. Cuandot — 400, obtenemos una indeterminacion del tipo %. Usaremos L’Hopital
para calcular este limite.

S'() = ~ 1)
Teey — l logr —p
o= f(t)t<1+<—62 ))

Entonces

fim 20O M e O 1<1+(—1°g’_”>> 0.

t~+e0 S'() ~ lim 1 o2

= lim
S7(1) t>+o0

t—>+o00

Conociendo este valor, podemos aplicar L’Hopital como sigue

Iim ]’l(t) = lim & = 1i f,(t)

= lim =0.
t—+00 t—>+o0 S(1) t—+o00 S7(1)

3. Es claro que al ser A(t) > 0, V¢ > 0, y cumplir que tiende a 0 cuando t — 0%
y cuando t — oo, debera existir al menos un maximo de la funciéon. Para mas
detalles sobre la unicidad de este, ver Lawless [13].

Observacion 2.1.  Se tienen los siguientes resultados sobre la forma de la fdd de la
distribucion, que se pueden ver reflejados en las Figuras 2.2 y 2.3.

» La fdd de la distribucién Log Normal es siempre unimodal.

» La fdd de la Log Normal es asimétrica a la derecha.

» Por ello, la fdd de la Log Normal es muy util para modelar datos asimétricos a
la derecha.
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Funciones de hazard Log—Normal

012 3 456 7
|

Figura 2.1: Funcion de hazard Log Normal con y = 0y 6 =0.25, 0.5 y 1.5.

Funciones de densidad Log—Normal

o

N

o _|

— o=15

o | 0=05

—
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Figura 2.2: Funcion de densidad Log Normal con 4 =0y o = 0.25, 0.5 y 1.5.
2.2 Inferencia de la distribucion Log Normal

Sea T una v.a. de tiempo de vida tal que T ~ LogN (u,6?%),y seaY = logT tal
que Y ~ N(u,c?). El objetivo de este apartado es calcular /i y &, los estimadores de
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Funciones de densidad Log—Normal
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Figura 2.3: Funcion de densidad Log Normal con 6 = 0.25y 4 =1,2y 3.

maxima verosimilitud de los parametros u y ¢ de la distribucion.

Muestras completas

Para muestras aleatorias completas, es facil obtener iy 6, ya que tomando la trans-
formacion y;, = logt,, reducimos la muestra a una que sigue una distribuciéon normal.
Usando (2.1), calculamos la funcién de verosimilitud y la funcién de log-verosimilitud.

n n 1 f— 2
o) =[] 1) =[] —=—ex { - %(%) } 28)
i=1

i=1 \/2mot,

‘ logt, — u\*
l(,u,a)zlogL(u,a)=—glog2n—nloga—z <logti+%<¥> > (2.9)

i=1
Calculamos las derivadas de (2.9) e igualamos a cero para obtener los estimadores ji
yo.
n

ol logt, — u " ~ 1x
aM(# o) ; — ; ogt; =nu H=- ; 0g?;

También puede expresarse como

=

(2.10)

=)
Il
<
Il
S | =
T
=
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donde y es la media muestral de (y,, ..., y,) = (logt,, ...,log?t,). Por otra parte,

ol n o (logt, — p)? ~ o (logt, — u)*\1/2
Wiy = 2y SR (3 lostm iy

3
=1 ° i=1 n

Calculando la matriz hessiana y evaluandola en (i, ¢), se tiene que (i, ¢) corresponde
a un maximo.
Teniendo en cuenta la expresion alternativa de i, la desviacion tipica de las y, se puede

n =2\ /2
6= <Z¥> (2.11)

i=1

escribir también como

o bien, como ¢ = [(n - Ds?/ n] ' donde s7 = Y(y; — )*/(n — 1) es la cuasivarianza
muestral de las y,.

Aplicando el Teorema de Fisher, se tiene que i y 62 son independientes. Ademas

R 52 (n— o2
U~ N(u, 7), —_— 2

~S ] .
o? "
Por tanto, pueden aplicarse resultados para poblaciones normales al realizar inferen-
cia sobre estos parametros.

Muestras censuradas

Sea una muestra aleatoria censurada de tiempos de vida (¢, §;), i .., 1, tal
que sigue una distribucion Log Normal. Para trabajar con estos datos, utlhzaremos la
fdd de la distribucion, f(¢), ya vista en (2.1), y la funcion de supervivencia S(¥), cuya
expresion se encuentra en (2.3).

Si denotamos

=logt,, zZ, = ,

SR =1-0@).  fola) = p2) = ——e 7P,
2

entonces se tiene que

1 —
ra) =t < L
0

logt; —
S(t,.)=1—c1>< ) Sy(2)).
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Usando (1.6), la funcion de verosimilitud vendra entonces dada por

n , 5 N 15,
L(u,a>=H[}]d'H[ f0< 6”)] So<yi6ﬂ> e

i=1 i i=1

114 . , <
Como H:Zzl [t—] no depende de ninguno de los parametros, para calcular la funcién

de log-verosimilitud nos basta con tener en cuenta la siguiente relacion

n _ d; L 1-6;
L(M,a)ocnléf()(yz'(y.“)l So<yzaﬂ> .
i=1

Si llamamos r al nimero de datos realmente observados, esto es, r = " 8,

entonces la funcion de log-verosimilitud para i y ¢ viene dada por

I(u,0) = —rlogo + Y. [6,l0g fo(z) + (1 — 6,)log Sy(z))]. (2.13)

i=1

donde al sustituir f;, es lo mismo que

I(u,0) = —rlogo — % D 6,27+ )(1 = 5)log S(z)). (2.14)
i=1 i=1

Es claro que
dz; 1 9z; = —p _ -z
ou o Jdo 0?2 c
Usamos esto para calcular sus derivadas a partir de (2.14) y obtener asi las ecuaciones
de verosimilitud, formadas por las siguientes expresiones igualadas a cero.

z —Z<5 +(1—5)f°( )> (2.15)
i=1 O( )
oa__r,t (5,-z? F(1=-8)z,) °(Z")>- (2.16)
Jdo c o4& ' 0(z;)

Los estimadores /i y ¢ no tienen una forma explicita para los datos censurados,
siendo necesario un método numérico para resolver las ecuaciones de verosimilitud
y obtener asi los estimadores que maximizan (2.14).
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A continuacion, calculamos las derivadas segundas, ya que son necesarias para cal-
cular la matriz de informacion observada. Estas vienen dadas por

Pl _ 1 v Sz o folz)
=D ( 5+ (1 5")So(zi)<z" S()@j))), (2.17)
Pl _ 1 25 (s, sy Jo&)
9> o> o i=1 <5,~Z,- t=o O(Zi)>
: fo(z) fo(z) (218)
1 _ _sy,2toz) (0 TolZ)
+ Z{ < 7+ (1= )z 2 <z,. S()@j))),
I U < I U S / €))
ouds o’ i=l <6i2i ti-oz O(Zi)>
: fo(z) fo(z) (219)
1 o2 oy 20l _ Jolz
+ 0_2 ; ( 5izi + (1 5[)21' SO(Z[) <Zi SO(Z,')>>.

Entonces, para obtener la matriz de informacion observada de Fisher basta con
sustituir en la siguiente expresion, donde todos los valores son conocidos.

—0°l /ou? —821/8;460)

2.2
—0%l/ocou —0*l/dc? (2:20)

I(M,6)=<

. PO NS . . . ’ . > PSS _1
La matriz I (i, 0) nos da la matriz de covarianzas asintotica V' = [I (u, 0)] de
los estimadores (i, ¢).

2.3 Aplicaciones

Aplicacién 1. Muestra completa

Los datos utilizados a continuaciéon han sido obtenidos del trabajo de Overduin
[15]. Esta serie de datos es completa, y representa los tiempos de vida en meses de
184 pacientes fallecidos por cancer de pulmén. Estos datos son los descritos en el
Cuadro 2.1, y surepresentacion grafica puede observarse en el histograma de la Figura
2.4. Usaremos las expresiones calculadas a lo largo de este capitulo para estudiar e
interpretar los datos dados.
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Datos de cancer de pulmoén
4,04 4,70 5,82 6,15 7,07 7,36 7,56 7,76
7,82 7,86 7,86 7,89 8,15 8,19 8,84 9,04
9,17 9,24 9,47 9,67 10,03 10,06 10,13 10,26
10,32 10,36 10,42 10,42 10,45 10,52 10,52 10,72
10,75 10,75 11,15 11,18 11,28 11,34 11,47 11,77
11,80 11,93 12,03 12,30 12,39 12,53 12,53 12,53
12,56 12,56 12,82 12,95 13,05 13,12 13,15 13,18
13,28 13,32 13,74 13,91 14,04 14,17 14,33 14,33
14,93 14,93 14,99 15,02 15,01 15,12 15,35 15,52
15,58 15,88 15,95 15,95 16,01 16,11 16,14 16,27
16,41 16,41 16,60 16,67 16,77 17,13 17,16 17,23
17,52 17,79 17,82 17,98 18,02 18,02 18,48 18,61
18,81 18,81 19,13 19,17 19,20 19,20 19,30 19,46
19,53 19,63 19,73 19,82 19,86 19,89 20,05 20,12
20,19 10,22 20,28 20,32 20,65 20,65 20,68 20,68
20,78 20,81 20,84 21,11 21,14 21,47 21,50 21,70
21,80 21,90 2245 22,62 23,31 23,54 23,57 23,64
23,70 23,70 23,70 23,84 24,03 24,16 24,20 2446
24,46 24,69 24,72 24,79 25,18 25,35 25,45 25,97
25,97 27,12 27,16 27,48 27,65 28,04 28,27 28,64
29,10 29,98 30,02 30,05 30,97 31,27 32,55 32,61
33,83 34,88 35,38 36,62 38,37 42,38 43,00 4442
44,65 47,28 47,64 53,82 55,69 58,50 58,82 64,64

Cuadro 2.1: Tiempos de vida en meses de pacientes de cancer de pulmon.

Tenemos entonces una muestra aleatoria (¢, ..., f,) de n = 184 observaciones. El
histograma de la muestra nos da una idea de que los datos siguen una distribucion
log-normal, ya que se puede ver una asimetria muy fuerte a la derecha, lo cual es muy
caracteristico de esta distribucion.

Podemos comprobar esto mediante un test de hipoétesis, ya que si llamamos Y =
log T y tomamos y, = logt,, i = 1,...,n, entonces la muestra (y,, ..., y,) debe seguir
una distribuciéon normal. Se puede aplicar a la variable Y el test de normalidad de
Shapiro-Wilk, que contrasta la hipétesis H, : Y ~ Normal frente a la hipotesis
alternativa H, : Y »~ Normal. Utilizando el programa R (ver [16]) para implementar
este contraste, se obtiene un p-valor igual a 0,5595, por lo que podemos suponer la
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Céancer de pulmén (n=184)

Frecuencia
10 20 30 40

?

[ I I I I I |
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Tiempo de vida en meses

Figura 2.4: Histograma obtenido de los datos del Cuadro 2.1.

hipétesis H,,. Esto implica de forma inmediata que, en efecto, la variable 7" sigue una
distribucion log-normal.

Para calcular los estimadores de los parametros, partimos de los resultados de
maxima verosimilitud dados por (2.10) y (2.11).

184

~ 1
u E T84 ogt, , 85566

i=1

184 A2 172

o= _ = 0,4965.
< ; 184

Podemos suponer de esta manera que la muestra aleatoria dada sigue una distribucion

T ~ LogN(ii,6?). En la Figura 2.5 se observa que el modelo propuesto con estos

estimadores se ajusta correctamente a los datos.

Podemos estimar la media utilizando su expresion en (2.5), resultando

E(T) = 19, 66692.

La informacion que nos da este resultado es que al diagnosticar a un paciente de cancer
de pulmoén, se puede esperar que su tiempo de vida desde entonces sea de 19 meses
aproximadamente.

También resulta interesante el estudio de algunos de los cuantiles de los datos. Para
estimarlos, usamos (2.7) con los estimadores i y ¢ ya calculados.
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Céancer de pulmén (n=184)
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Figura 2.5: Histograma relativo de los datos y curva de la fdd Log N (2’8556, 0/4965).

Cuantil de orden 0,05

Cuantil de orden 0,1

Mediana

Cuantil de orden 0,9

Cuantil de orden 0,95

foos = 7,682425
fo, = 9,201144
fos = 17,38598
foo = 32,85161

foos = 39,34596

Las estimaciones obtenidas se corresponden con las conclusiones que podriamos

sacar de la Figura 2.5. Podemos ver que la mitad de los individuos bajo estudio llegan

a un tiempo de vida aproximado

de 17 meses. Por otro lado, la informacion que nos

aportan los demas cuantiles estimados es que se puede esperar que los pacientes vivan

mas de 7 y 9 meses tras el diagn
menor corresponde a apenas el 5
que de un estudio de unos 60 mes
de los 32 meses, y el 95 %; antes d

oOstico, ya que los casos en que el tiempo de vida es
y el 10 % de los pacientes. Por otra parte, observamos
es, el 90 % de los individuos estudiados fallecen antes
e los 39 meses. Siendo asi, podemos concluir que son

muy excepcionales los casos en que un paciente sobrepase este limite.
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Aplicacion 2. Muestra censurada

El siguiente ejemplo se ha obtenido del trabajo de Lawless [11]. Cada dato de este
conjunto recoge el nimero de miles de millas recorridas por una locomotora antes de
que se produzca un fallo en sus controles. El estudio se realiza durante 135.000 millas
y sobre una muestra de 96 locomotoras diferentes, de las cuales 37 presentan un fallo
antes del fin del estudio. Se tienen entonces 37 muestras observadas y 59 muestras
censuradas iguales a 135. En el Cuadro 2.2 podemos observar los datos, donde el aste-
risco (*) sefiala un dato censurado. Su representacion grafica en forma de histograma
se encuentra en la Figura 2.6.

Datos locomotoras

60
|

Frecuencia
20 40
|

[ I I I I I |
20 40 60 80 100 120 140

Miles de millas recorridas

Figura 2.6: Histograma de datos Cuadro 2.2

Utilizamos el paquete "survival" de R (ver [18]) para calcular los estimadores, re-
sultando

u=5,116925

6 =0,705494

En la Figura 2.7 se puede ver el ajuste resultante mediante estos estimadores. La
densidad calculada se ajusta bien hasta los tltimos valores, debido a que estos ultimos
datos se corresponden con los de censura. Podemos considerarlo, por tanto, un buen
ajuste.
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Millas recorridas por las locomotoras
22,5 37,5 46,0 48,5 51,5 53,0 54,5 57,5
66,5 68,0 69,5 76,5 77,0 78,5 80,0 81,5
82,0 83,0 84,0 91,5 93,5 102,5 107,0 108,5
112,5 113,5 116,0 117,0 118,5 119,0 120,0 122,5
123,0 1275 131,0 1325 134,0 135,0° 135,0* 135,0*
135,0* 135,0° 135,0¢ 135,0* 135,0° 135,0° 1350* 135,0*
135,0* 135,0° 135,0© 135,0° 135,0* 135,0° 135,0* 135,0"
135,0* 135,0° 135,0° 135,0° 135,0* 135,0° 135,0* 135,0"
135,0° 135,0* 135,0* 135,0° 135,0* 135,0* 135,0" 135,0*
135,0* 135,0° 135,0* 135,0° 135,0* 135,0° 135,0* 135,0"
135,0* 135,0° 135,0° 135,0° 135,0°* 135,0° 135,0* 135,0"
135,0° 135,0* 135,0* 135,0° 135,0* 135,0* 135,0" 135,0*

Cuadro 2.2: Miles de millas recorridas antes de un fallo en la locomotora.

Histograma y densidad

(%2} o . .
g 8 _| O Histograma relativo
E = B Densidad Log N
3]
= —_
%)
g 9
= S -
c
[ © -
>
& o
— o ?K
r g - [ [ |
o [ I I I I I I

20 40 60 80 100 120 140

Miles de millas recorridas

Figura 2.7: Histograma relativo de datos y curva de densidad LN (u, o).

Se puede obtener también la matriz de covarianzas asintéticas estimada de esta
muestra utilizando R u otro software, resultando

~ (0,01085 0,005729
~\0,005729 0,008686

Los valores de la diagonal de V' se corresponden con la varianza estimada de /i y o,
respectivamente, mientras que el valor de la diagonal inversa nos da la estimacion
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de la covarianza de dichos parametros. Vemos que son valores muy proximos a cero,
mostrando la poca variabilidad de estos valores y es coherente con la independencia
de los estimadores, ya que su covarianza estimada es practicamente cero.






3 Distribucion Inversa Gaussiana

La distribucion Inversa Gaussiana es util para modelar tiempos de vida en objetos
donde el fallo ocurriria en cierto momento del proceso de deterioro. Concretamente,
objetos cuya funcion de riesgo es creciente en sus primeros instantes, y luego decrece
muy lentamente o bien se mantiene estable. Este modelo de dos parametros tiene
unas propiedades parecidas a la distribuciéon Log-Normal vista anteriormente. Es un
modelo bastante complejo, pero con unas propiedades muy interesantes, ademas de
guardar una relacién con la distribucion Birnbaum-Saunders, que se especificara mas
adelante.

Veamos a continuacion su relacion con la distribuciéon Normal.

| Definicién 3.1. Un proceso estocastico continuo { X (t), t > 0} se dice que es un

proceso de Wiener con coeficiente de desplazamientoy y coeficiente de dispersion o si

1. X(0)=0.
2. {X(t), t > 0} tiene incrementos independientes y estacionarios.
3. Paracadat > 0, X(t) ~ N(yt,c%t).

La distribucién Inversa Gaussiana surge para estudiar el tiempo que tarda un pro-
ceso de Wiener continuo con coeficiente de desplazamiento y y coeficiente de dis-
persién 62 en llegar a un nivel limite d > 0 dado. La via. T = inf(t : X(t) = d)
cumpliria, por las propiedades del proceso de Wiener, T ~ N (yt, ¢*t). Su fdd vendria
dada entonces por

d — yt)?
fty,0)= Lexp{ —%}, t>0. (3.1)
o\ 213 o

| Definicion 3.2. Se dice que una v.a. T sigue una distribucién Inversa Gaussiana
o distribucion de Wald de parametros u y A, denotado por T ~ 1G(u, A), si su fdd es de
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la forma

1/2 At — 2
P, 2) = (ﬁ) exp{ - %} £>0. (3.2)

La distribucion Inversa Gaussiana es una distribucion positiva, asimétrica a la de-
recha y unimodal.

Observacion 3.1.  La fdd de la distribucién Inversa Gaussiana (3.2) es una reparame-
trizacion de la expresion (3.1), tomando u = d/y y A = d*/c>. Hay distintas parame-
trizaciones posibles. A esta forma se le llama parametrizacion de Tweedie, y cumple
que u > 0, A > 0. Otras parametrizaciones pueden verse en [19].

Podemos ver la forma de la fdd de esta distribucion en las Figuras 3.1 y 3.2, donde
se puede observar el resultado de la variacion de sus dos parametros. La distribucion
es asimétrica y biparamétrica con densidad similar a la Gamma, aunque con una asi-
metria mayor y un pico mas pronunciado.

Su FdD se puede expresar en términos de la FdD de la distribuciéon normal estandar,

®(.), y viene dada por
+e2’1/”d>[— &<L + 1>
I \H

F(t;y,/l):cbl\/z<i— 1>
t \

Recordemos que la funcién de supervivencia se define como S(t) = 1 — F(¢), luego

S(t;,u,/l)=<1)[—\/z<£—l>]—em/”d)l— i<i+1>l, t>0.  (3.4)
t\u T\ U

De (3.2) y (3.4), se tiene que la funcion de hazard de la distribucion es de la siguiente
forma, y su comportamiento podra observarse en la Figura 3.3.

1/2 s
e _ M=)
() ee{ -5

h(t) = , t>0. (3.5)

ol Vil -erel - i)

, t>0. (3.3)

Observacion 3.2.
= La fdd de la distribucion Inversa Gaussiana es unimodal.
» Es asimétrica a la derecha.
= Estas dos propiedades son comunes a la Log Normal.
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Funciones de densidad Inv. Gaussiana

2.0
|
>
I
=

(t)

1.0

0.0

Figura 3.1: Funciones de densidad de la Inv. Gaussianaparauy = lyA=1,4, 16 y 1 /4.

Funciones de densidad Inv. Gaussiana

o
N
Ko} —_
a7 h=1
= © =4
= 4
v _|
o \
o _|
© | | | | |
0 1 2 3 4

Figura 3.2: Funciones de densidad de la Inv. GaussianaparaA=1yu=1, 4y 1/4.

3.1 Propiedades basicas

En la distribucion Inversa Gaussiana, el caso 4 = 1 se puede considerar como una
forma estandar de la distribucion. Sin embargo, en algunas aplicaciones fisicas puede
interesar también tomar A = 1 y variar . Podemos ver ejemplos de ambos casos en
las Figuras 3.1y 3.2.
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Funciones de hazard Inv. Gaussiana

o
2 4
o
2
| A=2
o ] \
—
_| A=1
o _|
© I T T T |
0 1 2 3 4

Figura 3.3: Funcion de hazard de la Inv. Gaussianaparay=1yA=1,2y4

La distribucion Inversa Gaussiana posee momentos positivos y negativos de todos los

ordenes. Su funcion generatriz de momentos viene dada por

2 2
MT(r)zeXp{i<1— 1- ’”)}, reR,
U A

mientras que su funcién caracteristica se expresa como

P12
(pT(r):E[eirT]zeXp{&<1— 1—2”//{ I‘)}, reR.
U

Estos resultados han sido obtenidos de [11].

A partir de la FGM, se tienen los siguientes resultados.

| Proposicion 3.1.  SiT ~ IG(u, A), se verifica

1. Media
E(T)=u

2. Varianza
Var(T) = /A

(3.6)
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Demostracion.
1. Derivando la FGM (3.6) respecto de r, se obtiene

242
dM. 2u? i
T(r)=exp{i(l—\/1— ‘ur)}i A =
dr H A ,U2 1_2;42r

A

212 202\ -1/2
:exp{i(l— 1- ﬂr)}y(l— ,ur) .
7

A A

Evaluando en r=0, se obtiene E(T) = pu.

2. Calculamos la derivada segunda de M, (r):

d*M; A 2ur 2ur\"!
I e
iz eXp{y( ) A

o {2012 ()12 (-2

Evaluando en r=0, se obtiene

1 2/42 ,M3
-t 1) )0
(TH=p*+u 2( f W=

de donde
I u
Var(T) = E(T?) — E(T)* = > + —- ur = -

La siguiente proposiciéon muestra una relacion interesante entre los momentos y
los momentos inversos de la distribucion. Este resultado se ha obtenido de [14].

| Proposiciéon 3.2. Sea T ~ IG(u, A). Entonces, se cumple la siguiente relacion.

. E[Tr+1]
E[T™] = e reRr. (3.10)

La moda de la distribucion viene dada por

6= %(\/4/12 +9u? — 3,4). (3.11)
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La funcién generatriz de cumulantes se corresponde con el logaritmo nepe-
riano de la funcion caracteristica (3.7). De esta manera, su expresion es

2ip?
w(r):loggoT(r)=i<l— 1- l';l r), reR. (3.12)
U
La expresion de los cumulantes de orden ¢ sera por tanto la que sigue
1d
= g (g0 (313

Los cumulantes nos dan una forma mas sencilla de calcular propiedades de interés de
la distribucion, como la media, la varianza y los coeficientes de asimetria y de kurtosis.

| Proposicion 3.3. SeaT ~ 1G(u, A). Se verifica

1L Kk =u
2. Kk, =u /A
3. En general, parat > 2, se tiene

K, =1-3-5 (2t =3)p* A",

Demostracion.

1. Usamos la funcion generatriz de cumulantes (3.12).

dy _ 2 243/2

dr M 2 1 _ 2/42)'
A

Evaluando en r = 0, se tiene k; = u.
2. De igual manera,

dy _ ﬂ(l 2M2r>‘3/2< 2u2>
dr2 2 A Al
Tomando r = 0, efectivamente «, = u/a.
3. Ver [19].

Observacion 3.3.  Se tiene que

K> A
1
Por ello, se dice que 4 es una medida inversa de precision relativa, lo cual nos puede

ser util para posibles interpretaciones de A.
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| Proposiciéon 3.4. Sea ¢ = % Entonces, los coeficientes de asimetria y de kurtosis de
la distribucion vienen dados por

1. Coeficiente de asimetria
v, =3¢ 12 (3.14)

2. Coeficiente de kurtosis
v, = 15¢7". (3.15)

Demostracion.
Se tiene k3 = 3u° /A% y k, = 154%/ 4*. Usando esto:

7 =Kk /K) =3/ D'

v, =Ky /k; = 15(u/ A)

Cuando ¢ aumenta, la distribucién se asemeja a la normal. Es por tanto un pa-
rametro de forma o parametro de normalidad. El siguiente resultado especifica esta
relacion.

| Proposicion 3.5. SiT ~ IG(u, 1), se tiene que cuando ¢p — oo, entonces

E 3
()

Un cambio de escala en la distribucion conserva el modelo, salvo porque los pa-
rametros se ven también multiplicados por el mismo factor que la variable. Lo vemos
en la siguiente proposicion.

| Proposicion 3.6. SeaT ~ 1G(u, A). Entonces, aT' ~ 1G(au, al).

Demostracion. Llamamos Y = aT'. Entonces, su FGM vendra dada por

My(r) =E[¢”] = My(ar) = exp {%(1 —1\/1-= 2M2ar> }

A
2ula?
au a

de donde Y ~ IG(au, ac) |
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| Teorema 3.1. SiT ~ IG(u, A), su fdd f(t) pertenece a la familia exponencial, y se
puede expresar como

A =2ty + u?)
2t u?

ft, u, A) =exp { - + %mgu) - %1og(2m3)} =

_ A M_Z] 1 1 ;
—exp{ 20 [f 2M+t +210g(ﬁ) 2log(Zm) )

3.2 Inferencia de la distribucion Inversa Gaussiana

Sea una v.a. T que sigue una distribuciéon IG(y, 1), co u y A desconocidos. En
este apartado vamos a calcular ji y 7, los estimadores de los parametros, mediante el
método de maxima verosimilitud, diferenciando entre los casos de muestras completas
y censuradas.

Muestras completas

Sea la muestra aleatoria completa (¢, ...,,). Tomando la fdd de la distribucion
dada por (3.2), calculamos la funcién de verosimilitud

1/zl { o —A(t, — p)?

T } (3.16)

L(u, ) = f(r)—]"[[

i=1

y a partir de ella, la funcion de log-verosimilitud

I, 2) = —10g< )——Zlog(t)+z » 2: . (3.17)

Calculamos las derivadas de (3.17) respecto de p y A y las igualamos a cero para ob-
tener i y A respectivamente:

=0,

AP (t; — ) + Au(t; — p)?
_( A= Z; 0

de donde .
1
— [ 3.18
=== (3.18)
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Por otro lado,

donde usando que fi = ;,

(f—ﬂ) (t,—t) Z(’ 2+ % z":_:_z +Z‘

i=1 i=1

Por tanto, se tiene

(3.19)

n -1 —1°

2i=1(ti =1 )

Los calculos para obtener la matriz de informacion de Fisher son muy extensos. Se
ha obtenido su expresion del trabajo de Henze [9], y es la siguiente

a0
I(,u,i):( *(‘) (2/12)_1> (3.20)

Del trabajo de Tweedie [19], obtenemos algunos resultados interesantes relacio-
nados con los estimadores de los parametros, que enunciaremos a continuacion. Estos
resultados pueden ser utiles para hacer inferencia sobre esta distribucion. Dada una
muestra aleatoria (773, ..., T,) de una distribucion IG(u, A) con u > 0, 4 > 0, se tiene
que el siguiente es un estadistico suficiente y completo para (u, 4).

n n 1
wao=(Y1.Y %)
| Teorema 3.2. Para los estimadores MV de los parametros i y A, i y 7, se verifica
1. Los estimadores [ y 2 son independientes.

2. 2es sesgado.
3. A verifica que

nl 2
~ Y A1
A
o lo que es lo mismo,
n 1 2
;1\ /1 n—1

4. El estimador g cumple
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Muestras censuradas

Consideramos la muestra aleatoria censurada (¢;,6,), i = 1,...,n, que sigue una
distribucion IG(u, A). Para calcular los estimadores de maxima verosimilitud i y 2
utilizamos la funcion de verosimilitud dada por (1.6) y la fdd y funcién de superviven-
cia de la distribucion, dadas por (3.2) y (3.4) respectivamente.

Sea entonces la funcioén de logverosimilitud

‘ 1 i3 (1, — u)?
I(u, A) = 0.4 =loe— — =1o t—A
. D) z,{zogzﬂ 2 tog - 10 }

i=1 i

" 24
1 —6)log{ ®(A) —exp (2B \,
+ X1-5) og{ (49~ exp (= (,)}

donde A, = —\/z<’—" - 1) y B, = _\/Z(ﬁ+ 1>'
U L\ H

A partir de esto, podemos calcular sus ecuaciones de verosimilitud. La primera de ellas
vendria dada por

(3.21)

M) o0log S(t)
5 1-34, 3.22
Z Z( o (3.22)

donde

et ()] e oo i)
(iG]}

Por otra parte, la segunda ecuacion de verosimilitud es

ol " 1 (= n? “ dlog S(1,)
X, h) = aQ———L——) 1 —6)—on 3.23
=285 - = +;< —; (3:23)

donde

Bt b ) U D P QD)
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Las ecuaciones de verosimilitud (3.22) y (3.23) nos daran la expresion de los estima-
dores de maxima verosimilitud i y 4 utilizando algin método numérico, ya que no
tienen una forma explicita.

3.3 Aplicacion

Para aplicar los resultados de este capitulo, consideramos un conjunto de datos
obtenido del paquete "invGauss" de R (ver [8]), que originalmente fueron cedidos por
el Radiation Therapy Oncology Group, en Estados Unidos. En la muestra, se estudia a
192 pacientes de cancer de orofaringe, y se recoge el tiempo de vida en afios de los
pacientes desde su diagnostico. Estos datos se encuentran en el Cuadro 3.1, donde los
asteriscos (*) representan los datos censurados. Para esta aplicaciéon vamos a tomar
solamente los datos observados. Lamentablemente, no hemos encontrado un paquete
de R que nos permita calcular los estimadores para datos censurados con la parame-
trizacion de la distribucion utilizada en este trabajo, por lo que no ha sido posible
realizar una aplicacion sobre este tipo de datos.

Aplicacion. Muestra completa

Tomamos los datos no censurados del Cuadro 3.1, formando asi una muestra com-
pleta de 139 observaciones que suponemos que es una m.a.s. de una distribucién In-
versa Gaussiana. El histograma de esta muestra, en la Figura 3.4, nos permite observar
una asimetria muy grande a la derecha.

Procedemos a estimar los parametros ¢ y A por el método de maxima verosimili-
tud, cuya expresion viene dada en (3.18) y (3.19). Resulta entonces

u=1,067311

2 =0,888078

Por tanto, podemos suponer que la muestra sigue aproximadamente una distri-
bucion 1G(1'07,0'89). Viendo su representacion en la Figura 3.5, podemos tomar el
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Afos de vida tras el diagndstico

1,73
0,70
4,29*
0,48
0,70
1,81
0,82
0,62
3,77*
0,63
2,15
0,03
0,31
3,42*
2,55"
0,31
0,27
1,62%
0,29
2,18”
1,08
0,92
1,78"
0,10

0,74
0,50
1,53
4,03*
0,37
1,50
0,90
0,35
1,12
2,09
1,96
1,82
0,84
0,40
0,72
3,00*
0,27
0,60
2,34"
0,29
0,22
0,75
1,84"
0,35

0,90
2,92
1,03
1,44
1,11
4,84*
1,26
4,31
2,55
0,47
0,93
0,40
0,04
1,99
0,03
0,47
2,56"
1,27
2,25%
2,01%
1,67
1,50"
0,80
1,22%

0,67
1,13
2,50
0,47
4,10*
1,02
1,22
1,54
1,50
3,99*
1,18
2,90"
0,36
0,85
2,50"
2,58"
1,26
1,52
2,12
1,64"
2,08"
0,31
1,98"
0,44

2,51
0,59
0,76
1,58
0,44
4,08*
4,50*
1,01
3,617
3,38"
3,59*
1,31
0,81
1,64
0,24
0,52
0,95
1,46
0,92
0,87
0,94
0,50*
1,36
0,60

4,99*
0,89
0,39
0,61
0,72
3,96"
1,35
2,21
3,617
1,49
0,96
2,90"
0,80
2,73%
1,44
2,54%
1,02
0,42
1,41
1,12
0,89
0,57
0,76*
0,47

1,75
1,32
2,99
0,46
0,84
0,20
0,76
0,53
1,42
2,19
0,56
3,59*
1,49
2,98"
1,46"
2,52%
2,00"
1,01
2,50"
0,95
0,70
0,57
0,25"
1,13%

0,64
0,67
0,26
4,29
2,14
4,41*
2,51
0,75
3,58"
4,00*
3,34"
1,91
2,98"
1,05
1,75
2,26"
0,65
1,48
2,07
1,42
2,06”
0,48
0,58
0,75

Cuadro 3.1: Datos de pacientes de cancer de orofaringe.

ajuste como bueno.

Podemos estimar la moda de la distribucién utilizando (3.11), resultando

Lo que podemos concluir a partir de la moda es que usualmente, ese es el tiempo que
tarda en fallecer un paciente de este tipo de cancer, ya que es el valor mas repetido.
Por otra parte, la varianza de la distribucion se puede estimar usando (3.9), de donde

obtenemos

tmoda

= 0,2762016.

62 = Var(T) = 1,369056.
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Figura 3.4: Histograma de datos no censurados del Cuadro 3.1.

Céancer de orofaringe

] O Histograma relativo
B Densidad IG

0.8
|

Frecuencia relativa
0.4
|1

Tiempo en afios
Figura 3.5: Histograma relativo de datos y densidad I G(f, ;l\) .

La varianza tiene un valor bajo, ya que tal y como se ve en el histograma de la Figura
3.4, no hay mucha variabilidad de los datos. De (3.20), podemos calcular la matriz de
informacion de Fisher estimada, que seria

7o 0,7304302 0
B 0 0,6339686 /
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Calculando su inversa, se obtiene la matriz de covarianzas estimada, resultando

oo 1,369056 0
- 0 1,577365 ) °

donde los elementos de la diagonal son las varianzas estimadas de i y P respectiva-
mente, lo cual nos da una idea de la variabilidad de estos estimadores. Es facil estimar
también el error estandar de cada estimador, tomando la raiz cuadrada de la diagonal
de V. Se tiene entonces

o, =1,170067, o, =1,255932.

Son también valores bajos, lo que nos da la idea de que las estimaciones no se alejan
mucho del valor real de los parametros.



4 Distribucion Birnbaum-Saunders

4.1 Introduccion

La distribucion Normal es la mas conocida y utilizada de todas las distribucio-
nes estadisticas. Ya hemos visto en capitulos anteriores dos ejemplos de distribucio-
nes de tiempo de vida relacionadas con la Normal. Otra de ellas es la distribucion
de Birnbaum-Saunders, que abreviaremos como BS. Es una distribucion de dos para-
metros que puede expresarse como una transformacion monoétona de la distribucion
Normal Estandar. Aunque ya se conocia esta distribucion, en 1969 fueron Birnbaum
y Saunders quienes le dieron una justificacion natural fisica: modelar el tiempo de
vida de un metal sujeto a estrés periddico. Por este motivo, la distribucién recibe su
nombre. Desde entonces se ha trabajado mucho en esta distribucion, hallando asi mas
campos de aplicaciéon y nuevas propiedades de esta, tal y como veremos en este ca-
pitulo. Entre estas nuevas conclusiones, se encuentra una importante relaciéon entre
la distribucién Inversa Gaussiana (IG) y la BS, ya que esta ultima se puede obtener
como una aproximacién de la primera. También se puede ver la distribucién BS como
una mezcla entre la IG y su reciproca, lo cual provoca que la distribuciéon BS herede
ciertas propiedades ya conocidas de la IG y es util para estudiar su inferencia.

La funcién de densidad y la funcion de hazard de esta distribuciéon también son obje-
tos interesantes de estudio. Se ha observado que la fdd de la BS es unimodal, al igual
que su funcion de hazard. La funciéon de hazard de las distribuciones IG y BS tienen
comportamientos parecidos, ya que cuando t — oo, tras llegar a su maximo ambas
decrecen hacia una constante, mientras que la de la distribucion log-normal tiende a
cero.

En este capitulo estudiaremos también los estimadores de maxima verosimilitud de
los parametros de forma y escala (que notaremos « y f respectivamente) basados en
muestras completas y censuradas, y veremos que estos no pueden obtenerse de forma
explicita, sino resolviendo una ecuacién no lineal.
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4.2 Interpretacion fisica

| Definiciéon 4.1.  Decimos que una variable aleatoria T sigue una distribucién Birnbaum-
Saunders (BS) de dos parametros a y f, y se notara comoT ~ BS(a, f3), si su FdD
puede escribirse como

FT(t;a,ﬁ):CIJlé{(é)l/z—<€>1/2}], O<t<oo, af>0, (41)

donde @ es la FdD de la distribucion Normal Estandar y los parametros a y f son los
parametros de forma (ya que influye en la forma de la distribucion) y escala, respecti-
vamente.

Si llamamos
Ew)y=u?—u 2, u>0, (4.2)

cuya derivada viene dada por
&) = %(u_l/z + u'3/2>, u>0,

entonces podemos reescribir la FdD de la distribuciéon como

p

La correspondiente fdd de la distribucion se define como

frta,p) = 2\/2—;7mﬂl<€>1/2+<€>3ﬂl exp [—$<§+€—2>], t,a,f > 0.

FT(t;a,ﬁ)=q>ll§(1)l, 0<t<oo, af>0. (4.3)
a

Utilizando &(+) vista en (4.2), podemos simplificar (4.4) como sigue

fT(t;a,ﬂ)=¢[ég(é)li§'(%), O<i<oo, af>0. (4.5)

Esta distribucion de probabilidad en dos parametros se basa en el proceso de rotura
por fatiga de un material. Trata de modelar el nimero de ciclos necesarios para que
se produzca dicha rotura bajo los siguientes supuestos:



4. DISTRIBUCION BIRNBAUM-SAUNDERS 53

1. El fallo por fatiga se produce debido a la aplicacion repetida de un patrén de
estrés (tension) ciclico.

2. A causa de este estrés ciclico, se produce una grieta en el material que va cre-
ciendo hasta alcanzar un tamario critico w, en el cual ocurre el fallo por fatiga.

3. La extension de la rotura en cada ciclo es una variable aleatoria con las mismas
media y varianza.

4. Las extensiones de la fisura en cada ciclo son estadisticamente independientes.

5. Por el Teorema Central del Limite (TCL), la distribucion de la extension total de
la rotura tras un gran nimero de ciclos sera aproximadamente normal.

En particular, en el j-ésimo ciclo suponemos que la extension de la grieta, X, es
una v.a. con media y, y varianza ;. Entonces, debido al TCL, se tiene que Y."_ X,
sigue aproximadamente una distribucién normal, de media ny, y varianza nag. Por
tanto, la probabilidad de que la fisura no sobrepase el umbral w vendra dada por

q><w_ﬂ> =¢< o _ W). @8)
aoﬁ ao\/ﬁ 0

Si denotamos como T el tiempo de vida del material bajo estudio, es decir, el nimero

de ciclos hasta la rotura, entonces la FdD de T sera aproximadamente la siguiente

S R G

Si suponemos que (4.7) es el modelo exacto del tiempo de vida, es claro por (4.1) que
T sigue una distribuciéon B.S donde

P(Tgt):FT(t)m—cb< > t>0. (4.7)

0
0 60\/;

)

ﬁ = 2, a = .
Ho WH,

4.3 Propiedades basicas

La siguiente proposiciéon nos da algunas propiedades importantes de la distribu-
cion relacionadas con el comportamiento de sus funciones de densidad y de distribu-
cién, que podemos ver graficamente en la Figura 4.1.

| Proposicion 4.1.

1. La fdd (4.4) tiende a O tanto cuandot — 0 como cuandot — .
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2. Para todos los valores de a y f, la fdd es unimodal, continua y asimétrica a la
derecha.

3. P es la mediana de la distribucion.

4. El parametro de forma a varia la asimetria y la kurtosis.

5. Cuando a tiende a cero, la distribucion tiende a ser simétrica respecto de f.

Demostracion.

1. Ver Leiva [13].

2. Ver también Leiva [13].

3. La mediana es el valor 7, 5 tal que F;(#,5) = 0, 5. Entonces, utilizando la expre-
sion de F; dada por (4.3) se tiene

Fr=05&® %g(%)l =05 g(é) —0s1=4,

por la definicion de &(-) en (4.2).

4. Se tiene de forma inmediata ya que, como se vera mas adelante, tanto el coefi-
ciente de asimetria (4.18) como el de kurtosis (4.19) dependen solo del parametro
a.

5. En secciones posteriores se probara que la media de esta distribucion viene dada
por E(T) = /3(1 + %2) Es facil ver que cuando a — 0, la media es igual a g,
siendo esta la mediana de la distribucion, junto a los hechos de que el coeficiente
de asimetria tiende a 0 cuando @ — 0 y el coeficiente de kurtosis tiende a 3
cuando a — 0, por tanto, se tiene que la distribucion es simétrica respecto de f
cuando « tiende a cero.

Moda. Lamodadela BS(a, ) no se puede obtener de forma explicita. Para hallarla,
hay que calcular primero m,, la moda de la BS(a, 1), para luego obtener el producto
pm,. La manera de calcular m, es resolver la ecuacion

P+2@+1)+tGBa*-1)—-1=0,

que tiene solucién unica. Se cumple que m, es una funcion creciente de a (ver [10]).

La siguiente propiedad de la distribuciéon nos da una manera de relacionar la BS
con la distribucién normal, que utilizaremos para resultados posteriores.
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Funciones de densidad BS

o
N
ol a=0.25
—
a=05
o
S -
v _|
o
o | D ——
© I T T T |
0 1 2 3 4

Figura 4.1: Funcion de densidad delaBSpara f =1y a =0.25, 0.5y 1.

| Proposicion 4.2. SeaT ~ BS(a, p). Entonces, se puede expresar

T = h(Z) = g[aZ +V@zy+ 4]2, (4.8)

donde h es una funcion monétona creciente y Z ~ N (0, 1).

Corolario 4.1. De la transformacion (4.8) se deducen las siguientes igualdades:

1 T 1/2 T -1/2
2= -G (9)
2.
Wz
W=22=%l%+%—2]~;(f. (4.10)

Con este resultado se observa que podemos generar variables aleatorias que si-
gan una distribucion B.S usando tanto (4.8) como (4.10). Para las pruebas de estos
resultados, ver Leiva [13].

Corolario 4.2. El cuantil de orden p de una v.a. T ~ BS(a, f) viene dado por

2
1, = glazp +4/(@z,)* + 4] , (4.11)



56 MODELOS DE DISTRIBUCIONES OBTENIDAS DE LA DISTRIBUCION NORMAL

donde z,, es el cuantil de orden p de la v.a. normal estandar Z.

Demostracion.
Por la definicion de cuantil de Z ~ N(0, 1), se cumple que ®(z,) = p. Por ser h
monotona creciente se tiene

P(Z <z,)=pe P(h(Z)< h(z,) =p,

4.3.1 Caracteristicas de las distribuciones de tiempos de vida

Las funciones de supervivencia y de riesgo son unos indicadores muy utiles en el
estudio de tiempos de vida. En la siguiente proposicion veremos las correspondientes
expresiones de ambas funciones en la distribuciéon que estamos estudiando.

| Proposicion 4.3. Sea T ~ BS(a, f). Entonces, las expresiones de la funcion de
supervivencia S(t) y la funcion de hazard h(t) son

1.
S(t;a,ﬂ):d)l—éé(%)], >0 (4.12)

2.

o|Le()| e ()
hy(t;a, p) = — , t>0, (4.13)
o|- ()]
donde &(-) se definio en (4.2).
Demostracion.

1. S se define como S(f) = 1 — F(¢). Por tanto,

Sa.f)=1- <I>B§<%)] - @[— éé(é)]

2. Por definicion, A(t) = % Entonces, por el apartado anterior y por (4.5), se tiene

el resultado.
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La forma de la funciéon de hazard no depende del parametro de escala f, luego
podemos tomar f = 1 sin pérdida de generalidad.

Algunas de las propiedades de la funcién de hazard, que pueden observarse en la
Figura 4.2, son

» La funcion de hazard h; en (4.13) es unimodal para cualquier a.
» Se cumple que

. ) 1
tllg log(h;(t;a, 1) = T

= h; tiende a ser creciente cuando a tiende a cero.

Para mas detalles sobre estas propiedades, ver [4].

Funciones de hazard BS

00 05 10 15 20

Figura 4.2: Funcion de hazard delaBSparaf=1ya =0.5, 1 y 1.5.

| Definiciéon 4.2. Dada una serie de datos, se llama punto de cambio o change
point al punto a partir del cual se ha producido un cambio en la estructura del modelo
de datos bajo estudio.

El punto de cambio de la funcién de hazard en (4.13), que notaremos como c,, se
puede obtener resolviendo la siguiente ecuacion no lineal

(- 2e0){ - (0 e+ O} +ad( - 20 ) (E0) =0, @19
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Como f es el parametro de escala, el punto de cambio de la funcién de hazard en (4.13),
que notaremos como c, ; se puede calcular de forma inmediata como ¢, ; = fc,.

4.4 Momentos y momentos inversos

| Proposicion 4.4. SeaT unav.a. tal queT ~ BS(a, ) y sea un entero r no negativo.
Entonces, el momento no central de orden r vendra dado por

e (20 o () Qr—2j+2k) [Tk
BT =75 Z(2;)2<k>2r—/+k(r—j+k)!<§> - )

j=0 k=0

Demostracion.
Partiendo de (4.8), obtenemos la expresion

r 2 2r
E[(5) =B (22+1/(%2) +1) )
p 2 2
Si aplicamos a esta expresion el binomio de Newton, esto es,

(@+by"=>y <’Z>am—’<bk,

k=0

se tiene que

Observamos que

si s es impar. Por tanto,

f|5)] -2 GO 2+ 5™}

Usando de nuevo el binomio de Newton:

-2 ((5)
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de donde

Como Z ~ N(0, 1), entonces

2r—jikyy . Cr = +k))!
E(Z) = T T

de donde obtenemos finalmente que

T\" _ 4 2r / Jj Q2r —2j +2k)! [ \2r-2+2%
E[<?> ] - ,Zg <2j> Z <k> 2r=itk(p — j +k)1<§> '

k=0

La expresion de los momentos no centrales nos permite calcular facilmente el valor
de la esperanza y varianza de la distribucion, asi como los coeficientes de asimetria y
kurtosis.

| Proposicion 4.5. SeaT ~ BS(a, f). Entonces,

1. Esperanza
2

E(T) = /3(1 + %) (4.16)

2. Varianza 5
Var(T) = ﬂ2a2(1 + Za2> (4.17)

3. Coeficiente de asimetria

16a2(11a% + 6)?
(5a?+4)3

r(T) = (4.18)

4. Coeficiente de kurtosis

6a%(93a? + 40)
(5a% +4)?

By(T) =3 + (4.19)

Demostracion.
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1. Tomamos r = 1 en (4.15):

T 1 2 J j (2 —=2j +2k)! [q\>2+2%
E<E> B Z <ZJ> Z <k> 21-itk(] — j +k)!<§>

j=0 k=0

() ()56 -5

k=0

de donde
o>
E(T) = ﬁ(l + ?>.
2. Sabemos que Var(T) = E(T?) — E(T)?, luego calculamos E(T?) usando (4.15):

2 i ) e s
A6 1-26) Z0Fmrm@)

(8) eo(5) e (2) e rea() wo(3)

= %a4+2a2+ 1.

Entonces,
E(T?) = ﬁ2<%a4 +2a% + 1),
luego
2(3 4 2 @ \\? 2.2 5 5
Var(T) = p (—a +2a +1) - </3(1+—)) = fa <1+—a )
2 2 4
3. El coeficiente de asimetria se define de forma general como
H3
nT =——-:, (4.20)
1 (4p)2

donde y, = E [(T —-E (T))k] es el momento centrado de orden k. Entonces, solo
necesitamos hallar p;, ya que se tiene y, = Var(T).

3 i ) . s
(5= (5) 2 ()t (6™

k=0

luego

3
E(T°) = %(2 +9a” + 18a”* + 15a°).
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U5 se puede expresar en funciéon de momentos no centrales como sigue
uy = E|T° + 3T E(T) - 3T*E(T) — E(T)’|,
y aplicando propiedades conocidas de la esperanza, resulta
uy = E(T?) +2E(T)* — 3E(T)E(T?).

Aplicando estos resultados a la definicion de y, en (4.20), se tiene el resultado.
4. El coeficiente de kurtosis se expresa como

ﬂz(T) =

& (4.21)
2

Siguiendo el mismo proceso de antes, calculamos E(T*?).

fU5)1-2(5) ()

j=0
105 5
2

=1+ 8a? + 30a* + 60a’® + —

Entonces, .y
E(T4) ﬂ—(2 + 16a% + 60a”* + 120a® + 10548 ).

Por otro lado, se cumple
uy(T) = E[T* + 6T*E(T)’ — 4T’ E(T) — 4T E(T)’ + E(T)"|,
de donde
uy(T) = E(TY) + 6 E(T*E(T)* — 4E(T*)E(T) — 3E(T)*.

Entonces, sustituyendo los valores necesarios en (4.21), finaliza la prueba.

Para obtener los momentos inversos de la BS, vamos a utilizar la propiedad
descrita a continuacion, que a su vez nos sera util posteriormente para la inferencia
de la distribucion.

| Proposicion 4.6. Sea T una v.a. tal que T ~ BS(a, f). Entonces, se cumple que
tanto T /P como P /T siguen la misma distribucion, esto es,

T p
i BS(a, 1), i BS(a, 1).
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Demostracion.

Es claro que al ser f§ el parametro de escala y ser T ~ B(a, f§), entonces se tiene que
T/p ~ B(a,1).

Para la segunda parte de la prueba, hacemos el cambio de variable R = /T Entonces,

FR(r)=P(§§r) =P(§ <T) ZI_CDB{(ﬁT/r)l/Z‘(ﬂL/r)UZH _
=®[l{<£>1/2—<1>1/2}l
a | \1 r ’
luegoR=§~B((x,1). |

A partir de esta ultima proposicion, es facil ver que

E(T"
Br=200 (4.22)
ﬁ2r
relacion que nos permitira calcular de forma simple los momentos no centrados de la
v.a. T~!. En la siguiente proposicién se daran la media y la varianza de la misma.

| Proposiciéon 4.7. Dada una v.a. T ~ BS(a, f), se tiene que la media y la varianza
de T~! vienen dadas por

1. Media 5
1 1 a
E(—)=—(1+—> 4.23
7)™ 3 > (4.23)
2. Varianza )
1 _ 5 2
Var<f> = ﬁ(Za + 1). (4.24)
Demostracion.
1. Por (4.22), se tiene que
E(T
Er=200
52

donde el valor de E(T') viene dado por (4.16). Entonces,

ET™) = %ﬂ<a+ %) - %(1 + “72)
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2. De igual manera, por (4.22),

E(T™? =

2
E‘(;: ) = #(%a4+2a2+ 1).

Entonces, como Var(T™') = E(T~%) — E(T~")?, se tiene finalmente

Var(T™) = %(%a“ +2004+1) - [%(1 + %2)]2

de donde se tiene el resultado.

4.5 Relacion con la distribucidon Inversa Gaussiana

Consideramos dos variables aleatorias X, y X, tales que X; ~ IG(u, ) y X;' ~
I1G(u~', Au?), donde yu > 0y A > 0. Definimos la v.a. T como

T = X, con probabilidad 1/2
~ | X, con probabilidad 1/2

Entondes, la fdd de T vendra dada por

Frlt 2= 5 (G D+ 2 f @A), 10, (4.25)

donde fy y fy, son las funciones de densidad de X, y X, respectivamente. La pri-
mera viene dada por la expresion (3.2), mientras que la segunda sera de la forma
Ix,u, A) = 1fx (&, D)/ .

Tomando a = \/m y f = u, obtenemos que la v.a. T definida anteriormente sigue
una distribucion BS(a, /). Ademas, podemos obtener transformaciones de muchas
de las propiedades de la IG en las mismas de la BS de forma inmediata, usando la
relacién vista en (4.25). Un ejemplo de esto es que podemos usarla para obtener la
FGM de la distribucion B.S a partir de las FGMs de la I G. Veamoslo:

SiT ~ BS(a, f), su FGM sera de la forma

M) = 2 [My, () + My, 0.
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siendo My y M, son las FGM de X, y X,, respectivamente, las cuales tienen la
1 2
siguiente expresion

2

M, (r) =exp{%<1 - (1 - 2,;;«)1/2)}’ reR,

2 1/2 212t N\ —1/2
MX(r):exp{i<1—(1— ’”) )}(1—Lt> . reRr.
2 U A A

De manera inmediata, se obtiene

= o {£(1-(1-227) ")} 1+ (- 2) .

4.6 Inferencia

En esta seccion, estudiaremos distintos métodos de estimacion de los parame-
tros @ y f basados primero en una muestra aleatoria completa 77, ...,T, de la v.a.
T ~ BS(a, p) contdd f; y cuyas observaciones son {¢,, ...,t, }. Posteriormente, estu-
diaremos el calculo de estos estimadores para el caso de muestras censuradas.

4.6.1 Método de los momentos

Los estimadores de a y f por el método de los momentos se obtienen igualando
la media muestral y la varianza muestral a E(T) y Var(T), respectivamente, cuya
expresion se vio en (4.16) y (4.17). Denotamos la media y la varianza muestrales como
s y v, respectivamente. Entonces, los estimadores por el método de los momentos de
a y f se obtienen resolviendo el siguiente sistema:

p

s=§(a2+2)
B g
U—Z(Sa +4a”)

De aqui, se tiene de forma inmediata que el estimador por el método de los momentos
de a se puede obtener como raiz de la siguiente ecuacion no lineal

a*(5s? —v)+4a¥(s* —4)—4v=0.
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Entonces, si el coeficiente de variacién muestral, 6/f, es menor que \/g el estimador
de a tendra la siguiente expresion

1/2
. —2(s2 = 4) +24/(s2 — 4) + v(552 — v) (426
oy = , :
M 552 —v
mientras que el de f sera entonces
A~ 2s
= —. 4.27

Sin embargo, si el coeficiente de variaciéon muestral v/s fuera mayor que \/g el esti-
mador de a por el método de los momentos podria no existir, y por tanto, ocurriria lo
mismo con el de f.

4.6.2 Método de los momentos modificado

Como veremos mas tarde, los estimadores MV de @ y f no pueden obtenerse de
forma explicita, y a su vez, los estimadores por el método de los momentos no tienen
por qué existir. Este es el motivo por el que se propone el método de los momentos
modificado (MM) para calcular los estimadores de a y f. Para calcularlos, usamos el
hecho de que si T ~ BS(a, ff), entonces T~' ~ BS(a, f~!) visto en la Proposiciéon
4.6.

Igualamos la media muestral aritmética s y la media muestral armoénica r a sus co-
rrespondientes expresiones poblacionales en (4.16) y (4.23), respectivamente, donde

s:%i;ti y r= [%Zt;l]_l.

Resultan entonces las ecuaciones

s=ﬁ<1+%a2>, r‘lzﬁ_1<l+%a2>.

Asi, los estimadores MM de a y f poseen la siguiente expresion

r

A~ s\!/? 12 A~
Avym = <2l<_) - 1]) Y Pum= \/s_r (4.28)
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Los estlmadores MM siempre existen y tienen forma exphcr[a Ademas, utilizando el
TCLen - Z Zl T, se puede probar que @, y B, vy Siguen una distribu-
cién normal blvarlante (ver [6]), de manera que

() =»[(5)- +]

=, Hgazz . (4.29)
"\ (1+4e)

es la matriz de covarianzas asintoética.

donde

Observacion 4.1.  Los estimadores MM son asintéticamente independientes.

4.6.3 Método de maxima verosimilitud

La funcién de log-verosimilitud de (a, f) basada en las observaciones ¢, ..., f, es la
siguiente:

l(a,f)=c, + % ZL 21 < —) —nlog(a) — = log(ﬂ) + Z log(t; + f), (4.30)

l

donde ¢, es una constante que no depende de « ni de f.
Para maximizar (4.30), necesitamos calcular sus primeras derivadas respecto de a y
de f, obteniendo asi las siguientes expresiones:

ol@f) _ 2n 1 "(h ﬂ)_ﬁ

3 3
oa a &N

al(a,m_L"(i 1) no |
op 20 &

A continuacién, igualamos ambas expresiones a cero, y evaluamos en @ = @ y
)
p = P,y - Para el caso de a, obtenemos

1 n { ﬁ 1/2
~ i My
Ay = (; Zl <A— + t_>> ) (4.31)

ﬁMV !
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que también podemos expresar como

S 3. 1/2
Apy = <_A + —A:V - > , (4.32)
MV

donde s y r son las medias aritmética y armonica, respectivamente, de las observacio-
nest,...1I,.

Por otro lado, al repetir el procedimiento con f, y sustituyendo @,,, segin la expre-
sioén (4.32), obtenemos la siguiente ecuacion no lineal:

> — pC2r+ K(P)) + r(s + K(B)) =0, (4.33)

donde hemos llamado K(x) a

El estlmador de B, B, vy serala raiz positiva de (4.33). Birnbaum y Saunders [3] ya
probaron que ﬂ es la Unica raiz positiva de (4.33), y ademas, r < ﬂ < s. Para poder
resolver la ecuacion (4.33), se necesita un método numérico iterativo. Una vez calcu-
lado ﬁ se puede sustituir en (4.32), obteniendo asi el estimador a.

El método iterativo propuesto por Leiva [13] se compone de las siguientes ecua-
ciones iterativas param =0, 1,2, ....

n 1/2
Smtl) L t; N ﬁm) _

: (4.34)

1 n
z(a(m))z Zi:l ti

1 no1 n 1 n
2@m)2 Zi:l L Zi:l ) + 25m

Son necesarios unos valores iniciales a© y A©. Birnbaum y Saunders propusieron

fimth = (4.35)

el valor inicial ﬁo) = (sr)!/2, a partir del cual se puede obtener el valor inicial @
correspondiente mediante la expresion (4.32).

Los estimadores @ y ,BA calculados por méaxima verosimilitud (MV) son estimadores
consistentes, para mas detalles ver [6]. Ademas, estudios mas recientes han demos-
trado que para un tamafio muestral n = 1, los estimadores MV de a y f no existen,
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mientras que para n > 1, siempre existen y son unicos. La expresion de la matriz de
informacion de Fisher esperada, vendra dada por

2 0
I(a,p) = (“2 " ) (4.36)
0 £(i+L+Bw)

°° 1 1\’
B(a):Z/ < - —§> P(z) dz,
0 1+_z

con &(-) definida en (4.2) y ¢(:) la fdd normal estandar vista en (1.9). Para mas infor-
macion sobre los calculos, ver Leiva [13].

donde

Tomando 0 = (a, f) y J(0) = lim,_, %I (0), se tiene el siguiente resultado, descrito
en el trabajo de Leiva [13].

| Proposicion4.8.  Sea 0 es el estimador MV de 0 yseaX, = J (). Entonces, cuando
n — oo se verifica

\/n(@ - 0) > N(©0,,,,%,).

-0y '0-0) -

4.6.4 Maxima verosimilitud para muestras censuradas

En este apartado, trabajaremos con muestras censuradas de tipo II. Entonces, de
una muestra (#,,6;),i = 1,...,n, se tiene que r de ellas son datos observados, con r
conocido. Esto hace que el trato de los datos resulte mas sencillo. La muestra sigue
una BS(a, ), con a y f desconocidos. La funcion de logverosimilitud, dada por (1.7),
es la misma en todos los tipos de censura, luego su expresion sera

r ‘.
l@p)=c, =55 (E’ - ?) - rlog(@)

i=1 i

(4.37)

. 1.
- 5 10g(h) + L loglt + )+ (n =) log [cb( - (= ))]
donde ¢, es una constante que no depende de (e, f), t,., es el valor del r-ésimo esta-
distico ordenado T...,, £(+) es la definida en (4.2) y ®(-) es la FdD normal estandar.

r.n’
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Para el calculo de los estimadores MV procedemos de forma usual, derivando / res-

pecto de cada parametro para obtener las ecuaciones de verosimilitud. Las derivadas
parciales de / son las siguientes

b

A@p) _ r 1 (t,- LB 2) L 20— sy = Dby
1 A

da  a @k a (1., +Pr,.,

al(a, : : 1, n—ri,.,

(a ﬁ) = _r + 1 L l —— ) 4+ ;hT(tr'n)’

ap 20 Hu+p 22 F\y P p ’
donde h(-) es la funcion de hazard de la distribucion, dada por (4.13). Igualando las
derivadas a cero, se obtiene

. ~ R A~ 1/2

. !1 ¥ (’—i+ 7 2) | 20— )@ 1y~ ﬂth(t,;,,)] |
ﬁ ti ! (tr:nﬁ)tr:n
T

r 1 r 1 r (n—r) ’
Yimi g ~ Zimt i Yoy T g el ()

. P ~ . 7 .

De nuevo, los estimadores a,,,, y f#,,, no tienen una forma explicita, debe usarse
un método numérico para calcularlos. La matriz hessiana, necesaria para obtener la
matriz de covarianzas asintética, no tiene una forma sencilla. Para més informacion,
se puede consultar el trabajo de Leiva [13].

4.7 Aplicaciones

Aplicacion 1. Muestra completa

Este conjunto de datos ha sido obtenido del trabajo de Birnbaum y Saunders [3],
aunque también se puede encontrar en el paquete "gbs" (ver [2]). En él, se recogen los
datos de fatiga de 101 laminas de una aleacion de aluminio llamada aluminio 6061-T,
cortadas en paralelo a la direcciéon de laminado y que oscilan a 18 ciclos por segundo
(cps). Cada observacion mide los miles de ciclos que resiste cada lamina hasta que se
produce el fallo. Los individuos se encuentran sometidos a un estrés por ciclo de 31.000
psi (libras por pulgada cuadrada), y sabemos que la muestra sigue una distribucion
Birnbaum-Saunders, debido a la forma de obtener los datos. Estos se pueden observar
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en el Cuadro 4.1, y su representacion en forma de histograma, en la Figura 4.3. En ella,
se puede ver a simple vista que el histograma de los datos es muy simétrico, lo que
nos lleva a pensar que el valor de a estarda muy proximo a cero, por propiedades ya
vistas de esta distribucion.

Miles de ciclos antes del fallo

70 9 9 97 99 100 103 104
104 105 107 108 108 108 109 109
112 112 113 114 114 114 116 119
120 120 120 121 121 123 124 124
124 124 124 128 128 129 129 130
130 130 131 131 131 131 131 132
132 132 133 134 134 134 134 134
136 136 137 138 138 138 139 139
141 141 142 142 142 142 142 142
144 144 145 146 148 148 149 151
151 152 155 156 157 157 157 157
158 159 162 163 163 164 166 166
168 170 174 196 212

Cuadro 4.1: Datos de fatiga.

Histograma de los datos de fatiga

o _
o™
8
£ o
g Q7
[S]
o
L o _|
—
o - —l T
| | |
100 150 200
Fatiga

Figura 4.3: Histograma de datos de fatiga, obtenido de los datos del Cuadro 4.1.
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Para obtener los estimadores por el método de los momentos, @,, y ﬁAM, usamos
(4.26) y (4.27), respectivamente, donde

101

D, — 7 =499,7778
i=1

= 7= 133.7327 ==
’ ¥ "7 100 -

En este caso, sabemos que los estimadores por este método existen ya que se cumple
que v/s > \/g Entonces, usando la expresion ya calculada de ambos parametros, se
tiene

@, =0,1644443, B, = 131,9486.

Para su calculo por el método de los momentos modificados, utilizamos (4.28),

donde
101

1 _1]—1
== Y| =129,9332
’ [101;'

De esta manera, los estimadores resultantes son

@y =0,170384, By, = 131,8193.

Los estimadores MV se pueden obtener facilmente utilizando el programa R con
el paquete "gbs" (ver [2]). Se tienen los siguientes resultados

@y =0,1703847, B, = 131,8188.

Podemos ver que los estimadores mediante maxima verosimilitud y métodos modifi-
cado son practicamente iguales.

Se obtienen unas densidades ajustadas muy parecidas con los tres métodos, cuya re-
presentacion puede observarse en la Figura 4.4. Mediante los tres métodos, resulta
una estimacion de @ muy cercana a cero, tal y como habiamos podido prever. Cuanto
mas cercano es a a cero, mas se asemeja f a la media de la distribucion, tal y como se
puede intuir al ver el histograma de datos.

Para obtener mas informacion sobre la muestra, podemos hallar algunos cuantiles
de interés, utilizando los estimadores calculados. Usaremos para ello los estimadores
MM, aunque son igualmente validos los de los demas métodos, ya que son muy pare-
cidos. Para el calculo de los cuantiles, basta con sustituir los valores ya conocidos de
Ay v EMM en la expresion (4.11). Sabemos que la mediana de la distribucion es f,
luego
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Histograma de los datos de fatiga

istograma relativo
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Figura 4.4: Histograma relativo de datos y funciones de densidad BS con parametros

(@ars Bar)s @asags Brrns) Y (@agy» Bagyy) respectivamente.

s Cuantil de orden 0,05

fo0s = 99,69176

Cuantil de orden 0,10

fo, = 106,00714

Mediana

fos = Barar = 131,8193

Cuantil de orden 0,90

foo = 163,91647

Cuantil de orden 0,95

foos = 174,30042

A raiz de estos resultados, podriamos casi garantizar que los cupones de aluminio
bajo estudio pueden soportar como minimo 100.000 ciclos bajo estrés sin romperse.
Por otro lado, también podemos asegurar que este tipo de laminas raramente van a

resistir mas de 174.000 ciclos. El valor de la mediana se interpreta como que la mitad de

estos productos fallan antes de los 131.000 ciclos bajo presion. Podemos decir entonces

que ese es el numero esperado de ciclos que resistira este producto, por ser § la media

aproximada de la distribucion en este caso.
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Como hemos visto anteriormente, los estimadores MM de esta distribucion siguen
una distribucion normal bivariante asintética, cuya matriz de covarianzas asintotica
es la dada por (4.29). Podemos calcular la matriz de covarianzas asintética estimada a
partir de los estimadores MM calculados. El resultado es

$ 0,0001437175 0
B 0 29,10074 ) °

cuya diagonal nos da la varianza estimada de cada estimador. De la matriz by podemos
obtener el error estandar estimado de @,;,, y By, tomando la raiz cuadrada de los
elementos de la diagonal, de manera que

0, =0,01198822, G, =5,39451.

Aplicacion 2. Muestra censurada

Para esta aplicacion sobre datos censurados, partimos del mismo conjunto de da-
tos de la aplicacion anterior, ya definidos en el Cuadro 4.1. Para que estos datos se
ajusten a los de una muestra censurada de tipo II, fijamos un nimero r = 80 de datos
que vamos a tomar como observados, mientras que los 21 datos restantes, aproxi-
madamente un 20 % de la muestra, los tomaremos como datos censurados. En otras
palabras, hemos fijado un nimero de casos a partir del cual se termina el experimento,
por lo que los casos sobrantes quedan como datos censurados. Esto no altera la repre-
sentacion grafica de la muestra, luego sigue siendo valida para este caso la Figura 4.3.

Mediante el programa R con el paquete "gbs" (ver [2]), se pueden calcular de forma
sencilla los estimadores MV de la muestra. El resultado es

a=0,2071544

p = 134,9966
El valor estimado de vuelve a resultar proximo a cero, lo cual encaja con la simetria
de los datos.

Observamos que los estimadores son diferentes con respecto a los de la muestra
completa, ya que al tomar el 20 % de los datos como censurados, se pierde informa-
cion. En la Figura 4.5 se puede ver el ajuste del modelo utilizando los estimadores
calculados.
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Comparando este resultado con las densidades ajustadas de la muestra completa

en la Figura 4.3, vemos que el ajuste en este caso es peor, aunque podemos tomarlo

igualmente como valido.

Histograma de datos censurados
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Figura 4.5: Histograma de datos de fatiga censurados y densidad BS(@, p).

Procediendo como en la aplicacion anterior, calculamos los cuantiles de interés de

la distribucién obtenida.

Cuantil de orden 0,05

Cuantil de orden 0,10

Mediana

foos = 96, 17202

fo, = 103,60073

fos = B = 134,99664

Cuantil de orden 0,90

Cuantil de orden 0,95

foo = 175,90700

foos = 189,49476

En vista de estos resultados, podemos esperar que las laminas de aluminio puedan

resistir unos 135.000 ciclos bajo estrés antes de fallar. Podemos garantizar con un 5 %

de significacion que este tipo de producto puede soportar 96.000 ciclos sin romperse,
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mientras que no podran durar mas de 190.000. Trabajar con datos censurados es mas
complejo que en el caso completo, por lo que no podemos extender mucho mas el
estudio de esta aplicacion.
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