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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio introductorio de la teoria de varieda-
des de Einstein. Para ello, primero se lleva a cabo un repaso de los aspectos
mas relevantes de la teoria general de variedades diferenciables, asi como un
primer acercamiento a la geometria semi-Riemanniana.

Habiendo introducido las variedades de Einstein, se enlazaran con la
Teoria de la Relatividad General y, de forma mas especifica, con las ecuacio-
nes del campo de Einstein.

Abstract

This project is focused on studying, at an introductory level, the theory
of Einstein manifolds. Prior to that, a review of the most relevant topics of
the theory of differentiable manifolds and a comprehensive, basic study of
semi-Riemannian geometry will be covered.

Having introduced Einstein manifolds, the link between them and the
Theory of General Relativity and, more specifically, the Einstein field equa-
tions, will be adressed.
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Introduccion

Si existe una ecuacion andloga a la de Poisson en Relatividad General,
ésta habrd de ser una ecuacion tensorial para el tensor de potencial gravi-
tatorio g, en cuyo lado derecho ha de tenerse el tensor de energia de la
materia. En el lado izquierdo de la ecuacion necesitamos un tensor diferen-
cial derivado de g,,,. El objetivo es determinar este tensor de forma precisa.
Esta completamente determinado por las tres condiciones siguientes:

1. El tensor en cuestion no debe contener derivadas de g, que sean de
orden superior a 2.

2. El tensor debe depender linealmente de las derivadas sequndas.
3. La divergencia del tensor debe ser idénticamente nula.

Albert Einstein, Princeton, 1921.

Estas palabras de Albert Einstein constituyen el objetivo esencial del
estudio que vamos a realizar: obtener de forma puramente geométrica la
ecuacion que rige la Teoria de la Relatividad General.

Einstein consiguié identificar la curvatura del espacio-tiempo con la accién
de la gravedad sobre el mismo. Este hecho, contrastado a dia de hoy en
numerosas ocasiones, fue tremendamente revolucionario en la época, y atin
hoy resulta, cuanto menos, sorprendente.

Y es que verdaderamente se tienen implicaciones sorprendentes, como es
el hecho de que la gravedad, considerada una fuerza entre un par de cuerpos
con masa, afecta a la trayectoria de los fotones que viajan por el espacio,
pero los fotones no tienen masa. ;Como es esto posible?
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8 INTRODUCCION

Uno de los primeros experimentos realizados en el estudio de la Teoria
de la Relatividad General se dedica al anédlisis de este fenémeno. En él, se
mide la posicion de estrellas lejanas en el espacio cuando hay eclipse solar, y
se compara con la posiciéon que se obtiene en una noche usual. El resultado
obtenido es que las posiciones no coinciden, dado que la accién gravitatoria
del Sol, al curvar el espacio-tiempo que lo rodea, da lugar a que las trayecto-
rias de los fotones procedentes de estas estrellas se curven, de forma que la
posicion que se percibe de las estrellas en la Tierra queda distorsionada.

En la construccion que llevaremos a cabo, repasaremos los resultados
esenciales e imprescindibles que se tienen de variedades diferenciables, asi
como algin resultado de célculo en variedades.

A continuacién, construiremos la geometria semi-Riemanniana, que nos
proporcionara las herramientas necesarias para el estudio que queremos rea-
lizar.

Por 1ltimo, pasaremos a la definicién y estudio de un tipo especial de
variedades semi-Riemannianas, las conocidas como variedades de Einstein,
que dan nombre a este escrito, y veremos que son aquellas en las que la
teoria de la Relatividad funciona de forma adecuada.

Asi, nuestro objetivo es doble: por una parte, hemos de determinar cémo
son los espacios en los que la Relatividad funciona de forma adecuada; por
otra, hemos de determinar el tensor que Einstein buscaba, desde un enfoque
totalmente geométrico, para hallar la ecuacion del campo gravitatorio.

No quisiera acabar sin agradecer su apoyo durante estos anos a todos los
que me han acompanado: mi familia, mis amigos y companeros de clase, y
especialmente a mi tutor, Alfonso Carriazo, que me ha dado la oportunidad
de hacer un trabajo a mi medida, sobre un tema que verdaderamente me
entusiasma, colaborando conmigo durante dos anos, permitiéndome estudiar
el contenido mas avanzado, estimulante e interesante que he podido adquirir
después de 5 anos yendo de una facultad a otra.



Capitulo 1

Preliminares: Variedades
Diferenciables

Para llegar a abordar los conceptos mas avanzados de la teoria de varie-
dades semi-Riemannianas, es primero necesaria una profunda comprension
de la teoria general de variedades diferenciables (correspondiente en gran me-
dida al contenido estudiado en la asignatura Variedades Diferenciables del
Grado en Matematicas de la Universidad de Sevilla). Este capitulo se centra
en dicho estudio bésico, poniendo el foco en todo momento en los conceptos
mas interesantes para construir los capitulos posteriores.

Las demostraciones correspondientes a los resultados de este capitulo pue-
den encontrarse en los apuntes de la asignatura Variedades Diferenciables [1]
de la US, y en el capitulo 1 de Semi-Riemannian Geometry With Applications
to Relativity [2].

1.1. Variedades diferenciables

En esta secciéon nos centraremos en llegar al concepto de variedad dife-
renciable. Antes de empezar hay que notar que diremos que una aplicacion
es diferenciable si es de clase C*°. Por otra parte, al tratar con espacios to-
poldgicos (S, T), escribiremos simplemente S.

Comencemos entonces definiendo la nocién méas elemental con la que tra-
bajaremos: la carta.
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Definicién 1.1.1 Consideremos un espacio topoldgico S. Diremos que (U, ¢)
es una carta de dimension m de S si U es un abierto de Sy ¢ : U — R™ es
un homeomorfismo sobre su imagen ¢(U), que es abierto de R™. Llamaremos
dominio de la carta a U y aplicacion coordenada a .

Definicién 1.1.2 Consideremos la carta (R™,id = (u',...,u™)) en R™, con
v’ : R™ — R las funciones que acttian sobre p = (py,...,pm) € R™ segtin
u'(p) = p; para todo i = 1,...,m. Diremos que las funciones u’ son las
funciones coordenadas naturales de R™.

Definicién 1.1.3 Dado un punto p € U, se llama coordenadas locales de p
respecto de la carta (U, = (x!,...;2™)) a (A1, ..., Am) = ©(p) € ©(U). Por
otra parte, se denomina funciones coordenadas (o funciones componentes) a
z!, ..., 2™, donde z' = u' o p para todo i = 1,...,m. Asi, 2'(p) = \; para todo

1=1,....,m.

Definicién 1.1.4 Consideremos dos cartas (U, ¢) y (V, 1) de S. Se diréd que
son compatibles si UNV =0, 0si potp™t : p(UNV) = oUNV)y
Yo l:ipUNV)—(UNV) son diferenciables.

Llegados a este punto, estamos en disposicion de definir el concepto de
atlas.

Definicién 1.1.5 Se define un atlas A (de dimensién m) de un espacio
topolégico § como un conjunto de cartas de S (todas de dimensién m),
A = {(Ui, ¢i) };cp, compatibles entre si y tales que S = | J,., Us.

Definicién 1.1.6 Diremos que (U, ) es una carta compatible con un atlas
A si es compatible con todas las cartas de dicho atlas.

Definicién 1.1.7 Un atlas A se dice mazimal si contiene a todas las cartas
que son compatibles con A.

Veamos ahora la propiedad de Hausdorff, que nos permite llegar, final-
mente, al concepto de variedad diferenciable.

Definicién 1.1.8 Se dice que un atlas A verifica la propiedad de Hausdorff
si para todos p,q € S, existen (U, ), (V,1) cartas compatibles con A tales
quepeU,qeVyUNV =0.
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Definicién 1.1.9 Una wvariedad diferenciable de dimension m es un par
(M, A) donde M es un espacio topolégico dotado de un atlas numerable
A que verifica la propiedad de Hausdorff.

Con frecuencia denotaremos a la variedad (M, .A) por M™, donde m es
la dimension de la variedad y el atlas A no se da explicitamente.

Lema 1.1.10 Todo atlas A de una variedad diferenciable M estd contenido
en un unico atlas maximal A™.

Definicién 1.1.11 Diremos que (U, ¢) es carta de una variedad diferenciable
M si esté en su atlas maximal AT,

Veamos ahora algunos ejemplos de variedades diferenciables.

Ejemplo 1.1.12 Si consideramos la carta (R™,id) con id : R™ — R™ la
identidad, tendremos una variedad diferenciable con un atlas de una sola
carta.

Ejemplo 1.1.13 Para la esfera S™ C R™"! se pueden utilizar las proyec-
ciones estereograficas, dadas por las cartas (Uy, p+) v (U_,¢_), para las que
se escribe:

Ui ={p= (21, xms1) € S™ | &1 # 1},

Py Uy — R”

(@15 s 1) — (s Tany)
U_-={p=(21,....,@ms1) €™ | &1 # —1},
Y U_ — R™

T T (1+§,1n+17"'7 1+$:n+1> '

Ejemplo 1.1.14 Las superficies regulares son variedades diferenciables de
dimension 2 (2-variedades), con lo que tenemos que el toro, el cilindro, las
hipercuéddricas, etc. son variedades diferenciables.

Cerramos esta seccion con el siguiente resultado, que nos permitira obte-
ner variedades a partir de otras.

Lema 1.1.15 Si M™ y N™ son variedades diferenciables, M x N es variedad
diferenciable de dimensién m + n.
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1.2. Aplicaciones diferenciables

Cabe preguntarse, llegados a este punto, como funcionan las aplicaciones
definidas sobre una variedad diferenciable M. Empezaremos por el caso mas
sencillo: las funciones f : M — R.. Se dice que f es diferenciable si para toda
carta (U, @) de M se tiene que fo @™t : o(U) — R es diferenciable. Hay
que notar que f o ¢! es la expresién en coordenadas de f, y denotaremos
F(M)={f: M — R | f es diferenciable}.

Definicién 1.2.1 Consideremos dos variedades diferenciables M™ y N™. Se
dice que f : M — N es una aplicacion diferenciable en un punto p € M
si para toda carta (V,4) de N con f(p) € V, se tiene que existe una carta
(Uyp)de M conpe Uy f(U) CVitalque f=1wofoet:plU)— (V)

es diferenciable, teniéndose asi el siguiente diagrama conmutativo:

v—>1 v
@j ; jw
p(U) ——=(V)

Se dira que f es diferenciable en M si lo es para todo p € M.

Pasemos ahora a definir la nocién de difeomorfismo.

Definicién 1.2.2 Se dice que una aplicacién f : M — N es difeomorfismo
si es biyectiva, diferenciable y tiene inversa diferenciable.

Proposicion 1.2.3 Las cartas son difeomorfismos.

A continuaciéon exponemos un resultado que serd recurrente en futuras
demostraciones.

Lema 1.2.4 Dado un entorno U de un punto p € M, existen un abierto
V C U conp €V yuna funcién f € F(M), a la que llamaremos funcion
meseta en p, verificando:

1. f(q) € (0,1) para todo q € M,
2. f(¢g) =1 paratodogqeV CU,

3. supp(f) ={pe M| f(p) #0} CU.
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1.3. El espacio tangente

Definicién 1.3.1 Una funcién v : F(M) — R es un vector tangente a M
en el punto p € M si:

1. Es R-lineal: v(af + bg) = av(f) + bv(g) para todos a,b € R, y para
todas f,g € F(M).

2. Verifica la condicién de Leibniz: v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g) para
todas f,g € F(M).

Obsérvese que hemos axiomatizado el concepto de vector tangente al iden-
tificarlo con las derivaciones sobre la variedad M. En lugar de haber hecho
esto, podria haberse considerado que el vector tangente a una variedad M en
un punto p de la misma es la clase de equivalencia de las curvas que pasan por
dicho punto (siendo la relacién de equivalencia aquella por la cual tomando
una cierta carta (U, ¢) con p € U se tiene que dos curvas a 'y 3 con origen
en p estan relacionadas si y solo si (¢ o a)'(0) = (p 0 5)'(0)).

Definicién 1.3.2 Se dice espacio tangente a la variedad M en el punto p €
M a:

T,M = {v: F(M) — R | v es vector tangente a M en p}.

Por la definicién dada de vector tangente a la variedad en un punto, resul-
ta trivial que el espacio tangente a la variedad en un punto posee estructura
de espacio vectorial:

Lema 1.3.3 El espacio tangente T, M tiene estructura de espacio vectorial.
Definicién 1.3.4 Se llama fibrado tangente de la variedad M™ a:

T™ = | J T,M.

pEM

Lema 1.3.5 El fibrado tangente T'M tiene estructura de 2m-variedad.

Podemos definir ahora las derivadas parciales en un punto p € M como
sigue:
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1

Definicién 1.3.6 Sean (U, ¢) una carta de M conp € U, ¢ = (z',...;a™) y

f € F(M). Se define:

Of (v _ Ofoe™)

%(p) I (¢(p)),

donde u' es la i-ésima funcién coordenada de R™.

Escribiremos entonces la derivada parcial segun:

0

&lp = Oz :
p

F(M)— R.

Proposicién 1.3.7 Dado p € M™, las derivadas parciales 9;|, (i = 1,...,m)
son vectores tangentes a la variedad en el punto p.

Lema 1.3.8 Dado v € T,M:

1. Si f,g € F(M) verifican f = g en cierto entorno U de p, entonces
v(f) = v(g).

2. Si h € F(M) es constante en un entorno U de p, entonces v(h) = 0.

Esto lleva al hecho de que los vectores tangentes tienen caracter local,

A continuacién estudiaremos un resultado de vital importancia: el Teore-
ma de la base.

Teorema 1.3.9 (Teorema de la base) Sean (U, ) una carta de M con

=1l,...

m

v = Z v(2") 4,

i=1

para todo v € T, M.
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1.4. La diferencial

Pasamos ahora al estudio de cémo se transforman los vectores tangentes
a través de aplicaciones entre variedades. Para ello, definimos la diferencial
de una aplicacién diferenciable.

Definicién 1.4.1 Sea f: M — N diferenciable. Para cada p € M se define
la diferencial de f en p como

dfy : T,M — TipN
v Uf ’
donde vy viene dado por

vp: F(N) — R
g > vigof)’

Asi, df,, queda caracterizada por
dfp(v)(g) = v(g o f),

para todo v € T,M, y para toda g € F(N).

Hay que notar que se sigue de esto que la diferencial es una aplicacion
lineal. De hecho, en el siguiente lema se calcula su matriz jacobiana.

Lema 1.4.2 Sea f : M™ — N™ diferenciable. Si consideramos una carta
(U, = (a,...;2™) de M conp e Uy (V,¢ = (y,...,y")) carta de N con
f(p) € V, se tiene:

0
dfy <@

A la matriz de df, respecto de estas cartas, dada por J,f = <W(p)> S
Z7‘7

coni=1,...nyj=1,..,m, se le llama matriz jacobiana de f en p relativa
a tales cartas.

= Oy'ef) 0
p) _Z O ) oy’

=1

Definicién 1.4.3 Se define el rango de f € F(M)enp € M, rg f(p), como
el rango de la matriz jacobiana J,f.
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Definicién 1.4.4 Se dice que una variedad diferenciable M es orientable si
existe un conjunto de cartas O cuyos abiertos sean recubrimiento de M y tal
que para todo par de cartas en O el determinante de la matriz jacobiana sea
positivo.

Lema 1.4.5 Si f: M — Ny g : N — P son diferenciables, para todo
p € M se tiene:

d(go f)p = dgsep) o dfy.

Teorema 1.4.6 Sea f : M — N diferenciable. Entonces df, serd isomorfis-
mo si y solo si existe un entorno V' de p € M tal que f|y es difeomorfismo
de V en su imagen f(V'), que serd entorno de f(p) € N.

Introduzcamos ahora unas aplicaciones que resultaran de gran utilidad
en apartados posteriores: las inmersiones y las sumersiones.

Definicién 1.4.7 Una aplicacion diferenciable f : M™ — N™ es una inmer-
sién (sumersién) en p € M si rg f(p) =m (rg f(p) = n). Diremos que f es

inmersién (sumersién) en M si lo es para todo p € M.

Nétese entonces que si f es inmersion en p, entonces m < n; y si f es
sumersion en p, m > n.

Veamos una tltima proposicién que sera clave en la siguiente seccion.

Proposicién 1.4.8 Sea f : M — N diferenciable. Si df, es inyectiva (sobre-
yectiva) para todo p € M, tendremos que f es inmersién (sumersién).

1.5. Subvariedades

Pasamos ahora a introducir la nocién de subvariedad.

Definicién 1.5.1 Se dice que una variedad P es subvariedad de otra varie-
dad M si:

1. P es subespacio topoldgico de M.

2. Lainclusion i : P <= M es inmersion.
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Lema 1.5.2 Si P es subvariedad de M y f € F (M), entonces f|p € F(P).

Introducimos ahora un resultado por el cual podemos obtener subvarie-
dades a partir de aplicaciones diferenciables entre variedades.

Teorema 1.5.3 Sean f: M™ — N" diferenciable y P¥ C N™ una subvarie-
dad. Si f es submersién en todos los puntos de f~!(P), entonces f~!(P) es
una subvariedad de dimensiéon m —n + k.

1.6. Campos vectoriales

Introduzcamos ahora los campos vectoriales, y veamos su relacién con las
derivaciones, que también definiremos a continuacién.

Definicién 1.6.1 Un campo vectorial X es una aplicacion que a cada punto
p € M le asigna un vector X, € T,M. Podemos entender asi el campo X
como la aplicacion:

X: M — TM
p — X,

verificando 7 o X = id, donde 7w : M — M es la proyeccién m(v,) = p.
Definicién 1.6.2 Sean X campo vectorial en M y f € F(M). Se define

(XS)(p) = X (f),

para todo p € M. De esta forma, se dice que X es diferenciable si X f lo es
para toda f € F(M).

Proposicion 1.6.3 Para X, Y campos vectoriales cualesquieraen M y f €
F (M) se tiene:

1. (fX),= f(p)X, paratodop e M.

2. (X+Y),=X,+Y, paratodope M.

Lema 1.6.4 El conjunto de los campos diferenciables sobre M, al que deno-
taremos por X(M), es un modulo sobre el anillo F(M) con las operaciones
mencionadas.
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Proposicién 1.6.5 Para una carta (U, = (2!, ...,2™)) de M, se tiene que
0; : U — TU dada por 0;(p) = 0;|, es un campo vectorial diferenciable para
todo i = 1,...,m. Ademas, por el teorema de la base, para todo X € X (M)

se tiene:
m

X = Z(Xxi)&- en todo U.

=1

Definicién 1.6.6 Una derivacion sobre F (M) es una aplicacién D : F(M) —
F(M) tal que:

1. Es R-lineal: D(af + bg) = aD(f) + bD(g) para todos a,b € R, y para
todas f,g € F(M).

2. Verifica la condicién de Leibniz: D(fg) = D(f)g + fD(g) para todas
f9 € F(M).

Con lo que se ha construido hasta ahora, se tiene que los campos tangentes
X € X(M) se comportan como derivaciones al actuar sobre aplicaciones
f € F(M). De hecho, tendremos que la aplicacién f — X f es la derivada de
f en la direccion del campo X.

Es importante notar también el siguiente resultado, pues en adelante tra-
taremos los campos como derivaciones cuando sea necesario.

Lema 1.6.7 Toda derivacién D proviene de una campo vectorial X € X'(M).

Definamos ahora una operacién con la que trabajaremos regularmente: el
corchete de Lie.

Definicién 1.6.8 Se define el corchete de Lie como

[ X(M)x X(M) — X(M)
[X,Y] — XY -YX'

de modo que se tendra

(X Y,(f) = X, (V) = Yp(XS),

para todo p € M, y para toda f € F(M).
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Lema 1.6.9 El corchete verifica las siguientes propiedades sobre X' (M):

1. Es R-bilineal:
l[aX +bY, Z] = alX, Z] + b]Y, Z],

(X,aY +bZ] = a[X,Y] + b[X, Z],
para todos X,Y,Z € X (M), y para todos a,b € R.

2. Es antisimétrico:

(X, Y] = —[¥, X],
para todos X,Y € X(M).

3. Verifica la identidad de Jacobi;
X, [V, 2]+ [V, [2, X]| + [Z,[X, Y]] = 0,
para todos X,Y, Z € X(M).

Haciendo uso del corchete de Lie podemos definir la derivada de Lie.

Definicién 1.6.10 Dado X € X (M), definimos la derivada de Lie como el
operador Ly verificando:

1. Lx(f) = Xf para toda f € F(M).
2. Lx(Y)=[X,Y] para todo Y € X(M).
Notese que se tiene la propiedad
Lx(fY) = (Xf)Y + fLx(Y),
pues resulta sencillo probar que
X, £Y] = (XS)Y + f[X, V).

Por ultimo, hay que notar que la diferencial de una aplicacién diferen-
ciable f : M — N lleva vectores tangentes a M en vectores tangentes a N,
pero en general esto no se puede aplicar para sobre campos vectoriales. Nos
dedicamos a continuacion a salvar esta dificultad introduciendo el concepto
de campos f-relacionados.
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Definicién 1.6.11 Dados X € X(M), Y € X(M)y f: M — N diferen-

ciable, se dice que X e Y estan f-relacionados (X L Y) si se verifica que
dfy(Xp) = Yy para todo p € M, es decir, si el siguiente diagrama, en el
cual la aplicacién df : TM — T'N viene dada por df (v,) = df,(v,) para todo
v, € T'M, es conmutativo.

M—t N

x| v

™ - TN

En caso de que f fuera difeomorfismo en el diagrama anterior, se tendria
que para X € X(M) existe un inico campo Y € X (N) f-relacionado con X
dado por Y = df o X o f~1. Ademss, en tal caso, la aplicacién inducida por
tal composicién, f, : X(M) — X (N), es isomorfismo de espacios vectoriales.

Lema 1.6.12 Dos campos X € X(M) e Y € X(N) estan f-relacionados si
y solo si X(go f) =Ygo f para todo g € F(N).
1.7. 1-formas

Para introducir el concepto de 1-forma es preciso saber primero qué es el
espacio cotangente a una variedad en un punto.

Definicién 1.7.1 Se dice espacio cotangente a una variedad M en un punto
p € M al dual del espacio tangente en dicho punto. De este modo, el espacio
cotangente viene dado por:

T,M*={f:T,M — R | f es lineal}.
Definicién 1.7.2 Se llama fibrado cotangente de la variedad M a:

T™* = ] T,M".

peEM
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Definicién 1.7.3 Una 1-forma 6 en una variedad M es una aplicacion que
a cada punto p € M le asigna un elemento 6, del espacio cotangente 7, M*:

0: M — TM*
p — 0,

verificando 7* o § = id, donde 7* : TM* — M es la proyeccion 7*(6,) = p.
Definicién 1.7.4 Sean 6 una 1-forma en M y X € X(M). Se define
(0X)(p) = 0,(X,),

para todo p € M. De este modo, se dice que € es una 1-forma diferencial si
60X es diferenciable para todo X € X' (M).

Asi, podemos identificar el espacio de las 1-formas con el de las aplicacio-
nes lineales de X(M) en F(M). Tendremos ademas el siguiente lema.

Lema 1.7.5 El conjunto de las 1-formas diferenciales sobre M, X*(M), es
un mdédulo sobre F (M) con las siguientes operaciones:

1. (0 +w), =06, + w, para todas 0,w € X*(M), y para todo p € M.
2. (f0), = f(p)b, para toda f € F(M), y para todo p € M.

Definicién 1.7.6 Se define la diferencial de f € F(M) como la 1-forma df
verificando df (X) = X(f) para todo X € X (M).

Habiendo definido la diferencial de una funcién, podemos estudiar el si-
guiente resultado.

Proposicién 1.7.7 Para una carta (U, = (z!,...,2™)) de M, se tiene que
dx® es 1-forma diferencial en U para todo i = 1,...,m. Més atin, {dz!, ..., dz™}
constituye la base dual a {0, ...,0,,}, teniéndose dz'(9;) = d;; para todos
i j=1,..m.
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Corolario 1.7.8 De la proposicién anterior, se sigue que
0=> 0(d;)dz’ en todo U.

En particular, para f € F(M), se tiene
df = —dz" todo U.
If ; P x'  en todo

Lema 1.7.9 La diferencial verifica las siguientes propiedades:
1. La aplicacién d : F(M) — X*(M) es R-lineal.
2. Se verifica la regla del producto:

d(fg) = gdf + fdg paratodas f,g € F(M)

3. 8i fe F(M)y heF(R), entonces d(h(f)) = h(f)df.

1.8. Tensores

En este apartado introduciremos la nocién de campo tensorial y estudia-
remos algunos resultados técnicos que nos seran de utilidad posteriormente.

Definicién 1.8.1 Consideremos Vi, ..., Vi, W moddulos sobre el anillo K. Sa-
biendo que Vi x ... x V; es también mddulo sobre K, diremos que

A Vix. .. xV,—=>W

es K -multilineal si A es K-lineal por componentes, es decir, si para todo
i € {l,...,s} se tiene que para v € V;, v; € V; (j # i), la aplicacién

v = A(V1, e Vi1, U, Vg1, ey Us)

es K-lineal.
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Definicién 1.8.2 Si V' es mddulo sobre K, se define su mdédulo dual como:
V*={A:V — K | Aes K-lineal},

que efectivamente es modulo con la suma de elementos de V* y el producto
por elementos de K.

Denotaremos V; x...x Vy = V*® siempre que V; = V paratodoi € {1, ..., s}.

Definicién 1.8.3 Dados r, s > 0, no ambos nulos, una aplicaciéon K-multilineal
A: (V) x V® — K se dice tensor de tipo (r,s) sobre V.

Definicion 1.8.4 Un campo tensorial A sobre una variedad M es un tensor
sobre X (M). Asi, un campo tensorial de tipo (r, s) sera de la forma

A: X*(M) x X(M)* — F(M).
De este modo, para 1-formas 0!, ...,0", y campos X, ..., X,, tendremos:
A@BY,...,07, Xy, ..., X,) € F(M).

En adelante, diremos que las 1-formas son covariantes y los campos con-
travariantes (mas adelante se introducirdn estas nociones de manera mas
formal). Asi, como sobre cada una de las r primeras componentes A actia
como un campo, 6 ocupa la i-ésima componente contravariante; mientras que
como A actia como 1-forma sobre cada una de las ultimas s componentes,
X, ocupa la j-ésima componente covariante.

Se denota el conjunto de campos tensoriales de tipo (r, s) sobre una va-
riedad M por T (M). Por abuso de lenguaje, con frecuencia llamaremos
tensores a los campos tensoriales.

Aunque solo podemos sumar tensores del mismo tipo, el producto de
tensores puede llevarse a cabo con independencia de los tipos definiéndolo
como sigue.
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Definicién 1.8.5 Sean A € T/ (M) y B € T} (M). Se define el producto
tensorial de A y B como:

A® B : X (M) x X(M)** — F(M),
donde
(A® B)(0*,....00 X1, .., Xory) =
= A0, .07, Xy, . X)BO™ 0 X Xay).
En casode que B € TX(M), B= f € F(M), y se define AQ f = f@ A = fA.

Veamos ahora ciertas propiedades relevantes para distintos tipos de ten-
sores:

1. Si w es una 1-forma diferenciable sobre M, se tiene que X — w(X) es
F(M)-lineal entre X (M) y F(M), lo que resulta en un tensor (0,1).
Asi, todo tensor (0,1) proviene de una 1-forma, con lo que podemos

escribir T2(M) = X*(M).
2. Si X es un campo sobre M, definamos
X(0) =6(X) para todo § € X*(M).

Esta aplicacién X : X*(M) — F(M) es F(M)-lineal, de modo que te-
nemos un tensor (1,0). Asi, de forma andloga al caso previo, escribimos

To (M) = X(M).

3. Sea A: X(M)* — X (M) una aplicacién F (M )-multilineal, y definamos
A X*(M) x X(M)* — F(M) como el tensor (1,s) dado por

A0, Xy, ..., Xs) = 0(A(Xq, ..., Xy)).
Por abuso de lenguaje, diremos con frecuencia que A es un tensor.

4. A los tensores de tipo (0, s) los llamaremos covariantes, y a los de ti-
po (r,0) con r > 0, contravariantes. Esto hace que las 1-formas y las
funciones reales sean covariantes, mientras que los campos son con-
travariantes. Nétese que el producto de un tensor covariante y otro
contravariante es conmutativo.
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A continuacion, introducimos un resultado que nos permite entender los
tensores como campos (en el sentido de los campos vectoriales).

Proposicién 1.8.6 Todo tensor A € 7. (M) tiene un valor A, en cada punto
p € M dado por la funcién

A, (T,M")" x (T,M)* = R,
definida como sigue: para o', ...,a" € T,M*, vy, ...,vs € T,M, tendremos
Ay(at, ol v, ) = AL 07 X, X (),

con 01, ...,0" 1-formas cualesquiera con 0|, = o' (i = 1,...,7), X1,..., X,
campos vectoriales cualesquiera con X;|, =v; (i =1,...,s).

Por otra parte, es preciso estudiar la expresion en coordenadas de un
tensor dado.

Definicién 1.8.7 Sea (U, p = (x!,...,2™)) una carta de M. Dado un tensor
A e T (M), las componentes de A relativas a (U, ¢) son las funciones reales
dadas por:

Azl’ i = A(dl’il, ceey d!EiT, 8j1, ceey 8js),

J1yeJs

para t0dos iy, ..., ir, J1, -y Js € {1, ..., m}.

Noétese que esto serd congruente con las expresiones de campos (tensores
de tipo (1,0)) y 1-formas (tipo (0,1)), de manera que se tengan:

0=3,00)de' =X, 0:de’, X =, X(da)ds = 32, X0,

Un caso especialmente interesante serfa el de un tensor (1, s) dado como
A:X(M)* — X (M), para el cual

A0, ..., 0 E An, ReT

pues para A € T}(M) queda:

A(da?,0;,,...,0:.) = da? (A(By,, ..., ZA Az (0y) = Al

1yeenyls
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Por otra parte, la evaluacion de un tensor sobre 1-formas y campos puede
describirse en coordenadas como sigue (hagamos como ejemplo un tensor
(1,1)):

A0, X) =) A(da', 0;)0: X7 = ZA’GXJ
i\j

Hay que destacar también que mientras que las componentes de la suma

de tensores es la suma de las componentes, para el producto se tiene:

(A® B)Zl ----- 'r+'r Az]_ ..... rs BZ‘»T+1 7777 iAqu'r"

J1seees ] ----- Js  Jsdly-ns Js+s!

Habiendo discutido esto, podremos expresar tensores en coordenadas lo-
cales para una carta dada segun el resultado siguiente.

Lema 1.8.8 Dada una carta (U, = (z!,...,2™)) de M, para A € T (M)
se tiene, en el abierto U:

A= A0, @ @0, @de) @ -+ @ dal

AT

En el caso particular de los tensores covariantes (de tipo (0, s) con s > 0),
si tenemos una aplicacién diferenciable ¢ : M — N, podemos pasar los
tensores de N a M. Para ello, introducimos el pullback.

Definicién 1.8.9 Sean f : M — N diferenciable y A € T?(N) con s > 1.
Consideremos f* : TP(N) — T2(M) cumpliendo

(fTA)p(v1, ..y vs) = Appy (dfpvr, ..., dfpus),

para todos v; € T,M, p € M. Se dice que f*A es el pullback de A, que es un
tensor (0, s) sobre T, M.

Lema 1.8.10 Se tienen las siguientes propiedades:

1. Para f : M — N diferenciable, f*: T°(N) — T2(M) es R-lineal para
todo s > 0, y se verifica

ff(A®B)=f"A® [*B
para tensores covariantes arbitrarios.
2. Para f: M — Ny g: N — P diferenciables tendremos que
(gof) = f*og": TXP) — T2(M) para todo s > 0.



Capitulo 2

Variedades Semi-Riemannianas

Tras hacer un repaso de variedades diferenciables, estudiemos ahora las
variedades semi-Riemmanianas, que no son mas que variedades diferenciables
sobre las que se define una métrica, concepto que veremos mas adelante, pero
que basicamente dota al espacio de la nocién de distancia. Esto permitira
estudiar propiedades mas profundas que, llegado el momento, nos llevaran al
estudio de las variedades de Einstein y la Teoria de la Relatividad General.

Este capitulo estd basado en los capitulos 2 y 3 de [2], los capitulos 5y 6
de Differential Geometry: Curves - Surfaces - Manifolds [3], y el capitulo 12
de Introduction to Electrodynamics [4].

2.1. El producto escalar

Para llegar al concepto de métrica, primero hemos de estudiar lo que es
una forma bilineal simétrica (en adelante, FBS).

Definicién 2.1.1 Dado un espacio vectorial V, una FBS b:V xV — R es
una funcién R-bilineal verificando b(v, w) = b(w, v) para v,w € V. Ademés:

1. b es definida positiva (negativa) si se tiene b(v,v) > 0 (b(v,v) < 0) para
todo v # 0.

2. b es semidefinida positiva (negativa) si se tiene b(v,v) > 0 (b(v,v) < 0)
para todo v € V.

3. b es no degenerada si b(v, w) = 0 para todo w € V implica que v = 0.

27
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Diremos que una FBS es definida si es definida positiva o negativa, semide-
finida si es semidefinida positiva o negativa, y no definida en cualquier otro
caso.

Notese que las FBS tienen caracter local, de modo que para W C V|
tendremos que bl (v, w) = b(v, w) para todos v,w € W. Del mismo modo,
si b es (semi)definida (positiva o negativa), entonces b|y también lo es.

Definicién 2.1.2 Se llama indice v de una FBS b al mayor entero que coin-
cide con la dimensién de un subespacio W de V' en el cual b|y es definida
negativa.

Definicién 2.1.3 Se dice forma cuadratica asociada a b a g :V — R, con
q(v) = b(v,v).

Notese que, por la identidad de polarizacion, no se pierde informacion al
trabajar con ¢ en lugar de b, pues

b(o, ) = 3 (alv+ ) — qle) — g(w)).

Definicién 2.1.4 Sean B = {ej,...,e,} base del espacio vectorial V' y b
una FBS. La matriz de b relativa a B viene dada por b(e;, e;) = (b;;), v es
simétrica por ser b simétrica.

Hay que notar que se puede construir b a partir de (b;;) a través de

b(U,’LU): E bijviwj,
i?j
donde v = E Vi€, W = E w;e;.
i J

Lema 2.1.5 Una FBS es no degenerada si y solo si su matriz relativa a una
base es invertible independientemente de la base.

Demostracién. Sea B = {ey, ..., €,,} una base arbitraria de V. Parav € V
tendremos que b(v, w) = 0 para todo w € V siy solo si b(v, ;) = 0 para todo
i =1,..,m. Pero como (b;;) es simétrica, tenemos que

b(’U, ei) =b (Z v;€;, 6,’) = Z bijUj.
J J
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De este modo, b es degenerada si y solo si existen vy, ..., v, no todos nulos
tales que Zj bjjv; = 0 para todo 7 = 1,...,m. Pero esto equivale a que las
columnas de (b;;) sean linealmente dependientes, lo cual se tiene si y solo si
(b;j) es singular. Asi, b serd no degenerada si y solo si (b;;) es no singular. ll

Llegados a este punto, introducimos la nocién de producto escalar.

Definicién 2.1.6 Diremos que una FBS g sobre un espacio vectorial V' es
un producto escalar si es no degenerada.

Es habitual definir el producto escalar como una FBS definida positiva
(que es un caso particular de las FBS no degeneradas), pero en geometria
semi-Riemanniana se relaja la definicién por las propiedades que se obtienen
al hacerlo, las cuales surgirdn mas adelante.

Ejemplo 2.1.7 El caso més simple de producto escalar no definido es el que
se obtiene si, trabajando con el producto escalar usual en R™, cambiamos
el signo a una de sus componentes (digamos la primera por comodidad), de
modo que para v = (v, ..., V), W = (w1, ..., w,) € R™ se tenga:

m
VW= —vw + E ViW;.
=2

Definicién 2.1.8 Diremos que v, w € V son ortogonales, v 1. W, si se tiene
que g(v,w) = 0. Mas ain, diremos que dos subconjuntos A, B C V son
ortogonales entre si, A L B, si se tiene que g(va4,vp) = 0 para todos vg € A,
vg € B.

Notese que al haber relajado la nociéon de producto escalar, ahora surge
la posibilidad de que el angulo entre dos vectores ortogonales no sea recto, e
incluso no esté bien definido, como en el caso que exponemos a continuacion.

Consideremos el producto escalar definido en el ejemplo previo sobre R3
y trabajemos sobre la base habitual. Tendremos que g(e; + e2,e1 + €3) =
—1+1=0, de modo que (e; + e2) L (e1 + e3). Sin embargo, hemos tomado
el mismo vector dos veces, con lo que el angulo es nulo, pero los vectores son
ortogonales.
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Definicién 2.1.9 Se define el ortogonal de un subespacio vectorial W de V'
como:

WH={veV|vlW}.

Hay que precisar que no tendria sentido llamar a W+ el complemento
ortogonal de W, pues resulta evidente con el ejemplo visto que no siempre
se tiene W + Wt =V,

Veamos a continuacion dos propiedades esenciales del ortogonal.

Lema 2.1.10 Sea W subespacio de un espacio vectorial con producto escalar
V. Se verifican las siguientes propiedades:

1. dimW + dimW+ =m = dimV.
2. (WHt=w.

Demostracién.

1. Sea B = {ey, ..., &, } una base de V tal que By = {ey, ..., e } sea base de
W. Dado v € V con v # 0, resulta que v € W+ si y solo si para todo
1 =1,..., k se tiene

g(v,e)) =g (Z Uj€js ei) = Zgijvj =0,
j=1 j=1

que es un sistema de k ecuaciones en m variables. Ahora bien, por la
prueba del Lema 2.1.5, al ser g producto escalar resulta que las filas
de (g;;) son linealmente independientes, de modo que estamos ante
un espacio de soluciones de dimensién m — k. Y por construccion, tal
espacio es W+, con lo que dimW +dimW+ = k+(m—k) = m = dimV .

2. Siv € W, es trivial que v L. W+, pero entonces v € (W+)+ con
WhHt={veV |vL W} Asi, W C (WH)*.

Por otra parte, podemos escribir
dimW + dimW+ =m  dimW+ + dim(WH)t =m |
Lo que nos lleva a dimW = dim(W)+, y de este modo, W = (W+)+.

Queda asi probado el lema. [ |
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Corolario 2.1.11 Si V es espacio vectorial con producto escalar, V+ = 0.

Nétese que, por abuso de lenguaje, escribiremos con frecuencia 0 en lugar

de {0}.

Definicién 2.1.12 Se dice que un subespacio vectorial W C V' es (no) de-
generado si g|w es (no) degenerado.

Un ejemplo de subespacio degenerado se puede derivar del Ejemplo 2.1.7
si tomamos W = (e; + es), pues para todos «, 8 € R se tiene

glaler +e2),B(er +€2)) = —af +af = 0.

Para saber si un subespacio es no degenerado tenemos el siguiente resul-
tado.

Lema 2.1.13 Un subespacio W de un espacio vectorial con producto escalar
V es no degenerado si y solosi V =W @ W+.

Demostracion. Por el lema anterior, y por el Teorema de la Dimension
del algebra lineal tendremos que

dim(W + W) +dim(W N W) = dimW + dimW=+ = dimV =m

con lo que

dim(W + W) +dim(W N W) = m.
De este modo, se tiene que W + W+ = V si y solo si W N W+ =0,y
ast, W@ Wt =V y WnNn WL = 0 son equivalentes. Pero sabemos que
WnWwt ={veW|vLW} conlo que WNW+ = 0 equivale a la no
degeneracion de W. ]

Corolario 2.1.14 Como (W)t = W, entonces W+ es no degenerado si y
solo si W lo es.

Definicién 2.1.15 Se define la norma de un vector v como |v| = \/|g(v, v)].
Un vector es unitario si su norma es 1, lo que equivale a g(v,v) = £1. Un
conjunto de vectores ortogonales unitarios se dice ortonormal.

Notese que todo conjunto ortonormal de la misma dimensién del espacio
vectorial es base del espacio. De hecho, es interesante resaltar el siguiente
resultado.
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Lema 2.1.16 Todo espacio vectorial V' # 0 tiene una base ortonormal.

Demostracion. Como g es no degenerado por ser producto escalar, existe
v € V tal que g(v,v) # 0, de modo que podemos tomar el vector unitario
e = \UT\ Ahora bien, si consideramos W = (v;), tenemos un subespacio no

degenerado de V, y por el Corolario 2.1.14, tenemos que W+ también es
no degenerado, con lo que existe v' € W+ tal que g(v',v’) # 0, con lo que
podremos tomar e, = |Z_:| y considerar a partir de ahora W = (eq, e5), pues
e1 L eg. Asi, si iteramos este proceso llegaremos a dimW = m = dimV y
dim(W+) = 0, de modo que se acaba teniendo W =V, con B = {ey, ..., e, }
base ortonormal por construccion. |

Llegamos asi a un concepto crucial en geometria semi-Riemanniana: la
signatura.

Definicién 2.1.17 La matriz del producto escalar g en una base ortonormal
{e1,...,em} viene dada por

gij = 9(% ej) = ej‘sij’

donde €; = g(ej, e;) = £1. Se dice signatura del producto escalar g al vector
(61, ceey Em)-

Exponemos a continuacién dos resultados interesantes relacionados con
la signatura.

Lema 2.1.18 Sea {ey, ..., e, } una base ortonormal para V. Entonces para
todo v € V se tiene

m

ZQQ v, €;)e

=1

Demostracion. Notemos que para todo j = 1, ..., m podemos escribir:

g (v——zijeuﬂv,eoeuej) =g(v.€;) 2{:6¢7v ei)g(ei, ej) =
=1

= g(v.ej) =Y eig(v,e;)d;; = 0.
i=1
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De este modo, al ser g no degenerado, resulta que v — > " €;g(v, e;)e; = 0,
con lo que queda probado el resultado. |

Lema 2.1.19 Para toda base ortonormal {ey, ..., e,,} de V, el niimero de —1
en la signatura (ey, ..., €,) es el indice v de V. Con frecuencia nos referiremos
al indice de g como v = indV .

Demostracion. Podemos considerar, sin pérdida de generalidad, que los k
primeros ¢; verifican ¢; = —1. Asl, si g es definido, tendremos que el resultado
serd trivial, pues si g es definido positivo, en la signatura sélo se tienen signos
positivos; y si es definido negativo, sélo se tienen signos negativos.

En el caso de que g no sea definido, resulta obvio que ¢ si es definido
negativo en el subespacio S = (ey, ...ex), de modo que k < v.

Para ver la otra desigualdad, consideremos W C V un subespacio ar-
bitrario donde g sea definido negativo, y definamos la proyecciéon ortogonal
sobre S como la aplicacion lineal 7 : W — S dada por

k k

m(w) = ZQQ(%@)Q == Zg(wa €i)e;.

i=1 i=1

De este modo, si probamos que 7 es inyectiva, obtendremos dimW < dim.S =
k, con lo que al elegirse W de forma arbitraria, resultaria v < k. Bastara asi
con ver que kerm = 0.

Dado w € W, si w(w) = 0, podemos escribir

w = Zm: g(w, e;)e;.

i=k+1

Pero como g es definido negativo en W resulta que

02g(w,w)=g ( > glw,eer, Y g(m%)@y) =

i=k+1 j=k+1
= Z Z g(w, e)g(w, e;)0;; = Z g(w, ).
i=k+1 j=k+1 i=k+1

Asi, g(w,e;) = 0 para i = k+ 1,...,m, con lo que se tiene w = 0, luego
kerm = 0. |
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2.2. Variedades semi-Riemannianas

Pasamos, al fin, a la introduccion de las variedades semi-Riemannianas
en este camino hacia la Teoria General de la Relatividad.

En 1928, Carl Friedrich Gauss prové su Theorema Egregium que, en re-
sumidas cuentas, afirmaba que la curvatura de una superficie puede determi-
narse a través de la medida de distancias de caminos sobre dicha superficie.

Anos después, en 1954, Bernhard Riemann, destacado alumno de Gauss,
inicio el desarrollo de una teoria de superficies en dimensiones superiores que
acabaria convirtiéndose en lo que hoy conocemos como geometria Rieman-
niana.

Con la formalizacién matemaética de la Teoria de la Relatividad General
de Einstein, llegaria la necesidad de debilitar las propiedades del producto
escalar, pasando este de ser definido positivo a ser no degenerado. Esto es lo
que hemos hecho en la seccién previa, y nos lleva finalmente a la geometria
semi-Riemanniana.

Definicién 2.2.1 Un tensor métrico g (o una métrica) sobre una variedad
diferenciable M es un tensor (0, 2) simétrico y no degenerado en M que tiene
indice constante.

Asi, g € T?(M) asigna a cada punto p € M un producto escalar g, en
T,M, y el indice de g, es siempre v, independientemente del p € M tomado.
Con frecuencia escribiremos g en lugar de g, por abuso de notacion.

Definicién 2.2.2 Se define una wvariedad semi-Riemanniana como el par
(M, g) constituido por una variedad diferenciable y una métrica sobre la
misma.

Es preciso notar que habitualmente llamaremos M a la variedad semi-
Riemanniana por simplicidad, aunque dos métricas diferentes puedan definir
distintas variedades semi-Riemannianas a partir de una variedad diferencia-

ble.
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Definicién 2.2.3 Se dice indice de una variedad semi-Riemanniana M™ al
indice v de su métrica g (que es el indice de todos los productos escalares g,
que se obtienen sobre M). Nétese que v = 0,...,m. Si v = 0, se dice que M
es una variedad Riemanniana; y siv =1y m > 2, que es una variedad de
Lorentz.

Con frecuencia utilizaremos la notacién alternativa para g, dada por
g(v,w) = (v,w) € R para vectores tangentes (donde escribimos g en lu-
gar de g, por abuso de notacién), y ¢(X,Y) = (X,Y) € F(M) en el caso de
campos vectoriales.

Consideremos ahora una carta (U, = (z!,...,2™)) de M. Las compo-
nentes del tensor métrico g en U vendran dadas por:

coni,j = 1,..,m. Asi, para campos X =}, X'0;, Y =}, Y70;, tendremos:

g(X,Y) = (X,Y) = <Z X'0;, Zyjaj> =Y XYN0,0;) =) _ g XY
7 i i

ij

Por otra parte, como g, es no degenerado, para cada punto p € M resulta
que la matriz (g;;(p)) es invertible. Denotaremos (¢”) = (g;;) ", y al ser las
matrices simétricas, g;; = g v ¢9 = ¢’".

Con todo, hay que notar que el tensor métrico puede expresarse en U
segun:

g= Zgijdxi ® da’.
]
Ejemplo 2.2.4 El espacio Euclideo R™.

Si consideramos el producto escalar habitual en R, tendremos que para
dos vectores v,w € R™
m
vew = Z v’
i=1

Pero recordemos que existe un isomorfismo lineal entre R™ y T,R™ para
todo p € R™, llevando v € R™ en v, = Y, v'0;. Asi, el producto escalar
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usual en R da lugar al tensor métrico en R™ dado por:
m
_ _ i, i
(Up,wp) =V -w = E v'w'.
i=1

Ejemplo 2.2.5 El espacio semi-Euclideo R}

Este caso es andlogo al anterior; solo que hay que cambiarle el signo a
las primeras v componentes, de modo que se tiene el tensor de indice v dado

por:
v m
_ i i i)
(Vp, wp) = E viw' + E v'w'.
1

i= i=v+1

Hay que destacar que si v = 0 este ejemplo se reduce al caso anterior. Sin
embargo, si ¥ = 1 tenemos un m-espacio de Minkowsk:, y en el caso m = 4,
tenemos el espacio-tiempo relativista usual, en el cual se hay tres dimensiones
espaciales y una temporal, que es la que da lugar a que el indice no sea nulo.

En estos espacios podemos expresar el tensor métrico de forma més sen-

cilla si tomamos
-1 si ¢:=1,...,v
€ —

1 si i=v+1,...om "’
de modo que se pueda escribir:

g= i”: edu’ ® du’,
i=1

donde las u’ son las funciones coordenadas naturales en R™.

La importancia del indice de una variedad semi-Riemanniana se tiene por
lo siguiente.

Definicién 2.2.6 Dado un vector v tangente a M diremos que es:
1. Espacial si (v,v) > 06 v =0.
2. Temporal si (v,v) <0y v #0.

3. Luminoso o nulo si (v,v) = 0.
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La nomenclatura dada a los distintos tipos de vectores se deriva de la
representacion del Cono de luz (o Cono de Minkowski) en la Teorfa de la
Relatividad Especial, que resulta til para tratar la idea de causalidad (para
ver si dos procesos distintos que se dan lugar en dos puntos, iguales o no, del
espacio-tiempo, pueden tener relacion).

Tiempo, t

I¥] =i Futuro

Observador Espacio, x

Figura 2.1: Cono de Minkowski.

En resumidas cuentas, esta representacion surge al considerar al obser-
vador en el origen del espacio-tiempo, de modo que los vectores luminosos
forman un cono cuyo vértice es precisamente el origen. Estos vectores carac-
terizan las direcciones en las que solo puede viajar la luz a velocidad c. Tal
cono divide el espacio en dos zonas: la espacial, hacia la cual se mueve el
observador; y la temporal, inaccesible para el observador (tendria que mo-
verse a una velocidad v > ¢ para acceder a ella). El Principio de Causalidad
establece que el observador solo puede percibir sucesos que se encuentren en
la zona espacial del espacio-tiempo, pues en otro caso la luz que le llegaria del
suceso que viese tendria que viajar con v > ¢, lo cual no es posible. Asi, dos
sucesos en el espacio de Minkowski solo pueden estar relacionados si para un
suceso dado en el origen, el otro se halla en la zona espacial. Hay que notar
que siempre podemos considerar uno de los sucesos en el origen y trabajar
con coordenadas relativas a dicho suceso.
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Asi, el indice da el nimero de dimensiones temporales que se tienen en la
variedad en cuestion.

Introduzcamos ahora la nocion de subvariedad semi-Riemanniana.

Definiciéon 2.2.7 Sean P subvariedad de una variedad semi-Riemanniana
M con métrica g y j : P — M la inclusién. Tendremos que si el pullback
7*(g) es un tensor métrico en P, entonces P es subvariedad semi-Riemanniana
de M.

Notese que la restriccién de que el pullback de g sea un tensor métrico
en P resulta imprescindible al poder degenerarse la métrica a través del
pullback, de modo que dejaria de ser una métrica como tal.

Veamos como se obtienen entonces variedades semi-Riemannianas pro-
ducto con el siguiente lema.

Lema 2.2.8 Sean M y N variedades semi-Riemannianas con métricas gy; y
gn. Consideremos las proyecciones 7 : M x N - M yo: M x N — N,y
definamos g = 7*(gar) + 0*(gn). Entonces g es un tensor métrico en M x N,
con lo que M x N es una variedad semi-Riemanniana.

Demostracién. Consideremos v, w € T(p, (M x N), de modo que se tenga:

gv,w) = gM(dW(p,q) (v), AT (p,q) (w)) + gN(dU(p,q) (v), dU(pVQ)(w))-

Asi, g es simétrico. Hay que ver ahora la no degeneracion de g.

Supongamos que g(v,w) = 0 para todo w € T(, (M x N). Entonces, si
w € Ty M, se tiene que do, g (w) = 0, luego gn(dop,q)(v), dop.q(w)) =0,
y como g(v,w) = 0, resulta que ga(dm(pq)(v), dmpq(w)) = 0. Ahora bien,
como esto se tiene para todo w € T{, (M x N), vemos que dm(,q)(w) nos
da todos los posibles vectores de T, M, con lo que por la no degeneracién
de gy ha de tenerse que dm(, g (v) = 0, de modo que v = 0. Esto se puede
hacer de forma analoga para w € T{; 4N, obteniéndose que do,q)(v) =0y,
consecuentemente, que v = 0. Queda asi probada la no degeneracion de g. B

Este resultado nos permite llegar a que para el espacio semi-Euclideo R

R” =R’ x R™.
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2.3. La conexion de Levi-Civita

Consideremos X,Y € X(M). En esta seccién se busca un nuevo campo
VxY € X(M) cuyo valor en cada p € M indique la variaciéon de Y en la
direccién de X,. Podemos definirlo de forma natural sobre R} como sigue.

Definicién 2.3.1 Sean u',...,u™ las coordenadas naturales sobre R™. Da-
dos X e Y =Y, Y'0; campos en R, se define la derivada covariante natural
de Y respecto de X como:

VY =Y XY,

Sin embargo, nuestro interés reside en la extension de esta nociéon a una
variedad semi-Riemanniana M. Para ello, definimos el concepto de conexion
a continuacion.

Definicién 2.3.2 Una conezxidn V en una variedad semi-Riemanniana M
es una aplicacion V : X(M) x X(M) — X(M) tal que:

1. VxY es F(M)-lineal en X:
Vixitgx.Y = fVxY +¢Vy,Y,
para todos X7, Xy € X (M) y para todas f,g € F(M).
2. VxY es R-lineal en Y:
Vx(aY) +bY2) = aVxY) + bVxYs,
para todos a,b € R, y para todos Y, Ys € X (M).
3. Se tiene la regla del producto en el argumento:
Vx(fY) = (X[)Y + fVxY,
para toda f € F(M).

Se dice que VY es la derivada covariante de'Y respecto de X para la cone-
xion V.
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Noétese que la propiedad (1) hace que VxY sea un tensor sobre X, pero
por la propiedad (3) se tiene que no es un tensor sobre Y.

Definamos ahora un concepto esencial en lo que sigue.

Definicién 2.3.3 Se dice tensor de torsion de una conexiéon V sobre una
variedad semi-Riemanniana M a la aplicacion T : X (M) x X (M) — X (M)
dada por:

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y].

Se expone a continuacién un resultado que es necesario para llegar a la
conexién de Levi-Civita.

Proposicién 2.3.4 Sean M una variedad semi-Riemanniana y X € X (M).
Definamos X* € X*(M) la 1-forma dada por X*(Y) = (X,Y) para todo
Y € X(M). Entonces, la aplicacién X — X* es un isomorfismo F (M )-lineal
entre X(M) y X*(M).

Demostracién. Al ser la métrica F(M)-lineal en sus dos componentes,
resulta evidente que X* es F (M )-lineal, con lo que es una 1-forma, y también
que la aplicacion X — X* también es F (M )-lineal. Asi, s6lo hay que probar
que la aplicacion X — X* es isomorfismo. Para ello bastara con ver que para
toda 6 € X*(M) existe un tnico X € X(M) tal que 8(Y) = (X,Y) para
todo Y € X(M).

Para ver la unicidad bastard con probar que dados X, X' € X (M), si
(X,Y) =(X")Y) para todo Y € X (M), entonces X = X'.

Nétese que (X — X' Y) = 0 para todo Y € X(M), de modo que (X, —
X,,Y,) = 0 para todo p € M y para todo Y € X(M). Entonces, por la
no degeneracién de la métrica, X, = X para todo p € M. De este modo,

X = X', y queda probada la unicidad.

Veamos ahora la existencia. Bastard con probar que existe un campo
X definido en una carta (U, = (2!,...,2™)) de M tal que se cumple lo
buscado. Localmente podemos escribir § = Y, 6;dz’. Consideremos entonces
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X =3,,970:0;. Se tiene que:
(X,00) =Y g76:(0;,06) = > 0ig7gj6 = > _ 0:6i = O = 6(0),
i i i

de modo que por F(M)-linealidad se tiene que 6(Y) = (X,Y) para todo
campo Y en U. |

Pasamos ahora al estudio de uno de los resultados centrales de la geo-
metria semi-Riemanniana: el Teorema Fundamental de la Geometria de Rie-
mann.

Teorema 2.3.5 (Teorema Fundamental de la Geometria de Riemann)
Dada una variedad semi-Riemanniana M, existe una tnica conexion tal que:

1. Es libre de torsion:
T(X,Y) =0,

para todos X,Y € X(M).

2. Es compatible con la métrica:
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ),
para todos X,Y, Z € X(M).

A V se le llama conexion de Levi-Civita de M,y queda caracterizada por la
formula de Koszul:

2AVXY, Z) = XY, Z) + Y (Z, X) — Z(X,Y)
_<X7 D/v Z]> + <Y, [Za X]> + <Z7 [X7 Y]>7

para todos X,Y, Z € X(M).

Demostracion. Probemos primero la unicidad. Para ello, si consideramos
campos arbitrarios X, Y, Z € X(M), se tiene por (2) que:

XY, Z)+Y{(Z,X) = Z(X,Y) = (VxV, Z) + (Y, VxZ) + (Vy Z, X)+

+(Z,VyX) —(VzX,)Y) = (X,VzY) =
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= (X, [V, Z]) + (Y, [X, Z]) + (Z, VxY Vy X).
Ahora bien:

VxY +Vy X =VxY +Vy X +VxY - VY =2VyY — [X, Y],
lo que lleva a:
XY, 2)+Y(Z, X)-Z(X,Y) = (X, [Y, Z]) +(Y, [ X, Z]) +(Z,2VxY - [ X, Y]),
y despejando se obtiene:
2(VxY, 2y =XY,Z)+Y(Z, X) - Z(X,Y)—
—(X,[Y, Z)) + (V. [Z.X)) + (Z.[X, Y)),

la férmula de Koszul. Asi, ver la unicidad de V equivale a probar la unicidad

de VxY en el caso que nos ocupa, pero en la proposicion previa ya observa-
mos que si (X,Y) = (X",Y) para todo Y € X (M), entonces X = X'. Asi,
se tiene la unicidad de V.

Estudiemos ahora la existencia. Para ello, fijemos X,Y € X' (M) arbitra-
rios y consideremos:

02)=XY, Z2)+Y{(Z, X)-Z(X,)Y)—(X,[Y, Z]) + (Y, [Z, X]) +(Z, [ X, Y]).

Al ser F(M)-lineal, # es una 1-forma, y por la proposicién previa se tiene que
existe un tnico campo, al que llamaremos VxY, tal que 0(Z) = (VxY, Z)
para todo Z € X(M). Ya tenemos V caracterizada por la férmula de Koszul.
Probemos que V es conexién de acuerdo con la Definicién 2.3.2:

1. Veamos que es F(M)-lineal sobre X. Es trivial que trabajando con la
identidad de Koszul se obtiene que Vx, 1x,Y = Vx, Y + Vx, Y para
todos X1, X5, Y, Z € X(M). Por otra parte, dados X,Y,Z € X(M) y
f € F(M), tendremos:

2AVyxY, Z) = XY, Z) + Y(Z, fX) = Z{fX,Y)—
= XY, Z)+ (Y2, X) + [Y(Z,X) = (Zf{X,Y) = fZ(X,Y)—
— XY Z) + Y (Z)X + f1Z2, X]) + (2, -(Y )X + [IX,Y]) =
= 2fVyY, Z).
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2. La R-linealidad en Y es trivial trabajando con la identidad de Koszul
como en (1).

3. Veamos la regla del producto. Para X, Y, Z € X(M) y f € F(M):
2VxfY, Z) = X(fY,Z) + fY{(Z,X) - Z(X, fY)—
_<X7 [fKZ]>+<fY7 [Z7X]>+<Z’ [X7fY]> =
= [XY, Z) + (XY, Z) + [Y(Z,X) = fZ(X,Y) = (Zf){X,Y)—
_<X7_(Zf)Y+ f{Yv Z]> + f<Y7 [ZvXD + <Z> (Xf>Y+ f[X7Y]> =
=2(fVxY +(Xf)Y,Z).

Tenemos asi que V es conexion. Veamos que es la de Levi-Civita. Para ello
hemos de probar las propiedades (1) y (2) enunciadas en el teorema:

1. Probemos que V es libre de torsién, T'(X,Y) = 0, lo cual equivale a
que VxY — Vy X = [X,Y]. Asi, dados X,Y,Z € X(M):

2VxY - VyX, Z) =
= XY, 2)+Y(Z X)—Z(X,Y)—(X,[Y, Z))+(Y,[Z, X]))+(Z, [ X, Y])—
_Y<X7 Z>_X<Z’ Y>—|—Z<}/, X>+<Y’ [Xv Z]>_<X7 [Zv Y]>_<Z7 [Y, X]> =
=2([X,Y], Z).
2. En cuanto a la compatibilidad de la métrica, para X,Y,Z € X (M):
2AVxY, Zy 4+ 2(Y,VxZ) =
= XY, 2)+Y{(Z X)—Z(X,Y)—(X,[Y, Z))+(Y,[Z, X))+ (Z, [ X, Y])+
+X{(Z,Y)+Z2(Y, X)-Y (X, Z)—(X,[Z,Y])+(Z,[Y, X]) +(Y, X, Z]) =
=2X(Y, 7).

Queda asi demostrado el teorema.
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Introduzcamos ahora la derivada covariante y las formas de conexion,
conceptos que seran imprescindibles en las paginas siguientes y en los que es
crucial la comprensién de la conexién de Levi-Civita.

Definicién 2.3.6 Sean A € T}(M) y X € X(M). Se define la derivada
covariante de A en la direccion de X como el tensor VxA € T}}(M), dado
por:

=D AN Y, VY Yig, o Vo).
=1

Notese que en la definicién se trabaja con la identificacién habitual de los
tensores de tipo (1, s), pero lo escrito también es vélido para tensores de tipo
(0,s). Ademds, podemos definir el tensor VA € T (M) (y andlogamente
VA€ TE (M) para A € TP(M)) segin:

(VA)(X, Vi, o) = (VxA) (Vi o, Vo).

Para ver el caracter local de la derivada covariante basta con probar que
(VxA),(Yi,...,Y;) depende tnicamente de (Y;),, con ¢ = 1,...;s. Para ello,
bastara con probar que

(VXA)(YL 7fY} 7}/;) = f(vXA)<Y17 ,}/s);
para toda f € F(M).

Esto es sencillo, pues aplicando la definicion previa y las propiedades de
la conexién de Levi-Civita:

(VXA)(YL 7fY] 7Y9) = VX(A(}/h X fY;7 7}/:9))_

i#]
= Vx(fAYY, .. Y)) = £ AY:, .., VxYi, . Y-
i#]
—AY, . fVXY; + (X )Y, LX) = (XA, - Yo+

+Vx(AYy, 0 Ya) = Y AN, -, VY, Vo) —
=1

(XA, oY) = F(VXA) (Y, V).
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2.4. El tensor de curvatura

En el estudio de la geometria de curvas y superficies surge de forma
natural la nocion de curvatura, pero en variedades no resulta tan trivial llegar
a ella. Fue Riemann quién, gracias a la formulacién del Theorema Egregium
de Gauss, generalizo el concepto a variedades. Tal generalizacion se basa en lo
que sigue: para las derivadas de Lie se tiene que Lix y] = [Lx, Ly], con lo que
si [X,Y] =0, entonces [Lyx, Ly] = 0. Sin embargo, para Vx no ocurre esto,
luego Vixy] — [Vx, Vy] # 0, y es esta diferencia lo que medira la curvatura.

Lema 2.4.1 Sea M una variedad semi-Riemanniana con conexién de Levi-
Civita V. El tensor de curvatura, dado por R : X(M)* — X (M), con

RxyZ = [Vx,Vy]Z = Vixy|Z,
es un tensor (1,3) sobre M.
Demostracién. Como R : X(M)?> — X (M), de ser R F(M)-multilineal,

podremos verlo como un tensor (1,3). La R-linealidad resulta trivial a partir
de las propiedades de la conexién V. Por otra parte:

1. Los casos Rx sy Z = fRxyZ y RyxyZ = fRxyZ son andlogos, con lo
que veremos solo uno de ellos:

RixyZ = |Vix,Vy|Z =Vixyv)Z =VixVyZ = VyV;x 7 —
—Vf[X,Y]—(Yf)XZ = fVXVYZ_VY(fVXZ) _fV[X,Y]Z"‘(Yf)VXZ =
= [VxVyZ—-fVyVxZ—-(Y [)NxZ—[Vixy1Z+(Y f)VxZ = fRxvZ.

2. En el caso Rxy(fZ) = fRxyZ se tiene:
Rxy(fZ) =VxVy(fZ) = VyVx(fZ) = Vixy(fZ) =
=Vx(YNZ+Vx(fVyZ)=Vy(X[f)Z —-Vy(fVxZ)—
—([X,Y])Z = fVxnZ = (XY )Z+ (Y [)VxZ+
HXOVyZ + [VxVyZ = (YX[)Z - (X[)VyZ—
~Yf)IVxZ — fVxVyZ — (XY [)Z+ (YX[)Z - fVixy)Z =
= F([Vx. Vy)Z — VixyiZ) = fRxy Z.

Queda asi probado el caracter tensorial de R. [ |
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En ocasiones se utilizara la notacion R(X,Y)Z = Rxy Z.

Es preciso destacar que, de forma andloga a lo que ocurre con la métrica,
al tensor de curvatura se le asocian operadores

Ryw: T,(M) — T,(M)
U — Ry,

para todo p € M y para todos v,w € T,(M). A estos operadores se les llama
operadores de curvatura.

A continuacion, se exponen algunas propiedades de la curvatura que seran
de interés en lo que sigue.

Proposicién 2.4.2 Dados XY, Z, VW € X (M), se verifican las propieda-
des:

1. Antisimetria en X e Y:

RXyZ - —Ryxz.

2. Primera identidad de Bianchi:

RxyZ 4+ RyzX + RzxY = 0.

3. Segunda identidad de Bianchi:

(VxR)(Y,Z,V) + (VyR)(Z,X,V) + (VzR)(X,Y,V) = 0.

4. El tensor curvatura es antiadjunto respecto de la métrica:

(RxyV,W) = —(RxyW, V).

5. Simetria por pares:

<RXYV7 W> = <RVWX7 Y>-
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Demostracion. Empecemos destacando que, como tanto la derivada co-
variante Vx como los corchetes tienen caracter local, podemos tomar los
campos bdsicos (las parciales), de modo que los corchetes se anulen para
todo par de campos. Se tiene asi:

VxY = VyX,
y ademas, para la curvatura:
RxyZ =|Vx,Vy|Z =VxVyZ —VyVxZ.
Pasemos a probar las propiedades enunciadas.
1. Por definicién se tiene:
RxyZ = [Vx,Vy|Z —Vixy|Z = —[Vy,Vx]Z = V_yx)Z =
=—[Vy,Vx|Z+VyxZ = —RyxZ.
2. Para la primera identidad de Bianchi hacemos:
RxyZ+RyzX+RyzxY =VxVyZ-VyVxZ+VyV X -V, Vy X+

+V VXY = VxVzY = VxVyZ - VyVxZ + VyVxZ -V Vy X+
+VzVy X —VxVyZ =0.

3. Los tres sumandos se desarrollan segun:
(VxR)(Y,Z,V) =Vx(VyVzV =V;VyV) — Ry v)zV —

Ry(vyz)V — VyVVxV 4V, VyVV.
(VyR)(Z,X,V) = Vy(VzVxV = VxVV) = RgyzxV—
—Rywyx)V — V2VxVyV 4+ VxV,Vy V.
(VZR)(X,Y,V) = V4(VxVyV — VyVxV) — Rig,xvV —
—Rxv,v)V — VxVy ViV + Vy ViV, V.

De este modo, si sumamos las tres igualdades obtenemos la segunda
identidad de Bianchi.
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4. Para ver que (RxyV,W) = —(RxyW, V), por linealidad en la métrica
y en el tensor de curvatura, bastard con probar que (RxyZ,Z) = 0,
siendo Z =V + W. Asi:

(RxyZ,7) =(VxVyZ,Zy - (NyNxZ,Z) =
=X(VZ,7Z) - (NyZ,NxZ)—-Y(NxZ,Z)+ (VNxZ,NVyZ) =
1 1 1
= 5XY<Z, Z) — §YX<Z7 Z) = §[X’ Y(Z,Z) =0.

5. Por una parte, se tiene que
(RxyV,W) = —(RyxV, W) = (RxvY, W) + (Ryy X, W),

(RxyV,W) = —(RxyW,V) = (Ryw X, V) + (RwxY,V),

con lo que:
2(RxyV, W) = (RxyY, W)+ (Ryy X, W) + (Ryw X, V) + (RwxY, V).
Por otra parte:

(RvwX,Y) = =(RwvX,Y) = (RyxW)Y) + (RxwV.Y),

(RywX,Y) = —(RywY, X) = (RwyV, X) + (Ryv W, X),

de modo que:

2(RywX,Y) = (RyxW,Y)+(RxwV,Y)+(RwyV, X)+(RyvW, X) =

= (RxvY,W)+(Ryy X, W)+(Ryw X, V)+(RwxY,V) = 2(RxyV,W).
Hemos probado asi todas las propiedades enunciadas. |

Corolario 2.4.3 Se tienen las mismas propiedades para los operadores de
curvatura, pues los vectores tangentes se pueden extender a campos vecto-
riales.
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2.5. Curvatura seccional

Recordemos que al trabajar sobre superficies surgia la nocién de curva-
tura de Gauss (o curvatura intrinseca). La generalizacién de la curvatura de
Gauss a variedades semi-Riemannianas surge de la identificacién de la Se-
gunda Forma Fundamental con el tensor de curvatura, y la Primera Forma
Fundamental con la funcién @ : (T,M)?* — R, dada por

Q(U, w) - <U7 U) <w= w) - <U7 w>2'
Para precisar esto, introducimos la siguiente definiciéon.

Definicién 2.5.1 Dado p € M, se llama plano tangente de M en p a cual-
quier subespacio de dimensién 2 de T, M. Denotaremos los planos tangentes
por II.

Definicién 2.5.2 Un plano tangente II se dice no degenerado si el producto
escalar asociado a la métrica g de la variedad es no degenerado.

El siguiente resultado es trivial a partir del Lema 2.1.5.

Lema 2.5.3 Un plano tangente II de una variedad diferenciable M es no
degenerado si y sélo si Q(v,w) # 0 para toda base {v,w} de II.

Con todo lo visto, ya podemos definir la curvatura seccional.

Definicién 2.5.4 Dado II plano tangente no degenerado de M con base
{v,w}, se define la curvatura seccional de II como:

K — (Ruww,v)
Q(v,w)
Notese que si v y w son ortonormales, entonces
KH — <RU’LUw7 U) ,
(v, v)(w, w)

y si tomamos los vectores de una base ortonormal {ey, ..., e,,}, tendremos

Kij = €€ <Reiejej7 €i>-
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Lema 2.5.5 La curvatura seccional es independiente de la base de II toma-
da.

Demostracién. Siconsideramos dos bases de II dadas por {v,w} y {v', w'},
tendremos que existen a, b, c,d € R tales que

v=av +bw ; w=cv+duw,

donde ad — bc # 0. De este modo, teniendo en cuenta que R,z = 0y
(Ryyz,z) = 0 por las propiedades (2) y (3) de la Proposicién 2.4.2 resulta
que
(Rypv,w) = (ad — be)*( Ry, W'Y,
Q(’U,’U}) = (CLd - bd)zQ(Ula ’LU/),

con lo que Ky no depende de la elecciéon de la base. |

Por tltimo, introduzcamos un tipo de variedades muy particulares que
surgen a partir de la curvatura seccional.

Definicién 2.5.6 Se dice que M es un espacio de curvatura constante si Ky
es constante, es decir, si K1 = K7; para todos II, II' planos tangentes a M.

2.6. El tensor de Ricci

Pasamos asi a la ultima seccion de este capitulo, en la que introduciremos
los conceptos de tensor de Ricci y curvatura escalar. Ambas nociones resul-
tan cruciales en el estudio y entendimiento de las variedades de Einstein y,
posteriormente, de la Teoria de la Relatividad General.

Comencemos estudiando la nocién de contraccién (o traza) de un tensor.

Definicién 2.6.1 Sea A € T;'(M), de modo que A, : T,M — T,M para
todo p € M. Se define la contraccion (o traza) de A, como el escalar

CA, =Tr(4,) = Z €i(Apei, €;),

donde {ey, ..., e,,} es base ortonormal de T,M, con (e;, e;) = d;j¢; para todos
1,7 =1,...,m.
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Notese que entonces, este mismo resultado se tiene localmente para cam-
pos vectoriales, pues podemos extender los vectores de la base ortonormal
{e1,...,em} para obtener un conjunto de campos ortonormales {Ej, ..., B, }
tales que (E;), = e; € T,M y (E;, E;) = €;0;j para todos 1,7 = 1,...,m. A tal
conjunto de campos lo llamaremos referencia local ortonormal. En este caso,
la contraccién de A viene dada por la funcién:

CA=Tr(A) =) a(AE;, E).

%

Definicién 2.6.2 Sea A € T]'(M). Se define la i-ésima contraccion de A
como el tensor C;A € T2 (M) dado por

CiAX1, oo Ximt, Xign, oy Xo) = Y 6{AXy, o, Xim1, By, X1, 0, X)), Ej),

J

donde {Ej, ..., E;,} es una referencia local ortonormal con (E;, E;) = d;;€;
para todos 7,7 =1, ...,m.

En el caso particular de los tensores covariantes, definiremos las contrac-
ciones como sigue.

Definicién 2.6.3 Sean A € TO(M) e i,5 =1,...,m con i # j. Se define la
contraccion ij-ésima de A como el tensor Cj; A € T2 (M) dado por

Cij A(Xy, o, Xic, Xy o, X1, X, 0 X)) =

= Z Ek:A(Xla ey X1, B, Xi—l—lv e Xj—l, Ey, Xj-l—lu ceey Xs)a
k

donde {Ej, ..., E,,} es una referencia local ortonormal con (E;, E;) = d;j¢;
para todos 7,5 = 1, ..., m.

En el caso de que A € T (M), sélo se tendrd la contraccién 12, y también
podremos llamarla traza, notando C5 A = TrA.
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Veamos ahora las formas de conexién.

Definicién 2.6.4 Se llama formas de conexidn a las 1-formas w! que verifi-
can

VxE = wl(X)E;,
j

para todo X € X(M) y para todo i = 1,...,m, con {Ej,..., E,} referencia
local ortonormal con (E;, E;) = 6;;¢; para todos i,7 = 1,...,m.

La siguiente propiedad resultara muy 1til mas adelante, especialmente en
el siguiente capitulo.

Proposicién 2.6.5 Las formas de conexién verifican ejw] = —ew! para

todos 7,5 =1,...,m.

Demostracién. Consideremos X € X'(M) arbitrario:

0 = VX(Ei, Ej> = X<El, E]> == <VXE1', E]> + <EZ, V)(Ej> ==
= (S WHX) By Ej)+(Es, S wh(X)E) = Sk (X)ejig+ D el (X)eidia =

= ejwf(X) + eiw;(X).

Asi, al ser X arbitrario, €;w] = —ewh. [ |

Definimos a continuacion una serie de operadores que seran de interés en
lo que sigue.

Definicién 2.6.6 Se dice gradiente de una funcion f € F(M) al campo
gradf € X(M) verificando

(gradf, X) = df (X) = X/,
para todo X € X' (M).

Definicién 2.6.7 Dado X € X (M), la divergencia de X viene dada por la
funcion

divX = Z €(Ve, X, E;),

donde {Ey, ..., E,,} es una referencia local ortonormal con (E;, E;) = d;j¢;
para todos 7,7 =1, ...,m.
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Definicién 2.6.8 Dado A € T (M) simétrico, se define la divergencia de A
como la 1-forma

(divA)(X) =Y (Vi A) (X, E),

7

donde {E4,..., E,,} es una referencia local ortonormal con (E;, E;) = 6;;€;
para todos 7,7 =1, ...,m.

Veamos un resultado que es de suma importancia en el siguiente capitulo,
pero no probaremos por ir mas alld de los objetivos de este escrito, pues
solamente lo usaremos como herramienta técnica.

Teorema 2.6.9 (Teorema de Gauss-Stokes) Sean (M, g) una variedad
semi-Riemanniana compacta y orientada con o sin borde, y v el campo vecto-
rial normal unitario a lo largo de dM (si OM es no vacio), con la orientacién
inducida por la de 9M. Sea X € X' (M) arbitrario. Entonces

/ div(X)dVy = / (X, v)dVaur,

M oM

y en particular, el lado izquierdo de la igualdad se anula si M es vacio o si
X se anula en todo OM.

Podemos definir, llegados a este punto, el tensor de Ricci y la curvatura
seccional.

Definicién 2.6.10 Se define el tensor de Ricci como la primera contraccion
del tensor de curvatura, Ric = C1R € T, (M). De este modo se tiene

Ric(X,Y) = C1RzxY =Y €(RpxY, Ey),

donde {FEi,..., E,,} es una referencia local ortonormal con (E;, E;) = ;€
para todos 7,7 =1, ...,m.
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Definicién 2.6.11 La curvatura escalar se define como la contraccién 12
del tensor de Ricci, S = CipRic € F(M), de modo que

S == Z €i€j<REiE]-Eju Ez>7
i,J

donde {Ej, ..., E;,} es una referencia local ortonormal con (E;, Ej) = d;;¢;
para todos 7,7 =1, ...,m.

Notese que si evaluamos la curvatura escalar en un punto p € M en
el que la referencia local ortonormal tomada antes sea valida, considerando
(E;), = e; € T,M para todo i = 1, ..., m, tendremos

S(p) = Z€i€j<R6i€jej7 €i> = ZejRic(ej, 6]') = Z KZ’]’,

Y] J i#]

donde Kj; es la curvatura seccional del plano tangente 11;; generado por e; y

ej.

Se deduce asi que Ric(ej, e;) = Zi# €;K;;. Notese que esto puede exten-

derse a campos si definimos la curvatura seccional sobre ellos.

Veamos un resultado que nos sera 1util en el siguiente capitulo.

Lema 2.6.12 Dados A € T} (M) y X € X(M), se tiene la conmutatividad
dada por C;(VxA) = Vx(C;A).

Demostracién. Realizaremos la prueba para tensores de tipo (1,1) por
ser mds clara la notacién. Para tensores (1,s) con s > 1 bastara con contraer
fijando los argumentos de las componentes que no se contraigan.

Se tiene que CA =), ¢;,(AE;, E;), con lo que:
Vx(CA) =6 [(Vx(AE,), E;) + (AE;, VX E;)].

Por otra parte:

C(VxA) = Zei<(VXA)EZ-, E) =Y «[(Vx(AE),E) — (A(VxE;), Ey)].

% i



2.6. EL TENSOR DE RICCI

De este modo, para probar el resultado bastara con comprobar:
Y & [(AE;, VxE;) + (A(VxE;), E;)] = 0.

Teniendo en cuenta que wé = —dy!

SWi = —ele]w se tiene:

ZQ(AE“VXE +Z€’ (VxE;), E;) =

_ZEZ AEz,Zw -)—i—ZGi(A(ZWg(X)EJ) E;) =
= Z ew] (X)(AE;, Ej) + Zﬁjwé(XﬂAEu E;) =

1]
—Zez X)(AE; Ej) =Y €ew!(X)(AE;, E;) = 0.
i,J

Queda asi probado el resultado.



o6

CAPITULO 2. VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS



Capitulo 3

Variedades de Einstein

En este capitulo llegamos, finalmente, al estudio de las variedades de
Einstein. Estudiaremos algunas de sus propiedades y, a partir de ellas, cons-
truiremos la ecuacion del campo gravitatorio, explicando ademaéas como el
resultado matematico encaja con la realidad fisica, llegando asi a la que es
la base de la Teoria de la Relatividad General. Para ello, recordemos las
palabras con las que empezo este escrito:

Si existe una ecuacion andloga a la de Poisson en Relatividad General,
ésta habrd de ser una ecuacion tensorial para el tensor de potencial gravi-
tatorio g, en cuyo lado derecho ha de tenerse el tensor de energia de la
materia. En el lado izquierdo de la ecuacion necesitamos un tensor diferen-
cial derivado de g,,,. El objetivo es determinar este tensor de forma precisa.
Estd competamente determinado por las tres condiciones siguientes:

1. El tensor en cuestion no debe contener derivadas de g, que sean de
orden superior a 2.

2. El tensor debe depender linealmente de las derivadas sequndas.

3. La divergencia del tensor debe ser idénticamente nula.

Albert Einstein, Princeton, 1921.

Ya estamos en disposicién de afrontar este problema: buscar el tensor
descrito por Einstein para la ecuacion del campo gravitatorio. Serd en esa
buisqueda en la que desarrollemos nuestro estudio de las variedades de Eins-
tein.

57
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Este capitulo estd basado en el capitulo 12 de [2] y en los capitulos 6 y 8
de [3].

3.1. Variedades de Einstein

Comencemos por ver qué son las variedades de Einstein.

Definicién 3.1.1 Dada una variedad semi-Riemanniana (M, g), se dice que
M es una variedad de Finstein (y g es una métrica de Einstein) si existe
A € F(M) tal que:

Ric = \g.

Notese que al contraer la expresion anterior se obtiene:

S = Am.

Se tiene entonces que el ejemplo trivial de variedad de Einstein se da para
A = 0, teniéndose asi Ric = 0. A estas variedades se les llama variedades
llanas de Ricci.

Veamos ahora una propiedad interesante de las variedades de Einstein.
Teorema 3.1.2 Sea (M, g) una variedad de Einstein conexa de dimensién

m > 3 con Ric = \g. Entonces \ es constante. Mas atin, si m = 3, (M, g) es
un espacio de curvatura constante.

Demostracién. Notemos que div(Ric) = div(5g), y como M es variedad
de Einstein, S = Am. De este modo

S A
div(Ric) = div(Ag) = div (59) = div (—mg) = mdz’v()\g),
pero si consideramos X € X (M) arbitrario, se tiene

div(Ag)(X) = Y (Ve (Ag))(X, E) = ) aB,A\(X, E) = X(\),

i 7
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con lo que

para todo X € X(M).

De esta manera, o bien m = 2, o X(\) = 0 para todo X € X(M). Como
tenemos por hip6tesis que m > 3, estamos en el caso con X (\) = 0 para todo
X € X(M). Asi, al tenerse esto para todo campo en la variedad, resulta que
A es localmente constante, y como M es conexa, tendremos que es constante

en toda M.

En el caso particular dado por m = 3, si consideramos una referencia
ortonormal Ei, Es, F3, tendremos:

Ric(En, By) = €1 K12 + €1 K3,
Ric(Ey, Ey) = €2 K19 + €2K 3,
RiC(Eg, E3) = €3K13 -+ €3K23.

Por otra parte, por ser Ric = \g:

RiC(El, El) = 61/\; RiC(EQ, EQ) = 62/\; RiC(Eg, Eg) = €3A.

Nos queda asi el sistema:

A= Ky + Ky
A Ky +  Ko3
)\ - K13 + K23.

La solucion se halla facilmente, y viene dada por Ko = K13 = K3 = %, y
como la referencia ortonormal es arbitraria, se deduce que K es constante,
con lo que M es un espacio de curvatura constante. |

Hemos de destacar que los espacios de curvatura constante también son
espacios de Einstein, pero no lo probaremos aqui por precisarse un estudio
en mayor profundidad de la nocién de curvatura seccional. Este resultado
puede encontrarse desarrollado en [3].
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Introduzcamos ahora un lema que nos permite llegar al que se conoce
como tensor de gravitaciéon de Einstein. En ¢él, demostramos diversas pro-
piedades de simetria de la derivada covariante del tensor de curvatura, con
lo que es de esperar que se parezcan a las propiedades de simetria de dicho
tensor.

Lema 3.1.3 Dados X,Y, Z, VW € X(M), se verifican las siguientes pro-
piedades:

L (VxR)(Y,Z,V) = =(VxR)(Y, Z,V).
2. (VxR)(Y, 2, V), W) = =((VxR)(Z,Y, W), V).
3. (VxR)(Y, 2, V), W) = ((VxR)(V.W)Y), Z).
4. Tr(VxRic) = 2(div(Ric))(X).
Demostracion. Probaremos todas las propiedades a partir de la definicién

de derivada covariante, las propiedades del tensor de curvatura y la conmu-
tatividad de contracciones y derivadas covariantes.

1.
(VxR)(Y,Z,V) =Vx(RyzV)=Rwv)zV—Rywyz)V—Ryz(VxV) =

= —Vx(RzyV) + Rzv)V + RvyzyV + Rzy (VxV) =
= —(VxR)(Z,Y,V).

(VxR)(Y, Z,V),W) = (Vx(RByzV),W) = (Rwv)zV,W)—
—(Rywx)Vi; W)= (Ryz(VxV),W) = X(RyzV,W)—(RyzV,VxW)+
HRwxv)zW, V) + (Ryvy )W, V) + (RyzW,VxV) = X(RyzV, W)+
H(Ryz(VxW), V) +(RwxvyzW, V) +(Ryvx 2 W, V) = X(Ry V., W) —

—(Vx(RyzW), V) =—=((VxR)(Y,Z,W),V).
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(VxR)(Y,Z V), W) = (Vx(RyzV), W) = (Rvxv)zV, W)—
—(Rywy2)V,W)—=(Ryz(VxV), W) = X(RyzV,W)—(RyzV,VxW)—
—(Ryw(VxY),Z) — (RywY, Z) — <R(VXV)WY7 Z) = X{(RywY, Z)—
—(Rywxm)Y, Z)—(Rvw(VxY), Z)=(RywY,Vx Z) (R vywY, Z) =
= (Vx(RvwY), Z)+(RywY,VxZ)— (R vwY, Z)—(Ryww)Y, Z)—
—(Rvw(VxY),Z) = (RvwY,VxZ) = (VxR)(V,W,Y), Z).

4. Recordemos que Tr(VxRic) = Tr(C1(VxR)). Ahora bien:

Tr((Cy(VxR)(Y, Z)) = Tr (Z «((VxR)(E;,Y, Z), EZ-)) =

= Z e,»ej((VXR)(Ei, Ej, _Ej)7 Ez) =
== ZﬁiejK(VEzR)(Ej?X, E)), E) + (Vg R)(X, E;, E)), E;)] =

= Z ei6;[(VeR)(E;, X, E), Ej) + (Vi R)(Ei, X, Ej), E;)] =

=2 ae;((VuR)(E;, X, E), Ej) = ZZEi(Cl(VEiR))(K k) =

2
=2 &(Vp(CiR) (X, E;) =2 (Vg Ric)(X, E;) =
= 2(div(Ric))(X).
Quedan asi probadas todas las propiedades. [ |

Llegados a este punto, definimos el tensor de Einstein, que es el tensor
que buscamos para la parte geométrica de la ecuacion del campo gravitato-
rio. Veremos también ahora una de las propiedades que se le exigen: tener
divergencia nula.
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Definicién 3.1.4 Se llama tensor de gravitacién de Einstein a G € T (M),
dado por:

S
G = Ric— —g.
ic— 59
Teorema 3.1.5 La divergencia del tensor de gravitacién es nula, es decir:

div(Ric) = div (§g> :

Demostracién. Por el Lema 3.1.2, sabemos que (div(Ric))(X) = sTr(V x Ric).
Ademds, se tiene que Tr(Vx Ric) = Vx(T'r(Ric)) = VxS, pues por una par-
te

RiC(Y, Z) = Z €i<REiYZa EZ>7

7

lo que lleva a
(VxRie)(Y,Z) = > &[(Vx(EryZ), E)=(Rp,vxv)2.8)—(Rey (Vx Z), E)],

de modo que nos queda
Tr(VxRic) =

= Z 6i€j[<vX<REiEjEj)> EZ> - <RE¢(VXEJ')EJ7 El> - <RE1EJ (VXE]')’ El)]
i,7
Por otra parte

Tr(Ric(Y,Z)) = Z€i€j<REiEjEj, E;=S),

2]
con lo que
Vx(Tr(Ric) = e6;[(Vx(Rip,E)), Bi) = (R s, By, Bi)—
i

—(Re,vxe)E) Ei) = (Rp,5,(Vx E;), Ei) — (Rpg, Ej, Vx Ei)].

De esta manera, si (Rivyg,)g, ), Ei) = (Rp,g,Ej, VxE;), quedard visto
que Tr(VxRic) = Vx(Tr(Ric)) = VxS, pero resulta que:

(Revxeye Bjs Bi) = (R, 5,(Vx E), Ej) = (Rp,p, Ej, Vx Ey).
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De esta forma, div(Ric) =1V xS.

Por 1ltimo, se tiene:

din(5.9)(X) = 5div(S9)(X) = 5 3 (Vi (S9)) (X, Fi) =
= 5 alS(Vag) (X, B+ (Vi S)g(X, )] =

= 2 YAV, B) = £(VxS).

Queda asi probado que div(Ric) = div($g). [

El tensor de gravitaciéon de Einstein surgirda en la siguiente seccion de
forma natural cuando estudiemos el funcional de Hilbert-Einstein, y vere-
mos que este es el tensor que Einstein buscaba para la ecuacion del campo
gravitatorio.

3.2. El funcional de Hilbert-Einstein

En la concepcién newtoniana de la gravedad se asume que es la masa
de un cuerpo lo que hace que éste actiie como fuente de gravedad o se vea
afectado por la gravedad de otro cuerpo (ambas cosas implican lo mismo,
pues la gravedad se considera como fuerza de interaccion).

Sin embargo, existen hechos experimentales que no son consistentes con
este resultado. Un ejemplo de ello es que los haces de luz procedentes de
estrellas lejanas se curvan por la atraccion gravitatoria generada por cuerpos
celestes cercanos a su trayectoria, pero los fotones que los componen no tienen
masa.
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Albert Einstein propuso que lo que en realidad ocurre es que la gravedad
no surge por el hecho de que un cuerpo tenga masa, sino por la energia-
momento del cuerpo (recordemos la famosa relacién entre masa en reposo
y energia, dada por el propio Einstein, £ = mc?). Ademds, afirmé que la
gravedad debia estar en tal caso asociada a la curvatura del espacio-tiempo.

La cuestion es entonces, jexisten ecuaciones que relacionen la gravedad
(curvatura) y la materia?

La respuesta, como es predecible llegados a este punto, es que si. A través
de las Ecuaciones de Einstein se obtiene una expresion que relaciona el deno-
minado tensor de energia-momento (asociado a la materia) con la curvatura.

En lo que sigue llegaremos a dicha expresion de forma geométrica, traba-
jando con el Principio de Minima Accién sobre el denominado funcional de
Hilbert-Einstein (que se define a continuacién), buscando la métrica para la
cual la curvatura (gravedad) sea lo méds uniforme posible sobre la variedad
en la que se trabaja (el espacio-tiempo).

Definicién 3.2.1 Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana y considere-
mos el elemento de volumen en dicha variedad dV, = \/|detg;;|dz' ®---@dz™.
Se definen, para g variable, los funcionales:

1. Volumen de M:
VOZ(M):/ avj,.
M

2. Curvatura escalar total de g, o funcional de Hilbert-Einstein:
S@= [ sav,
M

En lo que sigue, nuestro objetivo serd resolver el problema variacional
dado por §S = 0 (Principio de Minima Accién).
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Definicién 3.2.2 Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana. Se define la
variacion de la métrica en la direccion de h como

gt:g+tha

donde t € Ry h € T(M) es simétrico.

Notese que al ser g una métrica no degenerada, tendremos que g; también
lo serd para t € (—e¢, €), dado € suficientemente pequeno.

Notemos que la derivada de S(g;) respecto de t puede verse como la
derivada direccional de S en la direccién de h en el punto g, y asi el problema
variacional dado por §S(g) = 0 equivale a estudiar el problema

d

Es(gt”t:() - 07

para todo h € T3(M).

Se podria decir en tal caso que S es estacionario para la métrica g. Asu-
miendo este hecho, podemos trabajar para hallar el gradiente del funcional

S.

Para ver esto, primero demostraremos dos lemas que resultaran cruciales.

Lema 3.2.3 Sea dV; el elemento de volumen de g, = g + th con dVy = dV,.

Entonces:
d

1
= @) = 3Trgh av,.

t=0

Demostracion. Ya hemos visto que en coordenadas locales se tiene:

dV, = \/|detg;j|dx’ @ - - - @ da™.

d

dt

=0
:Hm1 \/|Det(g@) — /| Det(gi;)| ) da' @ - - @ da™ =
t—0 ¢ R K

Esto lleva a:
AVi—dv, _

t

(dV;) = lim
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Det ()|
zlmedxl®-~®dxm ~

t—0
7724/ |Det(g))|
1
[Det(g,,)]

:t—> (‘D€t<gm )HDet( ”)| _1) \/ \Det(gn)]d:ﬁ@@dxm—
_ t) _jk
_15%2 (Det(ZgZ > )dvg.

Ahora bien, como

Z gz] Jk Z Gij + thz] = 0; ik T t Z hzygjka
J

de'®@ - - @das™ =

IZZ

(!Det(gw)l | Det(gi;)])

resulta que

J

=1+t Troh+1£2(- )+ . +t"(),
con lo que nos queda:

d

dt],—

Queda asi probado el lema.

1.1 1
(dV;) = élingg(l—{—t Troh+t2(-- )+ t™ (o) = 1)dV, = §Trgh dv.

De este modo, tendremos que dV; sera estacionario si y s6lo si Tryh = 0.
Estudiemos ahora el otro lema.

Lema 3.2.4 Sean V' la conexién de Levi-Civita de g, = g+th y R' el tensor
de curvatura de g;, con V? = Vy R® = R. Dados X,Y, Z € X (M), se tienen

las siguientes propiedades:
1 og(4],_ V&Y, Z) =3 [(Vxh)(Y,Z) + (Vyh)(Z,X) + (Vzh)(X,Y)].

2. Laaplicacién V},(X,Y) = 4 |t:0 V&Y es un tensor de tipo (1, 2) simétri-
coen X eY.

3. 4]y (Rky ) = (VV3)(Y,2) = (T Vi) (X, 2).
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Demostracion.
1. Por la férmula de Koszul:
20:(VXY, Z) = X(g:(Y. Z)) + Y (9:(Z, X)) — Z(90(X,Y))—
—9(X, [V, Z]) + (Y, [2, X]) + 9:(Z, [X, Y]).

Ahora bien, g, = g + th, con lo que th = g; — g, de modo que:

9(VxY.Z)=g(VxY,Z) = %[X(h(Y, 2))+Y (W2, X)) = Z(WX,Y))=

—h(X,VyZ) + h(X,VY) + h(Y,V;X) — h(Y,Vx Z)+

FWZ. VY )—h(Z,VyX)] = %[X(h(Y, Z)—h(Y,VxZ)+h(Z, VY )+
YY (W(Z, X)) = h(Z,Vy X) — h(X,VyZ) — Z(h(X,Y)) + h(X,V ;Y )+
+h(Y, V2 X)] = th(Z, VXY)+%[X(h(Y, ) —h(Y,VxZ)—h(Z,V Y )+

+Y(W(Z, X)) — W(Z,VyX) — h(X,VyZ)—

—Z(h(X,Y)) + h(X,VzY)+ h(Y,VzX)].
Y como sabemos que (Vxh)(Y, Z) = X (h(Y, Z))=h(Y. VxZ)=h(Z, VxY),
o (VY. Z) — g(V Y, Z) =

—h(Z, V) + %[(Vxh)(Y, 2) + (Vyh)(Z, X) — (Vh)(X, V)],
Ademés, ¢(V4Y, Z) = g(VLY, Z) + th(VL Y, Z), v ast:
§VY — VY, Z) = L{(Vxh)(Y, 2) + (Tyh)(Z, X) ~ (V2)(X, V)]

Podemos concluir entonces:
d LYy — Y
g (E VLY, Z) =limg (—VX Vi ,Z) =

t—0 t
[(Vxh)(Y,Z) + (Vyh)(Z, X) + (Vzh)(X,Y)].

t=0

DN | —
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2. El caracter tensorial de la expresién desarrollada en la prueba de la
propiedad anterior nos lleva a que V}, sea un tensor de tipo (1,2). En
cuanto a la simetria, se tiene trivialmente de la misma expresion.

3. Por la definicién del tensor de curvatura tenemos:

—vayz—FVYVXZ—i‘V[X’y]Z = V&(V;—Vy)Z—V§<Vg(—Vx)Z+
+(VtX —Vx)VyZ — (Vif —Vy)VxZ — (V]EXA/] — V[X,y])Z.
Tomando ahora limite:

Sl (Rey2) = V(V4(Y.2)) ~ Ve(V4(X, 2) + V} (X, Vy 2)-

VY, VxZ) = Vi([X,Y], Z) = Vx(V,(Y, 2)) = Vi (Y, Vx Z)—
—Vi(VxY, Z) = Vy(Vi(X, 2)) + Vi (X, Vy, Z) = V},(Vy X, Z) =

= (Vx Vi)Y, Z) = (Vy V})(X, 2).
Queda asi probado el lema. [ |

Llegados a este punto, estamos en disposicién de determinar el “gra-
diente”de S(g), entendiéndolo como la derivada direccional de S(g;) en la
direccion de h, con h arbitrario.

Teorema 3.2.5 (Variacién del funcional de Hilbert-Einstein.)
Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana compacta y orientable, y sea
g = g + th la variacién de la métrica g. Si denotamos la curvatura escalar

de g; por S;, entonces:
d S
/ S, dV, = <—g — Ric, h> ,
t=0J M 2 g

d

t=0

para todo h.
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Demostracion. Hay que notar que hemos escrito, para dos tensores simétri-
cos de tipo (0,2)

(A, B), = / S" i, A(E:, B)B(E;, E)dV,
M

con {Ey, ..., E,,} referencia local ortonormal. En cada punto de M esta ex-
presion es simplemente la traza de AB expresada en esta referencia.

Para expresar S; como traza, tomaremos {E%, ..., E! }, referencia ortonor-
mal con respecto a g;. De este modo:

St = ZGjRiCt(E;, E;) = Z Eingt<REtEtEt Et)

J 1,J
Hemos de notar dos consideraciones relevantes:

1. gt(E,Lt, E;) = Gi(sij lleva a

dge , dE! , AE}
B E e B _
at B Hgt(dt i) e\ B ) =0

con lo que teniendo en cuenta que g; = g + th, para t = 0 tendremos:
dE!
S5 = zzgt( E)
t=0

2. Teniendo en cuenta que Vx E; = -, w!(X)E;, para todo tensor simétri-
co A se tiene

ZA(VXEja Ej) = Z%(X)A(EDEJ) =0,
J (V]

pues A es simétricoen 7y j,y w} es antisimétrico.
A partir de esto, y del lema previo, obtenemos

[Z €i€; i EtEtEt EYH| =

s,
dt |,_,

o d

dt|,
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dR?
=S [ h(Bow, By B + <—

=3 |n =

R dE; E,|E. E R E dE; E: FE;
+g dt t:07 7 7y 1 +g ia% o 7 +
; dE?

—I-g (REZEJ_J E)+9(R EJ, — ):| =
dt |,_q

dt |,
dE! )}
_l’_
t=0

dt
+Z (Ve Vi) (E;, E), E) — g(Ve, Vi) (B, B, B)] +

dE!
123 ¢ Ric (_ﬂ E) _
j dt t=0

= e [9(VeVI)(E) E)), E) — 9(Ve, Vi) (Ei, Ey), E)] +

0]

(E;, E;)E;, EZ> +

= Z €i€; |:h(REZE]Ej7 EZ) + 29 (REiEjEj’

Et
; Ek) =
t=0

. d j
+2) " ejepRic(Ey, Ej)g (d_t]

j7k

= Z €ic;[9(Ve, (Vi (E;, E))), Bi) —29((V},(Vi,Ej, Ej)), Ei)—

—9((Ve, Vi) (B, E)), E))] = Y €jexRic(Ey, Ej)h(E;, By) =

Jk

= Z div(V},(Ej, Ey) = Y €ie;9(Vi, Vi) (B, Ey), Bi)—

/L"j

= " ¢jexRic(Ey, Ej)h(E;, Ey),

7,k
) ) -
t=0

t=0

donde hemos utilizado:

dE! dE;
Ric (—J ,Eg-) => ey (R (Ej, d—tf

dt t=0 i

dE,;
= Z €9 (REjEiEia d_tj




3.2. EL FUNCIONAL DE HILBERT-EINSTEIN 71

dE;
= Z 6i5k5l9<RE]-EiEia Ek)g (d—t]
i,k,l

7Ez) 9(Ey, E;) =
t=0

dE;
= Z cierei0ug(Re, 5, Ei, Er)g (d_t] 7Ez) =
ik, =0

7Ek) -
t=0

7E1€) .
t=0

Hay que notar que el segundo término de la expresién obtenida también es
una divergencia, en este caso, del campo vectorial (C'V})#, que estd asociado
al tensor C'V}, a través de la relacién dada por

dFE;
= Z cicxg(Re; By, Ei)g <d_tj
ik

dE;
Z exRic(E <d_tj

k

g((CV)F, X) = (CV,)(X),
para todo X € X(M).

Nétese que (CV))(X) =, €9(Vy(Ei, X), E;). Tenemos

> €e;Vig(Vi(Ei, E;), Ei) =

i?j

= Z €icj[9(Vr, (Vi (Ei, Ey)), i) + g(Vi(Ei, Ej), Vi, E;)] =
= Z €ici[g((Vei Vi) (Ei, E)), E;) + Q(VZ(VE,-Ez’, Ej), Ei)+

+g(v/h(Eiv ij Ej)v El) + g(v/h(EZ’ Ej>7 VE]'EZ')L

de modo que, aplicando lo que sabemos sobre formas de conexion:

> eig(Ve, Vi) (ErL Ey), ZGJVE Zezg (V(Ei, E;), E;)—

Z‘?j

- Z €€[9(V,(VE, Ei, E)), E;) + g(V},(Ei, Vi, Ej), E;)+

1,
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+9(Vi(Ei B;), Vi, E) =Y €[V, (CV})(E) — (CV,) (Vi Ej)|—
j

- ZE’LG_] VE EME ) El) _'_g(v;l(EZ? Ej)7vE]EZ)] =

=§jqV%gaovmﬁEw—gaovmﬁv@Em—

_ZEZEJ (Vi(wi(E;)Ex, E)), E;) +9(V;1(Eian)7Wf(Ej)Ek)] =
— Zejg(ij(Ov;L)#,Ej) = €ilewt (Ey)g(Vi(Ex, Ej), Ei)+
J 1,5,k

+eawi(E)g(Viy(Er, E;), E;)] = div(CV),)# -
=Y acerleawt (E)) + acwi(B)lg(Vi( By, Ey), Ei) =
irj,k
= div(CV})* = eejen[awt (B;) + ewi(E)|g(Vi(Ex, E)), E;) =
irjik
= div(CV})*.
Nos queda asi:

[ o
Wy dt

Y ediv(Vy(E;, ) — div(CV;)*—

J

dV = /
t=0 M

— " ejenRic(Ey, E;)h(E;, Ey)

ak

av.

Ahora bien, aplicando el teorema de Gauss-Stokes, se anulan los dos primeros
términos de la igualdad, lo que nos lleva a:

/ Sy
M

Todo lo visto resulta de este modo en:

d

2 s [ 25
t=0J M M dt t=0

/Zejekch Ey, E))h(E;, Ey).

= (Vi) =

dV+/Sd
v dt|,_,
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),

:/ > ejen {—g(Ek,Ej)—Ric(Ek,Ej)} h(E;, Ey)dV =
M .k

2
= <§g — Ric, h> .
2 g

Asi, el teorema queda demostrado. |

S
—Trgh — Z GjEkRiC(Ek; Ej>h(Ej7 E’f)
7.k

2

Hay que notar que lo mismo se obtiene si M es compacto con dM no
vacio, siempre que h = 0 en un entorno de oM.

También ha de destacarse que el funcional S podria haberse considerado
para variedades no compactas, lo que es de gran relevancia en la Teoria de
la Relatividad. En tal caso hay que considerar S(g) como integral impropia
y h = 0 (de modo que ¢g; = g) fuera de cierto compacto. Asi, al aplicar el
teorema de Gauss-Stokes los términos que incluyen divergencias se anulan
también en este caso, obteniéndose el mismo resultado.

Es muy importante observar que al obtener
d S
S(Qt) - <§g - RZC,]’L> )
g

para todo h definido como hemos visto, tendremos que 05(g) = 0 si y sélo

dt
si: g
<§g — Ric, h> = 0.
g

Nuestro objetivo pasa a ser ahora averiguar en qué situaciones se tiene tal
resultado.

t=0

Hay que observar también que hemos obtenido el tensor de gravitacion,
G = Ric — g g, como el “gradiente”del funcional de Hilbert-Einstein.

Tendremos asi que la métrica del espacio-tiempo para la cual la curvatura
sera lo mas uniforme posible sera aquella para la que se satisfaga la ecuacion
previa. Nuestro objetivo es ahora determinar tal métrica.



74 CAPITULO 3. VARIEDADES DE EINSTEIN

Con lo que hemos visto se puede probar que, para m = 2, ‘;g — Ric =0,
con lo que el funcional S(g) es localmente constante. Sin embargo, el universo
que habitamos no es una variedad de dimensién 2, sino al menos una de
dimensién 4 (espacio-tiempo), de modo que hemos de trabajar en dimensiones
superiores.

En tales dimensiones (m > 3), la situacién es muy diferente, pues el
funcional de Hilbert-Einstein rara vez es constante. En lugar de esto, Si S(g)
es estacionario (05(g) = 0), se obtienen situaciones que no son triviales.

De esta forma, nuestro propodsito ahora sera averiguar los espacios en los
que habremos de trabajar para resolver el problema de la gravedad planteado
por Einstein y dar con las ecuaciones del campo gravitatorio. Podremos decir
asi, cuando acabemos esta seccién, que habitamos una variedad de Einstein.

Notese que consideraremos que el espacio-tiempo que habitamos tiene
volumen estacionario frente a variaciones de la métrica como la estudiada.

Todo surge del siguiente corolario.

Corolario 3.2.6 Sea M una variedad semi-Riemanniana compacta de di-
mension m > 3, y sea g la métrica de M. Considerando la variacion g, =
g+ th, donde h € TX(M) es simétrico y arbitrario tendremos:

1. %L:O S(g:) = 0 para todo h si y sélo si Ric, = 0.

2. %L:O S(g¢) = 0 para todo h con la condicién Vol(M,) = [,,dV; = cte
si y sblo si (M, g) es una variedad de Einstein.

Demostracion.

1. Estudiamos la condicion

<§g — Ric, h> =0,
g

para todo h.
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Por la no degeneracion de (-, -),, esto equivale a que el tensor de gravi-
tacion se anule:

S .
G=—=g— Ric=0.
2
De aqui, al tomar trazas, se obtiene:

gn—S:(),

con lo que S =0, pues n > 3.

Asi, tenemos que Ric, = 0.

2. Por la regla de los multiplicadores de Lagrange, hemos de investigar la
independencia lineal de los gradientes de S y de Vol. Notemos que:

1
/th:/ “Troh dV, =
1=0J M M2

1 1
= 5 /AJZEiEjg(Ei’ E])h(E”EJ)d‘/g = §<g, h>g
,J

d

t=0

Asi, tendremos que <§g — Ric, h>g = 0 para todo h con (g, h), = 0 si
y sélo si gg — Ric y g son linealmente independientes como tensores,
lo cual equivale a que Ric = \g para cierta A € F(M). Asi, se tiene lo
pedido si y solo si g es métrica de Einstein, es decir, si y sélo si (M, g)
es variedad de Einstein.

Queda asi probado el corolario. |
Notese que, al igual que cuando estudiamos la variacion del funcional de
Hilbert-Einstein, podriamos haber trabajado en variedades no compactas,

obteniendo el mismo resultado.

Llegamos de esta forma a que §S(g) = 0 con Vol(M,;) = cte si y sélo si
tenemos que M es variedad de Einstein.
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3.3. La ecuacion del campo gravitatorio

Llegados a este punto, estamos en disposicion de escribir la ecuacién que
rige la gravedad. Asi, la relevancia fisica del tensor de gravitacién surge de
su aplicacion en la ecuacion del campo, pues aparece de forma natural como
“oradiente”del funcional de Hilbert-Einstein y verifica las condiciones que
impuso sobre dicho término de la ecuacién.

La condicién sobre la divergencia del tensor de gravitacion la hemos pro-
bado anteriormente. En cuanto a las condiciones que hacen referencia a las
derivadas del tensor métrico, hay que notar que las componentes del tensor
de curvatura pueden expresarse a partir de los simbolos de Christoffel (que se
tienen a partir de las derivadas de los coeficientes métricos) y sus derivadas,
y como el tensor GG se obtiene a partir de g y contracciones del tensor de
curvatura, se verifican las propiedades exigidas.

La ecuacién del campo gravitatorio para una variedad de Einstein (M, g)
queda, de este modo
S
Ric — 59 = T,

donde T es el tensor de energia-momento, que ha de verificar div(T") = 0, lo

que nos dara las leyes del movimiento de la materia producida por el tensor
T.

A menudo la ecuacién se escribe con una constante multiplicativa 87 que
acompana a 1, pero nosotros la obviamos por simplicidad.

Una forma de interpretar la ecuacion de la gravedad es viendo g como
variable y T" como un valor dado. Asi, en el vacio, al no haber materia, se
tiene T' = 0, lo que nos lleva a:

S
Ric—2g=0
1C 2g s

y como estamos en un espacio de Einstein (Ric = \g), se tiene que:
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Esto implica, por una parte, S = 2\; y por otra, S = Am (contrayendo
Ric = \g, como se indicé al inicio del capitulo). Asi, como sabemos que en
el espacio-tiempo usual se tiene dimensién m = 4, se deduce que A = S = 0,
de modo que se tiene que Ric = 0.

Estas son las llamadas variedades especiales de Einstein, que son varieda-
des llanas de Ricci. Un ejemplo de ellas es el espacio de Lorentz-Minkowsks,
que tiene curvatura nula (es llano), y por ende, Ric = 0. Este espacio cons-
tituye el modelo fundamental de la Teoria Especial de la Relatividad.
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