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English Abstract

The stability theory of differential equations studies variations in the solutions of
Cauchy Problems under small perturbations of initial conditions.

The objective of this document is to study a classic result about of stability of dif-
ferential equations. The Hartman-Grobman Theorem. We give a proof of the theorem
for autonomous differential equation.

The theorem states that the behavior of a dynamical system in a domain near a
hyperbolic equilibrium point is qualitatively the same as the behavior of its lineariza-
tion near this equilibrium point, where hyperbolicity means that no eigenvalue of the
linearization has real part equal to zero.

It is a important result because through the theorem, the stability of many au-
tonomous systems is characterized for the stability of the simpler linearization of the

systems.






1 Introduccion.

En este capitulo vamos a ilustrar la finalidad de este trabajo fin de grado, y también
vamos a describir a grandes rasgos todos los puntos que conforman dicho documento.

La finalidad del documento no es otra que enunciar y probar un resultado acerca
de la estabilidad (en el sentido de Liapunov) de los sistemas diferenciales: el Teorema
de Hartman-Grobman.

El Teorema de Hartman-Grobman establece que, si estamos ante un sistema dife-
rencial autonomo de la forma

donde f:RY — RN, N>1, NeZ fecCRY), e yop € RV es
un punto critico para dicho sistema diferencial, cumpliendo que el jacobiano de f
evaluado en el punto 1y, (denotado D f(yy)) tiene todos sus autovalores con parte
real distinta de cero, entonces se tiene que existe un entorno de yj, pongamosle U,
y un entorno de 0, V, donde los sistemas diferenciales

y' = f(y),

v =Df(yo)y-
ambos restringidosa U y V respectivamente, son topolégicamente conjugados.

A grandes rasgos, que ambos sistemas restringidosa U y V respectivamen-
te, sean topdlogicamente conjugados quiere decir que existe un homeomorfismo 5
entre U y V talque h "lleva" soluciones del problema de Cauchy:

y=1fW), f:U—R"
y(to) = 2, donde to € R, z € RV,
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a soluciones del problema de Cauchy:

Y =Df(yw)y, Df(y):V — RN
y(to) = h(z).

Esto es, si denotamos (t; g, 2), (t;to, h(2)) como las soluciones maximales de

(1.2)

(1.1) y (1.2) respectivamente, entonces h lleva soluciones en el sentido de que se
tiene que el intervalo maximal de ambas soluciones ¢, 1 coincide, y, ademas, si
denotamos por I(tg,2) a dicho intervalo maximal, se tiene también :

h(i(t;to, 2)) = ¥ (t;to, h(2)), VE € I(to, 2).

Por ello, el segundo capitulo del documento : "2. Resultados Previos de Ecuacio-
nes Diferenciales” lo vamos a dedicar en parte a repasar definiciones y resultados
basicos de la teoria de ecuaciones diferenciales, como lo son por ejemplo formali-
zar lo que llamamos problema de Cauchy, o el conocido Teorema de Picard. Y en la
otra parte a repasar también definiciones y resultados basicos acerca de la teoria de
estabilidad (en el sentido de Liapunov) de los sistemas diferenciales ordinarios. Por
ejemplo, definiremos formalmente la nocién de equilibrio, equilibrio estable, equili-
brio uniformemente estable, equilibrio atractivo, equilibrio uniformemente atractivo,
equilibrio asintéticamente estable y equilibrio uniformemente asintéticamente esta-
ble. Veremos que muchos de estos conceptos son equivalentes cuando tratamos con
un sistema diferencial autobnomo. También caracterizaremos estos conceptos cuando
estemos tratando con un sistema diferencial lineal de coeficientes constantes. Notese
que es lo oportuno, ya que con el Teorema de Hartman-Grobman, lo que pretendemos
es "llevarnos" soluciones de un sistema diferencial auténomo no lineal, a soluciones
del sistema diferencial auténomo lineal

y' =D f(y)y.

Por otro lado, nos podriamos preguntar : ;Qué tiene que ver la estabilidad con el
Teorema de Hartman-Grobman?. Pues bien, expliquémoslo. En cierto modo, el Teore-
ma de Hartman-Grobman lo podemos entender como un resultado superior al conoci-
do Teorema de Primera Aproximacion o Principio de Linealizaciéon que enunciaremos
y probaremos en el punto "4. El Teorema de Primera Aproximacién o Principio de Li-
nealizacion.!" del documento. A groso modo, el Teorema de Primera Aproximacion dice
que, considerando de nuevo un sistema diferencial auténomo no lineal de la forma
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(donde f habria de ser C'* en su dominio de definicién), entonces se tendria que, bajo
ciertas condiciones, si 0 es un equilibrio uniformemente asintéticamente estable
del sistema lineal

y' = Df(y)y,

entonces 7, seria un equilibrio uniformemente asintéticamente estable del sistema
diferencial

y' = f(y)

O, si en cambio existiera un autovalor de D f(y,) con parte real estrictamente po-
sitiva, entonces 7, seria inestable.

Esto proporcionaria una gran ventaja a la hora de estudiar la establidad de
en y = f(y), ya que, bajo ciertas condiciones (que se expondran formalmente en
el punto 4. del documento), podremos caracterizarla a partir del signo de la parte real
de los autovalores del jacobiano D f(yq).

Estudiar la estabilidad de un punto de equilibrio ¥y, se resume en estudiar como
actuan las soluciones del problema de Cauchy

v =fy)

y(ty) = z.
que comienzan "cerca" del equilibrio 7y. La definicion de equilibrio no es mas que
yo satisfasga f(yo) = 0, vy, por tanto, ©o(t) = yo seria solucion del problema
de Cauchy anterior. Notese que no estamos especificando para qué valores de ¢ esta

definida (. Nos encargaremos de formalizarlo y no dejar pasar ningtn detalle por
alto a lo largo del documento.

Continuando, estudiar la estabilidad de 1y, a groso modo consiste en conocer co-
mo actuan las soluciones que parten cerca de g, (es decir, con 2 tal que la distancia
entre z e yy es pequeiia). En este sentido, podemos entender que el Teorema de Prime-
ra Aproximacion trata de estudiar la estabilidad de 1y, a través de la aproximacion

linealde y' = f(y), estaes, y' = Df(yo)y.

Ahora bien, el Teorema de Hartman-Grobman nos proporciona un paso mas. Ya
que, bajo ciertas condiciones, establecemos que ¢ = f(y) e y = Df(yo) son
topolégicamente conjugados. Es un resultado mas avanzado que el Principio de Li-
nealizacion debido a que, ademas de proporcionarnos poder estudiar la estabilidad de
yo en y' = f(y) enfuncionde 3y’ = Df(yo)y, el Teorema de Hartman-Grobman
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nos proporciona también entornos de yy y 0 donde podemos conocer como ac-
tia una soluciéon de 4y’ = f(y) ‘"cercana"a y, mediante su imagen a través de la
funcion h que llamaremos conjugacién topologica.

Detallemos un poco mas esta parte porque es realmente interesante y es el objetivo
principal de este trabajo. Como mencionamos al principio de la introduccion, que
ambos sistemas sean topologicamente conjugados en entornos U yV basicamente
significa que

h(g(t;to, 2)) = ¥(t; to, h(z))

donde ¢ y 1 son soluciones de los problemas de Cauchy (1.1) y (1.2) respectivamen-
te. h es un homeomorfismo, es decir, es biyectiva, continua, y con inversa continua.
Gracias a ello podemos conocer como actiia ¢(t;ty,2) cuando z se encuentra cerca
de yo en funcién de cémo actda ) (t;ty, h(z)) cerca del 0, ya que, por ser h un
homeomorfismo, nos asegura que 1) (t; to, h(z)) va a partir cerca de 0 (esto es, que la
distancia entre ¥ (to; to, h(z)) y 0 va a ser pequenia si la distancia entre z y y lo es).
Recalcar que por las propiedades de h, se tiene que h(yy) = 0.

Continuemos echandole un vistazo al documento antes de adentrarnos en él. El
punto "3. La forma canonica real de Jordan" se antoja imprescindible, ya que las hi-
potesis tanto del Teorema de Primera Aproximacion como del Teorema de Hartman-
Grobman se hacen sobre los autovalores del jacobiano D f(yy). Esta seccion consitira
pues en desarrollar una serie de resultados pertenecientes al algebra lineal en los que
nos apoyaremos para probar el Principio de Linealizacion y el Teorema de Hartman-
Grobman.

En el capitulo "4.El Teorema de Primera Aproximacién o Principio de Linealiza-
cioén" nos encargaremos de enunciar y probar el resultado.

Este teorema expone que, si consideramos de nuevo el sistema diferencial

y = f(y),
donde f:2 CRY — RN, con §2 abierto, f € C'(£2) entonces :

1. Si Df(yp) tiene todos sus autovalores con parte real estrictamente negativa,
entonces ¥y es un equilibrio (uniformemente) asintéticamente estable.

2. Si existe un autovalor de D f(yy) con parte real estrictamente positiva, en-
tonces 1y es un equilibrio inestable.

Una observacion importante es que para el Teorema de Primera Aproximacion
necesitamos que f esté definida y sea C'! sobre un abierto {2 C RY. Para el Teorema
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de Hartman-Grobman que veremos en este documento necesitamos en cambio f :
RY — RN CY(RY). Todos estos detalles estan expuesto de forma clara y formal a
lo largo del documento, sin dejar un apice de duda.

En el capitulo "5.El Teorema de Hartman-Grobman" comenzaremos dando defini-
ciones formales como "punto de equilibrio hiperbdlico", "funciones topoloégicamente
conjugadas", o "sistemas diferenciales topologicamente conjugados". Todo ello nece-
sario para la prueba del teorema estrella de este documento.

Para dicha prueba, nos apoyaremos sobre un resultado que sera de vital impor-
tancia : " El Teorema de Linealizacion Global de Hartman ".

El teorema nos dice que, si tenemos una matriz B de tamafio N X N no
singular y tal que todos sus autovalores tienen modulo distinto de 1, entonces existe
una constante ¢ > 0 que solo depende de B, talquesi ¢ : RY — RY es
una funcion continua, acotada y globalmente lipschitziana con constante de lipschitz
menor que &, entonces 7y T+ g son funciones topolégicamente conjugadas.
Donde 7' denota la aplicacion lineal :

T:RY — RN
y+— T'(y) = By.

Precisar que dos funciones J : RY — RY K : RN — RY  sean topolégica-
mente conjugadas significa que existe un homeomorfismo ¢ : RY — RY tal que

(o J)(y) = (K o¢)(y)., VyeRY

Gracias al Teorema de Linealizacion Global de Hartman probaremos el Teorema de
Hartman-Grobman, finalizando el punto 5. y, con ello, el documento.

Sin mas preludios, demos inicio al documento.






2 | Resultados previos de Ecuacio-
nes Diferenciales

2.1 Introduccidon. Ecuaciones Diferenciales Ordina-

rias.

Antes de adentrarnos en la finalidad de este trabajo, el Teorema de Hartman-
Grobman y sus aplicaciones, conviene repasar las definiciones y resultados funda-
mentales de la teoria de Ecuaciones Diferenciales.

En concreto, dedicaremos este primer capitulo a realizar un breve resumen (pero
necesario) sobre las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Todos los resultados y definiciones de esta seccion han sido obtenidos de los apun-
tes de la asignatura Ecuaciones Diferenciales Ordinarias del grado de Matematicas de
la Universidad de Sevilla. Dichos apuntes fueron presentados por los profesores Fran-
cisco Guillén Gonzalez, José Antonio Langa Rosado y Antonio Suarez Fernandez, to-
dos pertenecientes al departamento de Ecuaciones Diferenciales y Analisis Nimerico
de la Universidad de Sevilla.

| Definicién 2.1 (SDOs y EDOs).

1. Sistema Diferencial Ordinario (SDO) de primer orden y dimension N > 1 :

F(t,y,y") =0,

donde F: O C R x RY x RN — RY es una funcion continua en el abierto O.
NOTA : Diremos que el SDO de primer orden y dimension N esta escrito en forma
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normal si podemos despejar 1y’ de la ecuacion anterior. Es decir, si tenemos :

y' = f(t,y), (2.1)

donde f : 2 C R x RN — RY es una funcion continua en el abierto (2.
NOTA : Cuando tenemos N = 1 hablamos de Ecuacion Diferencial Ordinaria
(EDO).

2. Ecuacion Diferencial Ordinaria de orden n :

H(t7 y? y/7 AR 7yn)) = 07

donde H : {2 C R x R x R® — R es una funcion continua en el abierto 2.
NOTA : Analogamente al SDO, diremos que la EDO de orden n esta escrita en
forma normal si podemos despejar y™ de la ecuacion anterior. Es decir, si tenemos

y =hty,y, ... y"Y), (2.2)

dondeh : 2 C R x R x R"! — R es una funcién continua en el abierto (2.

Observacion 2.1.

En el problema planteado por la definicion anterior, ¢ es la variable independiente vy,
por consiguiente, y es la variable dependiente.

Buscamos encontrar una funcién y(t) que satisfasga las ecuaciones dadas en la de-
finicion (2.1). Formalicemos pues el concepto de solucion de un Sistema Diferencial
Ordinario y de una Ecuacion Diferencial Ordinaria.

| Definicién 2.2 (Solucién de SDOs y EDOs).

1. Diremos que el par (I, ), donde I C R, p: [ C R — RY | es solucion del SDO
(2.1) si cumple :
a) o € CHI)N.
b) (t,e(t)) € 2, Vtel.
c) ¢'(t) = f(t p(t), Vtel
2. Analogamente, diremos que el par (I, ), dondel C R, ¢ : I C R — R es
solucion de la ecuacion diferencial ordinaria (2.2) si cumple :

a) p € C"(I).
b) (t,(t), o (t),...,o" V() e Vtel.
c) " (t) = h(t, o(t), ¢'(t),....,o" V(1) Vel
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| Definicién 2.3 (Problema de Cauchy para SDO).

Defininimos el problema de Cauchy (PC) para el SDO ' = f(t,y) como :
y = [f(ty)
y(to) = vo

donde f : 2 C RVT! — RY es tal que f € C°(£2), con (to, yo) € £2.

(2.3)

| Teorema 2.1 (TEOREMA DE PICARD).

Consideremos el Problema de Cauchy (2.3), con f satisfaciendo f € C°(£2)NLipc(y, §2)
y (to, yo) € {2. Entonces existen un entorno I = (to — do, to + &o) de to y una funcion
o : I CR — RY tales que el par (I, ) es la inica solucién del Problema de Cauchy
en el intervalo I.

Demostracion.

Su prueba se puede encontrar en los apuntes de la asignatura Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias del grado en Matematicas por la Universidad de Sevilla. Concretamente, la
demostracion del teorema se puede consultar en los apuntes correspondientes al Tema
2 "Analisis local del problema de Cauchy", en la pagina 23 de dicho documento. |

| Definicion 2.4 (Solucién maximal del (PC)).

En las condiciones del Teorema de Picard, diremos que el par (1 (to, yo), ©(t; to, Yo)) es
la solucion maximal del Problema de Cauchy, donde :
1. I(to,y0) C R es el mayor intervalor abierto de R donde existe p tal que (I, ) es
solucion del Problema de Cauchy (2.3).

2. o(t;to, yo) = I(to,yo) — RN es la dnica funcion tal que el par formado por
(I(to, o), ©(t;to,yo)) es solucion del problema de Cauchy.

Observacion 2.2.

Una observacion importante es que el Teorema de Picard, junto con otros resultados
de prolongacién de soluciones de un problema de Cauchy (PC), nos proporcionan la
existencia y unicidad de la solucion maximal del (PC).

Finalicemos la seccién con el siguiente lema, el cual es bastante famoso y usado
en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Lema 2.1 (Lema de Gronwall).

Sean wv(t),k(t) € C°([a,b]) con k(t) >0 en (a,b) ysean h € R, tq € [a,b).
Si v(t) <h+ fti k(s)v(s)ds entonces v(t) < helio &% wp € [to, b].

Demostracion.

Su prueba se puede encontrar en los apuntes de la asignatura Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias del grado en Matematicas por la Universidad de Sevilla. Concretamente, la
demostracion del teorema se puede consultar en los apuntes correspondientes al Tema
3 "Analisis global del problema de Cauchy", en la pagina 35 de dicho documento. |

2.2 Definiciones y resultados acerca de la Estabili-
dad de los Sistemas Diferenciales.

La finalidad de este documento no es otra que enunciar y probar el Teorema de
Hartman-Grobman. El teorema es un resultado que pertenece a la teoria de estabilidad
en el sentido de Liapunov de los sistemas diferenciales. Por ello, necesitamos una
serie de definiciones y resultados que veremos a continuacion, todos ellos obtenidos
de los apuntes de la asignatura Ampliacion de Ecuaciones Diferenciales del grado en
Matematicas de la Universidad de Sevilla, elaborados por el profesor Manuel Gonzalez
Burgos, del departamento de Ecuaciones Diferenciales y Analisis numérico.

De ahora en adelante, supondremos las siguientes hipotesis sobre las que nos apo-
yaremos a lo largo del documento.

Consideremos un abierto no vacio {2 contenido en RN, N > 1, N € Z, esto
es, 2 C RV, y una funcioén f definida en el abierto 2 tal que :

B, C 2

f:2cRY —RY

f(yo) = 0 paraalgin gy, € RY
feC().

(2.4)

Donde B, = B(yo;p) C R, denota la bola de centro y, y radio p € (0,00]. Con
estas hipotesis vamos a trabajar sobre el sistema diferencial auténomo en {2 :

y' = f(y) (2.5)
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y sobre el problema de Cauchy auténomo :

{ Y = f(y)

y(ty) = z con (tp,z) € R x 2 26)

NOTA 1. Para las definiciones y resultados que vamos a enunciar a continuacion,
generalmente se necesita menos regularidad para la funciéon f. En realidad bastaria
con [ € Lz’ploc(Q) ya que estamos tratando con un sistema auténomo. En nuestro
caso, le exigimos regularidad a la funcion f por pura comodidad, ya que necesitamos
dicha regularidad en el Teorema de Hartman-Grobman.

NOTA 2. También cabe mencionar que el motivo de tratar un sistema diferencial
autonomo es el mismo que el expuesto en la nota anterior. El Teorema de Hartman-
Grobman se enuncia sobre un sistema diferencial de este tipo.

| Definicién 2.5 (Equilibrio o punto critico del SDO (2.5) ).

Sea a € RY tal que f(a) = 0. Se dice que la solucion constante p(t) = a Vt € R de
(2.5) es un equilibrio o punto critico de dicho SDO.

Observacién 2.3.

Bajo nuestras hipotesis (2.4), la funcion ¢(t) = yo Vt € R es un equilibrio del SDO
(2.5). Por ello, a dicho equilibrio lo vamos a denotar como .

| Definicion 2.6 (Estabilidad).

Diremos que g es un equilibrio estable (en el sentido de Liapunov) del SDO (2.5) si
Vip € Ry Ve € (0,p), existe & = d(to,e) € (0,p) tal que, si z € B(yo,0)
entonces, se tiene :

1 I(to, Z) D) [to, OO)

2. lp(t;to, 2) — ol <& Vit € [tg, 00).

En caso contrario diremos que p es un equilibrio inestable.

NOTA. En la definicién anterior, (I (to, z), ¢(t; to, z)) denota la solucién maximal
del PC (2.6).
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| Definicién 2.7 (Estabilidad Uniforme).
Diremos que o es un equilibrio uniformemente estable del SDO (2.5) si Ve € (0, p)
existe d =0(¢) € (0,p) tal que,si z € B(yo,d) entonces se tiene :

1 I(to,Z) D) [to,OO) vto e R.
2. lp(t;to, 2) — ol <& Vit € [tg, 00).

Gracias a la siguiente proposicion, se tiene como consecuencia que los concep-
tos de estabilidad y estabilidad uniforme son equivalentes para el caso de un sistema
diferencial auténomo.

Proposicion 2.1.

En las condiciones (2.4) y considerando el Problema de Cauchy (2.6), sea z € B(yq, 2),
entonces, se tiene:

1. I(ty,z) =to+ 1(0,2) = (to + a,to + 8) donde a,p € RU{+oo}U{—00}
——

(a,8)
(a < ).

2. o(t;tg, z) = @(t —t9,0,2) Vt € I(to, 2)

Demostracion.

Su prueba se puede encontrar en los apuntes de la asignatura "Ampliacién de Ecua-
ciones Diferenciales" del grado en Matematicas por la Universidad de Sevilla. Concre-
tamente, la demostracion del teorema se puede consultar en la pagina 16 de dichos
apuntes. |

Corolario 2.1.

Para el sistema diferencial autonomo (2.5), las definiciones de estabilidad y estabilidad
uniforme son equivalentes.

Pasemos ahora a definir los conceptos, en el sentido de Liapunov, de equilibrio
atractivo y uniformemente atractivo.

| Definicion 2.8 (Equilibrio atractivo).

Diremos que el equilibrio g es atractivo si ¥ty € R existe § € (0,p) tal que, si
z € B(yo,0), entonces :

1 I(to,Z) D) [to,OO).
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2. 1im @t to, 2) = yo
t—o00

| Definicion 2.9 (Equilibrio uniformemente atractivo).

Diremos que el equilibrio q es uniformemente atractivo si existe § € (0,p) tal que,
si z € B(yo,0), entonces :

1. I(to,Z) D) [to,OO) Vty € R.
2.¥e >0 existe T =T(e) >0 tal que |p(t;to,2) — ol <&, Vip € R y
Vt>tg+T.

De forma analoga para los conceptos de estabilidad y estabilidad uniforme, tene-
mos el siguiente corolario :

Corolario 2.2.

Para el sistema diferencial autonomo (2.5), las definiciones de atractividad y atracti-
vidad uniforme son equivalentes.

Continuemos dando dos resultados que caracterizan los conceptos de estabilidad
de un equilibrio para el caso de los sistemas diferenciales lineales de coeficientes cons-
tantes 1 = Ay.

Ambos resultados son necesarios para la demostraciéon del Teorema de Primera
Aproximacion.

Sea A € RV*N una matriz de dimensién N x N, y consideremos el sistema
lineal 7' = Ay.

NOTA. Mencionar que seguimos en las condiciones (2.4),con 2 =R" e 3=

0 un punto de equilibrio para y' = Ay.

| Teorema 2.2.

Sea F(t) una matriz fundamental para el sistema y = Ay. Entonces :

1. o9 = 0 Vt € R es un equilibrio (uniformemente) estable para el sistema 1y =
Ay siysolosi Vi, € R se tiene que :

sup |[F(t)[] < oo

tE(to,00)
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2. oo = 0 Vt € R es un equilibrio (uniformemente) asintoticamente estable si y
solo si existen constantes C,a > 0 tales que :

| F(t)F(t) 7Y < Ce @0 vty € R, Vt > to.

Demostracion.

Su prueba se puede encontrar en los apuntes de la asignatura "Ampliaciéon de Ecua-
ciones Diferenciales" del grado en Matematicas por la Universidad de Sevilla. Concre-
tamente, la demostracion del teorema se puede consultar en la pagina 17 de dichos
apuntes. |

NOTA. En el teorema anterior, ||F(t)|| denota cualquier norma matricial.

El siguiente teorema se tiene como consecuencia del teorema (2.2).

| Teorema 2.3.

La solucion ¢y = 0 Vt € R del sistema y' = Ay es un equilibrio (uniformemen-
te) asintoticamente estable si y solo si todos los autovalores de A tienen parte real
estrictamente negativa.



3 La forma canodnica real de Jor-
dan.

Este capitulo se antoja imprescindible para las pruebas tanto del Teorema de Pri-
mera Aproximaciéon como del Teorema de Hartman-Grobman. Necesitamos una serie
de resultados y conocimientos sobre algebra lineal que expondremos en este capitulo.

Todos los resultados de esta secciéon han sido obtenidos de la referencia [5] de
la bibliografia. Concretamente, en la seccion "18. Calculo de la exponencial de una
matriz. La forma canénica de Jordan" la cual comienza en la pagina 111. También
parte de los resultados han sido obtenidos de la referencia [4]. Especificamente en
"Chapter 6. Linear systems and canonical forms of operators.", que comienza en la
pagina 110.

Son resultados técnico de algebra lineal, por lo que no se van a realizar sus pruebas
ya que no es esa la finalidad de este documento. En cualquier caso, se pueden consultar
en las referencias citadas.

En lo que sigue, V' denotara un espacio vectorial real o complejo (segin iremos
indicando) de dimension finita.

| Definicién 3.1.

Sea T :V — V' una aplicacion lineal. Y sea A\ un autovalor de'T' de multiplicidad
algebraica r. Entonces definimos el autoespacio generalizado de T' correspondiente a \
como :

S(T,\) = Ker(T — \)",
donde I denota la aplicacién identidad, y donde Ker(T — N )" denota el niicleo de
(T — NI)", es decir :

Ker(T — M) ={v eV tales que (T — \I)"(v) = 0}.
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| Teorema 3.1.

Sean V' un espacio vectorial complejo de dimension finitay T :V — V  una apli-
cacion lineal (o bien V' un espacio vectorial real y I" una aplicacion lineal tal que to-
dos sus autovalores son reales). Entonces la dimension de cada uno de sus autoespacios
generalizados coincide con la multiplicidad algebraica del autovalor correspondiente y,
denotando \1,...,\, los autovalores de T, se tiene que :

V=S8(T,\) @& S(T, \).

Ademas, T(S(T,\;)) C S(T,\;), Vj € {1,...,k}. Esto es, los autoespacios gene-
ralizados son invariantes por T

| Teorema 3.2.

Sean V' un espacio vectorial real de dimension finitay T : V. — V una aplica-
cion lineal. Sean \q,...,\,, sus autovalores reales con multiplicididades algebrai-
cas Ti,...,Tm respectivamente.Ysean iy, jl1,. .., [n, il Susautovalores complejos
(donde [i; denota el conjugado de (1;) con multiplicidades algebraicas ¢, ...,q, res-
pectivamente. Entonces :

V=ST M) & oS \)®E & &L,
donde E; = (S(T,p;)® S(T, )NV Vie{l,...,n}.

Observacién 3.1.

Remarcar que todos los subespacios que aparecen en la suma directa del anterior teo-
rema, son invariantes por la aplicacion lineal 7.

| Teorema 3.3.

Sea V' un espacio vectorial real o complejo de dimension finita y sea T :' V — V
una aplicacion lineal. Sean M\i,...,\,, los autovalores del’, con multiplicidades al-
gebraicas 1,...,r,. Entonces se tiene que )\; es el inico autovalor de la aplicacion
lineal Tisry,) @ S(T,Ni) — S(T,\i), y su multiplicidad algebraica sigue siendo
i, para cualquier i € {1,...,m}, donde Tiscr,,) denota la aplicacion lineal T
restringida al subespacio S(T, ;).

Corolario 3.1.

En las condiciones del Teorema (3.2). Se tiene que fi;, f1; son los Unicos autovalores
de la aplicacion lineal 71|y, : E; — E;, con multiplicidades algebraicas respectivas
ri, Vi € {1,...,n}.



4 | EIl Teorema de Primera Aproxi-
macion o Principio de Linealiza-
cion.

En este capitulo trataremos de probar un resultado previo al Teorema de Hartman-
Grobman; el Teorema de Primera Aproximacion.

Continuamos trabajando sobre las hipotesis ya expuestas en los capitulos anterio-
res. Aunque no esta de mas hacerles una breve mencion de nuevo :

Supongamos f : 2 C RY — RY, f € C'(£2), con (2 abierto y tal que
B(yo,p) C 2 donde gy, esun punto de equilibrio del sistema diferencial y' = f(y).

El Teorema de Primera Aproximacion tiene como objetivo "aproximar" el sistema
diferencial no lineal y = f(y) mediante otro que si sea lineal, es decir, de la for-
ma y = Ay, con A una matriz cuadrada (y constante) de dimensiéon N x N.
Hablamos de aproximar en el sentido de poder estudiar la estabilidad del punto criti-
co Yo en funcidon de la estabilidad del punto critico nulo del sistema diferencial lineal
y' = Ay. Recordemos ademas, que para el caso de sistemas diferenciales lineales con
coeficientes constantes, los conceptos de estabilidad del equilibrio nulo equivalen a
ciertas propiedades de los autovalores de la matriz A.

Sin mas rodeos, enunciemos y probemos el teorema.

| Teorema 4.1 (De Primera Aproximacién).

Sea f: 0 CRN — RN feCY Q) con §2 abiertoytal que B(yo,p) C {2,
con p € (0,00] y yo € £2 siendo un punto de equilibrio del sistema y' = f(y).
Supongamos también que el jacobiano D f(yo) tiene todos los autovalores con parte
real distinta de cero. Entonces :
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1. Si todos los autovalores de la matriz jacobiana D f(yo) tienen parte real estric-
tamente negativa, entonces la solucion ¢o(t) = yo Vt € R es un equilibrio
asintoticamente estable (equivalentemente uniformemente asintéticamente esta-
ble) para el sistema diferencial y' = f(y).

2. Siexiste un autovalorde D f(yo) con parte real estrictamente positiva, entonces
po es inestable.

Demostracion.
Probemos primero el apartado 1 del teorema.

Podemos suponer que y, = 0, ya que los conceptos de estabilidad de 1y, para
y' = f(y) equivalenalde 0 para ¥ = f(y — yo)-

Como f € C'(£2) sabemos que existe una tnica solucién maximal (Z; ¢, 2),
tE I(to,2), Y(to,2) €2 de o = f(y).

También, gracias a que f € C'(£2),y0 =0 € 2 tenemos que

fy) = F(0) + Df(0)(y = 0) + R(y) = Df(0)y + R(y),
donde R € C°(f2) satisface
IR

=,
y=0 |yl

y donde Df(0) denota el jacobiano de la funciéon f € C'(£2) en el punto 0. En
la igualdad anterior también hemos usado que f(0) = 0.

Denotando A = Df(0), por las hipdtesis del teorema tenemos que todos los
autovalores de A tienen parte real estrictamente negativa, por lo que, haciendo uso
del Teorema (2.3) tenemos que ¢y = 0 V¢ € R es un equilibrio (uniformemente)
asintoticamente estable para el sistema 3y’ = Ay.

Primero vamos a probar que existen C' > 0,7 € (0, p) y & > 0 tales que :
1. I(to,Z) D) [to,OO] Vit e R Vz € B(O,:}/)
2. [p(t;tg, 2)| < Clzle®t) vty € R, Vz € B(0,7), Vt>tq.

Sea F € CYR;RY*Y) una matriz fundamental para el sistema 3’ = Ay.
Como ¢y esun equilibrio (uniformemente) asintéticamente estable, tenemos por el
Teorema (2.2) que existen constantes positivas C, « tales que F'(t) satisface :

|F(t)F(tg) Y| < Ce @) vty € R, Vt > to.



4. EL TEOREMA DE PRIMERA APROXIMACION O PRINCIPIO DE LINEALIZACION. 21

Sea (to,z) € Rx {2, yconsideremos ¢(t;ty,z) definidaen I(ty,z) lasolu-
cién maximal de :

y' = fy) = Df0)y + R(y) = Ay + R(y).
Como (t;tg,2) es por definicion la solucién maximal del PC :
y = Ay + R(y)
y(to) = 2
tenemos :

o(to;to, 2) = 2

Denotando ahora b(t) = R(p(t; to, 2)) € C°(I(ty, z)) podemos ver de forma anéloga
a lo anterior que ©(t;tg,2) es solucién de :

y' = Ay +0(t)
y(to) = 2
Usando la formula general para sistemas diferenciales lineales de este tipo tenemos :
t
o(t;to, z) = F(t)F(ty) 2 +/ F(t)F(s) 'b(s)ds, Vt € I(ty,z).
to

Queremos determinar C', 4 y & que satisfagan las dos propiedades anteriores. Sea

€ > 0 cualquiera. Como liné % = (, entonces, por definicion de limite, exite
Y—>

we (0,p) tal que
|R(y)| < ely|l Yy € B(O, ). (4.1)

En primer lugar nos vamos a centrar en encontrar 7 € (0, p) talque,si z € B(0,7)
entonces :

lo(t;to, 2)| < p YVt € I(to, 2) N [tg, 00).

Para hacer menos engorrosa la escritura, vamos a definir u(t) = |¢(¢;t9,2)| con
t € I(to, z) N [ty, 00).

Si escojemos 4 < p, tenemos trivialmente wu(ty) = |2| < 4 < p. Ahora bien,
por reduccién al absurdo, supongamos que existe t* € [(tg,2) N [tg,00) tal que
u(t) > p. Es trivial que u € CY(I(tg, 2) N[to,00) ya que lafunciéon norma |-| es
continua. Luego, por la continuidad de u existe T € [ty,t*) tal que

w(T)=p y u(t) < p VtEty,T).
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Sea t € [to,T]. Asi

u(t) = |o(ti to, 2)| = [F(t)F(to) ™'z + [;, F(£)F(s)""b(s)ds]|
<|[F () F(to) |12+ [, IF@)F(s)7"[[[b(s)|ds
< Cemot=) |z 4 € [ em=9)b(s)|ds

En la desigualdad anterior hemos usado , por un lado la formula para ¢(¢; ¢, 2), por
otro, la desigualdad triangular, y también que se tiene

I/abg(t)dﬂ < /ab\g(t)|dt.

Ademas hemos usado una norma matricial || -|| consistente con la norma vectorial
|-|. Por ultimo, para la ultima desigualdad hemos usado la caracterizacion de equilibrio
(uniformemente) asintoticamente estable de 1y’ = Ay para la matriz fundamental

F(t).

Por otro lado, como ¢ € [ty,T] tenemosque u(t) < p. Luego, u(s) € B(0,u)
y por lo tanto podemos usar (4.1), obteniendo :

t t
u(t) < C’e“"(t_t‘))|z|+0/ e~t=9)|p(s)|ds < C’e“"(t_to)|z\+08/ e~y (s)ds.
to to
Aun més, multiplicando por e > (0 obtenemos :
t
e“u(t) < Ce™™|z| + Ce/ e*u(s)ds, Vt € [to, T).
to

Estamos en las condiciones de usar el lema de Gronwall (lema (2.1)) , con lo que :
Tomando pues v(t) = e*u(t) y k(t) = Ce tenemos:

e®tu(t) < Ceto|z]eft) = C|z|e (@~ it ¢ [t T7.

Finalmente, si tomamos ¢ = % obtenemos :

u(t) = le(t;to, 2)| < Clzle” 2070 Vit € [ty, T). (4.2)

Aplicando la desigualdad anterior en el punto ¢ = 7, y recordadando que =z €
B(0,7) tenemos en particular :

p=u(T) <Clzle 2771 < CF < p.
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Siempre que escojamos 7 € (0, p) N (0, £). Obteniendo pues el absurdo.

Acabamos de probar que, tomando ¢ = y 4 cumpliendo 0 < 7 <

[}
2c
min {p,n, £} tenemos que se cumple

lp(t;to, 2)| < < p YVt € I(to, 2) N [tg, 00).
lo cual implica [tg, 00) C I(ty,z) como queriamos probar.
Pasemos a probar ahora :
lp(t; o, 2)| < Clzle @) Vi, € R, Vz € B(0,7), Vt > to.

Anteriormente hemos probado que existe p € (0,p) tal que existe 5 € (0,p)
cumpliéndose que, si z € B(0,7) se tiene :

lo(t; to, 2)| < p Ytg € R, Vit € I(tg, z) N [to, 00).

Ademés, como hemos probado que [ty,00) C I(to,2) Yty € R, Vz € B(0,7),
podemos afirmar pues que :

lo(t;to, 2)| < p Yty € R, Vt € [tg, 00).

De forma anéloga a la prueba de [y, 00) C I(y, 2), podemos probar que :

¢
e“u(t) < Ce™™|z| + C’a/ e*u(s)ds, Vto € R Vit € [tg, 00).

to

y de nuevo, aplicando el Lema de Gronwall :
e®tu(t) < Ceo|z]et=0) = C|z]e=(@=C9)I=10) Wt € R Wt € [to, 00).
Tomando & = 5% y como en todo momento z € B(0,7), entonces :
lo(t;to, 2)| < CHe™2(%0) Wiy € R, VYt € [to, 0).

Solo basta tomar C' = C7, & = 5y con ello ya hemos probado que existen C >
0,9 € (0,p) y &> 0 tales que :

1. I(to,Z) D) [to,OO] Vip e R Vz € B(O,ﬁ/)
2. [p(t;tg, 2)| < Clz|~0t%) | VWi, € R, Vz € B(0,7), Yt > t,.
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Es trivial que estas dos condiciones implican que el equilibrio nulo ¢y(¢) =0 Vt € R
es (uniformemente) asintoticamente estable, con lo que finaliza la prueba del apartado
1 del teorema.

Procedamos a la prueba del apartado 2 del teorema ;

Vamos a probar que si existe un autovalorde D f(0) con parte real estrictamente
positiva, entonces 0 esun punto de equilibrio inestable para el sistema 3" = f(y).
NOTA. La demostracion requiere de resultados técnicos de algebra lineal que a lo
largo de la prueba iremos enunciando y usando. Ademas, para esta prueba, por nece-
sidad de la notacion, usaremos || - | para denotar una norma vectorial, en vez de
| | como veniamos usando anteriormente.

Como [ € C'(§2), tenemos que el jacobiano de la funcién f en el punto 0,
denotado D f(0), est bien definido.

Considerando la aplicacion lineal

Df(0): RY — RY
z+— Df(0) x

Tenemos por los resultados del punto "3. La forma canonica real Jordan" que RY
admite una descomposicion RY = E; @& Fy atravésde Df(0), donde Fi,E,
son (auto)espacios invariantes por D f(0). Esto significa que F1, F> son en efecto
R—espacios vectoriales y que D f(0)(E;) C Ey, Df(0)(Ey) C Es. También, por el
punto 3. del documento, la descomposicion anterior es tal que todos los autovalores de
la aplicacion lineal C' = D f(0)g, tienen parte real estrictamente positiva, y tal que
D = Df(0);, tiene todos los autovalores con parte real estrictamente negativa.
Las aplicaciones anteriores C, D denotan la aplicacion D f(0) restringida a los
subespacios FEj, Fy respectivamente.

Sea a > 0 tal que todos los autovalores de C tienen parte real estrictamente
mayor que a. Tenemos entonces que existe una norma euclidea en FE; tal que:

(Cz,z) > al|z||* Vz € Ey, (4.3)

donde (-,-) denota el producto escalar. Andlogamente, para cualquier b > 0 exis-
te una norma euclideaen FE, tal que:

(Dz,z) < b||z|| Vz € Ex. (4.4)

Podemos escoger b tal que:
0<b<a.
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Ahora bien, tenemos la suma directa RY = E; ® E,, la cual podemos entender
como un producto cartesiano R = E; x £, mediante el uso de coordenadas. Asi,
podemos poner z € RY, z = (z,y) € E; x F,. También, mediante las normas
dadasen Fj, Es podemos definir una normaen FE; X E; de la siguiente forma :

21l = I, )l = (] + yll*) 2.

Como feCY2), 0€ y f(0)=0 porser(un punto de equilibrio, usando
el desarrollo de Taylor de f alrededor del 0 tenemos :

f(z) = f(0) + Df(0)(z = 0) + Q(2) = Df(0)z + Q(2)

donde @ verifica lim 19GN — g

2—0 =l

Por definicion de limite, Ve > 0 existe 6 > 0tal que si z € B(0,J) entonces
se tiene :

1QC) < ellz]]. (4.5)

Mediante el uso de coordenadas respecto a la suma directa, y por el desarrollo de
Taylor de la funcion f, reescribimos f de la siguiente manera :

f(z) = f(z,y) = (Cx + R(z,y), Dy + S(2,y))
con Ry S cumpliendo (R(z,y),S(x,y)) = Q(x,y) = Q(z).

Denotemos fi(z,y) = Cz + R(x,y), fo(z,y) = Dy+ S(z,y). Asi, f(z,y) =
(f1(ll‘,y>,f2(l’7y))-

Definimos el cono A = { (z,y) € £y X Ey tales que ||z] > ||y||} .
Vamos a necesitar del siguiente lema para probar la inestabilidad del punto de
equilibrio 0.

Lema4.1. Existe 4 >0 talquesi z€ 2N AN B(0,7) entonces se tiene :

L (z, fi(z,y)) — (v, fa(z,y)) > 0 siz #0.
2. Existe a >0 talque (f(2),z) > alz|%

Probemos primero la inestabilidad del punto 0, y dejemos para el final la prueba
del lema.

Sea ¢g: F, x F5 — R definida como

(o) = 51l ~ ).
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Notemos que g € C*(FE; x Ey), g7 1([0,00)) = A, yque ¢~ '(0) eslafronteradel
cono A.

Ademés, si z = (x,y) € {2 entonces :

Dg(Z)(f(Z)) = Dg(x7y)(f1(xvy)7f2(xay)) = <.T7f1(l’,y)> - <y7 fQ(x7y)>

De donde tenemeos que,si = #0 y z = (z,y) € 2NANB(0,0), segin el lema
visto :

Dg(ﬁ,y)(fl(x,y),fch,y)) = <£L‘,f1(33,y)> - (y,fg(x,y)) > 0.

Esto implica que ¢ es creciente sobre una solucion ¢(t;t,2), to € R, z #
0, z € 2N ANB0,)), quesecontengaen 2N AN B(0,), ya que por la
regla de la cadena, 4 (g(o(t;t0,2)) = Dg(p(t; to, 2))(f(¢(t;to, 2))). Esto implica
que ninguna solucion que comienceen z € 2NANB(0,) puedesalirde A sin

haber salido antes de (2N B(0, 7).

Veamos ahora qué podemos obtener del segundo apartado del lema. Si 2z €
2N ANB(0,5) entonces Vit e R, Vit e I(ty,2):

(bt )t 10,2)) = (@6 b, 2) (0 £0,2) = £ (it 2

Luego, mientras ¢(t; g, z) € 2N AN B(0,5), por el lema tenemos :

1d

St to, DI 2 allelts to, 2

Como 0 es un punto de equilibrio, tenemos que o(t) = ¢(t;tp,0) = 0 Vi, €
R, V¢ € R. Esto implica que ¢(t;tg,2) # 0 Vtg € R, Vt € I(tg,z) si z#0, z €
(2. De la desigualdad anterior obtenemos pues, si ademas 2z # 0 :

alle(t; to, 2)II?
le(t: o, 2)I?

> 2a,

d
Zlog(lle(t; to, 2)[°) = 20,

log(|l(t: to, 2)II*) = 20t — 2atq + log(||p(to; to, 2)II%),
log(|l¢(t:to, 2)|I*) = 2at — 2ato + log(||=]*),

it b0, 2 2 flePe 1.
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Tenemos pues que si z # 0, z € 2N ANB(0,)) entonces Vi, € R, y, mientras
que @(t;tg,2) € 2N AN B(0,0):
lo(t; to, 2)]| > [|z]|e*").
Acabamos de probar que toda solucidn no trivial ¢(t;,2), z # 0, z € 2N

AN B(0,%), quecomienzaen 2N AN B(0,7), se aleja exponencialmente del 0
mientras esté definida y mientras esté contenidaen 2N AN B(0,7).

Ya estamos en condiciones de deducir la inestabilidad del punto de equilibrio 0.

Sea 0 < £ < p, tp € R. Probemos que no existe 0 <y <&, v = (& ty) tal
quesi z € B(0,7) entonces se tiene que [to,00) C I(to,2), yque |@(t;to,2)| <
E.

Escogiendo ¢ < 0 tenemos que si z € B(0,7) entonces, gracias a las dos
conclusiones que hemos sacado a partir del lema, existe t* € I(ty,z) tal que, o
bien d(p(t*;ty, 2),62) = 0 ( puede ocurrir si B(0,9) € £2), lo que implicaria que
[to,00) & I(t,2), obien |@(t*;to,2)|| =9, lo que implircaria || (t*; ty, 2)|| > €.
Acabamos de probar la inestabilidad del punto de equilibrio 0.

Demostrando el lema, quedaria finalizada la prueba del teorema. Vamos a ello.
Probemos primero el punto 2 del lema.

Sea z=(z,y) € 2N ANB(0,0).
(f(2),2) = (Cz,z) + (Dy,y) + (Qz, 2).
con lo que, haciendo uso de (4.3), (4.4) y (4.5) :
(f(2),2) = allz||* = bllyl|* — ell=]*.

Por otro lado,en A tenemos :

1 1
lell = Nyl llel* = 52l + 19lP) = =1
Luego :
b
(f(2),2) = (5 = 5 =2l

Ecogiendo ¢ > 0y 0 =0 talesque a = % — g — ¢ > 0 quedaria probada la

2
segunda parte del lema.
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Para probar el punto 1 del lema, noétese que :

(z, fi(z,y)) = (y, fo(,y)) = (Cx, ) — (Dy,y) + (z, R(z,y)) — (y, S(2,9)).

pero

(2, R(x, ) — (v, S(z, y)| < [z, Rz, )| + [{y, Sz, )] < 2/(z,Q(2))].

Y basta proceder como en el punto 2 del lema.



5 El Teoremade Hartman-Grobman.

En el capitulo anterior enunciamos y demostramos el Teorema de Primera Apro-
ximacion o Principio de Linealizacion. La razén de ello es que lo podemos considerar
como un resultado previo al Teorema de Hartman-Grobman. Esto es, el Teorema de
Hartman-Grobman nos va a proporcionar un paso mas acerca de lo que ocurre en un
entorno de un punto de equilibrio y, del sistema diferencial ' = f(y).

A lo largo del capitulo supondremos las siguientes hipoétesis, usuales en el docu-
mento. Consideramos una funcién f : RY — RY, f e CY(RY), con y, € RV
talque f(yo) =0, estoes, yo esunpunto de equilibrio paraelsistema ' = f(y).

Como en todo el documento, vamos a trabajar sobre el problema de Cauchy auté-
nomo :

{ y = fy)

y(to) = z con (tg,2) € R x RY

5.1 Definiciones y resultados previos.

| Definicién 5.1 (Punto critico hiperboélico).

Diremos que el punto de equilibrio vy, del sistema diferencial y' = f(y) esun punto
de equilibrio hiperbdlico si todos los autovalores del jacobiano D f(y,) tienen parte
real no nula. Por consiguiente, diremos que un matriz cuadrada A es hiperbdlica si todos
sus autovalores tienen parte real no nula.

| Definicién 5.2 (Homeomorfismo entre subconjuntos de RY).

Sean (2 C RN, I' C RY. Diremos que (2 y I' son homeomorfos si existe una
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funcion ¢ : 2 — I' tal que ¢ es continua, biyectiva, y su inversa también es
continua. A la funcion ¢ la llamamos homeomorfismo entre (2 y I

| Definicién 5.3.

Sean f: 0 CRY — 2, g:I' C RN — I' ambas continuas. Diremos que [ y
g son topologicamente conjugadas si existe un homeomorfismo ¢ entre (2 y I,
¢: 02— 1T, talque (¢pof)(z)= (gop)(x) paratodo x € 2. Al homeomorfismo
¢ le llamaremos conjugacion topologica entre f y g.

| Definicién 5.4 (Sistemas diferenciales topolégicamente conjugados).

Sean f: Q2 CRY — RN, g: "' cRY — RY, feCYN), ge CHN).

Diremos que los sistemas diferenciales :

son topologicamente conjugados si existe un homeomorfismo ¢ entre (2 y I’ tal
que ¢(p(t;to, 2)) = Y(t, to,d(2)) paratodo ty € R, z € 2, yparatodo t €
I(ty, 2z), cumpliéndose también I(ty,z) = I(ty,p(z)). Donde :

1. (I(tg, 2), o(t;to, 2)), to € R,z € 2, denota la solucién maximal de PC :

{ Y = f(y)
y(to) = 2

2. (I(to,9(2)),¥(t;te, 9(2))), to € R,¢(z) € I', denota la soluciéon maximal de

PC:
{ Y =g(y)
y(to) = ¢(2)

NOTA. La definicién anterior también es vélida para f € C°(£2), g € C°(I).

A continuacion daremos una serie de resultados que necesitaremos para la prueba
del teorema de Hartman-Grobman.

Lema 5.1.
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Sea A € RN una matriz cuadrada de orden N. Sean \,...,)\, los autova-
lores de A con multiplicidades algebraicas 1,...,7rs respectivamente. Entonces
eM,...,e sonlos autovalores de e”, con multiplicidades algebraicas 71, ...,7,

respectivamente. e” denota la exponencial de la matrix A.
Demostracion.

Su prueba se puede consultar en la referencia [5] de la bibliografia. Concretamente en
la pagina 305. |

| Definicién 5.5.

RNXN

Diremos que una matriz B € es hiperbélica discreta si es una matriz no sin-

gular y tal que todos sus autovalores tienen modulo distinto de 1.

NOTA. Noétese que una matriz B hiperbolica discreta no tiene por qué ser hi-
perbodlica en el sentido de la definicion (5.1).

Sea pues B € RY*N una matriz hiperbélica discreta, y sean \y,...\,, sus
autovalores con multiplicidades algebraicas respectivas 71, ...,7,;,. Denotando 7' :
RY — RY la aplicacién lineal asociada a B y haciendo uso del teorema (3.2) y
resultados posteriores, tenemos la siguiente descomposicion :

RYN=FE_@E.

Donde :
E.= @ sS(T.xn)nRY
[Xs|<1
es la suma directa de los autoespacios generalizados de 1" correspondientes a los au-
tovalores de 7' de médulo menor que 1 intersecados con RY, y donde :

E.= @ S(T.xn)nRY

[Ai|>1

es la suma directa de los autoespacios generalizados de 1" correspondientes a los au-
tovalores de 7' de médulo mayor que 1 intersecados con RY.

Vamos a considerar las aplicaciones T, := Tig_ : E. — E., TS =T, :
E. — FE., las cuales estan bien definidas, y tienen como autovalores los auto-
valores de 1" de m6dulo menor que 1 y mayor que 1 respectivamente, junto con sus
multiplicidades algebraicas, como hemos visto en la secciéon de la forma canoénica de
Jordan.
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NOTA. Como B es una matriz hiperboélica discreta, entonces el 0 no puede ser un
autovalor de B, y por consiguiente, tampoco de 7" (los autovalores de B y 7" son los
mismos, por ello es equivalente hablar de autovalores de B o de 7). Esto implica que
el 0 tampoco es autovalor nide 7. nide 7..

Observacién 5.1.

Que la aplicaciéon 7' no tenga autovalores igual a 0 implica que 7" es una aplicacion
lineal biyectiva, es decir, un homomorfismo biyectivo, es decir, un isomorfismo. Por
consiguiente, las aplicaciones 7. y 7. también son isomorfismos.

| Definicion 5.6 (Norma asociada a una Base).

Sea V. C RY un subespacio vectorial de dimension finita, y sea B = {vy,..v,,} una
base de V. Sean xp = (1,...,%m), Y = (Y1,---,Ym) las coordenadas de x,y € V
respecto de B. Definimos el producto escalar respecto de B en V' como :

<l’, y>B = Z ZiYi-
=1

y la norma asociada :

lzlls = v {z, z) 5.

Observacién 5.2.

La comprobacién de que el producto escalar definido anteriormente es en efecto un
producto escalar es trivial. En lo que sigue, y mientras no se diga lo contrario, usare-
mos la norma asi definida.

Observacioén 5.3.

Es bien conocido que dado un espacio vectorial real de dimension finita V, cualquier
aplicacion lineal 7' : V — V' es continua. Ademas, denotando .Z (V) como el
espacio vectorial real de las aplicacione lineales y continuas 7 : V' — V, tenemos

que (Z(V),||-|l#w)) esun espacio métrico con la norma :
1Tl 20y = sup [T(2)]l5,
]l p<1,2€V

donde B es una base de V. Notese que la composicion de funcidnes continuas

I |5 o T(:)
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es una funcién continua, y ademéas B(0,1)NV C RY escerrado por ser intersecciéon
de cerrados, ya que todos los subespacios vectoriales de dimension finita son cerrados.
Ademas, es obvio que B(0,1) NV esta acotado. Por ello :

T = A T :
ITlsw = mix_ TGl
Nota. En lo que sigue, usaremos sendas normas || - ||z, || - ||.#() y omitiremos

los subindices cuando no haya lugar a duda.

Teniamos una matriz B C RV*Y hiperbolica discreta, y 7' : RY — RY la
aplicacion lineal asociada a B. Con ello, obtuvimos la siguiente descomposicion :

RV =FE_@® E.,
donde definimos las aplicaciones lineales 7., 7%.

Proposicion 5.1.

Existen bases B., B. de FE., E. respectivamente, tales que se verifica

méx{|| T ||z, 115 2} < 1.

Donde para ||T<| #(p.), ||T5']|#s.) hemos usado las normas ||z 5., |z 5.
respectivamente.
Demostracion.

Su prueba se puede consultar en la referencia [5] de la bibliografia. Concretamente en
la pagina 306. |

5.2 El Teoremade Linealizaciéon Global de Hartman.

En esta seccion del documento enunciaremos un teorema al que llamaremos Teo-
rema de Linealizacion de Hartman, y del que nos ayudaremos para probar el Teorema
de Hartman-Grobman.

Vamos a trabajar apoyandonos sobre lo que hemos construido en el punto "5.1
Definiciones y resultados previos." de este documento.
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NOTACION.
Usaremos las siguientes notaciones de aqui en adelante.

€ = {u:RY — R" ,continuas}.

Es decir, el conjunto de aplicaciones de RY en RY continuas (y no necesaria-
mente lineales).

o = {u:RY — RY continuas y acotadas}.
Es decir, el conjunto de aplicaciones de R™ en R continuasy acotadas.
Observacion 5.4.

En un espacio vectorial de dimension finita, todas las normas son equivalentes. Por
ello, el que una funcion u : RY — RY esté acotada no depende de la norma
concreta que se use. De cualquier modo, nosotros usaremos las normas definidas en
la definicidn (5.6) y a partir de las cuales enunciamos la proposicion (5.1).
Observacion 5.5.

(]| - ||o) esun espacio de Banach con la norma :

[ulloe = sup [u(z)], ue o

z€RN
Es decir, es un espacio métrico completo con la distancia inducida por lanorma ||| .
Sin embargo, necesitamos una norma en &/ que sea equivalente a || ‘| Yy

que sea de mejor uso en la descomposicion RY = E_ @ E..

Podemos entender la suma directa RY = F_® E. como el producto cartesiano
RY = E_x E- mediante el uso de lasbases B., B- encontradasen laProposicién

(5.1).
Consideremos pues las proyecciones naturales:
pe RN — E_
r— p(z) =28 .

Donde zp_ denota las coordenadas correspondientes a FE. de las coordenadas
de x respecto de labase B. U B-. De forma analoga definimos p-.

p> :RN —> E>
r— ps(x) = 2p8..
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NOTA. Las aplicaciones p., p- sonambas lineales. Ademas son aplicaciones entre
espacios vectoriales de dimension finita, por tanto son continuas. Como u € &
entonces u es acotada y continua, con lo que las composiciones p.owu, psowu son
ambas continuas y acotadas. Podemos definir pues las aplicaciones lineales :

P — o
ur+— P_(u) = pcou.

P — o
ur+— Po(u) = ps ouw.

Lema 5.2.

El espacio vectorial @/ admite la siguiente descomposicion en suma directa &/ =
P (o) ® P ().

Demostracion.

Se obtiene a partir de la descomposicion RY = E_ @ E.. |

| Definicién 5.7.

Definimos la siguiente norma en /.

[uller = max{|| P<(u)loo; [ P<(u)lloc}, u € 7.

Proposicion 5.2.

Lasnormas |||« || ||z son equivalentes.
Demostracion.
Sea u € .
1
§||U||oo — 5 Sub lu(z)p.us. | B.uB.
zeRN

< S0Pl + 1P ()])

Donde cabe recordar que en R” estamos usando la norma definida en (5.6) respecto
de labase B_. U B-.
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Todas las desigualdades dadas son triviales, excepto la dltima. Argumentémosla.

]| :== sup [[u(x)|p.uB. -
zeRN
Ahora bien :
[ull o == max{ || P ()| oo, [ P< () ||oo }-
Pero
|1 (u)]loo = [[pi 0 ul|oo
= sup |[|(pi o u)(z)|lB,
RN
— sup J[u(@)s, I,
z€RN
< sup Hu(x)B<UB>HB<UB>
z€RN
= [Julloo, T =<,>.
Queda la prueba concluida. |

Observacion 5.6.

Hemos probado que las normas || - ||oo, || - ||+ son equivalentes en /. Como
(]| - ||«o) esun espacio de Banach, entonces (<, | -||.s) también lo es.

Estamos en condiciones de enunciar y probar el Teorema de Linealizaciéon Global
de Hartman.

| Teorema 5.1 (Teorema de linealizacién Global de Hartman).

Sea B € RM*N  una matriz hiperbélica discreta. Existe una constante ¢ > 0, que
depende solo de DB, tal que si g € o/ es una funcion globlalmente lipschitziana
con constante de lipschitz menor que ¢, entonces T y T + g son topologicamente
conjugadas, donde T : RY — RN denotala aplicacion lineal asociada a B. Es mas,
existe una tinica conjugacion topologica ¢ entre ambos tal que ¢ — Id € o7

Demostracion.

Consideremos como es habituala 7" : RY — R™ como la aplicacion lineal aso-
ciadaa B.

Probaremos que si [ = max{||T<|| ¢y, |75 || .#(E.)}, entonces podemos to-

mar ¢ = smin{l — 3, ||T_1”,_$1(E<xE>)}‘
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NOTA. ||T Y #kE.xp.) # 0, yaqueT no es la aplicacion nula.
NOTA. Noétese que, por la Proposicion (5.1), 3 <1, conloque ¢ > 0.

Sea pues ¢ € & una funcion lipschitziana con constante de lipchitz A < e.
Esto significa que

l9(y1) — 9(y2)llBouBs < Allyr — vallBouB. -

Veamos primero que 7'+ g es un homeomorfismo.
Biyectivo.

Sea z € RY. Queremos ver que existe un tnico = € R" tal que T'(z) +
g(x) = 2. La ecuacion anterior la podemos reescribir como = = T~ !(z — g(z)).
Recordar que 7! est4 bien definido, puesto que B es una matriz hiperbdlica
discreta.

Fijado 2z € RY, que T + g sea biyetiva equivale a que la funcién f, :
f. :RY — RY
z— f.(z) =T Yz — g(x))

tenga un tinico punto fijo paratodo z € RY. Por ello, vamos a necesitar del Teorema
del Punto Fijo de Banach.

| Teorema 5.2 (Punto Fijo de Banach).

Sea (X,||-||) unespaciodeBanach.Ysea f:X — X una aplicacion globalmente
lipschitziana con constante de lipschitz A € [0,1) . Entonces f posee un tinico punto

fijo.

Basta probar pues que f, esuna funcion lipschitziana con constante de lipschitz
perteneciente al intervalo [0, 1).

1£:(21) = f(@2)llBeup. = 1T (2 = g(21) = T (2 = g(x2))ll BB
=T (g(z1) — g(z2))ll BouB
< N7 M z@eaxes) lg(@) — g(@2) b,

< )‘HTil‘|$(E< ><E>)H$1 - x2HB<UB>

< §||$1 — Tol|lp_ups. -
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En las desigualdades anteriores hemos usado que 7! es un isomorfismo. Tambien
que g esuna funcion globlamente lipschitziana, y la eleccionde ¢ teniéndose que
A <e.

Acabamos de probar que 7'+ g es biyectiva. Luego tiene inversa, la cual vamos
adenotar z(z2) = (T + g)~*(2).

Continua.

Para probar que 7"+ ¢ es un homeomorfismo sé6lo nos queda probar que tanto

T+ g comosuinversa (T +g)~' son funciones continuas.

Como tanto 7' como ¢ son continuas, entonces es trivial que 7'+ g es
continua.

Ahora bien, sean z;, 2o € R,

[2(21) — 2(22) | Ecvps = (12 (2(21)) = fan(2(22)) | cvEs
= [[for(2(21)) = for (2(22)) + for (2(22)) — for (2(22)) | B0E-
< | fa(@(21)) = fo (2(22) | Bovps +
+ [ fer (2(22)) = for(2(22)) | E<LE-
= ||/ (2(21)) = far (2(22)) [ Ecvps +
+ 1T (21 = 22) || pevs.

< Slee1) — 2l e, +
+ T L 2mexma 21 = 22l peups.
Para las desigualdades e igualdades anteriores hemos usado la desigualdad triangular
y la definicién y propiedades de f,. Tenemos pues que para cada 2;,2, € RV :
l2(21) = ()l pcors < 2T 2boxpa 1 — 2llEub. -
Acambamos que probar que x(z) es una funciéon globalmente lipschitziana, lo cual

implica continuidad.

Ahora bien, supongamos que somos capaces de probar que si ¢,k € &/ son
funciones globalmente lipschitzianas ambas con constante de lipschitz A < ¢, en-
tonces existe una unica funcion K = K(g,k) € € (la cual "depende” de g y k) tal
que K—Ilded y (T+g)oK=Ko(T+k).

En particular, si k& =0, esto es, poniendo a = K(g,0), tendriamos :

(T+g)oa=aoT. (5.1)
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Anélogamente para b = K(0,9) :
Tob=bo(T+yg).
Y usando ambas igualdades :
(T+g)oaob=aoTob=aobo (T + g).

Ademas, teniendo en cuenta que a — Id, b— Id € o/, entonces, poniendo u =
a—Id, v=0b—1d tendriamos a=u+Id, b=v+1d, con u,v € o/.Porello:
(aob)(x) = ((Id+u) o (Id+v))(z)

= (Id+u)(xz +v(z))
=z +v(x) +u(x +v(x)).

Es decir,
aob= (Id4+u)o(Id+v)=Id+v+uo(ld+v):=Id+w

con
w=v+uo (Id+wv).

Es trivial que w € &/ graciasaque u,v € .

En conclusion, a partir de :
(T+g)oaob=aobo (T + g).

y de:
aob=1Id+ w.

tenemos pues que aob = K(g,g) valdria. Por otro lado, trivialmente, K(g,9) =
Id también valdria. Por la unicidad de K, obtenemos aob = Id.

Esdecir, b eslafunciéninversade a. En particular, poniendo ¢ = a, ¢ seria
un homeomorfismode RY en RY quecumple ¢—Id = u € </. Ademas, como
¢ verifica (5.1), tenemos que ¢ es una conjugacion topologicaentre 7' y T +g.
Y, por la unicidad de K, ¢ seriala conjugacion topoldgica deseada por el teorema.

La prueba del teorema queda entonces limitada a probar que dadas funciones
g, k € o/ globalmente lipschitzianas con constante de lipschitz A < ¢, enontces exis-
te una unica funcion K = K(g,k) € ¢ talque K—-Ide o y (T+g)oK =
Ko (T+k).
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Sean pues ¢,k € &/ funciones globalmente lipschitzianas con constante de
lipschitz A < e. Probemos que existe una unico funciéon u € o/ tal que:

(T+g)o(Id+u) = (Id+u)o (T +K). (5.2)

Al principio de la prueba vimos que 7'+k esun homeomorfismo. Luego la ecuacion
(5.2) es equivalente a :

Id+u=(T+g)o(Id+u)o(T+k)™"
=go(Id+u)o(T+k) " +To[(T+k) " +uo(T+k)™
=go(d+u)o(T+k) " +To(T+k) " +Touo(T+k)"

En la ecuacion anterior también hemos usado la linealidad de 7'. Y, reemplazando
Id por (T'+k)o(T+k)™!, enelprimer miembro de la igualdad, tenemos :

u=Touo(T+k) ' +go(Id+u)o(T+k) ' +To(T+k)™*
—(T+k)o(T+k)!
=Touo(T+k) " +go(ld+u)o(T+k) ™ —ko(T+k)"
=Touo(T+k)" +Gu).

donde :
G(u) :go(Id+u)o(T+k)_1 —ko(T+k)_1.

Y a partir de la cual definimos :

Flu)=Touo (T+k)™" +Gu).

Notese que F (u) € o/. Es continua por ser composicion de funciones continuas.
Veamos que es acotada. Como ¢,k son acotadas, entonces G(u) se resume en
la resta de dos funciones acotadas, luego es acotada. Por otro lado, si probamos que
Touo (T +k)! esacotada, entonces [F(u) serd acotada por ser suma de dos
funciones acotadas.

Como u esacotada, entonces existe M > 0 tal que :
|wo (T + k) (x)|p.up. <M Vo € RN,
Y, por ser 7' lineal y continua, existe C' > 0 tal que:

IT(z)|s.up. < Cllzlpup. Vo€ RY.
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Luego tenemos, Vr € RV :

IT owo (T + k)™ z)|lpoup. < Clluo (T + k)™ (z)|us.
< CM.

Acabamos de probar que F(u) € o/, Yu € <. Por tanto, la funcién F : o/ —
o/ esta bien definida.

Si probamos que existe un tnico punto fijo de F, habremos concluido la prueba
del teorema.

Para probar que existe un nico punto fijo de F, necesitamos hacer uso de mu-
chos de los resultados dados en este documento.

Recordemos que en la presente seccion vimos el lema (5.2). Por ello, podemos des-
componer &/ = P_(«/)@® P~ (/). donde P., P. estan definidas de lasiguiente
manera :

P<:%—>d
wr— Po(u) = p< o,

ur— Po(u) = ps ou,

donde p., p- denotan las proyecciones naturales, también definidas anteriormen-
te.

Denotaremos pues P (o) = o/, P- (o) = . Asi o = A O ..

Por tanto, encontrar un Gnico u € &/ que sea fijo para F, esdecir, u satis-
faciendo F'(u) = u, equivale a que se verifique simultineamente :

P_(u) = P-(F(u)), (5.3)

P.(u) = Po(F(u)). (5.4)
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Por un lado,

P (Touo(T+k))=p.oTouo(T+k)*
:P<°To(p<ouo(T+k)il
+psouo (T +k)™)
=pcoTop.ouo(T+Ek)™!
+pcoTopsouo(T+k)™?
=pcoT.op.ouo(T+k)”
+P<OT>OP>OUO(T+I€)71
=T.opcouo(T+k) ™"

1

NOTA. En la igualdad anterior estamos haciendo uso de la suma directa &/ = @7 &®
/-, en el sentido de que podemos considerar cualquier v € &/ como la suma
de su parte correspondiente a o7, y su parte correspondiente a ./~. Es decir,
u = P-(u) + P~(u). También hemos usados las aplicaciones 7., 7. definidas
sobre E_, E. respectivamente.

Argumentemos la dltima igualdad, que a priori parece de mayor complejidad. El
segundo miembro de la suma es 0 debido a que 7% : £ — E., con lo que, si
@ € -, entonces p.(u) =0 obteniéndose p.oTs opsouo (T + k)™t =0.
Ademés, si 1 € /., entonces p.(i)=1. Luego p.oT-.op.ouo(T+k)™!=
T-op.ouo(T+k)™

Analogamente,

P.(Touo(T+k) ' )=Tsopsouo(T+k)"

Luego, usando la linealidad de P.y P-, las igualdades (5.3), (5.4) equivalen
respectivamente a :
P(u)=T.op.ouo(T+k) "+ p.oGu), (5.5)
Po(u)=Tsopsouo (T +k)" +ps oGu). (5.6)
Definimos pues,
Fo(u)=Tcopcouo(T+ k)" 4 pe o G(u).
Por otro lado, usando la ecuacion (5.6), tenemos :

T>op>ouo(T—|—k)_1:p>ou—p>oG(u).
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Componiendo a la izquierda con 72! yaladerechacon T + k:
Po(uy=T'opsouo(T+k)—T op.oG(u)o (T + k). (5.7)
Definimos pues,
Fo(u) =T opsouo(T+k) =T opsoGu)o (T +k).
Observemos que F. : & — o, F. o — ..

Asi, definiendo F : .o/ — &/ mediante F(u) = F_(u)+F-(u), tenemosque
las ecuaciones (5.3), (5.4) equivalen a encontrar un Gnico u € &/ talque F(u) = w.

Probemos pues que F' tiene un unico punto fijo. Recordemos que (<7, |- ||s) es
un espacio de Banach.

De nuevo, queremos usar el Teorema del Punto Fijo de Banach (Teorema (5.2)).

Todo se resume a probar que F' es globalmente lipschitziana con constante de
lipschitz perteneciente al intervalo [0, 1).

Sean wu,v € &/. Pongamos y = (T + k)" (z) y z = (T + k)(x), con
x € RN, Recordemos también que S = max{||T| ey, |T5" || #(p-)}- Entonces :

[ F<(u)(z) — Fs(u)(2)||B. < Bll(p< o u)(y) — (p< o v)(v)llB-
+ lp<ll 2@y 2 ll9(y +uly)) — g9y +v(y)) |-
< Blip< o (u—v)|loo + Al = V[ co-

NOTA. En la desigualdad anterior lanorma || || #®~ g.) denotala norma usual en
el espacio de las funciones lineales y continuas de R™ en E.. Ademas, recalcar
que hemos usado, por ejemplo, que p. es una aplicacion lineal y continua, de la
cual se comprueba trivialmente que |p<| »®vy p.) =1, yque g es una funcién
globalmente lipachitziana con constante de lipschitz .

Analogamente ;
[1F (u)(z) — Fs(v)(2)| 5. < Bll(p> 0 u)(2) — (p> o v)(2)| .

TS Lz I L2 v ) l9(2 + w(z)) = g(2 = (@)l 5.
< Bllps o (u =)o + Al = v][co-

NOTA. En la tltima desigualdad hemos usado que ||p> || @&~ gy = 1, yque gracias
a la Proposicion (5.1), [|75| ¢k < 1
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Ahora bien, en la demostracion de la Proposicion (5.2) vimos que
[ulloe < 2[|ulle, Vue o

Luego, usando las desigualdades obtenidas, se tiene que :

[F<(u) = F<(v)]loo < Bllp< o (v —0)[loo + Allu — v
< (B4 2AN)||u — v

[ F5(u) = Fs(v)|loo < Bllp> 0 (u =)o + Al — v]|o
< (B+2\)||u — vl

Ademaés, como F.(&/) C @/, F.(</) C <., entonces:
Ip< o [F(u) = F(v)]llse = [[F<(u) = F<(v) ]l
Ip> o [F(u) = F(v)]llee = [1F5 (1) = F5 (v) |-
Y por la definicion de lanorma || - || :
|F(u) — F()||lo < (B+2N)|lu— 0|y, Yu,veA.

Como (<, | -|los) esunespaciodeBanachy [+ 2X <1 porlaelecciondel e.
Entonces, por el Teorema del Punto Fijo de Banach, F' tiene un unico punto fijo. Lo
que finaliza la prueba del teorema. |

5.3 El Teorema de Hartman-Grobman.

Aun vamos a requerir de dos lemas més para enunciar y probar el ansiado Teorema
de Hartman-Grobman.

Lema 5.3.

Sea a>0. Sea 7,:RY — B(0,a) lafuncién definida para cualquier = € RY

como :
P 2]l < e,
ro(x) =
“ L si ||z]| > a.

[EIK
A r, lavamos allamar retraccion radial. Se tiene entonces que 7, esuna funcion
globalmente lipschitziana con constante de lipschitz igual a 2.



5. EL TEOREMA DE HARTMAN-GROBMAN. 45

Demostracion.

Su prueba se puede consultar en la referencia [5] de la bibliografia : Ecuaciones dife-
renciales : como aprenderlas, como ensenarlas. Concrétamente en la pagina 313. |

NOTA. En el lema anterior, || -| denota cualquier normaen R,y B(0,q)
denota la bola cerrada centradaen 0 y deradio a.

Lema 5.4.

Sean A € RV*N unamatriz cuadrada de orden N, y ¢g: RY — RN una funcién
globalmente lipschitziana. Consideremos el problema de Cauchy :

{ y' = Ay +g(y),
y(0) = =.

donde 2z € RY. Entonces, para cualquier z € RY, se tiene, para la solucion
maximal del problema de Cauchy, (/(0,z2),(t;0,2)), que:

1. 1(0,2) = R.
2. o(t;0,2) = etz + fot et=9)4g(p(s;0,2))ds, Vt€R.

Demostracion.

Su prueba se puede consultar en la referencia [5] de la bibliografia : Ecuaciones dife-
renciales : como aprenderlas, como ensenarlas. Concrétamente en la pagina 313. |

Observacién 5.7.

En las condiciones de lema anterior. Considerando el problema de Cauchy :

{ y' = Ay +g(v),
y(ty) = 2.

donde t; € R, z € RY. Recordemos que gracias a la proposicién (2.1), la cual es
validasi A+ge C O(RN ), y en nuestro caso lo tenemos, entonces :

1. I(to,2) =to+1(0,2) = (to + a, to + ) donde «,f € RU{+o0} U {—00}
——

(a,8)
(a < pB).

2. Sp(tvth Z) = Sp(t - th O7Z) Vi € [(t()?Z)
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Asi, conociendo ([(0,z),(t;0,2)), tenemos caracterizadas todas las soluciones
maximales. Es por ello que vamos a referirnos solo a (/(0, 2),¢(t;0,2)), ya que
en funcion de ella tenemos caracterizadas todas las demas.

Estamos en condiciones de enunciar y probar el Teorema de Hartman-Grobman.

| Teorema 5.3 (Teorema de Hartman-Grobman).

Sea yo € RY un punto critico hiperbélico del sistema diferencial y' = f(y), donde
fRY — RN fe CHRY). Entonces existen entornos U deyy y V de( tales
que los sistemas diferenciales :

Y = fy)
y' =D f(yo)y

(con f vy Df(yo) restringidas respectivamente a U y V') son topolégicamente conjuga-
dos.

Demostracion.

Probemos primero que los sistemas diferenciales v = f(y), v = f(y) .= f(y—vo)
son topoldgicamente conjugados por la traslacion h(y) = y — yo.

Estrivial que la traslacién A : RN — RY esunhomeomorfismo. Veamos que si
(1(0, 2), o(t;0,2)), (1(0,h(2)),%(t;0,h(2))), 2 € RY, denotan la soluciones ma-
ximalesde v = f(y), v = f(y +vo), respectivamente, entonces h(¢(t;0,z)) =
¥(t;0,h(z)) paracualquier ¢ € I(0,z), yademas setiene I(0,z) = I(0,h(z)).

Ahora bien,
h(p(t;0,2)) = p(t;0,2) —yo, Yt € 1(0,2).

Y claramente (1(0, 2), ¢(;0, 2) — yo) es la solucién maximal del PC :

{ Y = f(y+ o)
y(0) =z —yo = h(2)

Notese ademas que D f(yo) = Df(0), luego podemos suponer sin perdida de
generalidad que yy = 0.

Denotaremos a partir de ahora A = Df(0), ya L como su aplicacion lineal
asociada.
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Fijemos A > 0, y ||-|| una norma en RY. Veamos que existe un « >
0 suficientemente pequefio de forma que la funciéon u(y) = f(y) — Df(0)y en

B(0,a) es globlalmente lipschitziana con constante de lipschitz 3.

5

Como [ € C'(RY), entonces, escogiendo cualquier norma matricial || -

tenemos que Df(z) es continua en RN, y, en particular, en 0, en el sentido de
que para %, existe a >0 talque,si z € B(0,«), entonces se tiene

IDf(z) = DfO)] <

DO >

Ahora bien, Du(z) = Df(z) — Df(0). Luego |Du(z)| < 3, Vz € B(0,).
Vamos a utilizar el siguiente teorema, el cual es una derivacion del teorema del valor

medio.

| Teorema 5.4.

Sea A C RN un conjunto convexo,y f: A — RN f e CYA). Entonces, si
a,be A:

1f(a) = FO) < [[DF(S]llla = b

para algin ¢ € [a,b], donde [a,b] denota el segmento que une a con b, y la norma
matricial y vectorial han de ser consistentes.

Haciendo uso del teorema, como B(0, ) esun conjunto convexo, y, escogiendo
una norma matricial y vectorial tales que ambas sean consistentes, tenemos :

A _
lu(z) —u)ll < Sllz = yll Yo,y € B, ).

Acabamos de probar que u es globalmente lipschitzianaen B(0,a), con cons-

tante de lipschitz %

Consideremos a continuacién la retracciéon radial r,. Y definamos ¢: RN —
RY mediante ¢(y) = u(ra(y)), la cual esta bien definida, ya que 7r,(RY) C

B(0,«). Como u y 1, tienen constantes de lipschitz % y 2 respectivamente
(el ultimo gracias al Lema (5.3)), entonces es trivial verifica que ¢ es globalmente

lipschitziana con constante de lipschitz .

Por otro lado, como f € Cl(RN ), usando el desarrollo de Taylor de primer
orden, tenemos que (L + g) = f(y) paratodo y € B(0,a).
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Nuestro objetivo es probar que los sistemas diferenciales ' = f(y), e v = Ay
son topologicamente conjugados cuando los vemos restringidos a entornos U, V
del origen.

Para ello lo que haremos sera probar que existe una conjugacién topologica global
h:RY — RY entre 3 = Ay+g(y) e y = Ay. Esto es més que suficiente, ya
que, si dos sistemas diferenciales autonomos definidos respectivamente en abiertos
2 CRYN, I' CRY, son topolégicamente conjugados a través de un homeomorfis-
mo k: {2 — I, estrivial comprobar que entonces ambos sistemas diferenciales
pero ahora con sus funciones restringidas a abiertos U C (2, k(U) C I, respecti-
vamente, son topologicamente conjugados con el homeomorfimos £ restringido al
abierto U.

En nuestro caso, una vez probado que los sistemas diferenciales 3" = Ay + g(y)
e y = Ay son topolégicamente conjugados a traves de un homeomorfismo 5 :

RY — RY, bastara tomar un entorno U cualquiera de 0 pero tal que U C
B(0,a), yhacer V =h(U), yaque L+g=f en B(0,a).

Por tanto la prueba queda reducida a probar que ¢ = Ay +g(y) e ¥y = Ay
son topologicamente conjugados a traves de un homeomorfismo .

Vamosaello.Sea (1(0,z2),¢(t;0,z2)) lasolucién maximal del problema de Cauchy,
para z € RV :

{ Y = Ay+g9(y)

y(0) ==
En virtud del Lema (5.4), tenemos que [(0,2) = R, y que,paratodo ¢t € R, z €
RY:
t
©(t;0,2) = ez +/ e = g(p(s:0,2))ds. (5.8)
0

Como ¢ esuna funcion globalmente lipschitziana con constante de lipschitz A, y
usando la expresion (5.8), tenemos, para todo z,y € RN, ¢t >0:

t
lo(t;0,2) — o(t; 0,y)|| < M|z —y|| + / eI o(s; 0, 2) — ¢(s;0,9)]|ds.
0

Equivalentemente :

t
e lo(t;0,2) — o(t;0,y)|| < [l —y| +/ e 14Nl o(s;0,2) — o(s;0,y)llds,
0
(5.9)
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paracada t >0, yparacada z,y € RV,

Fijemos z,y € RY, y consideremos la funcién v : [0,00) — R definida
como sigue :

t
v(t) = llz = yll +/ e 14Nl (s:0,2) — p(s:0,) | ds.
0

Entonces ;
V() = Xe M o(t;0,2) — o (;0,1)].

Gracias a la desigualdad (5.9),
V'(t) < Au(t), vt >0.

Vamos usar el siguiente lema :

Lema5.5.
Sean t1,€ R, ty e RU{o0}, t1 <ts, e y:[t1,t2] —> R una funcidn derivable
tal que o'(t) < Ly(t) paracada t € [t;,t2], con L una constante. Entonces
y(t) < y(t))et=1) paratodo t € [ty,ts].
Aplicando el lema tenemos :
v(t) < v(0)eM, vt > 0.
Combinando ambas desigualdades :

%v’(t) <w(t) <v(0)eM, Vvt > 0.
Esto es:
e Mllp(t;0,2) = o(t:0,9)ll < v(t) < [la —ylle¥, vt >0.
Tenemos pues, para todo x,y € RY, yparatodo ¢t>0:
lo(t:0,2) — (t:0,)]| < [lz — ylleI4D" (5.10)

Combinando las expresiones (5.8) y (5.10), tenemos para todo z,y € RY, y para
todo t>0:

t
[(p(t; 0,2) — e4a) — (p(t;0,y) — ey)|| < / eI (550, 2) — ¢(s;0,9)]|ds
0

t
§>\||93—y||6t”’4|/ s
0

— fla — gl 1),
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Es decir, para todo z,y € RY, yparatodo t>0,

1(p(t:0, ) — ez) = (p(£;0,y) — eyl < [lz =yl (X = 1), (5.11)

Observemos también que la funciéon ¢ es continua (ya que es globalmente lips-
chitziana), y acotada, ya que u escontinuay r, esacotada.Estoes, ¢ € .

Ademas, por la expresion (5.8), paratodo 2 € RY, yparatodo ¢t € R se tiene:

t
I6(6:0,2) ~ 421 < gl | [ b=
0

Con lo que obtenemos que, para cada t € R, (t;0,2) — ez € .
NOTA. Estamos viendo a (t;0,z) — ez como una funcién de la variable
2z € RN, Estoes, fijada t € R,
2 € RN — p(t;0,2) — 2.

©(t;0,2) — etz € o/. Argumentémoslo. Gracias a la expresion :
t

lo(t:0.2) = 2] < gl | [ de-elas], e, vz
0

tenemos que en efecto (t; 0, z) —e'z estd acotada. La continuidad se tiene gracias
al siguiente resultado.

| Teorema 5.5 (Dependencia Continua Estado Inicial).

Fijado t € R, paracada ¢ > 0 existe 0 > 0 tal que, si =,y € RN cumplen
|z —y|| <0, entonces ||p(t;0,2) —(t;0,y)|| <e.

Estamos entrando en la ultima fase de la demostracion.

Por hipétesis del teorema, 7, = 0 esun punto critico hiperboélico para el sistema
diferencial 3’ = f(y). Denotemos B = e. Entonces, por el Lema (5.1), tenemos
que,si 7q,...,7, sonlosautovaloresde A, entonces e'',... e"™ sonlosauto-
valoresde B (contando multiplicidades). Por definicién de ser 0 un punto critico
hiperbolico, A tiene todos sus autovalores con parte real estrictamente negativa.
En particular, B es una matriz hiperbolica discreta.

A continuacidn, volveremos a usar los resultados de la seccién donde nos encon-
tramos, como ya hicimos en el Teorema de Linealizacion Global de Hartman. Por



5. EL TEOREMA DE HARTMAN-GROBMAN. 51

ello, usaremos la misma notacion y las mismas normas que usamos previamente para
enunciar y probar el Teorema de Linealizacion de Hartman.

Como previamente, denotaremos por 1" ala aplicacion lineal asociada a B.

Solo vamos a introducir una nueva notacion. A partir de ahora vamos a utilizar la
siguiente notacion : ¢, (y) := p(t;0,y). Asi, fijado ¢ € R, podemos considerar,
como antes, la funcién (cuya variable es y) ¢, : RY — RY,

Como A es arbitrario, podemos tomarlo tan pequefio como quisieramos para
que la funcion § : RY — RN, g := ¢, — T sea globalmente lipschitziana
con constante de lipschitz tan pequefia como se quisiera. Esto es debido a que, por
la desigualdad (5.11), se tiene que ¢ es una funcioén globalmente lipschitziana con
constante de lipschitz ell4ll(e* — 1).

Anteriormente en la prueba, también vimos que ¢ € /. Luego cumplimos las
hipétesis requeridas y podemos aplicar el Teorema de Linealizacién Global de Hart-
man, con lo que tenemos que 7, y ¢; =71+ g son topolégicamente conjugados.
Y sabemos que existe una Unica conjugacion topologica h entre Ty ¢; talque

h—1Ide <.
Denotando 7, = ¢4, Como hoT = w1 0h, entonces, paracada t € R:

p10(prohoT ;) =¢@0hoT 4
=pioprohol,
=@piohoToT 4
=(prohoT 4)oT.

Para concluir la prueba del teorema vamos a requerir de un ultimo resultado.

| Teorema 5.6.

En las condiciones que nos encontramos. Se tiene que ¢; y T_; son homeomorfismos
de RY en RV,

Entonces, gracias a este teorema y a la igualdad anterior, @;ohoT"; estambién
una conjugacion topologica entre 7" y (. Ahora bien,

piohoT y—Id=(py—Ty)ohoT s+ Tyo(h—1Id)oT ;—

Como sabemos que ¢; — 1y, h— Id € o/, entonces ¢,ohoT ,—1Id e <.
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Por la unicidad del Teorema de Linealizacion Global de Hartman, ;0hoT ; = h.
Estoes, ¢;0h = hoetd.

Noétese que (R, ez) es la solucién maximal del PC :

{ y = Ay
y(0) =2

Luego, para cualquier z € RY, tenemos, (R, e'z) y (R, p(2)). Esto es,
ambos intervalos maximales de las soluciones maximales, coinciden y son iguala R.

Y por tltimo, graciasa , o h = h o e!4

diferenciales ¢y = Ay y y = Ay+g(y) son topolégicamente conjugados. Lo que
finaliza la prueba del teorema. |

, acabamos de probar que los sistemas
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