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Abstract

This work deals with the study of the global stability of the system Lokta-Volterra. We
focus on the analysis of the global stability of said system. To this aim, we will treat the linear
complementarity problem, studying under what circumstances there is a solution and what is
the number of solutions to that problem. This will help us to determine the conditions under
which we have globally stable solutions. Finally, we will discuss the competing Lokta-Volterra
system, for which we introduce some metrics for a global analysis of its structural stability.
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Capitulo 1

Introduccion

En nuestro mundo hay ecosistemas con un gran niimero de especies, y los comportamientos
entre ellos pueden perjudicar o beneficiar al niimero de habitantes de las especies. Estas
relaciones, que tan bien se pueden apreciar en la fauna y flora de nuestro planeta, pueden
ser tanto directas como indirectas, ya que un par de especies pueden estar compitiendo entre
ellas, pero a su vez beneficiando a una tercera especie.

Las especies de un ecosistema pueden competir entre ellas (por ejemplo, por un recurso
alimentario), actuar de forma que una sea la presa y otra el depredador, ¢ formar relaciones
mutualistas entre ellas, lo cual beneficia a las especies en las que se den estas relaciones.

Por tanto, un modelo poblacional que sea capaz de explicar la densidad de poblacion de
las diferentes especies ha de tener en cuenta todas estas dependencias e interacciones entre
todas las especies del ecosistema. Gracias a las ecuaciones de Lotka-Volterra, somos capaces
de plasmar todas estas dependencias en un sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias,
el cual nos servira para explicar la densidad de poblacion de las especies en tiempos futuros.

Como veremos ahora, nuestra intension en este trabajo es hacer un analisis de la estabi-
lidad global de los sistemas Lokta-Volterra, ayuddndonos de los diferentes resultados sobre
los problemas de complementariedad lineal. Ademas, mas adelante, nos centraremos en el
estudio de la coexistencia de n especies competidoras, recuriendo a un tipo de ajuste distinto
al ajuste algebraico.

Veamos el contenido de cada uno de los capitulos que contienen este trabajo.

Capitulo 2

En el Capitulo 2 abordaremos el problema de complementariedad lineal, el cual nos servira
para el estudio de los sistemas Lokta-Volterra, en particular de los puntos criticos y su
estabilidad.

Dicho problema de complementariedad lineal (PCL(M, ¢)) no es més que hallar dos vec-
tores w € R™ y z € R" tales que:

w=DMz+q
w>0,2>0 w'z=0,

donde M € R"*" y q € R™.
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Nos centraremos en la relacion que hay entre el niimero de soluciones del PCL y las
propiedades dadas por M y q. Para ello haremos uso de distintos tipos de matrices, como por
ejemplo las P-matrices, Q-matrices o las matrices no degeneradas. Ademas, mencionaremos
el concepto de cono convexo, viendo que el conjunto de todos los conos asociados a todos los
conjuntos complementarios de vectores columna forma una particién del espacio en el cual
estemos trabajando. Esto nos servira de mucha ayuda en el Capitulo 4 a la hora de estudiar
los conjuntos donde se tiene la coexistencia para todas las especies del ecosistema que estemos
estudiando (en ese caso, estudiaremos un ecosistema de n especies competidoras).

Como ya veremos, el niimero de soluciones factibles complementarias es finito para todo
q € R™ si y solo si M es no degenerada. Ademas, PCL tendra una tnica solucion si y solo si
M es una P-matriz, lo cual sera crucial a la hora de analizar la estabilidad de los sistemas
Lotka-Volterra.

Capitulo 3

En el capitulo 3 empezaremos estudiando la estabilidad global de los sistemas de Lotka-
Volterra

b Y ag) i1 &)

j=1
en el espacio de fases

R ={z=(71,...,2,) ER";2;, >0Vi=1,...,n}

Para dicho estudio, introduciremos los conceptos de estabilidad, estabilidad asintética,
inestabilidad y cuenca de atraccion.
Consideraremos el sistema lineal descrito por

n
XT; = E aijxj
j=1

y definamos A = (a;;).

Veremos que A es una matriz estable si todos sus autovalores tienen parte real no nega-
tiva, y haremos mencién del Teorema de Liapunov para los sistemas lineales con coeficientes
constantes, que nos dice que A € R™"™ estable si y solo si existe una matriz () € R™*" tal
que QA + ATQ es definida negativa.

Definicién 1.0.1. Se dice que una matriz A € R™™ es una P-matriz (A € P) si todos los
menores principales son positivos.

No obstante, aunque conozcamos las matrices estables, necesitaremos una clase de matriz
mas restrictiva para el estudio de la estabilidad del sistema (1.1), como por ejemplo, las
matrices S, (0 Liapunov estable).

Para el estudio de la estabilidad de (1.1), veremos que hay una estrecha relacién existente
entre resolver el problema de complementariedad lineal y encontrar un punto de equilibrio
no negativo del sistema de Lotka-Volterra. El resultado que nos refleja esto es el siguiente:



Lema 1.0.2. Resolver el PCL(-A,-b) es equivalente a encontrar un punto de equilibrio no
negativo x* del sistema (1.1) verficando que

n
T + E aijz; <0 parai=1,...,n.
i=1

Una vez encontrado el punto de equilibrio que verifique la ecuaciéon anterior, al cual
llamaremos saturado, la estabilidad global quedara garantizada por el siguiente resultado.

Teorema 1.0.3. El sistema Lokta-Volterra (1.1) tiene un punto de equilibrio x* no negativo
y globalmente estable para cada b € R™ si A € S,,.

A continuacién, nos restringiremos a la clase de matrices con elementos no diagonales no
negativos, es decir, las conocidas como matrices cooperativas. Para el estudio de la estabilidad
global del sistema, no necesitamos que la clase de matrices a la que pertenece nuestra matriz
A sea tan restrictiva, como lo es la clase S, sino que unicamente necesitamos que dicha
matriz sea estable y todas sus submatrices principales sean no singulares, como nos refleja el
siguiente resultado.

Teorema 1.0.4. Supongamos que A y todas sus submatrices principales son no singulares.
Si (1.1) tiene un punto de equilibrio no negativo y globalmennte estable para cada r € R,
entonces —A es una P-matriz.

Por tltimo, consideraremos los sistemas de Lokta-Volterra generalizados

donde z = (z1,...,2,)7 vy ¢ = (q1,...,¢,)" son vectores reales de dimensiéon n y f(z) =
(fi(x), ..., fu(x))T es un vector de funciones continuas de dimensién n.
Ahora trateremos el problema de complementariedad no lineal para el analisis de (1.2).

Nos hara falta definir los siguientes conceptos sobre los tipos de funciones f:
Definicién 1.0.5. Sea f una funcion de R} en R".

(i) Se dice que f es una Z-funcion si y solo si Vo € R} y i #J (i,j =1,...,n) la
funcion escalar Fij : R} — R! definida por F;;(t) = fi(x + te?) es no creciente. Aqui
el es el vector unitario j-ésimo de R™.

(ii) Se dice que f es una M-funcidn siy solo si es una Z-funcion tal que para cualesquiera

ey enRY, si f(x) < fy), se tiene que x < y.

(iii) Se dice que f una funcion fuertemente mondtona en R} siy solo si IK > 0 escalar
tal que para todo par (x,y), con x,y € R", se tiene que

(=)' |f (@) = fy)| = K|z -y

Realizaremos un estudio de dos tipos de sistemas, que depende de como sean sus funciones:
sistemas con M-funciones y sistemas con funciones fuertemente monoétonas.

Para los sistemas con M-funciones, supondremos que (1.2) verifica las siguientes condi-
ciones:
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(H1) f:R%? — R"™ es una M-funcién continua y diferenciable.
(H2) R} C f(R"+).

Ademas, estudiaremos la estabilidad del sistema segiin en cual de los siguientes tres conjuntos
se encuentre el vector ¢ asociado al sistema (1.2): @+, Q= o Q.

En cuanto a los sistemas con funciones fuertemente mondtonas, la estabilidad global
quedara garantizada por el siguiente resultado.

Teorema 1.0.6. Supongamos que f(x) es continua y fuertemente mondtona en R Enton-
ces, el sistema (1.2) y todo sistema reducido de él tiene un punto de equilibrio no negativo y
globalmente estable para cada b € R™.

Capitulo 4

En este capitulo desarrollaremos una medida estructural andloga para la medida de la
biodiversidad en un ecosistema. Las nuevas medidas que se proponen estan basadas en un
enfoque de estabilidad estructural, para la cual aplicaremos los conceptos y resultados vistos
en los capitulos anteriores.

Antes de desarrollar estas medidas, estudiaremos las condiciones para la coexistencia en
un sistema de Lokta-Volterra de dos poblaciones competidoras, el cual vendra dado por

dN

_d L Nl(rl — a1 Ny — a12N2)
t

dN-

d_t2 = Ny(r9 — ag1 N1 — agaNo)

Para estudiar la coexistencia de especies analizaremos las condiciones necesarias para la
permanencia de las especies (estabilidad) y las condiciones necesarias y suficientes (factibili-
dad y estabilidad global) para la persistencia de especies.

Tradicionalmente, para encontrar estas condiciones uno puede dibujar las dos isoclinas,
r1 — a1 Ny — a19Ny = 0y ro — as1 N1 — ase Ny = 0 y observar si estas se cruzan en un punto
positivo de abundancia para ambas especies. Este punto serda globalmente estable bajo la
condicién ajjass > ai2a9; v su expresion vendra dada por

Q2271 — A1272

* JE——
Nl i
a11G22 — A12G21

—@2171 + A1172
* —_
N2 e

11022 — A12G21
De aqui, imponiendo que el numerador debe ser mayor que cero, tendremos dos desigualdades,
de las cuales, al combinarlas, obtendremos

a1 (&1 a2
> — >

21 ) 22

Esto nos proporcionarad los limites superior e inferior dentro de los cuales la tasa de crecimiento
intrinseca debe caer para permitir la factibilidad del sistema. A continuacién, veremos como



hallar las métricas de diferencia de nicho y eficacia ecdlogica (fitness) asociadas y obtendremos
que la coexistencia de las 2 especies esta garantizada si la diferencia de nicho no excede a su
promedio de diferencia de fitness.

Observaremos que este estudio algebraico es impracticable para dimensiones superiores
a dos. Ello conllevard pasar de un ajuste algebraico a uno estructural, el cual permite a los
ecologos evaluar la contribucion de los efectos indirectos emergentes en los sistemas de mul-
tiespecies para el estudio de la coexistencia en diversas comunidades. Este ajuste estructural
evalia directamente el conjunto de tasas de crecimiento intrinsecas (r;) que conduce a la
factibilidad dada por las restricciones geométricas impuestas a través de los coeficientes de
competicion de la matriz.

Definiremos como dominio de factibilidad, Dp(A), al conjunto de tasas de crecimiento
que conducen a un punto de equilibrio factible, cuya expresion viene dada por

Dp(A) = {r=NjA, +...+ N:A, ;Nf,N;5,...,N: >0},

siendo A, ..., A, los vectores columnas que componen la matriz de competencia A. Como
podemos observar este dominio de factibilidad no es mas que un cono convexo.

A continuacién, hallaremos el anédlogo estructural a la diferencia de nicho (£2), el cual se
corresponde con el dngulo sélido normalizado del cono que describe el dominio de factibilidad.
También hallaremos el andlogo estructural a la diferencia de fitness (#), que se corresponde
con la extensién a la cual el vector de tasas de crecimiento intrinsecas, (ry,...,r,)T, se desvia
del centro del dominio de factibilidad. Sus expresiones son

Q(A) ’d€t< )’ e—xTATAxdw

n

E n
2 RZO

*Te
0 = arc cos ( )
[EQ TN

Aqui r. es el centro del dominio de factibilidad, cuya expresion viene dada por

1 < A " Asy 4 i A, )
Te = —
n \ Al Az | Ayl

Por tanto, siguiendo un ajuste estructural, las condiciones de factibilidad de dos espe-
cies competidoras (o més) se cumplirdn cuando el vector que define la tasa de crecimiento
intrinseca de las especies caiga dentro del dominio de factibilidad o, lo que es lo mismo,
cuando 0 sea lo suficientemente pequeno en relacion con 2.

Como veremos, un desafio central para los ec6logos ha sido siempre diferenciar los efec-
tos de las interacciones por pares de aquellos efectos indirectos generados por la dinamica
de poblaciones de los sistemas de multiespecies. Para ello mostraremos un enfoque basico
para evaluar la contribucién de las interacciones a la coexistencia por pares. Este enfoque
dependera de dos sencillos pasos:

(1) Calcular Dp(A) de una comunidad de especies.



Capitulo 1. Introduccion 9

(2) Utilizar el ajuste estructural para identificar la regién de tasas de crecimiento intrinse-
cas compatibles con la coexistencia de cada par (D;;). A su vez, consideraremos la
interseccion de todos estos conjuntos (D,y;), que no tiene porqué ser lo mismo que

Dr(A).

Por 1ltimo, daremos algunos ejemplos, entre ellos el de un ecosistema real de plantas en
California, para desentranar las diferentes conclusiones que se pueden sacar de estudiar como
y en que grado se superponen los dos dominios anteriores, e incluso utilizaremos un par de
métricas que cuantifican la contribucién a la coexistencia de las interacciones indirectas que
solo surgen con mas de dos especies.



Capitulo 2

Introduccion a los Problemas de
Complementariedad Lineal (PCL)

En este capitulo recogeremos varias nociones sobre los problemas de complementariedad
lineal, los cuales nos seviran mas adelante para estudiar los sistemas de Lokta-Volterra, en
particular de los puntos criticos y su estabilidad.

2.1. Introduccion

Definicién 2.1.1. El Problema de Complementariedad lineal (PCL) consiste en hallar
dos vectores w € R"™ y z € R" tales que:

w=Mz+q

w>0,2>0w'>=0, (2.1)

donde M = (m;;) es una matriz cuadrada de orden n, M € RV, yq = (¢;) € R".
Denotamos por w”' a la traspuesta de w.

Nota 2.1.2. Como w y z son no negativos y ha de verificarse que

n
wlz = E w;izi =0 = w;z; =0 para cadat=1...n
i=1

FEsto nos dice que si una de las variables del par (wy; z;) es positiva la otra ha de ser cero. A
la igualdad w™z = 0 la llamaremos condicion de complementariedad.

Nota 2.1.3. Consideremos el problema de programacion cuadrdtica

min wrz

sujeto a: w— Mz =q (2.2)
w>0,2>0

Entonces si el par (w; z) es solucién de (2.1), tenemos que es también solucion de (2.2).
Reciprocamente, si el minimo valor de w¥z en el problema (2.2) es 0 para cierto par (w; z),

10
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tendremos que (w;z) es también solucion de (2.1). Luego, resolver (2.1) es equivalente a
encontrar un par (w;z) tal que sea solucion del problema de programacion cuadrdtica y el
minimo valor de w¥z sea cero.

Cottle y Dantzig [7], y Lemke [20,21] han mostrado que los problemas de programacién
lineal, programacion cuadratica convexa y, también, problemas en los cuales se desea encon-
trar un punto de equilibrio pueden ser expresados en la forma de (2.1). Otras aplicaciones de
(2.1) se pueden ver en Scarf [32]. Lemke y Howson desarrollaron un algoritmo simple para
resolver (2.1) basado en el pivoteo.

Lemke [20] y Cottle y Dantzig [7] probaron que (2.1) tiene solucién si todos los determi-
nantes principales de M son positivos o si M es una matriz no negativa con los elementos de
la diagonal todos positivos. Lemke [20] también proporcioné una condicién suficiente en M
y q bajo la cual el niumero de soluciones de (2.1) era finito.

En este capitulo nos centraremos un poco en la relacion que hay entre el nimero de
soluciones de (2.1) y las propiedades dadas por M y q.

2.2. Notaciones y Preliminares

A continuacién veremos una serie de definiciones y notaciones las cuales necesitaremos
para abordar las diferentes pruebas que veremos més adelante.

Definicion 2.2.1. Sea M una matriz cuadrada real de orden n. Entonces:
» Se dice que M es una P-matriz (M € P) si todos los menores principales son positivos.

» Se dice que M es no degenerada si toda matriz A, obtenida tomando A.; como M.;
(columnas de M) 6 1.; , para cada j = 1...n, es no singular. Otra definicion equivalente
seria que M es una matriz no degenerada si y solo si todos los menores principales no
son cero.

» Se dice que M es una Q-matriz (M € Q) si el problema (2.1) tiene solucion para todo
q € R™.

Definicién 2.2.2. Sea A un conjunto finito de vectores columna en R". El cono convexo
generado por los vectores columnas de A se denota por pos{A}. Entonces, © € pos{A} siy
solo si x puede expresarse como combinacion lineal no negativa de los vectores columna de

A, es decir, si A={A;:j=1,...,n}, entoncesx = Y NjA; con \; >0Vj=1,... n
j=1
Definicién 2.2.3. Supongamos que L(q) C R™™™ es una variedad lineal determinada por las
siguientes resticciones:
Mz —
{ w— Mz =g (2.3)

weR" zeR"
El vector (w,2)T € L(q) si y solo si (w,2)T satisface (2.3).

Aqui, el vector (w,z)" € R™" es el par (w; z).
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Definicién 2.2.4. El poliedro convexo K(q) C L(q) es el conjunto de soluciones factibles,
(w; 2), las cuales satisfacen que
w—Mz=q

w>0,2>0 (2.4)

Definicién 2.2.5. Una solucion bdsica factible es una solucion factible (w;z) € K(q)
tal que el vector columna en (2.4) es estrictamente positivo y linealmente independiente.

Nota 2.2.6. Todas las soluciones bdsicas factible son un punto extremo del poliedro convexo
K(q) y viceversa ( [9,12]).

Definicién 2.2.7. Una solucion factible complementaria es una solucion factible (w; z) €
K(q) la cual satisface la condicion de complementariedad w’ z = 0.

Definicién 2.2.8. Para cada i =1,...,n , las variables w; y z; constituyen un par comple-
mentario, y cada una de las variables en los pares es el complementario de la otra.
En el sistema (2.1) el vector columna 1. estd asociado con la variable w; y —M.; con la

variable z;, luego el par (I1.;,— M.;) es el j-ésimo par complementario de vectores columna de
(2.1).

Definicién 2.2.9. Un conjunto complementario de vectores columna es un conjunto
de vectores columna {A.;,j = 1,...,n} tal que A es o bien I; o bien —M.; para cada
7 =1,...,n. Entonces, cualquier conjunto de vectores columna que contenga exactamente un
vector de cada par complementario de vectores es un conjunto complementario de vectores. El
correspondiente conjunto de variables se llama conjunto complementario de variables.
Por tanto, hay 2™ conjuntos complementarios de vectores columna.

Nota 2.2.10. Cada solucion de (2.1) representa a q como una combinacion lineal no ne-
gativa de algin conjunto complementario de vectores columna. Reciprocamente, si {A.;,j =
1,...,n} es un conjunto complementario de vectores columnas y q € pos{A;,j=1,...,n},

es decir, g = Y N\;jA,;, donde \; > 0Vj=1,...,n, entonces una solucion de (2.1) se obtiene
j=1

tomando las variables asociadas a la columna A.;, \;, para cada j = 1,...,n, respectivamente
y todas las variables de (w; z) que no estén en este conjunto complementario son cero.

Nota 2.2.11. El cono positivo generado por un conjunto complementario de vectores colum-
nas se conoce como cono complementario. Entonces hay 2™ conos complementarios y la
union de todos estos conos es el conjunto de todos los vectores de q tales que (2.1) tiene
solucion

Todos los resultados dichos sobre el nimero de distintas soluciones del problema de com-
plementariedad pueden ser interpretados en términos de las propiedades de los conos com-
plementarios y viceversa.

Definicién 2.2.12. El conjunto de variables {y1,...,Yi—1,Yit1,---,Yn}, donde y, es o bien
w, 0 bien z., es conocido como el conjunto subcomplementario de variables. El vector
columna asociado a un conjunto subcomplementario de variables constituye un conjunto sub-
complementario de vectores columna. El par complementario de variables (w;, z;) es el par
complementario de variables en el conjunto subcomplementario de variables.
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Definicién 2.2.13. Una solucion factible casi complementaria es una solucion factible
(w; z) € K(q) tal que w'z = w;z; para algin i = 1,...,n, i.e., wjz; # 0Vj # i para algin
1=1,...,n.

Definicién 2.2.14. El conjunto C;(q) es el conjunto casi complementario definido por
Ci(q) = {(w;2) € K(q); w'z = wizi,d.e., wjz; # 0 V] # i}
Nota 2.2.15. Siz € R", x # 0, entonces el rayo generado por x es

pos{z} ={y : y = Az para algin X\ > 0}

2.3. Numero Finito de Soluciones Factibles Comple-
mentarias

Lemke [20] probé que el nimero de soluciones factibles complementarias cuando q es
no degenerado con respecto a M es finito. En este apartado determinaremos las condiciones
necesarias y suficientes bajo las cuales el problema (2.1) tiene un nimero de soluciones finitas
para cada g € R".

Teorema 2.3.1. El numero de soluciones factibles complementarias es finito Vg € R™ si y
solo st M es no degenerada.

Demostracion. Probaremos ambas implicaciones por reduccion al absurdo.

Para la implicacién de derecha a izquierda supongamos que 3¢ € R" tal que (2.1) tiene
un nimero infinito de soluciones, las cuales son distintas. Cada solucién de (2.1) representa
a ¢ como una combinacién lineal no negativa de algin conjunto complementario de vectores
columna. Solo hay 2" conjuntos complementarios de vectores columna distintos. Entonces,
si (2.1) tiene un ndmero infinito de soluciones, debe existir un conjunto complementario de
vectores columna {A.;;j =1,...,n} tal que

j=1

y; > 0 paracada j=1,...,n

(2.5)

tiene un numero infinito de distintas soluciones. La ecuacién (2.5) es un sistema de n ecuacio-
nes con n variables no negativas. Si (2.5) tuviese un nimero infinito de soluciones, entonces
el conjunto “de vectores columna’{A.;; j = 1,...,n} deberia ser linealmente dependiente.
Luego, como {A.;} es un conjunto complementario de vectores columna, por la definicién
2.2.1 M seria degenerada, lo cual es una contradiccion.

Para la implicaciéon contraria, supongamos que M es degenerada. Probaremos que esto
nos da la existencia de un vector g # 0 para el cual el problema tiene un nimero infinito de
soluciones.
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= Caso 1: Supongamos que una de las columnas de M, por ejemplo M, tiene todas sus
componentes nulas. Seaq = (0,1,1,...,1)T. Entonces, (w; 2) = (0,1,...,1;,0,0,...,0)
es una solucién factible complementaria para cualquier o > 0. Con lo cual hemos encon-
trado un vector ¢ = (0,1,1,...,1)" para el cual el problema tiene un nimero infinito
de soluciones factibles complementarias distintas.

» Caso 2: Supongamos que M., # 0Vj = 1,...,n. Como M no es no degenerada,

existe un conjunto complementario de vectores columna, {A.;; j =1,...,n}, el cual es
n

linealmente independiente. Luego existird o = (v, ..., a,)" # 0 tal que > Ao, = 0.
j=1

Como A.; es o bien I.; o bien —M 1, tenemos que A.; # 0.

n
Si Y A; =0,seaq=A; # 0. Entonces, cualquier (w; z) obtenido tomando la varia-
j=1
ble asociada a A igual a 1 + «, la variable asociada a A.; igual a a, para j # 1, y
todas las variables restantes de (w; z) igual a cero, es una solucién factible complemen-
taria para cualquier o > 0. Por tanto, hay un ntmero infinito de soluciones factibles

complementarias distintas cuando ¢ = A.; # 0 en este caso.

Si ) A;#0,seaq=
=1

J

J

A.j. Sea
-1

1
6 = min {
Jia; <0 —aj

}.

Si no existe j tal que o; < 0 entonces 6 = +o0. Tenemos que 6 > 0. Todos los pares de
(w; z) obtenidos tomando la variable asociada a A igual a 14+ Aoy para j=1,...,ny
todas las demads variables de (w; z) igual a cero es una solucién factible complementaria
para todo A tal que 0 > X\ > 6. Por lo cual hay un ntimero infinito de soluciones factibles

n

complementarias distintas cuando ¢ = ) A.; en este caso.

j=1
Por lo tanto, si M es degenerada, existe ¢ # 0 para el cual el problema (2.1) tiene un nimero
infinito de distintas soluciones. Con lo cual llegariamos a una contradiccion, pues para cada
g € R" (2.1) tenfa un numero finito de soluciones distintas. O

Corolario 2.3.2. Si M es degenerada, entonces existe ¢ # 0 para el cual (2.1) tiene un
numero infinito de soluciones factibles complementarias distintas.

Corolario 2.3.3. Si M es degenerada, el conjunto de todos los q tal que (2.1) tiene un nimero
mfinito de soluciones es un subconjunto de la union de todos los conos complementarios con
interior no vacio.

2.4. Unicidad de Soluciones Factibles Complementa-
rias

ora vamos a examinar cuando la ecuacion (2. lene una unica solucién para cada
Ah do 1 2.1) t | d
q € R™, con M fijada.
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Teorema 2.4.1. El sistema (2.1) tiene una unica solucion para cada q¢ € R™ si y solo si M
es una P-Matriz.

Demostracion. En [27] se prueba por induccién. Aqui veremos una prueba mucho més simple
dada por Gale basada en la propiedad del cambio de signo de matrices, la cual es abordada
en [13].

Empecemos probando la implicaciéon de izquierda a derecha por reduccién al absurdo.
Supongamos que M no es una P-matriz. Entonces, por el Teorema 2 de [13] Jz € R", = # 0,
tal que y = Mz, y, para cada i € {1,...,n}, x; e y; tienen signos opuestos (i.e., z;y; < 0).

Sean
+_Jyi sty >0
Yo =10 siy<0
- 0 siy; >0
Yi = —y; siy; <0
o = r; six; >0
1 0 sia <0
_ { 0 siz; >0
x;, = .
v —x; sixz; <0
Entonces,
vi =y, —vy; ,cony y; >0 tal que y;y; =0 paraie {1,...,n} (2.6)
r; = —x;,conz},x; >0 tal que z}z; =0 paraie {1,...,n}. (2.7)
Dado que z;y; < 0 para cada i € {1,...,n}, se verifica que x]y;” = z;y; = 0 para cada i
desde 1 hasta n. Asi que
") @") =@ ) (=) =0 (2.8)
Como y = Mx, tenemos
yt — Mzt =y~ — Mz~ =¢* (2.9)

Ahora bién,
r#0yat #a, (2.10)

con lo cual usando desde (2.6) hasta (2.10) concluimos que, tomando g = ¢*, (2.1) tiene dos
soluciones distintas, las cuales son (w;z2) = (y™;27) y (w;2) = (y ;27 ). Por tanto, si M no
es una P-matriz, d¢ € R™ para el cual (2.1) tiene dos soluciones distintas y llegariamos a una
contradiccion.

Veamos ahora la implicacion contraria. Supongamos que M es una P-matriz. Entonces
por el Teorema 6 de [7], el problema (2.1) tiene al menos una solucién para cada ¢ € R™.
Supongamos que Jg € R™ tal que (2.1) tiene dos soluciones distintas, por ejemplo (w;Zz) y
(w*; z*). Entonces

(W —w*)=M(Z - z"). (2.11)
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y, dado que estas dos soluciones son distintas, Z — z* # 0. Gracias a la condiciéon de comple-
mentariedad
(@)"7 = (w) 2% = 0, (2.12)

usando (2.11) y (2.12) verificamos que (w; —w})(Z;—z7) <0Vi=1,...,n,yyaque z—z* # 0,
esto implica por el Teorema 2 de [13] que M no es una P-matriz, con lo que llegariamos a
una contradiccion. Asi que la solucién de (2.1) debe ser tinica para cada ¢ € R™.

m

Corolario 2.4.2. Sea M fija. Si (2.1) tiene como mucho una solucién para cada q € R",
entonces M es una P-matriz y (2.1) tiene exactamente una solucion para cualquier ¢ € R™.

Demostracion. Ya hemos probado en la primera parte de la demostracion del Teorema 2.4.1
que, si M no es una P-matriz, entonces J¢* € R" tal que, cuando ¢ = ¢*, (2.1) tiene al
menos dos soluciones distintas. Asi que, bajo las hipdtesis, M ha de ser una P-matriz y la
demostracion se sigue a partir del Teorema 2.4.1. O]

Corolario 2.4.3. Si (2.1) tiene una unica solucion para cada q € R"™, entonces cualquier
subproblema principal de (2.1) tiene una unica solucion para cualquiera de estos vectores.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.4.1 y del hecho de que todas las submatrices principales
de una P-matriz son también P-matriz. O

Corolario 2.4.4. El conjunto de los conos complementarios obtenidos como en la definicion
2.2.9 forman una particion de R" si y solo si M es una P-matriz.

Demostracion. Veamos primero la implicacién de derecha a izquierda. Si M es una P-matriz
por el Teorema 2.4.1, para cada ¢ € R", (2.1) tienes una tnica solucién. Asi que la unién de
todos los conos complementarios es R™. Como M es una P-matriz, M es no degenerada y
entonces todos los conos complementarios tienen interior no vacio. También, dado que, por
(3.8), el sistema (2.1) tiene una tunica solucién para cada g € R™, cualquier ¢ € R" el cual
se encuentre en el interior de un cono complementario no se encontrara en cualquier otro
cono complementario. Entonces la interseccion de los interiores de cualquier par de conos
complementarios es vacia. Por lo tanto el conjunto de los conos complementarios forma una
particion de R".

Reciprocamente, si los conos complementarios forman una particién de R", cada uno de
ellos han de tener interior no vacio y, entonces, M debe ser no degenerada. Ademas, cualquier
q € R™ que se encuentre en el interior de un cono complementario no se encuentra en cualquier
otro cono complementario, gracias a que forman una particién de R", y entonces, (2.1) tiene
una unica solucion para todo estos ¢. Como la unién de todos los conos complentarios recubre
R™, por ser una particién, tenemos que (2.1) tiene una tnica solucién para cada ¢ € R™. Con
lo cual, aplicando el Teorema 2.4.1, M es una P-matriz. O

Nota 2.4.5. Como generalizacion del corolario 2.4.3, es interesante verificar si cualquier
submatriz principal de una Q-matriz sigue siendo QQ-matriz. Esto no es generalmente cierto,
como lo muestra el siguiente ejemplo.
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Sea
M = < _21 _21 ) (2.13)

En la siguiente figura estdn dibujados los conos complementarios asociados a la matriz M.

En este caso, verificamos que la union de todos los conos complementarios forma una
particion de R%. Asi que por el corolario 2.4.4, la matriz M en (2.13) es una P-matriz.
Ya que M es una P-matriz, por el Teorema 2.4.1, el problema de complementariedad lineal
asociado a esta matriz, (2.1), tiene una unica solucion para cada q € R™, por lo cual dicha
M es una Q-matriz.

— M.

-1 1

—a4 (1,-2)

— M. ;

Figura 2.1: Representacion grafica de los conos complementarios asociados a la matriz M

Ahora bien, consideremos la submatriz principal
N=(-1)
obtenida a partir de M eliminando la primera fila y la primera columna. Esta matriz, N, no
es una QQ-matriz ya que el subproblema principal asociado
wy — (—1)z2 = ¢o
we >0, 29 >0, wyzg =0

no tiene solucion si go < 0. Sin embargo, si M es una Q)-matriz y M > 0, entonces todas las
submatrices principales de M son también una Q-matriz [27].
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Lema 2.4.6. Si M es una Q-matriz y el (2.1) tiene una dnica solucion cuando q es un
elemento del conjunto {I1,19,...1,;—My,...,—M.,}, entonces M es una P-matriz.



Capitulo 3

Estabilidad global de los sistemas
Lokta-Volterra

En este capitulo nos centraremos en estudiar la estabilidad global de los sistemas de Lokta-
Volterra. Para ello, definiremos diferentes tipos de estabilidad, asi como distintas clases de
matrices las cuales serdan muy significativas en el andlisis de estabilidad. Ademas, veremos la
estrecha relacion que hay entre el analisis de estabilidad y los problemas de complementarie-
dad lineal (ya estudiados en el capitulo anterior). Por ultimo, haremos una breve instancia
sobre los sistemas de Lokta-Volterra generalizados y el problema de complementariedad no
lineal.

3.1. Introduccion

Los sistemas de Lokta-Volterra compuestos por n poblaciones vienen dados por las ecua-
ciones diferenciales

l"l' = mi(ri + Z aijxj) (31)
j=1
El espacio de estados asociado a (3.1) es el conjunto
RY ={z = (z1,...,2,) ER;2; >0Vi=1,...,n.} (3.2)

Observemos que R’} es un espacio invariante, es decir, cualquier solucién que comienze en
un punto de R seguird estando en R para todo tiempo (positivo o negativo) para el cual
la solucion esté definida.

En general, consideremos el sistema diferencial ordinario # = f(x) y su punto de equi-
librio z* (también conocido como punto estacionario). Dicho punto verifica que f(z*) = 0.
Como & = 0 en x = z*, por ser este un punto de equilibrio, z(t) = 2* ¥Vt > 0 es una solucién
tnica si z(0) = z* . Con lo cual, la érbita que comienza en el punto de equilibrio z* perma-
nece en z* para siempre. Ahora, cojamos un punto inicial z(0) en un entorno de z*. En este
marco, tendremos tres situaciones tipicas:

1. La solucién z(t) cuyo punto de inicial es z(0) permanece en el entorno de z*.

19
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1. Ademsés del caso anterior, la solucién converge a z*.
1. La solucion sale del entorno de x*.
Definicién 3.1.1. Sea z* un punto de equilibrio de nuestro sistema. Entonces:

= Diremos que x* es estable si para cualquier U entorno de x* existe otro entorno de x*,
G C U, tal que cualquier solucion que empieze en G permanece en U para todo tiempo
Positivo.

= Se dice que x* es asintoticamente estable si es estable y, ademds, la solucion con-
verge a T*.

» Si x* no es estable, diremos que es inestable. Hay que tener en cuenta que x* no
es estable si x(t) no permanece en U, ain pudiendo suceder que z(t) — x* cuando
t — +o0.

» Se define la cuenca de atraccion de x* como el conjunto de puntos iniciales x(0)
verificando que x(t) — x* cuando t — +00.

s Cuando la cuenca de atraccion de x* es todo el espacio de estados, o al menos su
interior, y x* es estable, decimos que x* es globalmente estable.

Volvamos a la ecuacién (3.1). Primero supongamos que un punto de equilibrio z* de (3.1)
es positivo. Dado que el espacio de estados es R}, es suficiente considerar su estabilidad solo
con respecto al interior de R’!. Cuando el punto de equilibrio es un cierto o* = (z1,...,,),
definimos los subconjuntos I 'y J de N = {1,...,n} talesque zf =0Vi € [ ycon J = N\ I.
También definimos

R ={z = (v1,...,2,) eRY;2; >0Vie [ yx; >0Vj e J} (3.3)

Observemos que R} = int(R%) si 2* > 0. Para el sistema (3.1), decimos que z* es estable,
asintoticamente estable o globalmente estable si asi lo es con respecto a R}. Concretamente
tomamos los entornos U y G de la definicién de estabilidad como sus intersecciones con R
y consideramos unicamente las trayectorias restringidas a la parte no negativa de un entorno
de z*. Este tipo de estabilidad se conoce como estabilidad del sector [16]

Definicién 3.1.2. Se dice que el sistema (3.1) es permanente si hay un conjunto compacto
en el interior del espacio de estados tal que todas las orbitas que se inician en puntos del
interior terminan en el conjunto compacto.

En el contexto ecoldgico, el espacio de estados R’} y la permanencia implican la super-
vivencia de todas las especies que existen inicialmente. Equivalentemente, la permanencia
significa que 3k > 0 tal que cuando z;(0) > 0Vi = 1,...,n , liminf, ,,2;(t) > ky
limsup, ., zi(t) < % Nétese que la ultima condicién implica que todas las orbitas estan
uniformemente acotadas. Aqui, la eleccién depende tinicamente del valor inicial de z(0). El
concepto de permanencia fue introducido por Schuster, Sigmund y Wolf
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3.2. Estabilidad global para los sistemas de Lokta-Volterra

Primero, consideremos el sistema lineal descrito por

T :Zaijxj parai=1,...,n (3.4)

j=1
y definamos A = (a;;).

Definicién 3.2.1. Diremos que A es estable si todos los autovalores de A tienen parte real
negativa.

Observacion 3.2.2. Notemos que el punto de equilibrio x = 0 de (3.4) es asintdticamente
estable si y solo st A es estable.

Definicién 3.2.3. Diremos que una matriz B es definida positiva (definida negativa) si y
solo si su forma cuadrdtica u? Bu es mayor estrictamente que cero (respectivamente menor
estrictamente que cero) para todo vector u € R™.

Definicién 3.2.4. Diremos que una matriz B € R™™ es semidefinida negativa (semidefinida
positiva), si se tiene que u’ Bu <0 (> 0) Vu € R™.

Teorema 3.2.5 (Teorema de Liapunov para los sistemas lineales con coeficientes constantes).
Sea A una matriz de orden n con coeficientes reales. Entonces, A es estable si y solo si existe
una matriz Q del mismo orden y con coeficientes reales tal que QA+ATQ es definida negativa.

Dado que el sistema de Lokta-Volterra (3.1) es no lineal, es natural esperar que nece-
sitemos una clase de matrices mas restrictiva que las matrices estables para asegurar la
estabilidad global para un punto de equilibrio no negativo de (3.1). A continuacién definimos
algunas clases de matrices utilizadas en el andlisis de estabilidad global.

Definicién 3.2.6. Supongamos que B € R"*".

1. BES, (0 B€S,) siysolosi IW € R™™ matriz diagonal definida positiva tal que
W B + BTW es definida negativa (o semidefinida negativa).

11. Se dice que B tiene una diagonal dominante negativa (B € NDD) si y solo si
existe un conjunto de n nimero positivos m; >0 (i =1,...,n) tal que

—b“ﬂ'l > Z|bij|7rj 1= 1,...,7’L. (35)
J#

1. Supongamos que b;; > 0 Vi # j. Entonces —B es una M-matriz (—B € M) si y solo si
B es estable.

1v. Se dice que B es una matriz D-estable (B € D) si y solo si la matriz DB es estable
para cualquier matriz D diagonal definida positiva.
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Nota 3.2.7. También usaremos las clases de matrices del tipo P-matriz y Q-matriz definidas
en el capitulo anterior.

La clase S, es mas restrictiva que la clase de las matrices estables. De hecho, tenemos la
siguiente propiedad:

Lema 3.2.8. S1 A € S, entonces A es D-estable y -A es una P-matriz.

Demostracion. Si A € S, , entonces W A es semidefinida negativa y —WW A es una P-matriz (
[28]). Los menores principales de —WW A son igual al producto de los correspondientes menores
principales de —A y W, ya que W es una matriz diagonal. Por lo tanto, todo menor principal
de —A es positivo, es decir, —A es una P-matriz, ya que W es definida positiva.

Si A € S,, entonces DA € S, para cualquier matriz diagonal D definida positiva, ya
que WA+ ATW = WD YDA) + (DA)YW D! es definida negativa. Hay que observar que
W D! es también una matriz diagonal definida positiva. Por el Teorema de Liapunov para
sistemas lineales, DA es estable y A es D-estable. Esto completa la prueba del lema. O]

A continuacién mostraremos que el Problema de Complementariedad lineal (PCL) (abor-
dado en el Capitulo 1) esta estrictamente relacionado con el problema de encontrar los puntos
de equilibrio de (3.1).

Si cada submatriz de A es no singular, el sistema (3.1) tiene como mucho 2" puntos de
equilibrio, los cuales satisfacen que

xi(ri + Z a;;x;) =0 para todoi=1,...,n.
j=1

Vamos a denotar por z* un punto de equilibrio no negativo de (3.1). Entonces, z* debe
satisfacer lo siguiente:

z7 20,

xy(r; + Zaiﬂ;‘-) =0Vi=1,...,n. (3.6)
=1

Recordemos que el problema de complementariedad lineal asociado a M € R"*" y g € R"
(PCL(M,q)) consistia en hallar x € R" e y € R" tal que
y=Mx+q>0, (3.7)
x>0, y'z =0.
Ademas, se verifica que z;y; =0Vi =1,...,n, es decir,
xi(qi—l—ZMijxj) =0Vi=1,...,n.
j=1

Gracias a este resultado obtenemos el siguiente lema:
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Lema 3.2.9. Consideremos el sistema (3.1). Resolver el PCL(—A, —r) es equivalente a en-
contrar un punto de equilibrio no negativo x* del sistema verificando que

ri—i-Zaijm;SOpamizl,...,n. (3.8)

j=1

Observacion 3.2.10. La restriccion (3.8) sobre x* se obtiene a partir de (3.7), y veremos
mdas adelante que esta es una condicion necesaria para que r* sea estable. A un punto de
equilibrio que verifique (3.8) se lo conoce como saturado.

Gracias a la existencia y unicidad de solucién del PCL, el Teorema 2.4.1 prueba que los
sistemas Lokta-Volterra (3.1) tienen un tinico punto de equilibrio saturado para cada b € R"
si y solo si —A es una P-matriz.

Vamos a dar ahora un resultado fundamental sobre la estabilidad global de los sistemas
Lokta-Volterra, formulado y probado por Takeuchi y Adachi ( [41]).

Teorema 3.2.11. FEl sistema Lokta-Volterra (4.1) tiene un punto de equilibrio x* no negativo
y globalmente estable para cada r € R™ si A € S,,.

Demostracion. Por el Teorema 2.4.1 y el Lema 3.2.11, si A € S, entonces —A es una P-
matriz y el PCL(—A, —r) tiene una tnica solucién para r € R", la cual es un punto de
equilibrio no negativo de (3.1) que verifica (3.8).

Sean I un subconjunto de N = {1,...,n} tal que z; = 0 para cualquieri € I y J = N\ I.
Ahora consideremos la siguiente funcién continua y diferenciable:

Viz) =Y w, (xj — 2t —atlog (%)) 3w (3.9)

jeJ i€l
donde w; (i = 1,...,n) son constates positivas las cuales no se han especificado todavia.
Ademas, definimos el conjunto compacto 2 C R} tal que

QL) ={z e R}; V(x) < L(z(0))} (3.10)

Aqui, L(x(0)) es una constante positiva la cual depende del valor inicial z(0) y satisface que
L(x(0)) > V(2(0)). Entonces, las siguientes propiedades son triviales:

(i) V(z) > 0Vx € Q.
(ii) V(z) se anula en  tnicamente en z = x*.

La derivida de V(x(t)) respecto al tiempo a lo largo de una solucién de (4.1) es

V() =S (1-2)é+ Su

jeJ 7 el
n n
= Wi\T; — T, i\ T — Ty, W; T Qip\ T — Ty,
2 wj( 7) 22 ag B) 2w ) ap Y
jeJ k=1 i€l k=1
n
iel k=1

1 n
= 5(1: — )T WA+ ATW)(z — 2*) + > wizi(ri + > awx}),
k=1

el
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donde W = diag(ws, . .., w,) . El segundo término del lado derecho en V (z(t)) es no positivo
en Q por (3.8) y el primer término es negativo por ser A € S,,. Por lo tanto, V(x(t)) es
negativo en ) cuando x = x* y se anula unicamente en x = z*. Por la propiedad de no
negatividad de la solucién de (3.1), z;(t) > 0Vt > 0 si x;(0) > 0 para cualquier i € I,
y z;j(t) > 0Vt > 0 si x;(0) > 0 para cualquier j € J. Por tanto, toda solucién de (3.1)
permanecera en € y se acercan a z* cuando t — +o0o gracias a la teorfa de estabilidad
extendida de LaSalle [19].

Ademas, es trivial que =* es estable con respecto a 2. De hecho, €2 es un conjunto posi-
tivamente invariante, lo cual es posible gracias a la elecciéon de un L(x(0)) suficientemente
pequeno.

La unién de todos los conjuntos (L), con L desde 0 hasta +oo es ,obviamente, igual a
R’7. En consecuencia, z* es estable con respecto a R} y toda solucién converge a z* cuando
t — +o0 si (0) € R}. Esto completa la prueba del teorema. O

Es trivial ver que si A € S, entonces todos las submatrices principales pertenecen a .S,,.
Por lo tanto, del anterior teorema se deduce el siguiente corolario.

Corolario 3.2.12. Si A € S,,, entonces el sistema Lokta-Volterra (3.1) y todos sus sistemas
reducidos tienen un punto de equilibrio no negativo y globalmente estable para cada r € R™.

Ejemplo 3.2.13. Consideremos el sistema (3.1) con

~1 -1 -0, 2
A= -1 —2 -1 | yo=|[1
—2 -1 -4 3

Dado que —A es una P-matriz, PCL(—A,—r) tiene una tinica solucidn por el Teorema
(2.4.1). Ademds, x = (2,0,0) e y = (0,1,1) satisfacen las condiciones impuestas en el
PCL(—A,—r). El punto x* es un punto de equilibrio no negativo el cual satisface (3.8).
Ademds, A+ AT es definida negativa y A € S,,. Por lo tanto, por el Teorema (3.2.11), z* es
un punto de estabilidad global.

El siguiente teorema fue formulado por Goh [15].

Teorema 3.2.14. Supongamos que existe un punto de equilibrio x* de (3.1) verificando (3.8).
Entonces, x* es globalmente estable si A € S, y la funcion

n

%(:c — )T WA+ ATW)(z — 2*) + Z wxi(r; + Z arxy) (3.11)

el k=1

no es identicamente nula a lo largo de cualquier solucion de (3.1) ademds de anularse en
z* € RY.

La diferencia importante entre los dos teoremas anteriores es la siguiente: El Teorema
3.2.11 requiere tener que A € S, mientras que el Teorema 3.2.14 supone una clase mas débil,
S.. Pero la clase S, no solo asegura la existencia de z*, sino también la negatividad de la
funcion (3.11). Ademas, el Teorema 3.2.11 establece que si A € S,,, entonces existe un punto
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de equilibrio x* > 0 globalmente estable no inicamente para un vector concreto r € R”, sino
para todo r € R™.

En general, es bastante dificil comprobar si una determinada matriz A pertenece o no a
la clase S,,. El siguiente Teorema da una serie de condiciones suficientes para que A € S,,,.

Teorema 3.2.15. Supongamos que A € R"*™. Entonces A € S, si y solo si se verifica una
de las siguientes condiciones:

(i) Ae NDD.
(ii) A es semidefinida negativa.
(iii) A es una M-matriz.

Demostracion. (iii) viene probado en [3].

Supongamos que A € NDD. Definimos la matriz A = (a;;) verificando que @; = ay
y @;; = |a;j| parai,j = 1,...,n, con ¢ # j. Por (3.5), existe m = (my,...,m,) > 0 tal que
Arm < 0. Esto implica que A € S, [4]. Entonces, 0 > |u|T(WZ+ZTW)|u| > uT(WZ+ZTW)u
para cualquier u € R™ \ 0, lo cual prueba que A € S,,. Aqui |u| = (Jui], ..., |unl).

(1) es trivial, ya que podemos tomar W como la matriz identidad de orden n x n. Esto
completa la prueba. O

A: Definida Negativa

-A: M-Matriz

A: Dviagonal

1 5 |
Dominante Negativa A: Semidefinida

Neaativa

Figura 3.1: Relaciones entre las clases de matrices. “A — B "implica que la clase de A esta
incluida en la clase de B.

Los Teoremas 3.2.11 y 3.2.15 implican que el sistema (3.1) tiene un punto de equilibrio
no negativo y globalmente estable para cada r € R" si —A es una M-matriz.
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3.2.1. Sistemas de Lokta-Volterra cooperativos

En esta seccién vamos a restringir la matriz de interaccion a la clase de matrices con
elementos no diagonales no negativos, es decir, a;; > 0Vi # j. Esta clase de matrices se
conoce como matrices cooperativas. Por tanto, los siguientes teoremas prueban que —A debe
ser una M-matriz si (3.1) tiene un punto de equilibrio no negativo y globalmente estable para
cada r € R™.

Para la prueba del Teorema 3.2.17, necesitaremos usar el siguiente corolario cuya de-
mostracion es facil de hallar usando los Teoremas 3.2.11, 3.2.15 y 3.2.17, ya que cuando
a;; > 0Vi # j, —A es una M-matriz si y solo si —A es una P-matriz.

Corolario 3.2.16. Supongamos que A es una matriz cooperativa y no singular. Entonces el
sistema (3.1) tiene un punto de equilibrio no negativo y globalmente estable para cada r € R"
sty solo si —A es una M-matriz.

Este corolario prueba la equivalencia entre las tres clases de matrices de interaccién, A,
con elemento no diagonales no negativos:

(i) AeS,.
(ii)) —A es una P-matriz.

(iii) La matriz que asegura la existencia de un punto de equilibrio no negativo y globalmente
estable para cada r € R".

Teorema 3.2.17. Supongamos que A y todas sus submatrices principales son no singulares.
Si (3.1) tiene un punto de equilibrio no negativo y globalmennte estable para cada r € R",
entonces —A es una P-matriz.

Demostracion. Lo probaremos por induccién.

Para el caso unidimensional (n=1) (3.1) viene dado por @7 = z1(r; + aj;21). Cuando
r1 = 0, ¥ = 0 debe ser el inico punto de equilibrio globalmente estable por las suposiciones
anteriores. Por tanto, a;; < 0, es decir, —A es una P-matriz.

Asumimos que el Teorema se cumple para los sistemas j dimensionales, con j = 1,...,k—1
(k > 1). Ahora, consideramos el sistema k-dimensional

(Sp) % = XF(r¥ 4+ AFaF)
y el sistema reducido i-dimensional de (Sg) parai=1,...,k—1 (k> 1)
(S;) @' = X"(r' + A'2").

Aqui, 2% = (2f, ... 2k, X* = diag(ah, ... 2f), % = (rk, ... 1) y AF € R¥** Ademds, 27 es
el vector i-dimesional obtenido a partir de z* eliminando (k—i) elementos y A es la submatriz
principal de orden i xi de A* obtenida eliminando las correspondientes (k—i) filas y columnas.
X'y r estan definidas de manera similar a A’ y z°, respectivamente. Por lo asumido, (Sy)
tiene un punto de equilibrio no negativo y globalmente estable para cada r € R", lo cual
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implica que —AF es una Q-matriz. Ademds, —A’ es una P-matriz Vi = 1,...,k — 1 por lo
asumido en el argumento de inductividad.

Para la prueba del Teorema, es necesario probar que —A* es una P-matriz, es decir, probar
que PCL(—A*, —r*) tiene una tnica solucién cuando —r* es cualquier elemento del conjunto
{IF, ... IF; Ay, ..., AF}, dado que —A* es una Q-matriz (ver Lema 2.4.6).

Caso 1: —rk = [IF.

Por conveniencia de notacién, consideramos el caso donde i = 1. Obviamente, PCL(—A", IT)
tiene una solucién z**. Supongamos que el PCL tiene otra solucién 7% # 0. Si Z* es no positi-
vo, es decir, 35 € {1,...,k} tal que ff = 0, entonces PCL(—A*~1 I%~1) tiene dos soluciones,
una es cero y la otra es 87!, lo cual, por el Teorema 2.4.1, contradice que —A*~! es una
P-matriz. Aqui, Z#~' y I} son vectores de dimensién (k — 1) obtenidos a partir de Z* y IF
eliminando sus j-ésimos elementos, respectivamente. Por tanto, ¥ > 0.

Para un € > 0 suficientemente pequefio, consideremos el sistema (S;,) con 7* de la forma

k
F= I —e) IF=(-1,—¢,...,—€). (3.12)
=2

El PCL(—A*, —IF —¢ Z [’“) tiene una solucién z* = 0. La matriz jacobiana del sistema (Sy)
1—2

con (3.12) evaluada en z* —diag(1l,€, ..., €), una matriz diagonal k x k, con coeficientes

rales, la cual es estable. Esto implica que :L‘k* = 0 es asintéticamente estable con respecto a

Rk y, por lo supuesto, este debe ser globalmente estable.

Por otro lado, el sistema (S}) con (3 12) tlene un punto de equilibrio positivo T, para e > 0
suficientemente pequeno. De hecho 7 =78+ (AF)710,¢,...,6)T parae >0 suﬁmentemente
pequeno. La existencia de este TF entra en contradmmon con la estabilidad global de T, y
por lo tanto no existe 7% > 0.

Caso 2: —r% = Ak,

Consideramos de nuevo el caso donde i = 1. Una solucién de PCL(—A*, A}) es o** =
(1,0,...,0)T y satisface que

ARgh — AV =0 (3.13)

Supongamos que PCL(—AF, A}) tiene otra solucién z*. Por (3.13) y 7% # 2% 7% es no

positivo. Si Z}¥ > 0y ff = 0 para algun j tal que 2 < j < k, podemos probar, de forma
similar al caso 1, que PCL(—A®"1, A*~1) tiene dos soluciones y llegar a una contradiccién con
el hecho de que —A*! es una P-matriz. Aqui, A¥~! es un vector de dimensién k — 1 obtenido
a partir de eliminar en A¥ su elemento j-ésimo. Por tanto, Z} = 0. De forma similar, es facil
probar que, si f;“ = 0 para algiin j € {2,...,k}, entonces, otra vez, el PCL(—A*"1 A1)
tiene dos soluciones. Por tanto, Ef > 0Vj € {2,...,k}. Dado que 7% es una solucién de
PCL(—AF, A}), esta verifica que

7 =al7" —ak, <0 (3.14)
a’§2 T agk f’; a§1
: : -1 r | =0, (3.15)
k k k k

Ago -+ Qg Ly, 51
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donde al es el primer vector fila de A* y AF = (afj) Denotemos por A" ala matriz de
(3.15). Si 1 = 0, entonces Z* satisface que A*z* — A¥ = 0, lo cual implica que A* es singular,
gracias a (3.13) y que z** # z*. Por tanto, y; < 0.

Para € > 0, consideremos (Sy) con r* de la forma

k
rk = AV - EZA;“ (3.16)
=2

k
Una solucién de PCL(—AF, AY +¢ > A¥) es 27 = (1,¢,...,€)T. Dado que z¥* > 0, este debe
i=2

ser globalmente estable por lo asumido. Ademéds, ZF = (0,75 +¢, ..., T +¢)T es también una
solucién del PCL. De hecho, por (3.15),

=k k

Ty + € 51 k—1 -

A : — : —ey A =0
—

—k k
Ty + € Ay ¢

y, ademas,

k
Yie = a{f’: - alfl +e Z a]f¢>
i=1
=alzk — al,
=71 <0
Dado que 7, es un autovalor de la matriz Jacobiana del sistema (S;) con (3.16) evaluado en
T*, esto implica que hay una trayectoria la cual tiende a Z¥ cuando t — +o0 ( ver [10]) . Esto

contradice la estabilidad global de z** y prueba la unicidad de solucién de PCL(—A*, A%).
Por el Lema 2.4.6, —A* es una P-matriz, como querfamos demostrar. O

Ahora vamos a probar que la condicién (3.8) para un punto de equilibrio no negativo z*
de (3.1) es necesaria para que x* sea estable.

Teorema 3.2.18. Consideremos el sistema
T =xifi(w, .. xn)i=1,...,n, (3.17)
con cada f; continua. Si un punto de equilibrio z* no negativo de (3.17) es estable, entonces
filal,...,x;)<0i=1,...,n.

Demostracion. Cuando xz* > 0, es trivial. Por tanto, supongamos que I # (), donde I estéd
definido como en (3.3). Vamos a probarlo por reduccién al absurdo. Supongamos que 3i € I
tal que f;(z*) > 0. Dado que f;(x) es continua, para algin € > 0, f;(z) >J > 0Vzr € S, =
{z e RY; | — ¥ < €}. Sea Q = S, Nint(R%). Entonces
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Definamos V' (z) = z;. La derivada de V' con respecto al tiempo a lo largo de una solucién
de (3.17) es (3.18) para todo = € Q. Ademés, V(x) > 0 Vz € Q.

Tomemos un valor inicial 2° de (3.17) en el entorno de z*, con z° € Q(z¥) C Q, donde
Q) = Qn{z € RY; x; > 2}, Si la solucién z(t) con valor inicial 2(0) = z° pertenece a
Q(z?), entonces

Vi(x(t)) = wi(t)
=1 —i—/ Mdt

dt
> 1) + a(a)), (3.19)
donde
a(x)) = min {z;fi(x)} >0 (3.20)
zeQ(z?)

Por (3.19), (3.20) y la acotacién de V(z) en Q(x?), z(¢) intersecta con la frontera de Q(x?)
(0Q(x?)) en tiempo finito, t* > 0. De hecho, si x(7) € 9Q(zY), pero z(1) ¢ IQN S., entonces
V(x(7)) = 2¥, lo cual se contradice con (3.19) y (3.20). Entonces, x* no es estable con respecto
a R7, llegando asi a una contradiccion. ]

Nota 3.2.19. Hasta ahora, tenemos varias clases de matrices, como S, Py D. A € S,
asequra la existencia de un punto de equilibrio no negativo globalmente estable de los sistemas
Lokta-Volterra para cualquier r € R™ (Teorema 3.2.11). Por otro lado, —A € P implica la
ezxistencia de un unico punto de equilibrio no negativo de los sistemas Lokta-Volterra para cada
r € R™ verificando (3.8) (Teorema 2.4.1). Ademds, (3.8) es necesaria para que dicho punto
de equilibrio sea estable (Teorema 3.2.18). Esto significa que podemos restringir la clase de
las matrices de interacciones A a la clase P cuando consideramos los sistemas Lokta-Volterra
con un punto de equilibrio no negativo y globalmente estable para cualquier r € R". Observar
que esto no quita la posibilidad de la existencia de un sistema Lokta-Volterra con —A € P
el cual tenga algun punto de equilibrio no negativo y globalmente estable para un r € R"
particular.

3.3. Sistemas Lokta-Volterra generalizados

En esta seccién vamos a considerar los sistemas Lokta-Volterra con términos generales de
crecimiento:

5= il — Sl osa)) i = Lo, (.21)
donde z = (z1,...,2,)7 v ¢ = (q1,...,q,)T son vectores reales de dimensién n y f(z) =
(fi(x),..., fulx))T es un vector de funciones continuas de dimensién n.

Sig=ry f(x) = —Ax, entonces (3.21) pasa a ser el sistema pasa a ser el sistema Lokta-

Volterra (3.1). Llamaremos a (3.21) por sistema Lokta-Volterra generalizado. En la seccién
(3.2) probamos que el sistema Lokta-Volterra (3.1) tiene un punto de equilibrio no negativo
y globalmente estable para cada b € R" si A € S,,. Probaremos que esta misma propiedad se
cumple para los sistemas Lokta-Volterra generalizados con una funcién concreta f(z).

A continuacion haremos uso de las siguientes notaciones y definiciones:
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(i) Para un vector ¢, notaremos por Q* = {¢; ¢ >0}, Q" ={g; ¢ <0} y Q =R"\ (Q* U
Q7).

(i) Para ¢ y f(z) en (3.21), consideramos X ; = {x € R}; f(z) —¢ > 0} y X ; = {z €
R?; f(z) —q < 0}. Aqui R7 se define como en (3.3).

(iii) Para un punto de equilibrio z* de (3.21), definimos X;' = {x € R}; z > z*} y X, =
{z e R} z < z*}

Definicién 3.3.1. Sea f una funcion de R’} en R".

(i) Se dice que f es una Z-funcion si y solo si Vo € R} y i #J (i,j =1,...,n) la
funcidn escalar Fi; : RY — R! definida por F;;(t) = fi(x + te?) es no creciente. Aqui
el es el vector unitario j-ésimo de R".

(ii) Se dice que f es una M-funcidn siy solo si es una Z-funcion tal que para cualesquiera
n

ey enRY, si f(x) < fy), se tiene que x < y.
(iii) Se dice que f una funcion fuertemente mondtona en R} siy solo si IK > 0 escalar
tal que para todo par (x,y), con x,y € R?, se tiene que

(=91 f(2) = fy)] = K|z —y|?

Es fécil comprobar que la solucién z(t) de (3.21) es no negativa para cualquier valor
inicial 2(0) no negativo y que z;(t) = 0 si x;(0) = 0. Por lo tanto, podemos definir un sistema
reducido para el sistema Lokta-Volterra generalizado (3.21).

Al igual que el problema de complementariedad lineal ha jugado un importante papel en
el andlisis de estabilidad para el sistema Lokta-Volterra, usaremos el problema de comple-
mentariedad no lineal para el andlisis de (3.21).

Definicién 3.3.2. El problema de complementariedad no lineal (PCN) consiste en
hallar un vector x € R™ tal que
z >0,

flx)+¢>0,y
2T (f(z)+¢) =0.

Aqui, f: R} — R" es una funcién dada y ¢ € R" es un vector constante. Denotaremos
el problema de complementariedad no lineal asociado a f y ¢ como PCN(f,¢). También
denotaremos por x* a un punto de equilibrio de (3.21). Entonces, el problema de encontrar
x* verificando

¢ — fi(z") <0, parai=1,...,n (3.22)

es equivalente a resolver PCN(f, —¢). La restriccion (3.22) en un punto de equilibrio no
negativo es una condicién necesaria para que x* sea estable (Teorema 3.2.18).

Los siguientes Lemas proporcionan condiciones para existencia y unicidad de soluciones
de los problemas de complementariedad no lineal y seran usados, posteriormente, para el
analisis de la estabilidad de (3.21).
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Lema 3.3.3. Sea f : R} — R" una Z-funcion y sea ¢ € R™. Denotemos por X} = {z €
R?: f(z) + ¢ > 0} al conjunto factible de PCN(f,c). Entonces:

(1) Si X es no vacio, entonces x <y Vy € X, donde x es una solucion de PCN(f,c).
(1) PCN(f,c) tiene solucion para cualquier ¢ € R™ siy solo si {x; x > f(0)} C f(RY).

(iii) Si f es una M-funcion, entonces PCN(f, c) tiene a lo sumo una solucion para cualquier
ceR".

Lema 3.3.4. Si f : R — R" es una funcion continua y fuertemente mondtona en R,
entonces existe una unica solucion T de PCN(f,0), es decir, T >0, f(T) >0 y T’ f(T) = 0.

Sistemas con M-funciones

Sin pérdida de generalidad, supongamos que f(0) = 0 para (3.21). Consideremos el siste-
ma (3.21) verificando las siguientes condiciones:

(H1) f:R%? — R"™ es una M-funcién continua y diferenciable.
(Hy) RL C f(R"4)

Cuando f es una M-funcién, (Hj) es equivalente a la coercitividad, es decir, para cada
sucesién creciente no acotada {z*} en R”, limy_, o f;(2%) = +o0 para algin indice ¢ [42].
En general, H; no implica Hs. Por ejemplo, f(x) = z/(x + 1) verifica H; pero no Hs, ya que
JRY) ={z;0<2 <1} CRL.

El siguiente teorema es facil de probar y asegura la existencia de un tnico punto de
equilibrio no negativo verificando (3.22).

Teorema 3.3.5. Si se verifican Hy y Hy, el sistema (3.21) tiene un inico punto de equilibrio
no negativo x* verificando (3.22) para cada q € R™.

Primero resumiremos varias propiedades con respecto al sistema (3.21), las cuales son
validas para cualquier ¢ € R™.

Lema 3.3.6. Denotemos la solucién de (3.21) por x®(t) y 2P(t), cuyos valores iniciales son
a € R} y B,€ RY, respectivamente. Entonces, st f(x) es una Z-funcion continua y o > f3,
se tiene que x(t) > 2°(t) Vt > 0.

Lema 3.3.7. Supongamos que se verifican Hy y Hy. Entonces se cumple lo siguiente:
(i) Yo € R} 3n € X[} tal que n > x.

11) Fxiste un conjunto positivamente invariante al que C para cualquier

i) Ewist junt ti te invariante Xy # 0 tal que X} € X7 lqui
q € R" y para toda solucion de (3.4), la cual empieza en R} y converge a x* cuando
t — +oo.
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(ii) Toda solucidn x(t) de (3.21) que empicze en X} estd acotada y verifica que

0 <limsupz(t) < z* (3.23)

t—+o00
(iv) Para cualquier ¢ € R™, x* es estable con respecto a X(;} y toda solucion que empieze en
X converge a x* cuando t — +o00.

Ahora vamos a considerar la estabilidad de z* con respecto a R}, haciendo uso del Lema
3.3.7. El analisis de estabilidad de z* para (3.21) consiste en tres casos clasificados por la
clase de ¢ en (3.21).

Caso 1: g€ Q™.

Por Hs, la tnica solucién z* de PCN(f, —q), para ¢ € QT, verifica que f(z*) — ¢ = 0.
Ademéds, f(z*) =g > 0= f(0) asegura que z* > 0.

Lema 3.3.8. Supongamos que Hy y Hy son ciertas. Entonces, X ; # () es un conjunto
positivamente invariante verificando que X3 C X para cualquier ¢ € Q1. Ademds, toda
solucion de (3.21) que empieze en X ; converge a x* cuando t — +00.

Los Lemas 3.3.7 (ii) y 3.3.8 prueban que z* es estable con respecto a X;I y X, El
siguiente teorema extiende la region de estabilidad a R™.

Teorema 3.3.9. Si se cumplen Hy y Hs, entonces (3.21) y sus sistemas reducidos tienen un
punto de equilibrio positivo y globalmente estable para cada q € Q.

Caso 2: ¢ € Q.
Esta claro que la tinica solucién de PCN(f, —¢q) para ¢ € Q~ es z* =0 € X(;}.

Teorema 3.3.10. Si se verifican Hy y Ho, entonces x* = 0 es un punto de equilibrio global-
mente estable de (3.21) y, ademds, de sus sistemas reducidos, Yq € Q.

Caso 3: q € Q.

Por conveniencia notacional, se supone que ¢ € Q es de la forma ¢ = (¢, ¢5)*, permutando
adecuadamente los indices. Aqui, ¢; = (q1,...,¢)" € Q7 vy @7 = (¢pt1,---,q)" € QT, con
p # 0. El sistema (3.21) se expresa como

oy = Xi(qr — fi(zr,25)),

iy = Xs(qr— filzr,25)), (3.24)

donde z; v fi(xr,z;) (6 x5y fi(x;,z;)) son de dimensién p (6 (n-p)) obtenidos a partir

de x y f(z) eliminando sus j-ésimas componentes para j = p+1,...,n (6 j = 1,...,p),
respectivamente, y X; (6 X;) es la matriz diagonal p X p (6 (n — p) X (n — p)) obtenida a
partir de la matriz cuya diagonal es el vector (z1,...,x,).

Como f(z) verifica Hy y g5 € QF, f;(0,z,;) verifica también que Ry C f,(R"), lo
cual asegura la existencia de Z; tal que

f5(0,7;) = q; (3.25)
Ademas, f;(0,7;) = q; > 0= f;(0,0) implica que Z; > 0.
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Teorema 3.3.11. Si se cumplen Hy y Hs, y ademds se verifica que

f1(0,Z5) —qr > 0, (3.26)

entonces (0,T ;) es un punto de equilibrio globalmente estable de (3.21). Aqui T; viene dado
por (3.25).

Para el Caso 1 (o0 2), la tnica solucién de PCN(f, —¢q) es * > 0 (o z* = 0). Pero (0,7)
no es una solucién necesaria de PCN(f, —¢) con ¢ € Q, ya que, en general, no verifica (3.26).
De hecho, 0 = f;(0,0) > f;(0,T;) por Hy y q; < 0. Esto da un punto de dificultad al anélisis
de estabilidad para (3.21) con ¢ € Q. Sin embargo, el siguiente teorema lo prueba para n = 2.
La demostracién de este teorema estd en [40].

Teorema 3.3.12. Cuando n = 2, existe un punto de equilibrio no negativo y globalmente
estable de (3.21) para cualquier q € Q, si Hy y Hy se verifican.

Albrecht, Gatzke, Haddad y Wax ( [1], [2] ) probaron que toda trayectoria del sistema
(3.21) con ¢ = 0 en int(R?%) converge a un punto de equilibrio positivo cuando ¢ — +o0, si
se verifican:

(i) o

< 0 en int(RY) para i # j.

L
(ii) Para cualquier & > 0y > 0, existe v > 0, para € > 0, tal que
ofi ofi

D, (ce, Be)a + 8_x2(@€’ pe)s >~ parai=1,2

iii) Existen x1; > 0y x99 > 0 tal que

(iii) y q
(x1 — 211) f1(21,0) > 0 Voy >0, 1 # 211,
(X9 — x92) f2(0,22) > 0 Vg > 0, x9 # Xao,

Vamos a comparar ahora las condiciones de estabilidad obtenidas aqui con las obtenidas
en la seccién 3.2. Cuando f(x) = —Ax, las condiciones de H; y Hs son equivalentes a que
A sea una M-matriz (ver [29]). Por tanto, H; y Hs son generalizaciones no lineales de lo
ya asumido en el Teorema 2.4.1. Esto implica que existe un punto de equilibrio no negativo
y globalmente estable para el sistema Lokta-Volterra siendo b € R™ si y solo si A es una
M-Matriz. Pero en esta seccién, el teorema asegura la existencia de x* para los sistemas
Lokta-Volterra generalizado con ¢ € Q* o ¢ € Q~. Para ¢ € @, en general, las condiciones
de existencia de un punto de equilibrio x* globalmente estable no han sido ain obtenidas,
excepto para un punto de equilibrio particular (Teorema 3.3.7) y para n=2 (Teorema 3.3.8).

Ahora vamos a considerar el sistema (3.21) con una funcién fuertemente mondétona.

Teorema 3.3.13. Supongamos que f(x) es continua y fuertemente mondtona en R'}. Enton-
ces, el sistema (3.21) y todo sistema reducido de él tiene un punto de equilibrio no negativo
y globalmente estable para cada b € R™.
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El siguiente lema prueba que la condicién de estabilidad dada en el Teorema 3.3.13 es
una generalizacién no lineal del Teorema 3.2.15 (ii).

Lema 3.3.14. Sea f : D — R" continuamente diferenciable en D C R™, con D abierto
y convezo. Sea Jp(x) la matriz Jacobiana de f en v € D. Entonces, f(x) es fuertemente
mondtona en D si IK > 0 escalar tal que y* J;(x)y > K|y|* Vo € D y Vy € R™.

Nota 3.3.15. Por tanto, una funcion f(x) fuertemente mondtona es una generalizacion no
lineal de —Ax con A matriz definida negativa.



Capitulo 4

Aplicacion a la Ecologia Teodrica.
Estabilidad Estructural

En este capitulo nos centraremos en el estudio de la coexistencia para sistemas com-
petitivos utilizando un ajuste estructural. Veremos que a partir de estudiar las diferentes
relaciones de dos pares de especies podemos sacar conclusiones sobre la coexistencia de todas
las n especies del ecosistema.

4.1. Introducciéon

La impresionante diversidad de especies en las comunidades ecoldgicas ha estado moti-
vando a los ecélogos a llegar a entender como dicha diversidad se mantiene. Dado que son
mas competitivas unas especies que otras, y que la constancia de la competicion lidera a la
exclusion de las especies inferiores, los factores que incapacitan la coexistencia de muchas
especies crean un gran “puzle ecolégico”. Aunque las observaciones de comunidades ricas en
especies han servido como una primera motivacion para estudiar la coexistencia entre las
especies, la mayoria de conocimientos empiricos y tedricos vienen del estudio de mecanismos
en parejas [5,6,17]. La razon de estos experimentos practicos y tedricos es dedicada a enten-
der la interaccién entre dos especies, lo cual es mucho mas simple y mucho mas tratable que
entender la dindmica de muchas especies [5]. No obstante, centrarse en la coexistencia en pa-
rejas pierde algunos procesos que solo suceden en diversos sistemas y que podrian mantener
la coexistencia en diversos ecosistemas de la naturaleza.

Para entender como la estructura de cadenas de diversas especies influye en el mante-
nimiento de la diversidad de especies los ecologos han requerido herramientas, las cuales
caracterizen las oportunidades de que n especies coexistan y cuantifiquen cuanta de esta co-
existencia depende de los mecanismos que requieren mas de dos especies. La aproximacion
mas comun aplicada a entender la coexistencia en diversas comunidades es el estudio de la
estabilidad local [5,22]. Sin embargo, la estabilidad local tuvo algunas limitaciones, como el
hecho de que podria considerar un sistema estable cuando no todas las especies que coexisten
en la comunidad tienen una abundancia positiva que tienden a un punto de equilibrio. Esto
significa que el sistema es estable pero no factible [30]. Otra limitacién bastante significativa
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es que el acuerdo de las especies coexistentes que dependen de mecanismos que requieren
mas de dos especies no puede ser realmente calculado desde las propiedades de estabilidad
local de n especies. Fundamentalmente, en el analisis de las pertubaciones actiian variables
estéticas, limitando el analisis a cambiar la abundancia de especies.

En este capitulo desarrollaremos una medida estructural andloga para diferentes nichos
que cuantifica las oportunidades de coexistencia de n competidores. Las nuevas medidas estan
basadas en un enfoque de estabilidad estructural, para la cual aplicaremos los conceptos y
resultados vistos en los capitulos anteriores. El desarrollo de estas métricas multidimensiona-
les es importante ya que los ecélogos, al fin y al cabo, necesitan entender la coexistencia de
muchas especies, no solo de pares de competidores. Més atn, las métricas estructurales que se
desarrollan llevan a los ecologos a cuantificar y visualizar la contribucién para la coexistencia
de las cadenas de interaciones las cuales unicamente se dan en sistemas con mas de 2 especies.
Aunque se reconoce que en sistemas ricos en especies cada especie puede generar un efecto
en el nimero de habitantes de otra especie, el cual puede ser modificado por la presencia
de una tercera, este papel sera explorado en la coexistencia de sistemas competitivos con
interacciones de especies que son fundamentalmente en pareja.

En la primera parte, proporcionaremos antecedentes sobre el concepto y las condiciones
matematicas para la coexistencia de especies, como se logra a través del enfoque tradicional,
y comparando déspues con el enfoque estructural desarrollado aqui. En la segunda parte,
utilizamos nuestras medidas estructurales para desarrollar un enfoque que cuantifique la
contribucion a la coexistencia de las interacciones indirectas que solo surgen con mas de dos
competidores.

4.2. Coexistencia de especies en modelos simples com-
petitivos

Para estudiar la coexistencia, primero necesitaremos un sistema dinamico en el cual des-
cribir el cambio en la abundancia de especies a lo largo del tiempo. El sistema competitivo
para el cual tenemos la mayoria de resultados es el modelo de Lokta-Volterra
dN; : ,

dtz = N;(r; — Z a;;N;) parai=1,...,n

J=1

N, =

donde, como hemos visto, la variable N; denota la abundancia de las especie i y los parametros
ri > 0y a;; > 0 representan la tasa de crecimiento intrinseco de la especie i y el efecto
competitivo de la especie j en la especie i, respectivamente.

Para el analisis del modelo dindmico de poblacion de Lokta-Volterra hemos visto que una
condicién necesaria para la coexistencia de especies es la existencia de un punto de equilibrio
factible, es decir, un punto de equilibrio (N}) en el cual la abundancia de cada especie es
positiva (N > 0). Si tal punto existe, entonces tiene que ser solucién del siguiente conjunto
de n ecuaciones lineales (con una ecuacién para cada especie i):

n
r; = E aijNi \V/Z:L,TL
=1
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Estas ecuaciones hacen explicito que uno necesita una combinacion particular de parame-
tros demogréaficos de especies (r;) e interacciones interespecificas para tener una solucién
positiva y proporcionar las condiciones necesarias para la coexistencia de especies.

Sin embargo, la coexistencia es necesaria pero no suficiente para garantizar la coexistencia
de especies en sistemas de n especies. Mientras que la estabilidad de un punto de equilibrio
factible no se necesita para la coexistencia en sistemas de grandes dimensiones, se ha demos-
trado que la estabilidad global de un punto de equilibrio factible es una condicién suficiente
para la coexistencia de especies [34].

Por lo tanto, la coexistencia de especies puede ser estudiada mirando las condiciones
necesarias para la permanencia de las especies (factibilidad) y las condiciones necesarias y
suficientes (factibilidad y estabilidad global) para la persistencia de las especies. Desgracia-
damente, hemos visto que la estabilidad global en muchos casos sera muy dificil de probar,
y uno solo podra confiar en las condiciones necesarias para la coexistencia.

4.3. Ajuste algebraico tradicional para la evaluacién de
la coexistencia de 2 especies
Para ilustrar como la teoria ha abordado tradicionalmente la coexistencia de especies,

vamos a suponer que el modelo de Lokta-Volterra puede describir la dinamica de la poblacion
de dos especies competidoras, i.e.,

dN
d_tl = N1(7"1 —anNy, — CL12N2)
(4.1)
dN.
d_t2 = NQ(T2 —ag Ny — CL22N2)

Entonces, si uno esta interesado en las condiciones suficientes para la coexistencia debe
encontrar un punto de equilibrio factible, si existe, y ver si es globalmente estable.

Tradicionalmente, para encontrar estas condiciones de factibilidad y estabilidad uno puede
dibujar las dos lineas definidas por r; —a;1 N1 —a1a Ny = 0y 75 — ag1 N1 — as N = 0 (isoclinas
no triviales). Un punto de equilibrio factible existe si las dos isoclinas se cruzan en un punto
positivo de abundancia para ambas especies, y este punto de equilibrio es globalmente estable
bajo la condicién ajjage > ajzas [5]. La solucién viene dada por
Q2271 — G1272

Ny =

a11G22 — A12G21

—@2171 + a1172
* —_
N2 —

11022 — G120a21
Como se supone que el denominador de estas dos expresiones es positivo, las condiciones de
factibilidad pueden ser escritas como

{ Q99T1 — Q179 > 0 (4 2)

—a9111 + ay1re > 0
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Tasa de crecimiento intrinseco spc(2)(rz)
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Tasa de erecimiento intrinseco spe(1)(r))

Figura 4.1: Representacion algebraica y estructural de la coexistencia de dos especies. El panel
A muestra el enfoque algebraico clasico de evaluar si dos especies competidoras coexisten
mirando las isoclinas no triviales. El panel B muestra la estructura o el espacio de parametros
(dominio de factibilidad) que conduce a la coexistencia de especies, dada una matriz de
coeficientes de competencia. El dominio de factibilidad es el area entre las dos lineas verdes,
y se define por el rango de tasas de crecimiento intrinsecas bajo el cual las dos isoclinas se
cruzan en abundancias positivas (en el Panel A). Para garantizar la coexistencia (siempre
que se cumpla la condicién de estabilidad), el crecimiento intrinseco (las tasas representadas
por los vectores marrones) tienen que caer dentro de las dos lineas verdes.

Las dos desigualdades de (4.2) se pueden combinar en una ecuacién (dado que todos los
parametros son estrictamente positivos)

n o o (4.3)
az1 ) 22
la cual proporciona los limites superior e inferior dentro de los cuales la tasa de crecimiento
intrinseco debe caer para permitir la factibilidad del sistema.
Las métricas de diferencia de nicho! y eficacia biolégica (también conocido como fitness?)
para el modelo de Lokta-Volterra se pueden conseguir multiplicando cada término de (4.2)

por
22021
a11a12

1Se conoce como Nicho o Nicho ecoldgico al conjunto de estrategias de supervivencia de una especie o
poblacién frente a la distribucién de las condiciones, recursos y competidores dentro de un ecosistema.

2Se conoce como eficiencia bioldgica, la cual mide la capacidad que tiene un individuo de sobrevivir y
reproducirse en un ambiente determinado.
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Esta constante describe el radio de sensibilidad de las especies a la competencia. Esto da
como resultado las desigualdades entre la superposicién de nicho y la diferencia de eficacia
ecologica, dada por

a110a22 1y [Q22021 12021
> — > (4.4)
a12a12 r9 'y 11012 a110a22
N’ N——
(Superposlclon de Nicho)~ dif. eficacia ecolégica Superposicién de Nicho

Al suponer que la superposicién de nicho es menor que uno, es decir, aj2a91 < a11a99, la
estabilidad global del punto de equilibrio en un modelo de competencia de Lokta-Volterra
para 2 especies esta garantizada [5].

En este marco, las dos especies competidoras coexistiran si el efecto estabilizador de su
diferencia de nicho excede su promedio de diferencia de fitness (figura 4.2). Cuanto mayor sea
este efecto estabilizador (0 més pequeno sea la superposicién de nicho), mas oportunidades
habra para que coexistan. Las diferencias de nicho de estabilizacion surgen de las diferencias
funcionales entre especies que hacen que la limitacion intra-especifica supere a la limitacion
inter-especifica. El promedio de diferencia de fitness es una medida del promedio de capaci-
dad de competicién que refleja las diferencias de especies en su potencial demografico y su
sensibilidad a la competencia. En ausencia de este nicho estabilizador, las especies con mayor
promedio de fitness excluyen a las que tienen una fitness inferior.

4.4. Ajuste estructural para la convivencia de especies

Como se muestra en la seccién anterior, el ajuste algebraico clasico para encontrar las
condiciones que garantizan la factibilidad y estabilidad global de un sistema de dos especies
competidoras es directo. Sin embargo, este ajuste puede ser dificil, por no decir casi imposible,
para n especies. Veamos a continuacién como extendiendo este ajuste algebraico para estudiar
las condiciones de factibilidad de més de dos especies entramos en un problema circular sin
solucion. Supongamos que tenemos un sistema con tres especies competidoras. El ajuste de
la isoclina en 2 especies se podria extender para evaluar el punto de equilibrio factible en un
sistema de tres especies (para n especies inclusive). Sin embargo, las desigualdades derivadas
para dos especies no existen para tres o mas especies. Es decir, primero habria que resolver
las ecuaciones lineales que definen el punto de equilibrio factible

( 1
Nl* = det(A) ((CL226L33 - a23032)7”1 + (a13a32 - a33a12)7’2 + (a12a23 - CL22CL13)T3)
1
s Ny = det(4) ((asas1 — asszasi)ry + (a11ass — aizas)r2 + (a13a21 — a23a11)73)
1
\ N; = m((ama:ﬂ - 6131@22)7“1 + (66126131 - Cl32Cl11)7"2 + (a11a22 - 6112@21)7“3)

lo cual es, basicamente, la inversa de la matriz A multiplicada por el vector de tasas de
crecimiento intrinseco, r. Entonces, las restricciones de factibilidad serian las tres siguientes:

(a22a33 - a23a32)r1 + (CL13CL32 - a33a12)7‘2 + (a12a23 - a22a13)7”3 >0

(a23@31 - a33a21)7”1 + (a11a33 - a13a31)7“2 + (a13a21 - a23a11)7”3 >0
(ag1a30 — asyase)r + (a12a31 — agaain)rs + (a11a22 — a12a91)r3 > 0
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Para que dichas desigualdades sean ciertas tendriamos suponer que det(A) > 0, lo cual es
una condicién necesaria de estabilidad global. En el punto en el que uno tratara de combinar
estas desigualdades, entrarfamos en un problema circular sin ninguna forma de resolverlo.
Por ejemplo, tomando las dos primeras desigualdades, podemos hallar el limite superior e
inferior entre el cual :—; tiene que caer para proporcionar una solucion positiva al sistema.
Inevitablemente, estos limites vendran dados en funcion de la tasa de crecimiento intrinseca
de la tercera especie. Esto mismo se repite con las especies 2 y 3, y 3 y 1. Por lo tanto, no
podemos hallar desigualdades muy simples que definan la factibilidad de 3 especies (al igual
que para n especies), como las que se dan en sistemas de 2 especies.
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Figura 4.2: Teoria moderna de la convivencia para la coexistencia de dos especies. Esta figura
ilustra cémo el nicho y la diferencia de fitness define el dominio de coexistencia de pares de
especies. Se deriva de la ecuacion (4.4) y suponiendo, sin pérdida de generalidad, que r; > 7.

Como podemos observar, con los ajustes tradicionales, los ecélogos han limitado las he-
rramientas para evaluar las condiciones de factibilidad y estabilidad en sistemas de n espe-
cies. Para observar este desafio, sugerimos pasar de un ajuste algebraico a uno estructural
( [43], [38], [22]). Es importante destacar que este ajuste estructural permite a los ec6logos
evaluar la contribucion de los efectos indirectos emergentes en los sistemas de multiespecies
a la coexistencia en diversas comunidades.
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El ajuste estructural implica el estudio de como el comportamiento cualitativo de un
sistema dinamico depende de los mismos parametros del sistema. Ademads, el ajuste esta
conceptualmente alineado con como los ecélogos han estado enfocando el problema de la
coexistencia de dos especies.

Al contrario que en el ajuste algebraico, donde es necesario resolver el sistema de ecuacio-
nes lineales para derivar las desigualdades que conducen a la factibilidad (N} > 0, Ny > 0),
el ajuste estructural evalia directamente el conjunto de tasas de crecimiento intrinsecas (r; y
r9) que conduce a la factibilidad dada por las restricciones geométricas impuestas a través de
los coeficientes, a;;, de la matriz de competencia. Los elementos de esta matriz corresponden
al cambio en la tasa de crecimiento per capita de la especie ¢ bajo un pequeno cambio en
la densidad de la especie j. La matriz “A” define entonces las restricciones de estabilidad y
el rango de condiciones (valores de los pardmetros) compatibles con las soluciones factibles.
Es decir, los cambios en la matriz de competicion se corresponden a cambios en el rango de
condiciones de estabilidad y factibilidad.

Dada una matriz fija A con coeficientes de competicién a;;, el conjunto de tasas de cre-
cimiento que conducen a un punto de equilibrio factible se llama dominio de factibilidad,
Dp(A). Siguiendo un modelo de Lokta-Volterra, este dominio puede ser escrito matematica-
mente como

Drp(A) = {r = ( " ) ERy; A7 > o} (4.5)

T2

Hay que tener en cuenta que la expresién A~'r > 0 se corresponde con la condicién
de factibilidad para un punto de equilibrio. En efecto, los elementos de Dp(A) pueden ser
escritos como combinaciones lineales positivas de Ni y N3 , es decir,

DF(A):{(::; ) :Nf(Z;)JrN;(ZZ); conN1*>0,N2*>O} (4.6)

Geometricamente, Dp(A) es descrito por el conjunto de elementos entre las lineas definidas
por los vectores columna (a1, as1)? v (@19, a2)”. Estas 2 lineas tienen una pendiente Z—ﬁ y
922 respectivamente. La figura 4.1.B nos proporciona una vista de un dominio de factibilidad

Y

;lilos muestra como este esta descrito por un cono. Notar que las inecuaciones halladas bajo
un ajuste algebraico definen exactamente el mismo dominio. En efecto, un vector de la tasa
de crecimiento intrinseco caera dentro de este dominio si y solo si la pendiente dada por :—f es,
respectivamente, mas larga y pequena que la pendiente de la linea que define el borde inferior
del cono (:—f > Z—ﬁ) y que la pendiente que define el borde superior del cono (:—f < %), lo
cual es equivalente a las inecuaciones de (4.2).

Observacion 4.4.1. Si considerdsemos todos los conos complementarios asociados a esta
matriz A, que ya sabemos que forman una particion de todo el espacio (en este caso R?),
obtendremos 4 zonas donde tenemos garantizada la estabilidad. Ademds, una de estas zonas

serd el dominio de factibilidad asociado a la matriz A, donde tendremos estabilidad global.

En la siguiente seccion, aplicaremos nuestro ajuste estructural con un modelo de Lokta-
Volterra. Sin embargo, més adelante resumiremos modelos a los que se puede aplicar dicho
marco estructural, explicando cémo se puede calcular el dominio de factibilidad y mostrando
como se puede estudiar las resticciones de estabilidad de un punto de equilibrio factible.
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4.5. Condiciones para la coexistencia en sistemas de
dos poblaciones

Ahora plasmaremos como se pueden hallar las medidas estructurales que son paralelas a
las métricas algebraicas de las diferencias de nicho y fitness para comprender la coexistencia
por pareja. El analogo estructural a la diferencia de nicho, la cual llamamos €2, se corresponde
con el dngulo sélido normalizado del cono que describe el dominio de factibilidad. Esta
normalizacion se realiza de tal manera que cuando el cono de factibilidad cubre por completo
el conjunto de tasas de crecimiento positivas (Figura 4.3) dicho angulo es igual a 1 (2 = 1).
Tengamos en cuenta que la magnitud absoluta de las tasas de crecimiento no cambia el
angulo. Esto da una interpretacién probabilistica del analogo estructural a la diferencia de
nicho, es decir, esto corresponde a la fraccién de vectores de tasas de crecimiento intrinsecas
positivas que conducen a soluciones factibles cuando se muestrea de manera uniforme con
una norma fija, por ejemplo, el vector r de la figura 4.3. El analogo estructural a la diferencia
de fitness, la cual llamaremos 6, se corresponde a la extensién a la cual el vector de tasas
de crecimiento intrinseca, (r1,75)7, se desvia del centro del dominio de factibilidad. Esta
desviacién es calculada por el angulo entre el centro del dominio de factibilidad, el cual
llamaremos 7., y el vector de tasas de crecimiento intrinseca. Por lo tanto, el centro del
dominio de factibilidad corresponde, en promedio, al mejor conjunto de valores de la tasa de
crecimiento intrinseca que pueden tolerar pequenos cambios aleatorios sin empujar a ninguna
de las especies a la extincion

Matematicamente, el angulo sélido normalizado, €2, es calculado como sigue

2 22 — 21
Q(A) = —arcsin ud 20 (4.7)
T Vaiy +a3\/afy + ad

y el centro del dominio de factibilidad estd definido por el siguiente vector:

(o () () 0
T2 Vai + a3 \ @21 Vi + a3y \ 422
Del mismo modo, analogo para la diferencia de fitness, la desviacién entre un vector

dado de tasas de crecimiento intrinsecas r (i.e., la observada en la naturaleza) y aquella que
maximiza la probabilidad de solucién factible se calcula en funcién del producto escalar de

los dos vectores
reT
0 = arccos (—C> (4.9)
[[r[] - {lrell

Por tanto, siguiendo un ajuste estructural, las condiciones de factibilidad de dos especies
competidoras se cumplirdn cuando el vector que define la tasa de crecimiento intrinseca de
especies cae dentro del dominio de factibilidad, i.e., cuando 8 es lo suficientemente pequeno
en relacion con 2. Especificamente, estas condiciones de estabilidad estaran garantizadas
siempre que 6 < 45°. La figura 4.3, en general, muestra que cuanto mayor sea {2, mayor sera
0, llevando esta a soluciones factibles. Hay que tener en cuenta que en este caso (dos especies
competidoras) las condiciones de estabilidad solo dependen de los coeficientes de competicion
de la matriz A y se cumplen estas condiciones cuando ajsas; < aq1a9s.
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Tasa de crecimiento intrinseca spc(2) (rz)

Tasa de crecimiento intrinseca spc(1)(r;)

Figura 4.3: Representacién grafica del analogo estructural a las diferencias de nicho y fitness
para 2 especies para una matriz arbitraria de coeficientes de competencia cumpliendo las con-
diciones de estabilidad global. Las lineas verdes definen el borde del dominio de factibilidad.
El angulo solido normalizado entre estas dos lineas verdes corresponde al andlogo estructural
de la diferencia de nicho. El vector marrén (r) corresponde a un conjunto dado de tasas de
crecimiento intrinsecas, la linea naranja discontinua corresponde al centroide del cono () y
el angulo (medido en grados) entre el centroide y el vector de tasas de crecimiento intrinsecas
corresponde al andlogo estructural de la diferencia de aptitud.

4.6. Extensién a la coexistencia de especies en el caso
n-dimensional

La gran ventaja del ajuste estructural es que se extiende facilmente a sistemas de n es-
pecies y, por lo tanto, incluye y cuantifica la contribucion a la coexistencia de las distintas
interacciones que surgen en los sistemas de n especies competidoras (n > 3). Otra de las
grandes ventajas es que permite estudiar todos los escenarios posibles de coexistencia, in-
cluso cuando haya especies que tienden a extinguirse. Para hacerlo, como en el caso de 2
especies, necesitamos estudiar el conjunto de tasas de crecimiento intrinsecas compatibles
con la factibilidad de los puntos de equilibrio del sistema que viene dado por una matriz
de competencia A. El dominio de factibilidad para dos especies (4.5) puede extenderse fa-
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cilmente a n especies. Como en el caso de 2 especies, asumiremos que el punto de equilibrio
factible del sistema dindmico es solucién de un sistema lineal (r = AN*) (Este marco se
puede extender a otro tipo de modelos, como ya hemos visto en la seccién 3.3). El dominio
de factibilidad para una comunidad de n especies puede escribirse como

Dp(A)={r eR%; A 'r >0} (4.10)
Escribamos ahora la matriz A = (a;;) 4, j = 1,...,n en funcién de sus vectores columna,
A=A ... JA ] (4.11)

Teniendo en cuenta que los elementos de Dgr(A) estan explicitamente dados por todas las
combinaciones lineales positivas de estos vectores columna, podemos reescribir el dominio de
factibilidad de la siguiente forma

Dp(A)={r=N;A +...+ N*A, :N;,N;,...,N* >0} (4.12)

Este dominio es el casco cénico formado por las combinaciones positivas de los vectores
Ay, ..., A, € R" los cuales forman las columnas de la matriz de competicién A. Este dominio
es lo que hemos definido en la Capitulo 2 como cono convero. En la figura 4.4 se representa
por el volumen verde.

Intringic growth rate sp3
i

J
~ w“ grewti rato sp1

-

Figura 4.4: Representacion del ajuste estructural para la coexistencia de multiples especies.
En particular, tres especies competidoras. (Ver [36]).

El analogo estructural para la diferencia de nicho en la figura 4.4 se corresponde con el
angulo sélido normalizado que describe Dp(A), y se calcula de manera similar que para el caso



Capitulo 4. Aplicacion a la Ecologia Teérica. Estabilidad Estructural 45

de 2 especies (al igual que el andlogo estructural de la diferencia de fitness). Como para el caso
de 2 especies, serd igual a uno cuando no haya competencia entre especies (a;; = 0, Vi # 7).

El andlogo estructural de la diferencia de fitness (#) se corresponde con el dngulo entre el
vector de tasa de crecimiento intrinsecas, r, y el vector central del cono que define el dominio
de factibilidad (7). Las soluciones factibles estardan garantizadas siempre y cuando el vector
de tasas de crecimiento este dentro del dominio de factibilidad. Aqui, al igual que en el caso
de 2 especies, €2 da lugar a la probabilidad de soluciones factibles.

Las expresiones matematicas de estas cantidades son:

a(a) = AL [ rarae g, (4.13)
V3 Jre,
1 Ay A, A, )
n (||A1|| T T4 (4.14)
rer
f = arc cos <—c) 4.15
Tl (4.15)

Vale la pena recordar que la condicion de estabilidad es una condiciéon necesaria pero no
suficiente para la permanencia de ambas especies. Asumiendo que se cumplen las condiciones
de estabilidad, la estabilidad global en los puntos de equilibrio es una condicién suficiente para
la coexistencia. En dimension 2, la condicién de estabilidad era trivial, pero, en dimensién n,
llega a ser bastante dificultoso. Este tipo de condiciones han sido intensamente investigadas
en modelos lineales y no lineales de Lokta-Volterra [22,23,38,40], y por ello han constituido
el desarrollo matematico de gran parte de este trabajo.

Como se menciond anteriormente, el dominio de factibilidad estd geométricamente re-
presentado por un cono. Para simplificar esta representacién, podemos dibujar una de sus
secciones proyectandola en la unidad simplex. Por ejemplo, en los casos de 2 especies, esta
proyeccién viene dada por una linea (figura 4.5, cuadrante A). La linea gris representa por
completo el dominio del espacio de parametros de las tasas de crecimiento intrinsecas, pero
normalizada, de modo que su suma sea igual a 1 (proyeccién en la unidad simplex). Cada
final de la linea gris representa el caso en el que solo una especie tiene tasa de crecimiento
intrinseca igual a 1. A su vez, la linea verde representa la proyeccién del cono que define el
dominio de factibilidad en la unidad simplex.

Esta proyeccion puede ser extendida de forma similar al caso de n especies. En la figura
B y C (4.5) mostramos un ejemplo para poblaciones de 3 y 4 especies, respectivamente.
En el caso de tres especies, la unidad simplex es representada por el tridangulo gris y el
dominio de factibilidad por el tridngulo verde interno. Para 4 especies, la unidad simplex
estd representada por la pirdmide triangular, en gris, y el dominio de factibilidad por la
pirdmmide interna (en verde). En los 2 casos, al igual que en el caso de 2 especies, los puntos
verdes representan los bordes del dominio de factibilidad y el punto naranja se corresponde
con el centro.
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Sp. 2 - Sp. 1
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Figura 4.5: Proyeccién del cono que define el dominio de factibilidad para un matriz de
coeficientes de competicion (A) arbitraria (para cada sistema). Figura obtenida de [36].

4.7. Desenredando las fuentes de coexistencia

Un desafio central para los ecélogos ha sido siempre diferenciar los efectos de las interac-
ciones por pares de aquellos efectos indirectos generados por la dinamica de poblaciones de
los sistemas de multiespecies. Aunque el enfoque indirecto de los competidores se ha estu-
diado bajo un enfoque tedrico y ha determinado, en parte, las propiedades de estabilidad de
la matriz comunitaria, no ha quedado claro como integrar estas dinamicas de poblacién en
métricas que muestran su influencia en el potencial de coexistencia, asi como la diferencia de
nicho estabilizador.

Nuestro enfoque bésico para evaluar la contribucion de las interraciones a la coexistencia
(cuénto es dedicado a los efectos competitivos indirectos 6 a la diferencia de nicho por parejas)
implica dos pasos. Primero, el ajuste estructural se usa para calcular el dominio de factibilidad
(DF) de una comunidad. Segundo, el ajuste estructural se usa para identificar la regién de
tasas de crecimiento intrinsecas compatible con la coexistencia de cada par de especies, lo
cual denotamos por D;;. A su vez, la interseccién de todos los pares de dominios factibles
corresponden a la regién de tasas de crecimiento intrinsecas compatile con la coexistencia de
todos los pares de especies, lo cual denotamos por D, = D1oN...NDysN...NDs_4 5. Pero esto
no es necesariamente lo mismo que la coexistencia simultanea para todos los competidores
DF.

Ahora, mostraremos un ajuste para la coexistencia de tres especies basada en un sistema
de competicién arbitrario y globalmente estable de tres especies, dado por la matriz definida
positiva

1 04 0,3
A= 05 1 0,6
0,06 0,5 1

El dominio de factibilidad para el par formado por las especies 1y 2 (D;5) esta represen-
tado por el tridngulo verde interno (figura 4.6.A). Este dominio de factibilidad se corresponde
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A Sp. 3 B Sp. 3
Sp. 2 Sp. 1 Sp. 2 . ’ Sp. 1
C Sp. 3 D Sp. 3
.-4" .-"I\'.
._n". P
/0 A Pairs but
/ /N nottriplet
Triplet but  / - :
f'x Y not pairs |/

Sp. 2 Sp.1 Sp.2 Sp. 1

Figura 4.6: Efectos comunitarios frente a efectos en pareja en la convivencia. El panel A
muestra el dominio de factibilidad del par formado por la especie 1y 2 (Dj3). Si uno elige un
vector de tasas de crecimiento intrinseco dentro del triangulo verde, entonces en ausencia de
la especie 3, las especies 1 y 2 coexistiran. El panel B muestra los tres dominios de viabilidad
para cada par de especies (Dij). El panel C muestra el dominio de factibilidad de las tres
especies juntas (Dp). El panel D muestra la superposicién entre el dominio de la factibilidad
del triplete (Dp) con los dominios por pares (D). Esta figura estd tomada de [36].

con el conjunto de vectores de tasas de crecimiento intrinsecas para las cuales las especies 1
y 2 coexistiran, asumiendo que la especie 3 estd ausente. Lejos del eje inferior del simplex,
la especie 3 tiene un crecimiento positivo y, por lo tanto estd presente en el sistema. Sin
embargo, la relacion de las tasas de crecimiento de las especies 1 y 2 es independiente de
los efectos de la especie 3. Por lo tanto, con un crecimiento cada vez mayor de la especie
3 (moviéndose hacia arriba en la figura 4.6.A), se dibuja un tridngulo verde que retiene la
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proporcion de tasas de crecimiento de las especies 1 y 2 compatibles con la coexistencia.
Este dominio de factibilidad por pares se puede mostrar para las 3 especies, como se hace
en la figura 4.6.B. La interseccién de los tridngulos verdes interiores (drea verde mas oscura)
da lugar al dominio para la coexistencia de todos los pares (Dgy;). Sin embargo, lo que es
importante, y de acuerdo con las predicciones de los ajustes algebraicos, la interseccién de
los 3 dominios de factibilidad por pares no predice adecuadamente las condiciones para la co-
existencia de las tres especies. Los diferentes conjuntos de tasas de crecimientos compatibles
con la coexistencia de todos los pares (D) frente a la coexistencia total de los tres (D) se
visualiza superponiendo los 2 dominios de factibilidad (ver figura 4.6.D).

En nuestro ejemplo, se identifican tres regiones donde la comunidad es dindamica, con una
coincidencia diferente entre la coexistencia en parejas (D) y la coexistencia comunitaria
total (Dp):

1) Todos los pares muestran coexistencia, al igual que las tres especies conjuntamente
g ]
(-Eall DF # Q)>

(ii) Todos los pares muestran coexistencia pero las tres especies conjuntamente no (la regién
D,y no se superpone a Dp).

(iii) No todos los pares muestran coexistencia pero las tres especies conjuntamente si (la
region Dr no estd superpuesta con D).

Es importante destacar que estos casos ilustran los diversos efectos que los efectos indirectos
entre los competidores pueden tener sobre la coexistencia. Estos efectos indirectos pueden
crear condiciones para la coexistencia, las cuales no ocurren con mecanismos puramente por
pares (como en (iii)), restringiendo dicha coexistencia (ii) 6 no tener efector sobre el resultado
cualitativo de la competencia (i).

El ejemplo de la figura 4.6, donde el dominio de factibilidad para la comunidad total (Dp)
es parcialmente el mismo que el predicho por la interseccion de la coexistencia por parejas
(D), demuestra ser uno de los tres casos generales. El primer caso general es aquel en el que
el dominio de factibilidad de las n especies puede estar completamente dentro del dominio de
factibilidad predicho por la coexistencia de todos los pares (figura 4.7, panel A), como ocurre
con la matriz globalmente estable de coeficientes de interaccion

1 04 05
A=105 1 06
04 05 1

En este caso, las interacciones indirectas que surgen en el sistema de tres especies contraen
las condiciones de coexistencia en relacién con la predicha por los mecanismos por pares. Por
ejemplo, si el conjunto de tasas de crecimiento intrinsecas se encuentra en algin lugar dentro
de la regién oscura (por ejemplo, el punto naranja), las especies en los tres pares y en el
triplete coexistiran.

El segundo caso general es el que se muestra en la figura 4.7 panel B (misma red que en
la figura 4.6), donde hay una superposicién parcial entre el dominio de factibilidad de toda
la comunidad y el de la coexistencia por parejas. Es importante destacar que, aunque los
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dominios de factibilidad son de area aproximadamente comparables, las interacciones indi-
rectas hacen que la coexistencia de las tres especies requiera tasas de crecimiento diferentes
a la de todos los pares. Por ejemplo, si el conjunto de tasas de crecimiento se encuentra en el
punto naranja (dentro de la regién superpuesta), las especies en todos los pares del triplete
coexistiran. Sin embargo, si se encuentra en el punto rojo, entonces podemos observar la
coexistencia del triplete pero no la coexistencia del par formado por las especies 2 y 3.

A B c
Sp.3 Sp.3 sp.3

5;&2 .1 Sp.3 Ep.1 Ep._.z : Zp. 1

Figura 4.7: Tres casos generales de coexistencia comunitaria y por parejas. Esta figura aparece
en [36].

El tercer caso general es aquel en el que no hay superposicion entre el dominio de factibi-
lidad de la comunidad total y el de la coexistencia por pareja. Esto se ejemplifica en la figura
(4.7), panel C, donde la matriz de coeficientes de interaccién es

1 15 0,1
A=101 1 06
16 05 1

En este ejemplo, el dominion de factibilidad para los 3 pares no se superpone y, entonces,
no existe un conjunto de tasas de crecimiento que permita la coexistencia de todos los pares
(Day = 0). Si uno elije un vector de tasas de crecimiento en el medio de la regién oscura
(punto rojo), la epecie 3 supera a la especie 2 en ausencia de la especie 1 (el punto esté fuera
de la regién en parejas descrita por el lado izquierdo del triangulo exterior, y estd mas cerca
de la especie 3), la especie 1 supera a la especie 3 en ausencia de la especie 2 (el punto esta
fuera de la regién en parejas descrita por el lado derecho del tridangulo exterior, y esta mas
cerca de la especie 1), y la especie 2 supera a la especie 1 en ausencia de la especie 3 (el
punto queda fuera de la region en parejas descrita por el lado inferior del triangulo exterior,
y estd mas cerca de la especie 2). No obstante, el dominio de factibilidad para los sistemas
completos de tres especies no esta vacio, lo que indica que las interacciones indirectas por la
estructura competitiva de este ejemplo aumentan las oportunidades de coexistencia.

Para cuantificar la contribucion a la coexistencia de las interacciones indirectas que solo
surgen con mas de dos competidores, se puede calcular un par de métricas relacionadas:
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(1) El par comunitario diferencial (A) cuantifica el grado en el que la coexistencia se
obtiene, mas o menos, facilmente con la inclusion de los efectos indirectos que solo sugen
con mas de 2 especies. Matematicamente, viene dada por la expresion A = Q — Quy,
donde €2 es el analogo estructural a la diferencia de nicho y €2, es la fraccién de la
demografia intrinseca compatible con la coexistencia en la comunidad de todos los
pares. Hay que tener en cuenta que esta métrica solo toma valores en [—1,1]. Un valor
positivo de A indica que las interacciones indirectas promueven mas oportunidades de
coexistencia como cabria esperar de las diferencias de nicho por pares, y viceversa para
los valores negativos.

(2) Esta segunda métrica, la cual llamaremos superposicion de pares de la comunidad (w),
nos da el grado en el cual los mecanismos de los pares explican realmente la coexisten-
cia de todas las n especies, es decir, el grado en el que los dominios de factibilidad se
superponen. Por tanto, esta métrica implica calcular la proporcion de Dp que se en-
cuentra dentro del dominio de factibilidad bajo el cual todos los pares coexisten (Dyy).
Ademas, w solo puede tomar valores en [0, 1], por lo que cuanto menos sea el valor de w,
mayor serd la importancia de los efectos indirectos para la coexistencia de las especies.
Por ejemplo, un valor de uno indicaria una superposicién completa como en el caso de
la figura 4.7.A, mientras que un valor de cero indicaria que hay superposicién como en
el caso de la figura 4.7.C.

En suma, estas dos métricas evaltian si la coexistencia de todas las n especies se obtiene
més facilmente que la equivalente para todos los pares de las n especies (A), y el grado en
que las condiciones para la coexistencia por pares son las mismas que las requeridas para
la coexistencia de todas especies en la comunidad (w). Estas mediciones son muy utiles en
sistemas de mas de tres poblaciones, ya que los dominios factibilidad no pueden examinarse
visualmente. Notemos que este enfoque puede aplicarse a cualquier matriz de competencia,
independientemente de sus propiedades de estabilidad. Tanto A como w describen regiones
del dominio de factibilidad que corresponden a las condiciones necesarias para la coexistencia
de las especies.

4.8. Coexistencia para un Ecosistema real (California)

Para ilustrar como el ajuste estructural puede cuantificar la medida en que los efectos
indirectos influyen en la coexistencia en la naturaleza, aplicamos nuestros métodos a un sis-
tema de campo de plantas [36]. En trabajos anteriores [14,17], Godoy y Kraft cuantificarén
las interacciones por pares entre 18 especies de plantas anuales en jardines experimentales
establecidos en California, EE.UU. Estos lo hicieron estableciendo un gradiente de densidad
de cada competidor, y sembrandoo a todos los competidores como individuos focales. En-
tonces encajaron las relaciones entre la fecundidad de los individuos focales y la densidad de
un competidor circundante para estimar cada coeficiente de interaccion por pares. Ademas,
cuantificaron todos las tasas demograficas clave para las 18 especies (germinacién, la super-
vivencia de las semillas no germinadas, y la innata fecundacién), que en combinacién con
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los coeficientes de interaccién ajustada (A), pueden utilizarse para parametrizar un modelo
estandar de plantas anuales competidoras con una semilla banco.

Utilizando las interacciones por pares ajustadas, formamos todas las posibles comunida-
des de 3 y 4 especies de las 18 especies que hay, y filtramos (dandose un 27% y 6 % de
todos los posibles trios y cuartetos, respectivamente) las que generaron matrices D-estables.
Estas matrices son aquellas en las que hay estabilidad local para cualquier punto de equi-
librio factible. Recordemos que las condiciones para la estabilidad global con este modelo
de planta en sistemas de n dimensiones no son conocidas [5]. Lo més importante es que los
resultados fueron los mismos que sin filtrar. Se calcularon entonces A y w para todos los trios
y cuartetos asociados a matrices D-estables. Asi, los resultados corresponden a las condicio-
nes necesarias para la coexistencia de las especies. Como muestra de estos casos empiricos
la figura 4.8 revela los dominios de factibilidad (en una unidad simplex) de dos trios y un
cuarteto diferentes, formados con las intersecciones por pares medidas empiricamente. Estos
dominios de factibilidad pueden situarse en cualquier lugar dentro del espacio unitario de
los valores demogréaficos de las especies, y puede superponerse (figura 4.8.A) o no (figura
4.8.B) al dominio de factibilidad que permite la coexistencia de todos los pares dentro de
los trfos. De hecho, se descubre que solo en 11 de los 138 trios estables (7 %) el dominio de
factibilidad de la comunidad, Dp, se encuentra completamente dentro de la interseccion de
todos los dominios de factibilidad por pares, Dy;. En el 80 % de los casos, D se encuentra
parcialmente dentro de Dy, v en el otro 13 % de los casos es completamente diferente a D;.
Para los cuartetos encontramos que en 51 de 81 (63 %) casos, Dp se encuentra parcialmente
dentro de Dy, y en el 37 % restante, D no se superpone con D,;. Por lo tanto, estos andlisis
cualitativos indican que los efectos indirectos entre los competidores cambian frecuentemente
las tasas demograficas requeridas para la convivencia. Para proporcionar un analisis cuanti-
tativo de estos efectos, podemos aplicar las medidas de superposicién del par comunitario y
la diferencia del par comunitario (w y A) a todas estas comunidades.

Encontramos que el dominio de factibilidad para los trios y cuartetos son en mayor fre-
cuencia de tamano comparable al dominio que permite la coexistencia de todos los pares
(A =~ 0; figura A (4.9)). En algunos casos la oportunidad de convivencia es menor que la de
todos los pares de especies, y en casos modestamente mayores, la oportunidad de coexistenciia
es mayor. Esto sugiere que los efectos indirectos no tienen un efecto sistematico sobre las con-
diciones de coexistencia en trios y cuartetos de las especies de plantas estudiadas anualmente.
Una pregunta relacionada es qué cantidad de la oportunidad de coexistir en conjuntos de 3 o
4 especies se basa en efectos indirectos, es decir, diferentes tasas demograficas que permiten
la coexistnencia de todos los pares.

La figura 4.9 muestra que, aunque en mayoria de los casos los dominios de factibilidad
de los trios y cuartetos se superponen con los dominios que permiten que todos los pares
coexistan (w > 0), solo en aproximadamente el 15% de los trios y menos del 5% de los
cuartetos esta superposicion es superior al 0.9. De hecho, la superposicion de pares comuni-
tarios es, lo més probable, cercana a 0 (w = 0), lo que indica que las tasas demograficas que
permiten la coexistencia de las tres especies en los trios y las cuatro especie en los cuartetos
son completamente diferentes a las que permiten la coexistencia de todos los pares dentro de
las comunidades. En estos casos, la coexistencia, al menos en parte, depende de los efectos
indirectos entre los competidores, ya que la reduccion del sistema a una serie de pares aislados
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Figura 4.8: Ilustraciéon de dominios de viabilidad para trios y cuartetos de especies de plan-
tas anuales en un sistema de campo de California. Paneles A y B muestran los dominios
de viabilidad para dos tripletas, y el Panel C para un cuadruplete basado en la interaccion
medida empiricamente coeficientes ( [14,17]). Todos estos dominios de viabilidad se proyec-
tan en una unidad simplex como se muestra artificialmente con las matrices de interaccion
construidas en las figuras 4.5, 4.6 y 4.7. Aqui, las tasas demograficas compatibles con la
convivencia corresponden a las semillas producidas por semilla perdida del sistema como se
explica en [36]. Los cdigos de especies de cuatro letras corresponden a Agoseris heterophylla
(AGHE), Centaurea melitensis (CEME), Hemizonia congesta (HECO), Lasthenia californica
(LACA), Lotus wrangeliensis (LOWR), Clarkia purpurea (CLPU), Navarretia atractyloides
(NAAT) y Geranium carolinianum (GECA). Figura obtenida de [36].

no daria lugar a la coexistencia de todas las especies.

En general, estos datos revelan que en esta comunidad anual de plantas, los efectos in-
directos que surgen con mas de 2 especies pueden ayudar a estabilizar la coexistencia, pero
estos efectos tienen casi la misma probabilidad de danar la coexistencia y, en la mayoria
de los casos, tienen efectos modestos. Ademads, como se puede anticipar, las interacciones
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Figura 4.9: Cuantificacion de las fuentes de coexistencia de multiespecies en ensamblajes
anuales de plantas. Coeficientes de competencia ajustados obtenido en un sistema de planta
anual ( [14,17]), los paneles A y B muestran el diferencial de los pares comunitarios (A) y
la superposicién de los pares comunitarios (w), respectivamente. Los valores positivos de A
indican que el dominio de factibilidad para la comunidad (Dp) es mayor que el dominio de
factibilidad de la coexistencia en parejas (D). La superposicién de los pares comunitarios
evalua el grado en que las condiciones para la convivencia en parejas son las mismas que las
requeridas para la convivencia de todas las especies en la comunidad. Cuanto mas pequeno
es el valor de w, mas difiere el dominio de factibilidad de la comunidad del dominio de
factibilidad que permite la coexistencia por pares. Esta figura aparece en [36].

por parejas se convierten en indicadores menos fiables de la coexistencia de especies con el
aumento de la riqueza de especies.
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