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Resumen

El problema de flujo maximo a coste minimo juega un papel esencial en la optimizacién de redes. El objetivo
principal es determinar el coste minimo para enviar el maximo flujo posible a través de una red. Estas redes de
transporte pueden representar multitud de problemas reales, como el transporte de mercancias o personas, flujo
en tuberias, redes de distribucion eléctrica, etc.

En este Trabajo se explica la resolucion del problema empleando el algoritmo Primal-Dual, asi como su
implementacion en MATLAB. Se diferenciaran dos versiones del algoritmo: costes constantes o dependientes
del flujo.

Se exige que los costes no constantes sean continuos y estrictamente convexos. En ese caso, la estrategia es
resolver de manera sucesiva el problema tomando los costes marginales de los arcos como constantes en cada
iteracion.

El algoritmo Primal-Dual no es el Gnico que permite resolver el problema de flujo maximo a coste minimo.
Existen otros algoritmos competitivos como el algoritmo de cancelacion de ciclo, los algoritmos basados en

ténicas de escalado o algoritmos no lineales como los algoritmos de colonizacion de hormigas o los algoritmos
genéticos.






Abstract

Minimum cost flow problem plays an essential role in network optimization. The main objective is to
determine the minimum cost to send the maximum possible flow through a network. These transport networks
can represent a multitude of real problems, such as the transport of commodities or people, flow in pipelines,
electrical distribution networks, etc.

This work explains the resolution of the problem using the Primal-Dual algorithm, as well as its
implementation in MATLAB. Two versions of the algorithm will be differentiated: constant or flow-
dependent costs.

Non-constant costs are required to be continuous and strictly convex. In this case, the strategy is to
successively solve the problem by taking the marginal costs of the arcs as constant in each step.

Primal-Dual algorithm is not the only one that allows solving the minimum cost flow problem. There are other
competitive algorithms such as the cycle cancelying algorithm, algorithms based on scaling techniques or non-
linear algorithms such as ant colony optimization algorithm or genetic algorithms.
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Notacion

Grafo orientado

Numero de nodos de un grafo G

NUmero de arcos de un grafo G

Nivel de oferta/demanda de un nodo j

Flujo sobre un arco (i,j)

Capacidad inferior de un arco (i)

Capacidad superior de un arco (i,j)

Coste absoluto unitario de un arco (i,j)

Funcion objetivo

Funcion objetivo estandarizada

Flujo sobre un arco (i,j) en una red estandar

Capacidad superior de un arco (i,j) en una red estandar
Nivel de oferta/demanda de un nodo j en una red estandar
Conjunto de arcos con destino en el nodo j

Conjunto de arcos con origen en el nodo j

Coste relativo del arco (i,j)

Incremento de flujo admisible

Coste marginal de un arco (i,j)

Variable dual asociada a la restriccion de conservacion del nodo j
Variable dual asociada a la restriccion de capacidad del arco (i,j)
Desequilibrio del nodo j

Conjunto de nodos con exceso

Conjunto de nodos con déficit

Funcién objetivo del problema relajado

Conjunto de nodos con exceso mayor que A

Conjunto de nodos con déficit mayor que A
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1 INTRODUCCION

existen, en el que el objetivo es determinar el minimo coste para enviar un determinado flujo de un bien

desde una serie de nodos de oferta hacia una serie de nodos de demanda, a través de una red orientada
donde cada arco tiene asignado un coste y una restriccion de capacidad. En este sentido, el problema de flujo
maximo a coste minimo juega un papel esencial en la optimizacion de redes, pues otros problemas como el
problema de transporte, el problema de flujo méximo o el de ruta minima, pueden considerarse como casos
particulares de éste.

EI problema de flujo méaximo a coste minimo es uno de los distintos tipos de problemas de transporte que

El problema se modela mediante una red de transporte, en la que los distintos centros de transporte (nodos) se
unen segun unas ciertas rutas definidas (arcos). Estas redes de transporte pueden representar multitud de
problemas reales, como el transporte de mercancias o personas, flujo en tuberias, redes de distribucion
eléctrica o de telecomunicaciones, planificacion temporal de las tareas a ejecutar en un determinado proyecto,
entre otros.

La red de transporte no serd mas que un grafo orientado G de n nodos, a cada uno de los cuales se le asocia un
valor Kj, que indica el nivel de oferta o demanda de dicho nodo. Si K; > 0, j es un nodo de oferta. Si K; < 0,
entonces j es un nodo de demanda. Si K; = 0, el nodo es de transbordo.

Ademas, a cada arco (i,j) del grafo G se le asocia una variable y;;, no negativa, que indicara el flujo que
circula por dicho arco, que se encontrard acotado inferior y superiormente por unos limites definidos con las
variables L;; y U;;, respectivamente. Asi mismo, el costo unitario de cada arco vendra representado por la
variable c;;.

Por otra parte, segun las leyes de Kirchhoff, el flujo en cada nodo debe conservarse. Esto implica que, para
cada nodo, se define una restriccion que impone que el flujo que sale es igual al que entra mas el producido
menos el consumido.

Finalmente, el objetivo del problema es minimizar el coste total de la red, por lo que el modelo matemético
que define el problema de flujo maximo a coste minimo vendra dado por:

n n
MiTLZ:ZZCij yU

i=1j=1

, @
s.a. z Vik — Z vij =K Vji=12,..,n
keD(j) i€A())
Lij < Vij < Uij Vi,j =12,..,n



2 Introduccion

La resolucion de este problema puede realizarse mediante diversos algoritmos de programacion lineal
recogidos en la bibliografia y que apareceran a lo largo del este trabajo. Entre ellos, se destaca inicialmente el
algoritmo Primal-Dual aplicado a la Tabla de Transporte, que serd el que aqui se emplee para resolver el
problema.

Sin embargo, es habitual en las aplicaciones reales que el coste c;; asociado a cada arco (i,j) no sea constante,
sino que tenga una cierta dependencia del flujo. Por ejemplo, en redes de tréfico, es crucial considerar que la
presencia de un gran flujo de vehiculos en un cierto trayecto encarece los costes de transporte a través del
mismo.

La formulacion matematica de este problema sera:

n n
Min z = ZZ cij(Vij) * Vij

i=1j=1 @
s.a. Z Vik — Z vij =K; Vj=12,..,n
keD(j) i€A())
Lij SyijSUij Vi,j=12,..,n

En ese caso, el problema se convierte en no lineal, por lo que los algoritmos de programacién lineal no son
aplicables de manera directa. Una posible estrategia a seguir es transformar este problema con costes
dependientes del flujo en sucesivos problemas que puedan resolverse en el &mbito de los costes constantes.
Otra opcidn es aplicar directamente algoritmos de programacion no lineal.

El objetivo principal del presente trabajo consistira en abordar la implementacion en MATLAB de la
resolucion del problema (2) mediante el algoritmo Primal-Dual aplicado a la Tabla de transporte.

Para ello, en el Capitulo 2 se abordara la implementacion del algoritmo Primal-Dual aplicado a la Tabla de
transporte con Costes Independientes del flujo (en adelante, de manera abreviada, algoritmo PDTCI).

En el Capitulo 3, se explicaran las modificaciones y afiadidos al cddigo MATLAB del algoritmo PDTCI para
permitir la resolucion del problema con costes no constantes. De esta manera, se obtiene el algoritmo Primal-
Dual aplicado a la Tabla de transporte con Costos Dependientes del flujo (en adelante, algoritmo PDTCD).

En el Capitulo 4 se indicaran otros algoritmos recogidos en la bibliografia, presentando una revisién
descriptiva del estado del arte actual. Se describiran tanto algoritmos lineales como algoritmos no lineales,
haciendo una comparacion entre ellos desde el punto de vista computacional.

El Capitulo 5 recogeré las conclusiones alcanzadas en el desarrollo de este Trabajo Fin de Master.

Finalmente, se incluyen como Apéndice ejemplos de resolucion de una red con cada uno de los algoritmos
(PDTCly PDTCD).



2 ALGORITMO PRIMAL-DUAL CON COSTOS
INDEPENDIENTES DEL FLUJO

costos dependientes del flujo, exige la resolucién de varios problemas de flujo maximo a coste minimo

Como se ha comentado anteriormente, la resolucion del problema de flujo méximo a coste minimo con
con costos constantes de manera sucesiva.

Por esta razon, a lo largo de este apartado se abordara la implementacion en MATLAB de la resolucion del
problema mediante el algoritmo Primal-Dual aplicado a la Tabla de transporte con Costos Independientes del
flujo (algoritmo PDTCI).

Para ello, en primer lugar, se hara un desarrollo explicativo de la filosofia seguida para la programacion del
algoritmo, indicando el cddigo de los programas y comentandolos. El capitulo finalizard con la aplicacion
préactica de dicho programa de MATLAB para la resolucion de una red de acuerdo con el algoritmo PDTCI.

Haciendo una breve recapitulacion tedrica, las distintas etapas que deben ejecutarse para resolver el problema
con costes constantes segun el algoritmo PDTCI son los siguientes:

1. Construir la tabla de transbordo asociada a la red que se va a resolver, y a continuacion, estandarizar
dicha tabla, realizando los cambios de variable pertinentes para convertir las capacidades inferiores,

L;j, en cero, y equilibrando y orlando ofertas y demandas para permitir la asignacion de flujos.

2. Calcular la matriz reducida de la matriz de costes (es decir, los costos relativos), para obtener las
celdas que forman parte de la red basica y asignar flujos en dichas celdas de la tabla, si es posible.

3. Realizar el proceso de marcaje de los nodos de acuerdo al algoritmo Ford-Fulkerson. Si, finalizado el
proceso de marcaje, se alcanza un nodo de entrada, ir al paso 4. En caso contrario, ir al paso 5.

4. Como se ha alcanzado un nodo de entrada desde el nodo de salida, incrementar flujo en la tabla.
Volver al paso 3.

5. Al no alcanzar un nodo de entrada desde el nodo de salida, modificar la matriz reducida para definir
nuevas celdas en la red basica. Comprobar si, en estas nuevas celdas, puede asignarse flujo de manera
directa, y volver al paso 3.

6. El algoritmo finaliza bien cuando todas las ofertas y demandas estén saturadas, bien cuando no sea
posible modificar la matriz reducida.

El desarrollo tedrico y la justificacion matematica de cada uno de los pasos anteriores pueden encontrarse de
manera muy detallada en la literatura sobre problemas de redes de transporte.

Respecto a la implementacién en MATLAB que se presentara, las funciones que permiten resolver el
problema son las siguientes:

[U,C,of,dem]=estandarizar (arcos, K, metodo)
[flujo,mr]=pdtci (C,of,dem,U)
[flujoreal,Kreales, z]=postproc (flujo,C, arcos)



4 Algoritmo Primal-Dual con costos independientes del flujo

Es decir, que introduciendo los datos de la red en las variables “arcos” y “K”, de la forma en que se explicara a
continuacion, y copiando en la ventana de comandos de MATLAB las tres lineas de codigo anteriores, se
puede obtener el flujo maximo a coste minimo que transcurre por la red, asi como los niveles reales de oferta y
demanda de cada nodo de la red y el valor de la funcion objetivo global.

A continuacidn, se explicaran cada una de las funciones y subrutinas que componen cada una de las lineas de
cddigo anteriores, asi como los calculos que se realizan.

2.1. Introduccion de los datos de la red.

Sea una red de transporte representada por un grafo G de n nodos y | arcos, con demandas K; para cada nodo j,
y capacidades inferiores L;;, capacidades superiores U;; y costes c;; para cada arco (i,j), la informacion de los
arcos de la red se introducira en MATLAB definiendo las variables “arcos” y “K”, cuyo contenido se describe
a continuacion:

e  Matriz “arcos”:

La informacion relativa a todos los arcos de la red se transformara en una matriz de | filas y 5
columnas, de manera gue cada fila de esta matriz recoge la informacién completa de un arco de la red.
En concreto, la informacion se distribuye en cada columna de la matriz “arcos” de acuerdo a la
estructura presentada a continuacién.

nodo origen nodo destino capacidad inferior capacidad superior coste
arcos = i j L;; Uj Cij (3)

Asi, ademas de tener la informacién de cada arco por filas, se tiene, por ejemplo, un vector de costes
en la Gltima columna de la matriz. Esto permitird simplificar la programacion del célculo de la matriz
de costes o de capacidades en la funcion “estandarizar”, como podra verse en el apartado
correspondiente a dicha funcién.

e Vector “K”

Los niveles de oferta y demanda K; asociados a cada nodo se recogen en un vector de n elementos.

K=[K K, . K (4
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Ejemplo.- Sea la red de transporte representada con el siguiente grafo:

Figura 1.- Ejemplo de red de transporte.

La matriz “arcos”’(3) y el vector “K” (4) correspondientes, serian:

arcos =

WNNR R R
AR WA WN
O NO AN
o oN G @
WO LN W

K=[10 -4 -8 6]

2.2, Estandarizacion del problema.
El paso previo al proceso algoritmico consiste esencialmente en convertir el grafo G en una red de transbordo

y definir la tabla de transporte asociada y su estandarizacion. Para ello, de acuerdo al modelo matematico que
describe el problema,

n n
MlTI,Z=ZZCUyU

i=1j=1
S.a. z y]k - z yl] = I(j V] = 1,2, e, n (1)
keD(j) i€A()

Lij < yij < Ujj Vi,j=12,..,n
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debe realizarse el cambio de variable;

Xij = Yij — Lyj ()

que implica los siguientes célculos:

(6)
uy; = Uiy — Ly
()
kj = K; — Ljk Ly
keD(j) i€A())
quedando el modelo como
n n
Minz' = Z Z Cij * Xjj
i=1j=1
s.a X — Xij —kj Vi=12,..,n
keD(j) LEA(J)
OSxijSuij Vl,]—l,z, ,n

que sera al que se le aplique el algoritmo.

El siguiente paso es transformar la red original en una red en la que ofertas y demandas coincidan, lo que se
conoce como red equilibrada, para conseguir que la tabla de transporte asociada tenga solucién.

Para ello, existen 3 métodos:

e Método 1: Equilibrado de ofertas y demandas con un nodo adicional y arcos adicionales.

Si el problema no esta equilibrado, es decir, si la suma de ofertas no coincide con la suma de
demandas, debe afiadirse un nodo adicional ficticio, que serd un nodo de demanda en caso de haber
exceso de oferta, o un nodo de oferta en caso de haber exceso de demanda. El nodo ficticio absorbera

el exceso de oferta/demanda que tenga la red.

Si el nodo ficticio es un nodo de oferta, éste estard unido Unicamente a los nodos de demanda

mediante arcos ficticios con capacidad infinita y coste absoluto nulo.

Si el nodo ficticio es un nodo de demanda, éste estard unido Unicamente a los nodos de oferta

mediante arcos ficticios con capacidad infinita y coste absoluto nulo.
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Tabla 1.- Equilibrado de redes.

EQUILIBRADO DE REDES

SiA=B Problema equilibrado
SiIA>B Exceso de Nodo adicional ~ k,,; = —(A— B)
oferta de demanda
SiA<B Exceso de Nodo adicional kny1=A—-B
demanda de oferta

A=k (v >0)  B=) |kl (vk <0)

jen jeN

(Oferta total) (Demanda total)

e Meétodo 2: Equilibrado de ofertas y demandas con un nodo adicional y arcos adicionales.

Nuevamente habra que afiadir un nodo ficticio adicional si el problema no esta equilibrado de la
misma manera gue se indica en el método 1. La diferencia ahora radica en que este nodo ficticio
adicional, independientemente de que sea de oferta 0 de demanda, se une a todos los nodos de la red
mediante arcos ficticios con capacidad infinita y coste absoluto nulo.

e Meétodo 3: Nodos de entrada y salida adicionales.
En este método, se incluyen dos nodos ficticios adicionales:

- Un nodo de salida que se une solamente a los nodos de oferta mediante arcos con capacidad
igual al nivel de oferta de cada nodo y coste absoluto nulo.

- Un nodo de entrada que se une solamente a los nodos de demanda mediante arcos con
capacidad igual al nivel de demanda de cada nodo y coste absoluto nulo.

Puesto que, por definicion, el nodo ficticio de salida nunca demandara flujo, ni el nodo ficticio de
entrada nunca ofertara flujo, pueden eliminarse de la tabla de transporte la fila asociada al nodo E y la
columna asociada al nodo S, quedando una matriz cuadrada de orden n+1.

En este supuesto, todos los nodos de la red original se convierten en nodos de transbordo, y la red
modificada solo posee un unico nodo de oferta (el de salida) y un Gnico nodo de demanda (el de
entrada).

La determinacion de la matriz de costes de acuerdo a cada uno de estos métodos se detallara con ejemplos
cuando se expliquen las funciones de MATLAB que realizan dichos calculos.

A continuacion, se indica el codigo que constituye la funcion “estandarizar” implementada en MATLAB,
dividido en fragmentos que se irdn comentando sucesivamente

function [U,C,of,dem]=estandarizar (arcos,K,metodo)
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La funcion “estandarizar” recibe como datos las variables “arcos” y “K” explicadas previamente, asi como la
variable “metodo”, que indica el método a emplear para crear la red de transbordo, y valdra 1, 2 6 3, seglin sea
el método elegido.

El resultado seré la matriz de costes de la red, calculada acorde al modelo seleccionado para el equilibrado de
las ofertas y demandas, la matriz de capacidades, y los vectores de oferta y demanda asociados,
respectivamente, a las filas y columnas de la tabla de transporte.

En primer lugar, se guarda en distintas variables la informacion de las columnas de la matriz “arcos”, asi como
calcular el nimero de nodos y el nimero de arcos. Esto permitira, un poco méas adelante, el calculo de la
matriz de costes y de la matriz de capacidades, necesarias para aplicar el algoritmo.

nodosi=arcos(:,1);
nodosj=arcos(:,2);
Lb=arcos (:, 3)
Ub=arcos (:,4)
Cij=arcos(:,5
n=length (K) ;

narc=length (nodosi) ;

’

)

Este siguiente tramo de cddigo permite obtener un grafo de la red original, en la que en cada arco se indica su
coste absoluto.

G=digraph (nodosi,nodosj,Cij) ;

red=plot (G, 'EdgeLabel', G.Edges.Weight) ;
red.NodeColor="r"';

red.MarkerSize=5;

Ejemplo.- Para la red de la Figura 1, y su correspondiente matriz “arcos”, la funcion “estandarizar”
devuelve el siguiente grafo orientado:

af o, 1
35} M -
3r L 2] B 1
251 L & -
2r e o
15+ o l
1F LZ 1
% 15 2 25 3

Figura 2.- Grafo de la red de la Figura 1, obtenido con la funcion “estandarizar”.
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En cada arco, se indica su coste absoluto. Este grafo, permite visualizar en MATLAB la red a resolver,
ademds de identificar posibles errores a la hora de introducir la matriz “arcos” (va sea algun error numeérico
a la hora de introducir los datos, algiin arco que no se haya incluido, etc.).

Figura 3.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 2.

Las siguientes lineas corresponden al calculo del vector k; de acuerdo a la ecuacion (7).

k=zeros (1l,n);

for ii=1l:n
Liij=sum(Lb (nodosi==1ii));
Ljji=sum(Lb (nodosj==11i));
k(1,ii)=K(ii)-(Liij-Ljji);

end

Ejemplo.- A partir del vector “K” correspondiente a la red de la Figura 1
K=[10 -4 -8 6]

Se obtiene el vector “k”
k=[4 -4 -8 12]
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Para poder aplicar el algoritmo PDTCI, se necesita definir para cada fila de la tabla de transporte asociada, un
nivel de oferta, y para cada columna, un nivel de demanda, que deberan satisfacerse en el proceso algoritmico.
Esto implica que, a partir del vector k;, que indica ofertas y demandas de todos los nodos, deben calcularse

otros dos vectores que indiquen, por separado la oferta y demanda de cada nodo.

Por otra parte, la matriz de costes (sin considerar nodos adicionales) sera una matriz cuadrada de orden n
formada por los siguientes elementos:

e Costes c;; para las celdas que representan al arco (i,j).
o Costes 0 para las celdas de la diagonal.
e Costes M (en MATLAB, infinito) para el resto de celdas.

Las lineas de codigo que se muestran a continuacion crean esta matriz inicial de los costes (y la guarda en la
variable “costes”). Para ello, se parte de una matriz n x n con todos sus elementos igual a infinito, que luego
sustituye los elementos de la diagonal por ceros, y los elementos (i,j) por los valores c;;.

costes=inf*ones (n,n);
for 1ii=1:n

for jj=1l:n
if ii==3j3]
costes (ii,j3)=0;
end
end
end
for ii=l:narc
costes (nodosi (ii) ,nodosj (ii))=Cij (ii);
end

El ultimo paso para completar el proceso de estandarizacion, es aplicar el método seleccionado (1, 2 6 3) para
afiadir los nodos ficticios, si procede, y calcular finalmente la matriz de costes, la matriz de capacidades
superiores modificadas, y los vectores de oferta y demanda.

En este sentido, la funcion “estandarizar” toma 3 posibles caminos para el célculo en funcion del valor de la
variable “metodo”. Los calculos asociados a cada método se indican en el correspondiente apartado.

Ejemplo.- Para la red de la Figura 1, la matriz inicial de costes, de orden n x n, seria:

costes =

S WO

3
1
0
M

T X=To
=

Esta matriz es la que se obtendria al ejecutar las lineas de c6digo anteriores. Sobre esta matriz se haran los
calculos pertinentes, segun se opte por el método 1, 2 6 3, para obtener definitivamente la matriz de costes con
la que se aplicara el algoritmo PDTCI.
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2.21 Calculo de ofertas y demandas.

El calculo del vector de ofertas y demandas se hard conjuntamente con el célculo de la matriz de costes y de la
de capacidades. Para este calculo, se ha implementado otra funcién en MATLAB, denominada “ofdem” (en
referencia a los términos oferta y demanda)

function [of,dem, s]=ofdem (k)

Esta funcion recibe el vector “k” calculado anteriormente, y lo separa inicialmente en otros dos vectores del
mismo tamario:

e Vector “of”, de ofertas, en el que se guardan los valores k; positivos

e Vector “dem”, de demandas, en el que se guardan, en valor absoluto, los valores k; negativos.

Ademas, la funcion guarda en la variable “s”, 1a suma de todas las k;, de manera que el valor de *s” indicara el
desequilibrio en oferta 0 demanda de la red.

s=sum(k); n=length(k);
of=zeros(1l,n);
dem=zeros (1l,n);

for ii=1:n

if k(ii)>0

of (ii)=k(ii);
else

dem (ii)=abs(k(ii));
end

end

Por ultimo, la misma funcion realiza el equilibrado de la red dependiendo del valor de “s”, de acuerdo a las
condiciones de la Tabla 1

e Sis = 0, el problema esta equilibrado, y no es necesario afiadir nodos adicionales.

e Sis > 0, entonces la oferta total es mayor que la demanda total, es decir, existe exceso de oferta. Por
lo tanto, debe afiadirse un nodo adicional de demanda cuya demanda sea “s” y cuya oferta sea nula.

e Sis < 0, entonces la oferta total es menor que la demanda total, es decir, existe exceso de demanda.
Por lo tanto, debe afiadirse un nodo adicional de oferta cuya oferta sea el valor absoluto de “s” y cuya
demanda sea nula.

Esto se consigue con las siguientes lineas de cddigo:

if s>0
of=[of 0];
dem=[dem s];
end
if s<0

of=[of abs(s)];
dem=[dem 0];
end
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Ejemplo.- Siguiendo con la red de la Figura 1, en la que
k=[4 —4 -8 12]
Seguin el codigo de la funcion “ofdem”, en primer lugar, los vectores “0f 'y “dem” serén

of =[4 0 0 12]
dem=[0 4 8 0]

Ademas, como s = 4 + (—4) + (—8) + 12 = 4, hay exceso de oferta y debe afiadirse un nodo ficticio de
demanda igual a 4. Finalmente, el resultado de aplicar en Matlab

k=04 -4 -8 127;
[of,dem, s]=0fdem (k)

es
of =
4 0 0 1z 0
dem =
i} 4 8 0 4
5=
4

2.2.2 Método 1. Equilibrado de la red.

La primera posibilidad para el equilibrado de la red es, como se ha indicado anteriormente, afiadir un nodo
adicional que absorba el exceso de oferta/demanda, si lo hubiere y unirlo solo a los arcos de demanda/oferta.
Esto implica a las siguientes lineas de codigo dentro de la funcion “estandarizar”.

if metodo==
[of,dem, s]=ofdem (k) ;
U=full (sparse (nodosi, nodosj,Ub-Lb, length (of), length (dem))) ;
U (U==0)=inf;
of=of+sum (of) ;
dem=dem+sum (dem) ;
C=metodol (k,costes, s) ;
end
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En resumidas cuentas, se emplea la funcion “ofdem” para calcular los vectores de oferta y demanda, que,
ademas, se orlaran.

Respecto a la matriz de capacidades superiores, tendrd las siguientes caracteristicas:

e Si las ofertas y demandas estan equilibradas, la matriz sera cuadrada de orden n. En caso de
desequilibrio, debe afiadirse un nodo adicional, quedando una matriz cuadrada de orden (n+1).

e Contendra elementos iguales a u;; = U;; — L;; en las celdas que representan a los arcos (i,j).

e Contendra elementos iguales a M (infinito), en el resto de celdas.
Esta matriz se obtiene al ejecutar las lineas de codigo anteriores.

Respecto a la matriz de costes, cabe recordar que la funcion “estandarizar” calcula inicialmente la matriz de
costes de orden n (referente a los n nodos de la red original). Si el problema esta desequilibrado hay que afiadir
una fila y una columna a dicha matriz, con los nuevos costes asociados a los arcos que aparecen al afiadir un
nodo ficticio.

Para ello, se emplea la funcion “metodol”, cuyo funcionamiento y codigo es el siguiente.

function costes=metodol (k,costes, s)

Si se ha anadido un nodo adicional de demanda, se debe afiadir una fila de costes infinitos a la matriz de costes
(pues el nodo de demanda no puede ser origen de ningln arco). Ademas, el coste asociado al elemento
diagonal (celda [n+1,n+1]), es nulo.

De acuerdo al método descrito, el resto de elementos de la ultima columna seran ceros (si el nodo
correspondiente es un nodo de oferta) o infinitos (si el nodo correspondiente es un nodo de demanda).

[n,~]=size (costes);

if s>0
costes (n+1, :)=inf;
costes (n+1,n+1)=0;
for ii=1:n

if k(ii)>0

costes (11i,n+1)=0;
else

costes (ii,n+1)=inf;
end

end
end

Si se ha afiadido un nodo adicional de oferta, se debe afiadir una columna de costes infinitos a la matriz de
costes (pues el nodo de oferta no puede ser destino de ningn arco). Ademas, el coste asociado al elemento
diagonal (celda [n+1,n+1]), es nulo.

De acuerdo al método descrito, el resto de elementos de la dltima fila seran ceros (si el nodo correspondiente
es un nodo de demanda) o infinitos (si el nodo correspondiente es un nodo de oferta).

if s<0
costes (:,n+1l)=inf;
costes (n+1l,n+1)=0;
for ii=l:n

if k(ii)<0

costes (n+1,1ii)=0;
else

costes (n+l,1i)=1inf;
end

end
end
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Ejemplo.- Para la red de la Figura 1, que como se ha visto tiene un exceso de oferta de 4 unidades, la red
equilibrada de acuerdo al método 1, expuesto en este apartado seria:

0,0
k3=-8
5 | k=4
v
ksa=12 0 -
Figura 4.- Red de la Figura 1, equilibrada segun el método 1.
Cuya tabla de transporte asociada es:
Tabla 2.- Tabla de transporte asociada a la Figura 4.
0 T [e]s [=5]7 [2]¢ 5 [
M 0 1 [4]6 [s ™M
M M 0 3 [6 ™
M M M 0 0
M M M M 0

Los calculos que realiza la funcién “metodol”, a la matriz “costes” indicada anteriormente, se indican a
continuacion:

costes =

Tz o
=TXoR
SO, w
S WO



El problema de flujo maximo a coste minimo dependiente del flujo 15

Para este caso, como s=>0, se afiade una fila adicional de costes infinitos

costes =

SXXXo
SXXor

ST RToR,rw
ST o wo

A continuacion, se impone que el elemento (5,5) sea nulo, lo que en MATLAB implica crear una columna
adicional de ceros.

0O 1 3 7 0
M 0 1 6 0
costes=|M M 0 3 O
M M M 0 0
lM M M M OJ

Por utlimo, para cada nodo i, se mantiene el coste nulo del arco (i,5) si es un nodo de oferta; o se modifica

por un coste infinito si es un nodo de demanda. Como los nodos de demanda son 2 y 3, finalmente la matriz de
costes es:

costes =

RXXXo
TXXor

TTorRrw
T owo
coxX=Xo

El resultado que se obtiene en MATLAB al introducir las siguientes lineas de codigo:

arcos=[1 2 2 8 1; 1 3412 3;1 402 7; 232 61;2 408 6;3 46 12 3];
K=[10 -4 -8 o6];
[U,C,of,dem] =estandarizar (arcos, K, 1)

es

U= c=
Inf & 3 2 Inf o 1 3 7 0
Inf Inf 4 a Inf Inf 0 1 8 Inf
Inf Inf Inf € Inf Inf  Int 0 3 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 0
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0

of = dem =

20 18 18 28 1€ 16 20 24 16 20

Recuérdese que los vectores “of”y “dem”, calculados mediante la funcion “ofdem” se orlan para poder
realizar la asignacion de flujo en el proceso algoritmico.
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2.2.3 Método 2. Equilibrado de la red.

El segundo método también implica introducir un nodo adicional de oferta/demanda si el problema esta
desequilibrado. Sin embargo, en este caso, dicho nodo adicional se une a todos los nodos de la red original
mediante arcos ficticios, lo que simplifica el procedimiento de célculo respecto al del método 1.

El codigo que emplea la funcion “estandarizar” para realizar las operaciones de acuerdo a este método es
completamente analogo al método anterior.

if metodo==
[of,dem, s]=0ofdem (k) ;
U=full (sparse (nodosi, nodosj,Ub-Lb, length (of), length (dem))) ;
U(U==0)=inf;
of=of+sum(of) ;
dem=dem+sum (dem) ;
C=metodo2 (costes, s) ;
end

La obtencion de los vectores de oferta y demanda, asi como de la matriz “U”, son idénticas al caso anterior. La
diferencia esta en que, como el nodo ficticio se une a todos los nodos originales, la funcién “metodo2” no
necesita al vector “k” como entrada.

function costes=metodo?2 (costes, s)

Si se aflade un nodo adicional de demanda (exceso de oferta, s>0), a la matriz de costes se le afiade una fila de
costes infinitos y una columna de costes nulos. El elemento diagonal tiene coste nulo.

Si se afiade un nodo adicional de oferta (exceso de demanda, s<0), a la matriz de costes se le afiade una
columna de costes infinitos y una fila de costes nulos. El elemento diagonal tiene coste nulo.

[n,~]=size (costes);

if s>0
costes (n+1l, :)=1inf;
costes (:,n+1)=0;

end

if s<0
costes (:,n+l)=inf;
costes (n+1, :)=0;

end
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Ejemplo.- Para la red de la Figura 1, que tiene un exceso de oferta de 4 unidades, la red equilibrada de
acuerdo al método 2, expuesto en este apartado, seria:

Figura 5.- Red de la Figura 1, equilibrada segun el método 2.

Cuya tabla de transporte asociada es:

Tabla 3.- Tabla de transporte asociada a la red de la Figura 5.

0 1 [6]3 [s8]7 Jz2]o cf [ i
M 0 1 [4]6 [s]o
M M 0 3 [6]0
M M M 0 0
M M M M 0

Esta tabla se diferencia de la Tabla 2 en los costes asociados a los arcos (2,5) y (3,5), que corresponden a los
arcos que unen los nodos de demanda con el nodo ficticio adicional. Segun el método 1, estos arcos no se
incluian al equilibrar la red (lo que implica coste infinito), y segin el método 2, estos arcos si aparecen en el
grafo (con coste nulo).



18

Algoritmo Primal-Dual con costos independientes del flujo

Desde el punto de vista de los cdlculos que realiza “metodo2” a la matriz “costes”

costes =

T XX o

TXom

3
1
0
M

S WO

Como s=>0, al ser el nodo ficticio adicional un nodo de demanda, primero se afiade una fila de costes infinitos

costes =

SXXXo

SXXonr

SXorRrw

= O wwN

y luego una columna de costes nulos, obteniendo la matriz de costes correspondiente al grafo estandarizado.

costes =

TXXXo
TXXor
SxXor,rw

T o ww

o O O OO

El resultado que se obtiene en MATLAB al ejecutar la funcion “estandarizar” aplicando el método 2 es
idéntico al obtenido al aplicar el método 1 para las variables “U”, “of”y “dem”.

arcos=[1 2 2 8 1; 1 3 4 12 3;1 4 02 7; 2 3

K=[10 -4 -8 6];

[U,C,of,dem]=estandarizar (arcos, K, 2)

La matriz “C” que se obtiene es:

Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

pues el nodo adicional ficticio es un nodo de demanda.

[ FUR . I |

Inf

26 1;2408%6;34¢6 12 3];

[ R T Y

En caso de haber sido un nodo de oferta, la dltima fila de la matriz de costes seria una fila de ceros y la tltima
columna seria de infinitos. EI elemento diagonal seguiria siendo nulo.
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2.2.4 Método 3. Conversion en una red de transbordo.

La tercera opcion para convertir el problema original en un problema estandar es transformar la red de manera
gue todos los nodos de la red se conviertan en nodos de transbordo. Esta misma estrategia es la que se sigue a
la hora de aplicar el algoritmo Primal-Dual grafico y consiste en afiadir un nodo de salida S (que se unird a
todos los nodos de oferta, k; > 0, con arcos de coste nulo y capacidad igual a k;) y un nodo de entrada E (que

se unira a todos los nodos de demanda, k; < 0, con arcos de coste nulo y capacidad igual a |k ;|) ficticios.

Xs1<k1 . 2 X2e<|Ke|

Xsi<ki — - XEeS|Kif

Xsm<k XnESl kn!

Figura 6.- Estructura de una red genérica, estandarizada segun el método 3.

De esta manera, la tabla de transporte asociada al grafo de la red original tendria (n + 2) x (n + 2) celdas.
Sin embargo, la columna asociada al nodo de salida S puede eliminarse de la tabla, pues éste nunca sera
destino de ningun arco. El razonamiento es analogo para la fila asociada al nodo E. Asi, puede simplificarse la
tabla de transporte (y por tanto las matrices de costes y capacidades) hasta quedar la siguiente estructura:

=]

Figura 7.- Estructura de la tabla de transporte asociada a la red genérica de la Figura 6.
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En resumen, la tabla de transporte siempre estard compuesta por (n + 1) x (n + 1) celdas. Ademas, ahora en
la red Gnicamente hay un nodo de oferta (S) y un nodo de demanda (E). Los vectores de oferta y demanda
siempre tendran (n+1) elementos, cuyo célculo se explica més adelante en este apartado.

Para calcular las matrices de costes y capacidades, asi como los vectores de oferta y demanda, la funcion
“estandarizar” emplea las siguientes lineas de codigo.

if metodo==
U=full (sparse (nodosi, nodosj,Ub-Lb,n+1,n+1));
U (U==0)=inf;
[C,U,o0f,dem]=metodo3 (k,costes, U) ;

end

Cabe recordar que la matriz “costes” es una matriz cuadrada de orden n, que incluye los costos absolutos de
los arcos de la red original. La funcion “metodo3” se encargara de afiadirle una fila y columna adicionales, tal
como se ha comentado en parrafos anteriores, para calcular la matriz “C”.

Ademas, se crea una matriz de capacidades “U”, en la que se recogen capacidades iguales a u;; para las celdas
correspondientes a los arcos de la red original y costes infinitos para el resto de celdas. La misma funcién
“metodo3” modificara el valor de las celdas correspondientes a los arcos ficticios y les asignara la capacidad
correspondiente.

Ejemplo.- Para la red de la Figura 1, las lineas de codigo anteriores crearan inicialmente la matriz “U”
siguiente:

<
I
SIS
TXXXo
SIS

TXoooN
TXXXX

Sobre esta matriz se sustituiran los valores de la dltima fila y la ltima columna, segun sean los arcos ficticios
que se incluyan en la red, como se vera mas adelante.

La funcion “metodo3” implementada, sigue la siguiente sintaxis:

function [costes,U,of,dem]=metodo3 (k,costes, U)

A partir de las matrices “costes” y “U” calculadas en pasos anteriores, y en funcion de los valores del vector
“k”, esta funcion calcula las matrices de costes y capacidades que definiran la tabla de transporte del problema,
y que seran las que se empleen en la aplicacion del algoritmo PDTCI.
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[n,~]=size (costes);
for ii=1l:n
if k(ii)>0

costes (ii,n+1)=inf;
U(n+1l,1ii)=k(ii);
else
if k(ii)<o0
costes (n+1,1i)=inf;
U(ii,n+1l)=abs (k(ii)):;
else
costes (ii,n+1)=1inf;
costes (n+l,1ii)=inf;
end
end
end
costes (n+l,n+1)=1inf;

Este script parte de las matrices “costes” y “U” anteriores, y realiza, para cada nodo j, las siguientes
operaciones:

e Siel nodo j es de oferta (k; > 0), impone coste infinito al arco (j,E), y una capacidad igual a k; al
arco (S,j).

e Siel nodo j es de demanda (k; < 0), impone coste infinito al arco (S,j), y una capacidad igual a |k;|
al arco (j,E)

e Sielnodo j yaera un nodo de transhordo (k; = 0), impone costes infinitos a los arcos (S,j) y (j,E)

Por ualtimo, como el nodo S en ningln caso se unird de manera directa al nodo E, se impone que el Gltimo
elemento diagonal (que ira asociado al arco (S,E)) tenga coste infinito.

Recuérdese que la matriz “costes” es una matriz cuadrada de orden n. Al evaluar el nodo 1, el script impone un
coste infinito a un determinado arco, que sera el (1,E) si 1 es un nodo de oferta o el (S,1) si es un nodo de
demanda. Al introducir este elemento en la fila o columna n + 1, MATLAB crea de manera automatica una
fila o columna completa en la que todos sus elementos serdn nulos, salvo el que se corresponde al arco en
cuestion. De ahi que, a la hora de programar la funcién, no se opte por imponer coste nulo a los arcos ficticios
que aparecen en la red de transbordo, puesto que esos costes nulos ya aparecen cuando MATLAB crea la fila o
columna adicional de manera automaética.

En el siguiente ejemplo, se indican detalladamente los calculos que la funcién “metodo3” realiza sobre las
matrices “costes” y “U”.
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Ejemplo.- Las variables de entrada para la funcion “metodo3”, seran las matrices “costes” y “U” indicadas
previamente, asi como el vector “k”, con el que se identificard cada nodo como nodo de oferta o demanda.

M 6 8 2 M
0 1 37 M M 4 8 M

k=[4 -4 -8 12] costes=jl\v;11€1(1)g u=lM M M 6 M
oM oMo M MMM M

M MMM M

El bucle for recorrera los 4 nodos de la red original.

El nodo 1, con k; = 4, es un nodo de oferta. En este caso, se impone que el coste del arco (1,E) es infinito, es
decir, se crea una columna adicional en la matriz “costes*“ en la que el elemento (1,E) vale M y el resto de
elementos son nulos. La capacidad del arco (S,1) seré 4.

01 3 7 M M 6 8 2 M

M 0 1 6 0 M M 4 8 M

costes = U=IM M M 6 M
M M 0 3 0

M M M 0 0 lM M M M M J

4 M M M M

El nodo 2, con k, = —4, es un nodo de demanda. En este caso, se impone que el coste del arco (S,2) sea
infinito, creandose una nueva fila en la matriz de costes. Véase también que la matriz costes anterior ya
incluye el coste nulo del arco (2,E), que es el que aparece como arco ficticio al modificar la red original.
Respecto a la matriz de capacidades, se sustituye la capacidad del arco (2,E) por su valor, que sera 4.

0o 1 3 7 M M 6 8 2 M
M 0 1 6 0 M M 4 8 4
costes=|M M 0 3 O U=M M M 6 M
M M M 0 0 M M M M M
0O M 0 0 O 4 M M M M

El nodo 3, k; = —8, también es un nodo de demanda, y los cambios en las matrices son analogos a los
realizados para el nodo 2.

0o 1 3 7 M M 6 8 2 M
M 0 1 6 0 M M 4 8 4
costes=|M M 0 3 O U=|M M M 6 8
M M M 0 O M M M M M
0O M M 0 O 4 M M M M
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Para finalizar el bucle, el nodo 4, k, = 12, también es un nodo de oferta, y los cambios en las matrices son
analogos a los realizados para el nodo 1.

0 1 3 7 M M 6 8 2 M
M 0 1 6 0 M M 4 8 4
costes=|M M 0 3 0 U=|M M M 6 8
M M M 0 M M M M M M
0O M M 0 O 4 M M 12 M
Por Gltimo, se impone que el elemento diagonal tenga coste M
0 1 3 7 M M 6 8 2 M
M 0 1 6 0 M M 4 8 4
costes=|M M 0 3 0 U=M M M 6 8
M M M 0 M M M M M M
l0 M M 0 M J [4 M M 12 MJ

Con estos calculos, se han obtenido las matrices de costes y capacidades que permitiran aplicar el algoritmo
PDTCI.

Ademas, la funcion “metodo3”, también permite calcular los vectores de oferta y demanda a partir del vector
“k”. Sin embargo, el procedimiento para su obtencion es ligeramente diferente al de los dos métodos
anteriores.

El tnico nodo de oferta, S, tendréa que ser capaz de introducir en la red como méaximo, la oferta total, es decir:

ks= ) k; (vk;>0) ©

JEN

El Gnico nodo de demanda, E, tendréa que ser capaz de absorber de la red, como méaximo, la demanda total:

kg = —Z lkjl (Vk; < 0) (10)

JEN

Para que el problema pueda resolverse, debe estar equilibrado, es decir, k¢ = —kg. Sin embargo, si la oferta
total y la demanda total no coinciden, el flujo maximo en la red esta acotado por el valor minimo entre kg y
|kg|, que serd el valor que se imponga como oferta del nodo S y como demanda del nodo E. Finalmente, estas
ofertas y demandas se orlaran para toda la tabla, lo que permitira su resolucion.

Desde el punto de vista de la programacion, estos calculos se realizan aprovechando los resultados de la
funcion “ofdem” explicada en el Apartado 2.2.1 de esta memoria. El codigo implementado dentro de la
funcion “metodo3”, que permite obtener los vectores de oferta y demanda se indica a continuacion.
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[kpos, kneg]=ofdem (k) ;
pos=sum(kpos(l:n));
neg=sum (kneg(l:n));
f=min (pos, neq) ;

of (n+l)=£f;

dem (n+1)=£f;
of=of+sum(of) ;
dem=dem+sum (dem) ;

Ejemplo.- Para el calculo de los vectores de oferta y demanda, se parte del vector “k”

k=[4 -4 -8 12]

Se aprovecha la funcion “ofdem” para separar las componentes de estos vectores segun sean positivas
(ofertas) o negativas (demandas). Asi, al calcular

k=[4 -4 -8 12];
[kpos, kneg]=ocfdem (k)

Se obtienen los vectores:

kpos=[4 0 0 12 0] kneg=[0 4 8 0 4]

Recordar que la funcion “ofdem” realiza el equilibrado de las ofertas y demandas, segun se tenga exceso de
oferta o exceso de demanda. No obstante, aqui solo interesa haber separado ofertas y demandas en dos
vectores independientes. Los primeros 4 elementos de “kpos” muestran las ofertas de todos los nodos
originales, mientras que los primeros 4 elementos de “kneg” muestran las demandas de todos los nodos
originales. El elemento 5 de cada vector hace referencia al exceso de oferta o demanda que, para estos
célculos, no tienen relevancia alguna.

Como se ha comentado anteriormente, el flujo maximo, f, en la red viene acotado por el minimo entre la
oferta total y la demanda total. La variable “pos”, calcula la suma de los n primeros elementos de “kpos”, es
decir, la oferta total, y la variable “neg”, calcula la suma de los n primeros elementos de “kneg”, es decir, la
demanda total.

pos=4+0+0+12=16
neg=0+4+8+0=12
f = min(pos,neg) = min(16,12) = 12

Este flujo méaximo, f, es que el se asigna como oferta del nodo S y como demanda del nodo E. De esta manera,
el problema esté equilibrado.

of=[0 0 0 0 12] dem=[0 0 0 0 12]
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Y orlando, se obtienen los vectores de oferta y demanda con los que se puede resolver el problema mediante
la funcion “pdtci” que se verd en el siguiente Apartado de este Capitulo.

of =[12 12 12 12 24] dem=1[12 12 12 12 24]

Para finalizar, se muestran, a modo de resumen, los resultados obtenidos al aplicar el método 3 a la red de
transporte de la Figura 1.

Ejemplo.- La red de la Figura 1, estandarizada de acuerdo al método 3, quedaria:

TN
8,3 80— E |
N4
A
6,3

4,0

Figura 8.- Red de la Figura 1, estandarizada segun el método 3.

En esta red, todos los nodos que pertenecen a la red original ahora son nodos de transbordo.
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Su tabla de transporte asociada es:

Tabla 4.- Tabla de transporte asociada a la red de la Figura 8.

0 1 [6]3 | 8|7 |2 | M ci uj

M 0

[

(46 [s]o [4]

M M 0 3 [6]0 [ 8]
M M M 0 M
0 L4 |™ M 0 12| M

El resultado obtenido en MATLAB al ejecutar la funcion de estandarizacién empleando el método 3

arcos=[1 2 2 8 1; 1 3412 3;1 402 7; 2326 1;2 408 6;3 46 12 3];
K=[10 -4 -8 6];
[U,C,o0f,dem]=estandarizar (arcos, K, 3)

es:

o= Cc=
Inf € 8 2 Inf o 1 3 7  Inf
Inf Inf 4 g 4 Inf 0 1 £ Q
Inf Inf Inf 6 8 Inf Inf 0 3 Q
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf
4 Inf Inf 12 Inf a Inf Inf i} Inf
°f = dem =
12 12 12 12 24
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2.3. Algoritmo Primal-Dual con costes constantes.

Hasta ahora lo que se ha conseguido es adecuar los datos de la red original para convertirla en una red
estandar, de manera gque pueda resolverse aplicando un algoritmo de transporte. El siguiente paso, es aplicar el
algoritmo Primal-Dual aplicado a la Tabla de transporte para Costos Independientes del flujo. El algoritmo
consta de las etapas que se indicaron al comienzo de este capitulo, y que brevemente se recuerdan a
continuacion.

En cuanto a la programacion, la funcion “pdtci” implementa distintas subrutinas con las que se realizan las
distintas etapas del algoritmo. A partir de las matrices “C” y “U”, y los vectores de oferta y demanda,
calculados al estandarizar el grafo de la red original, las distintas subrutinas permiten obtener el flujo maximo
a coste minimo de la red estandarizada.

function [flujo,mr]=pdtci (C,of,dem,U)
[mr, ~]=matred(C);
[m,n]=size (mr);
flujo=zeros (m,n) ;
while true
[flujo,of,dem]=asignaflujo (mr, flujo,o0f,dem,U) ;
if sum(of)==0, break; end
[I,J,ent]=marcajeff (mr, flujo,of,dem,U);
if ent~=0
[flujo, 0f,dem]=aumentaflujo(flujo,o0f,dem, I, J,ent);
if sum(of)==0, break; end
else
[mr, modmr]=modificaMR (mr,I,J,flujo,U);
if modmr==0, break; end
end
end

El codigo inicia los célculos hallando la matriz reducida (funcién “matred”) de la matriz de costes “C”, que
identificara la red béasica sobre la que empezar el algoritmo. Ademas, se inicializa la matriz de flujos con todos
los flujos a cero, que seré la solucion factible desde la que se comienza el proceso algoritmico.

El bucle while realiza los célculos del algoritmo propiamente dichos. En primer lugar, se realiza una
asignacion directa de flujos (mediante la funcion “asignaflujo”), en caso de que, para una celda basica de la
matriz de flujo exista oferta y demanda que pueda satisfacerse. En este punto, si se han saturado todas las
ofertas y demandas, se ha alcanzado el éptimo y, por tanto, se finaliza el bucle while. En caso contrario, se
prosigue el algoritmo.

A continuacion, se realiza el proceso de marcaje del algoritmo Ford-Fulkerson (funcion “marcajeff”). El
resultado del marcaje se recoge en las matrices “I”’ y “J”, cuyo contenido y forma de calcularlas en MATLAB
se describiran en el Apartado 2.3.3. Ademas, se identificard mediante la variable “ent” si se ha alcanzado un
nodo de entrada o no. La funcion de marcaje asigna a “ent” el nimero del nodo de entrada que se ha alcanzado
al marcar, o bien un valor de 0 si no se ha alcanzado ningiin nodo de entrada.

Aqui el codigo tiene una bifurcacion.

e Si ent # 0, entonces, mediante la funcién “aumentaflujo”, puede aumentarse el flujo en la tabla.
Ademads, se actualizan los vectores de oferta y demanda. Para ello, se emplea la informacion de las
matrices “I” y “J”. Una vez realizado el aumento de flujos, se vuelve a comprobar si se han satisfecho
todas las ofertas y demandas, en cuyo caso se habria alcanzado el dptimo.

Una vez aumentado los flujos, puede volver a realizarse el proceso de marcaje, en busca de una nueva
ruta que vaya desde uno de los nodos de salida hacia uno de los nodos de entrada.
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e Si ent = 0, entonces debe modificarse la matriz reducida (empleando la funciéon “modificaMR”).
Para ello, se parte del resultado del proceso de marcaje. Como se explicara en el Apartado 2.3.5 de
esta Memoria, hay casos en los que la matriz reducida no puede modificarse. Esto se identifica en la
funcion “modificaMR” con la variable de decision “modmr”, que tomara el valor 1 si se ha podido
realizar la modificacion de la matriz reducida, y 0 en caso contrario. En este Gltimo supuesto, se ha
alcanzado el 6ptimo, pues el flujo en la red no puede aumentarse, aunque queden ofertas y demandas
sin satisfacer.

La modificacién de la matriz reducida implica la aparicién de nuevas celdas basicas sobre las que
podra asignarse flujo nuevamente y con ello continuar el algoritmo.

En resumidas cuentas, la siguiente tabla recoge una breve descripcion de cada una de las funciones o
subrutinas que forman parte de la funcion “pdtci” y que seran desarrolladas y analizadas de manera individual
a lo largo de las distintas secciones de este Apartado.

Tabla 5.- Subrutinas de la funcion “pdtci”.

FUNCION “pdtci”

matred Determinacion de los arcos basicos de la red estandarizada
asignaflujo  Asignacion directa de flujos sobre la tabla de transporte
marcajeff ~ Marcaje de los nodos segun el algoritmo de Ford-Fulkerson
aumentaflujo  Aumento de flujos en la red basica segin el algoritmo de Ford-Fulkerson

modificaMR  Modificacién de la matriz reducida
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Para facilitar la comprension del funcionamiento del codigo anterior, asi como del proceso algoritmico que
sigue MATLAB al aplicar la funcion “pdtci” para resolver el problema de flujo méximo a coste minimo
independiente del flujo, se muestra el siguiente diagrama de flujo.

c
U
of P matred
dem
v
> asignaflujo

isum(of)==0?

marcajeff <

No Si

modificaMR aumentaflujo

¢modmr==07?

OPTIMO < Si

flujo
mr

Figura 9.- Diagrama de flujo de la funcion “pdtci”.

En dicho diagrama se indican: en color verde, los datos de entrada y salida de la funcion; en color azul, las
distintas subrutinas que se aplican; y en color amarillo, las variables de decision.
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2.3.1 Calculo de la matriz reducida.

Para el célculo de la matriz reducida, se emplea la funcion “matred”, cuyo codigo es:

function [C,B]=matred(A)
[m,n]=size (A);
for ii=1:m
u=min (A (ii,
B(ii,
end
for jj=1:n
v=min (B(:,33j));
C(:,33)=B(:,3J)-v;
end

2)) s

)=A(ii, :)-u;

Para una matriz “A” cualquiera, “matred” calcula la matriz reducida primero por filas y luego por columnas y
la guarda en la variable “C”. La funcién permite la posibilidad de obtener también la matriz intermedia “B”.

Ejemplo.- Sea la matriz “A” siguiente:

(o) NN G2 BN \ SRS, |

S W oo
w w S~ O

En primer lugar, se obtiene la matriz “B” restando a cada fila de la matriz “A”, el valor minimo de la misma.

U1 w o O
O N W

(=

N O U1

En segundo lugar, se obtiene la matriz “C” restando a cada columna de la matriz “B”, el valor minimo de la

misma.

U1 W o o
0L NO

Al ejecutar en MATLAB:

A=[4 58 9;-1 2 3 4;6 5 4 3;2 6 -3 31;
[C,B]l=matred(A)

(=

N O U1 Ul
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Se obtiene

mow O O

=k O
[ Y ST )
o non
n oW OO
Wk =
O = s
o O nodn

&1

2.3.2 Asignacion directa de flujos.

La asignacién directa de flujos supone el primer paso del proceso algoritmico y consiste, esencialmente, en
comprobar si alguna de las celdas basicas corresponde a un arco cuyo origen sea uno de los nodos de oferta y
cuyo destino sea uno de los nodos de demanda. De esta manera, ese mismo arco representa una ruta que une
un nodo de oferta con un nodo de demanda, a través del cual, puede aumentarse flujo en la red.

A efectos préacticos, esta etapa podria suprimirse del algoritmo, pues mediante el algoritmo de Ford-Fulkerson
también podrian encontrarse estas rutas y aumentar el flujo. En este Trabajo, la idea es implementar el
algoritmo de manera que represente lo mas fielmente posible la resolucién a mano. Es por ello, que se
mantiene en el algoritmo como paso inicial a cada iteracion de Ford-Fulkerson.

En el planteamiento de la resolucion del problema a mano, esta etapa consiste basicamente en una inspeccién
visual de la tabla de transporte, para asignar los flujos que sean posibles. En cuanto a la programacién en
MATLAB de esta asignacion, se incluye en la funcién “asignaflujo”, cuyo codigo es el siguiente:

function [flujo,of,dem]=asignaflujo (mr, flujo,of,dem,U)
[m,n]=size (flujo);
for ii=1l:m
for jj=1l:n
if mr(ii,jj)==
inc=min (of (ii),dem(3j));
inc=min (inc,U(ii,jj)-flujo(ii,j3j));
flujo(ii, jj)=flujo(ii,jJj)+inc;
of (ii)=of (ii) -inc;
dem (jj)=dem(jj)-inc;
end
end
end

La funcién recibe como argumentos de entrada la matriz reducida de los costes (“mr”), la matriz de
capacidades superiores (“U”) y los vectores de oferta y demanda.

El programa realiza un barrido por todas las celdas de la tabla, y para cada celda, se comprueba si es bésica a
traves de la matriz reducida. En caso afirmativo, se calcula el incremento de flujo admisible (A; en MATLAB,
“inc”) para dicha celda como el valor minimo entre su oferta, su demanda, y el flujo que puede aumentarse
hasta saturarse dicha celda:

A= min (of;, dem;, u;; — x;;)  (11)
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Por ultimo, se aumenta el flujo de dicha celda en A unidades, y se disminuyen, tanto la oferta de su fila como
la demanda de su columna, en A unidades.

Cabe destacar que, como puede verse en la llamada a la funcion de asignacion, ésta lo que hara es actualizar
los valores de la matriz de flujos y los vectores de oferta y demanda, eliminando de la memoria del programa
los valores previos a cada calculo. Esta misma filosofia se sigue en todas las subrutinas incluidas en “pdtci”,
calculando en cada paso los nuevos valores del flujo en la tabla, ofertas y demandas, en sustitucion de los
anteriores.

Ejemplo.- Tomando la red inicial que se viene resolviendo a lo largo del presente Apartado (Figura 1),
estandarizada segun el método 1 (ver Figura 4 y Tabla 2), su matriz de costes es la siguiente:

)

I
XTXRXo
TXXor
T o wo

0
M
M

0

0

TXorRrw

Para obtener las celdas basicas, se calcula la matriz reducida, con la funcion “matred”

[mr, ~]=matred(C) ;

STowoa

0
M
M

0

0

TXXor
ST XorRrw

Como puede observarse, la matriz “C” ya tenia la forma de una matriz reducida, por lo que al aplicarle la
funcién “matred”, sus valores no se han visto modificados. Esto es habitual en redes sin costos negativos. La
tabla de transporte con la que se comienza la primera iteracion del algoritmo, quedaria como:

Tabla 6.- Primera iteracion “pdtci” para la red de la Figura 4. Celdas basicas.

16 20 24 16 20 dem,
N ER T FR U ER P K & =]
© | O | o« | =
M 0 1 [4]6 [ [m
o ]
M M 0 3 [6 [
o ]
M M M 0 0
2 ] ]
M M M M 0
o ]
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Mediante una simple inspeccion visual de la tabla, es facil darse cuenta de que, por ejemplo, puede asignarse
un flujo de 16 unidades en la celda (1,1). Ese flujo corresponde al minimo entre la oferta y demanda
disponibles. También debe tenerse en cuenta el flujo admisible por cada arco, en caso de que estén acotados
superiormente (en este caso no aplica, pues la celda (1,1) no tiene limite superior). Al asignar dicho flujo a la
celda (1,1), la demanda en la columna 1 de la tabla se satura y la oferta en la fila 1 disminuye a 4 unidades.

Igualmente puede procederse para el resto de arcos basicos (indicados con un cuadrado rojo en la tabla
anterior), obteniéndose por asignacion directa los siguientes flujos:

Tabla 7.- Primera iteracion “pdtci” para la red de la Figura 4. Asignacion directa.

4 8
; T ER T A EA
M 0 1 [4]6 [8]M
M M 0 3 L6 M
M M M 0 0
M M M M 0
:

Sobre esta tabla se realizara el proceso de marcaje del algoritmo Ford-Fulkerson.
En MATLAB, al ejecutar:

[mr, ~]=matred(C)
[flujo,of,dem]=asignaflujo (mr, flujo,of, dem, U)

Se obtiene:
of =
Elujo =
0 0 0 0 12
16 0 0 0 4
0 16 0 0
] ] 16 ] dem =
0 0 0 16 12
0 0 0 4 0 4 g 0 0
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2.3.3 Algoritmo de Ford-Fulkerson. Proceso de marcaje.

Una vez asignado flujos, el siguiente paso es aplicar el algoritmo de Ford-Fulkerson. Dicho algoritmo puede
dividirse en dos etapas bien diferenciadas. En primer lugar, el algoritmo realiza una serie de asighaciones a
cada nodo de la red, con el objetivo de buscar una ruta por la que llevar flujo desde un nodo de oferta hacia un
nodo de demanda. Es lo que aqui se ha denominado, marcaje de la red. En segundo lugar, si se ha encontrado
una ruta, se procede al aumento de flujo en los arcos de dicha ruta.

El procedimiento para realizar el marcaje o exploracién de los nodos de la red, en una tabla de transporte,
aparece recogido en la bibliografia sobre el algoritmo Primal-Dual, y se indica a continuacion mediante un
ejemplo numérico.

Ejemplo.- A partir de la Tabla 7, se realiza el proceso de marcaje segun el algoritmo de Ford-Fulkerson.

En primer lugar, las filas asociadas a los nodos de oferta se marcan con (-,0f;). En este caso, el inico nodo de
oferta es el nodo 5:

Tabla 8.- Ejemplo de marcaje (Ford-Fulkerson). Paso 1.

4 8
0 I 3 R N RN
M 0 1 46 [8|M
M M 0 3 |[6]M
M M M 0 0
M M M M 0
12 (-12)

A continuacion, se realiza el llamado marcaje hacia adelante. Para ello, a partir de la fila 5, puede
aumentarse flujo en la columna 5 (la Unica celda basica disponible en esa fila). Por tanto, se marcaria la
columna 5 con (5,12), puesto que desde la fila 5 puede aumentarse el flujo en 12 unidades. El nodo 5 se
marcaria como explorado, con un asterisco.
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Tabla 9.- Ejemplo de marcaje (Ford-Fulkerson). Paso 2.

4 8
; S T RN A PR
M 0 1 [4]6 B
M M 0 3 |6 | M
M M M 0 0
M M M M 0
12 (-12)*

A continuacion, se realiza el marcaje hacia detras. Como la Gnica columna con etiqueta es la 5, se realiza el
marcaje desde ella. Las celdas basicas disponibles son las correspondientes a las filas 1 y 4, que se marcaran
con la etiqueta (5,), indicando el flujo que puede disminuirse. La columna 5 quedaria explorada.

Tabla 10.- Ejemplo de marcaje (Ford-Fulkerson). Paso 3.

4 8
; S Y ER Y
(54)
M 0 1 [4]6 IR
M M 0 3 |6 M
M M M 0 0
12 (5.12)
M M M M 0
12 (-12)*

(5.12)*

En este caso, la fila 1 se ha marcado con (5,4) porque desde la columna 5 solo puede disminuirse un flujo de 4
unidades. El proceso de marcaje contintia realizando sucesivamente el marcaje hacia adelante y hacia detras
hasta que se alcance un nodo de demanda, hasta que se hayan explorado todos los nodos de la red o bien,
hasta que no se puedan marcar mas filas y columnas. EI marcaje proporciona finalmente el siguiente

resultado:
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Tabla 11.- Ejemplo de marcaje (Ford-Fulkerson). Paso final.

4 8
; I 3 R I A FR
(4"
M 0 1 l4]6 I
M M 0 3 [6 | M
M M M 0 0
12 (5.12)*
M M M M 0
12 E-._lzj*
(L4 (4.12)* (5.12)*

En este ejemplo, tras el marcaje no se ha encontrado una ruta por la que aumentar el flujo, pues no se ha
asignado una etiqueta a ninguno de los nodos de demanda. El siguiente paso del algoritmo seria modificar la
matriz reducida de los costes para incluir nuevas celdas basicas.

Como puede verse en la Tabla 11, el resultado del proceso de marcaje no es mas que un conjunto de etiquetas
en ciertas filas y columnas de la tabla de transporte.

En la informacidn que contienen las etiquetas correspondientes a las filas pueden diferenciarse tres elementos:

El nodo desde el que se marca dicha fila en el marcaje hacia detras, o bien un guién (“-), en caso de
que dicha fila se marque por corresponder a un nodo de oferta.

El flujo que puede disminuirse.

Un asterisco, en caso de que la fila esté explorada.

La estrategia para representar estas etiquetas en MATLAB, serd agrupar los elementos anteriores en una
matriz “I””, construida como la union de tres vectores columna, que se denominaran:

Vector “j”: En la primera columna de “I”, contiene para cada fila, el nodo desde el que se produce el
marcaje. Para el nodo de oferta se le asigna un valor 0. Dicho valor correspondera a la columna de
dicha fila sobre la que puede disminuirse el flujo.

Vector “deltai”: En la segunda columna de “I”, contiene los distintos valores de los flujos para cada
fila.

Vector “marcai”: En la tercera columna de “I””, contiene un valor 1 6 0 para cada fila, segin el nodo
esté explorado o no.
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Anélogamente, en la informacion que contienen las etiquetas correspondientes a las columnas, pueden
diferenciarse tres elementos:

e Elnodo desde el que se marca dicha columna en el marcaje hacia adelante.
e El flujo que puede aumentarse.

e Un asterisco, en caso de que el nodo esté explorado.

De igual manera, la estrategia a seguir en MATLAB, sera agrupar estos elementos en una matriz “J”,
construida como la unién de tres vectores fila, que se denominaran:

e Vector “i”: En la primera fila de “J”, contiene, para cada columna, el nodo desde los que se produce el
marcaje. Dicho valor correspondera a la fila de dicha columna sobre la que puede aumentarse el flujo.

e Vector “deltaj”: En la segunda fila de “J”, contiene los distintos valores de los flujos para cada
columna.

e Vector “marcaj”: En la tercera fila de “J”, contiene un valor 1 6 0, segun la columna esté explorada o
no.

Para una red estandar de n nodos, “I”” serd una matriz n x 3, y “J” sera una matriz 3 x n, con la siguiente
estructura general:

columna flujo *
[= [ Ji deltai marcai] (12)
fila i
] = [flujo deltaj ] (13)
* marcaj

Ejemplo.- Para el marcaje indicado en la Tabla 11, las matrices “1”” (12) y “J” (13) que pueden definirse
seran:

5 4 1

0 0 O 1 0 0 4 5
I=10 0 O ] = [4 0 0 12 12]

5 12 1 1 0 0 1 1

0 12 1

En definitiva y en lo que se refiere a la implementacion del algoritmo PDTCI en MATLAB, la funcién
“marcajeff” es la que permite calcular los 6 vectores indicados anteriormente, y a partir de ellos construir las
matrices “I” y “J” que reflejan el resultado obtenido en el proceso de marcaje. Ademas, calculara la variable
“ent” cuyo valor coincidira con el nodo de demanda alcanzado en el marcaje, 6 0 si no se ha alcanzado
ninguno.

function [I,J,ent]=marcajeff (mr,flujo,of,dem,U)
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Para ello, esta subrutina recibe como entradas las matrices de flujo y capacidades, la matriz reducida de los
costes (o las siguientes modificadas) y los vectores de oferta y demanda.

En primer lugar, la funcién transforma la matriz reducida en una matriz logica (denominada “ppr”) en la que
las celdas correspondientes a celdas basicas toman un valor de 1y el resto, valor 0. Ademas, inicializa los 6
vectores indicados anteriormente con valores nulos.

ppr=~logical (mr) ;
m=length (of) ;
n=length (dem) ;
j=zeros (m, 1) ;
deltai=zeros(m,1);
marcai=zeros (m, 1) ;
i=zeros (1l,n);
deltaj=zeros(1l,n);
marcaj=zeros (1l,n);

A continuacion, se realizan de manera iterativa los marcajes hacia adelante y hacia detras mediante un bucle
while. Para detener el bucle se emplea una variable bandera (“flag”), que en cada iteracion se inicia en un valor
igual a0y a la que se le suma 1 por cada fila o columna que se marque. El bucle finalizara cuando el valor de
esta variable bandera se mantenga en 0 tras un marcaje hacia delante y hacia atras. Esto implica que ya no
pueden marcarse mas filas y columnas y, por tanto, el proceso de marcaje ha finalizado.

Antes del primer marcaje hacia adelante, se asignan las ofertas disponibles al vector “deltai”

deltai=of';
flag=1;
while flag~=0
flag=0;
%%Marcaje hacia delante
%$%Marcaje hacia atréas
end

El marcaje hacia delante se realiza con el siguiente fragmento de c6digo:

for ii=1:m
if deltai(ii)>0 && marcai (ii)==
flag=flag+l;
dispo=find (ppr(ii, :));
len=length (dispo) ;
for kk=1l:len
if marcaj (dispo (kk))==
i(dispo(kk))=ii;
deltaj (dispo (kk))=min(deltai (ii), ...
U(ii,dispo(kk))-flujo(ii,dispo(kk)));
end
marcai (ii)=1;
end
end
end
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El marcaje hacia detras se realiza con el siguiente fragmento de cédigo:

for jj=1:n
if deltaj(jj)>0 && marcaj (jj)==
flag=flag+1l;
dispo=find(ppr(:,33j));
len=length (dispo);
for 1ll=1:1en

if flujo(dispo(ll),jj)>0 && marcai (dispo (ll))==

j (dispo(11))=33;

deltai (dispo(1ll))=min(deltaj (jj),flujo(dispo(11l),3J)):

end
marcaj (jj)=1;
end
end
end

Finalmente, el programa construye las matrices “I” y “J” a partir de los vectores correspondientes, y calcula la

variable de decision “ent”

I=[j,deltai,marcai]l;
J=[1i;deltaj;marcajl;
ent=0;
for aa=l:n
if dem(aa)>0 && marcaj (aa)>0
ent=aa;
break;
end
end

Notese que el programa solo finaliza cuando no afiade etiquetas nuevas en una iteracion del bucle while,
independientemente de que antes ya se haya alcanzado un nodo de demanda. Esta programacion se ha
decidido asi debido a que MATLAB no implementa una funcién para bucles anidados, por lo que afadir esta
funcionalidad de manera manual aumentaria la complejidad de comprension del codigo.

Ejemplo.- Los calculos que realiza MATLAB en el marcaje de la Tabla 7 se indican en este ejemplo. En
primer lugar, se calcula la matriz “ppr "y se inicializan los 6 vectores con valores nulos,

Tabla7

) g 1000 1

01 0 0 O

" |0 B &“ ppr=[0 0 1 0 0

0 0 0 1 1

M u 1 [2]6 B 000 0 1
M M u 3 [6 ™ . .
M M M 0 0 i 0 0
j=10 deltai = |0

M M M M 0

12 II 0 0
0 0

i=1[0

deltaj = [0

marcaj = [0

marcai =

(=N e ]

(=N e ]

o O

(oo BN e B en B en B e
[t St S

o O O
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y, a continuacion, se asignan los flujos de oferta en “deltai ”, obteniéndose la asignacion de la Tabla 8.

Tabla 8
4 8

0 (N R N R PN 0 0 0
0 0 0
M 0 1 [4]s I j= 0 deltai =1 0 marcai =10
M M 0 3 [6 ™ 8 102 8
M M M 0 0 i=[0 0 0 0 0]
deltaj=[0 0 0 0 O]
. M M M M 0 . marcaj=[0 0 0 0 O]

El proceso de marcaje hacia adelante comienza haciendo un barrido con un bucle for en busca de la primera
fila no explorada (marcai = 0) con un cierto flujo deltai > 0. En este ejemplo, esto solamente ocurre para
la fila 5. Para esta fila, el codigo calcula, mediante la matriz “ppr”, las columnas de las celdas bésicas
disponibles sobre las que realizar el marcaje, en este caso, corresponde Unicamente a la columna 5, por lo
que resulta dispo = [5], vector con longitud len = 1

Luego, se identifica para cada elemento de “dispo”, si la columna estd o no explorada. En este caso, la
columna 5 no esté explorada (es decir, marcaj(5) = 0), entonces se asigna el nimero de fila en la variable
“i”, y el flujo admisible en la variable “deltaj”. En ese caso, como la celda (5,5) no esta acotada
superiormente, pueden asignarse las 12 unidades de flujo. La fila 5 se marca como explorada. Con esto se
obtienen los resultados de la Tabla 9

Tabla 9
4 8

0 1 [6]3 Js]7 TJz]o 8 8 8
M 0 T [+]e [=]™ j=1|0 deltai =| 0 marcai = |0
0 0 0

M M 0 3 [6 M 0 12 1
M M M 0 0 i = [0 0 0 O 5]
deltaj=[0 0 0 0 12]

M M M M 0 marcaj = [0 0 0 O 0]

12 (12"

(5.12)

El proceso de marcaje hacia detras es completamente analogo. Se realiza un barrido por las columnas de la
tabla en busca de una columna marcada (deltaj>0) y no explorada (marcaj=0). La columna 5 es la Unica que
cumple estas condiciones. Para esta columna, se calcula el vector de filas disponibles a partir de la matriz
“ppr”. Se obtiene dispo = [1 4 5], de longitud len = 3.

Ahora, para cada una de esas filas, se identifica si tiene flujo distinto de O para poder disminuirlo, y si la fila
asociada no esta marcada. La fila 1 cumple estas condiciones, por lo que se le asigna en “i” el niumero de la
columna y en “deltai” el flujo que puede disminuirse, que sera el minimo entre el flujo de esa celda y el flujo
en “deltaj ”, es decir, min(4,12)=4.
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La fila 4 también cumple las condiciones para que sea marcada, por lo que se procede de igual manera que
para la fila 1. En el caso de la fila 5, ésta ya esta marcada como explorada, por lo que no se ve afectada. Por
Gltimo, la columna 5, se marca como explorada. Con todo esto se obtienen los resultados de la Tabla 10.

Tabla 10
4 8

0 1 [6]3 [s]7 [2]0 . 5 4 0
0 0 0
N ' boLge D j=10 deltai =| 0 marcai = |0
5 12 0

M M o 3 [6]wm
0 12 1
M M M o 0 - i = [0 00 0 5]
M M M M 0 deltaj = [0 0 00 12]
e | ) ) ) (12 marcaj =[0 0 0 0 1]

(5.12)*

Finalmente, repitiendo de manera ciclica el marcaje hacia adelante y hacia detras hasta que no se modifique
la variable “flag” se consiguen obtener las matrices “1”’y “J”, correspondientes a la Tabla 11.

Ejecutando

[I,J,ent]=marcajeff (mr, flujo,of,dem,U)

Con los valores de “mr”, “flujo”, “of”, “dem” y “U” obtenidos al ejecutar las funciones anteriores del
algoritmo (“estandarizar ”, “matred”, “asignaflujo ), se obtiene:

Tabla 11
4 8 I =
; T R S A N
A" 5 4 1
M 0 1 [4]6 [s]w™ 0 0 0
4] 1] Q ent =
M M 0 3 [6]M s 12 1
] 12 1 o
M M M 0 0 -
12 Grx  J =
M M M M 0
12 12 1 o o
4 ] ] 12 12
1 Q Q

(14)* (4.12)* (5.12)*

La variable “ent” toma valor 0 pues no se ha alcanzado ninguin nodo de demanda en el marcaje. El algoritmo
prosigue con la modificacion de la matriz reducida (ver diagrama de flujo, Figura 9).
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2.3.4 Modificacion de la matriz reducida.

Si en el proceso de marcaje no se ha alcanzado un nodo de demanda, entonces deben modificarse los costes
relativos de los arcos (recogidos en la matriz reducida de los costes). En este caso, se habria determinado el
flujo méximo en la red bésica, habiéndose definido una cortadura (X, X).

El conjunto X contendra nodos de oferta (denotados por el conjunto I) y nodos de demanda (denotados por J).
Analogamente, el conjunto X contendra nodos de oferta (denotados por el conjunto I) y nodos de demanda
(denotados por J).

A efectos précticos, los conjuntos I, ], I'y ] estaran formados por:

Tabla 12.- Conjuntos 1, ], Ty J.

Celdas que forman parte de los conjuntos I, J, 1y ]

| Filas marcadas

I Filas no marcadas
J Columnas marcadas
J Columnas no marcadas

La modificacion de los costes relativos se hara segun la expresion:

rj—r" VieLVj€e]
T]: T'l'j+7"* VlEI_,VJE] (14)
rij otros casos

Siendo r* el coste relativo minimo entre las filas marcadas y columnas no marcadas:

r* =minr; Vi€ ,Vj €] (15)

Las celdas correspondientes a arcos saturados, es decir, a arcos basicos a nivel superior (en los que el flujo
coincide con la capacidad), no deben tenerse en cuenta en el calculo de r*, pues el criterio de optimalidad para
estas celdas es que tengan costos relativos negativos.

Segun la disposicion de la red y la capacidad de sus arcos, es posible que en algina iteracion se obtenga un
r*=oo, En ese caso, los costos relativos no pueden modificarse, lo que implica que el flujo en la red no puede
aumentarse mas. Se habria alcanzado el ptimo, sin satisfacer todas las ofertas y demandas.

La justificacion matemética de este procedimiento puede encontrarse de manera detallada y explicita en la
literatura sobre el algoritmo Primal-Dual.
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Ejemplo.- Desde los resultados del marcaje en la Tabla 11, puede procederse a la modificacion de la matriz
reducida.

Definiendo los conjuntos I, J, I'y J, se realiza una tachadura en las filas no marcadas y en las columnas
marcadas

Tabla 11
4 8 I
; I R S R N 0 1 3 7 0 I
(547"
M 0 1 Ii 6 Ii M IML L] 1 Lo vl I
]
b} Ta_.f Fal T|_.f I_
mn N 5 3 IL v 1ML VL L) I¥L
M M M ] I
M M M 0 o
2] | e M M M 0 I
M M M M 0
12 -12)*

(L4)* (4.12)* (5.12)*

De esta forma, r* sera el valor minimo entre las celdas no tachadas de la matriz reducida:

Los nuevos valores 7;; se obtendran restando r* a las celdas no tachas y sumando r* a las celdas doblemente
tachadas. La nueva matriz reducida resulta:

KR =J N N
coX=Xo

SEXXoo
SToRr N

Como puede observarse, la celda correspondiente a la variable x;, ahora es una celda basica. Se continua el
algoritmo intentando asignar flujos de manera directa y realizando de nuevo el proceso de marcaje.
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En MATLAB, esta modificacion de los costes relativos se implementa en la funcion “modificaMR”

function [nuevaMR,modmr]=modificaMR (mr,I,J,flujo,U)

Esta funcion sigue la misma filosofia de célculo que la empleada en el ejemplo, estableciendo unas tachaduras
en la matriz y calculando a partir de ellas r*, y finalmente la nueva matriz reducida.

En primer lugar, a partir de las matrices “I” y “J” obtenidas de “marcajeff”, se calcula una matriz que indique
el nimero de veces que se ha tachado una celda. Dicha matriz de denominara “tachadura”

[m,n]=size (mr);
marcai=I(:,3);
marcaj=J(3,:);
II=~repmat (marcai, l,n);
JJ=repmat (marcaj,m,1);
tachadura=II1+JJ;

Para el calculo de r*, se crea un vector “r’ en el que se guardan todos los valores de la matriz reducida
asociados a celdas con valor de tachadura igual a 0 (y que representan las celdas no tachadas). Se excluyen de
este célculo las celdas bésicas a nivel superior (cuyo flujo coincide con su capacidad). r* sera el valor minimo
entre los contenidos en el vector “r”.

r=[1;
for ii=1:m
for jj=1:n
if tachadura(ii,jj)==0 && flujo(ii,J3)<U(ii,JJ)
r=[r mr(ii,jj)];
end
end
end
rmin=min (r) ;

Finalmente, se calcula la nueva matriz reducida si r*#w. Ademas, se afiade una variable que informara de si se
podido realizar la modificacion de la matriz reducida, “modmr”, que también sera una variable de decision en
el algoritmo, como se ve en la Figura 9.

if rmin~=inf
nuevaMR=mr+rmin* (tachadura-1) ;
modmr=1;
else
nuevaMR=mr;
modmr=0;
end



El problema de flujo maximo a coste minimo dependiente del flujo 45

Ejemplo.- En este ejemplo se continta con la resolucion de la red de la Figura 4. Tras el marcaje se tiene las
matrices “1”y “J” siguientes:

5 4 1

0 0 O 1 0 0 4 5
I=f0 0 o] J= [4 0 0 12 12]

5 12 1 1 0 0 1 1

0 12 1

A partir de los vectores “marcai” y “marcaj” (recordar funcion “marcajeff”, Apartado 2.3.3), se crean las
matrices “l1l”y “JJ”. La matriz “1l1” tiene valores 1 en todos los elementos de las filas no marcadas y 0 en las
filas marcadas. La matriz “JJ” tiene valores 1 en todos los elementos de las columnas marcadas y O en las
columnas no marcadas. La suma de estas dos matrices permite calcular “tachadura”™

0 00 00O 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1
11111 1 0 0 1 1 2 11 2 2
tachadura=1I+jJJ=|1 1 1 1 1|+j1 0 0 1 1|=|2 1 1 2 2
0 00 0O 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1
0 00 0O 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1

El vector “r” guarda los valores de “mr” de las celdas con tachadura igual a 0.

r=[1 M M 3 M M] r*=min[r] =1

TXXor

TTorRrw
T owo
coxXXo

Finalmente, la nueva matriz reducida se calcula como:

0 1 3 7 0 1 0 0 1 1
M 0 1 6 M 2 1 1 2 2
nuevaMR = mr +r* x (tachadura—1)=|M M 0 3 M|+1=||2 1 1 2 2|-1

M M M 0 O 1 0 0 1 1
M M M M 0 1 0 0 1 1

0 1 3 7 0 0 -1 -1 0 O 0O 0 2 7 0

M 0 1 6 M 1 0 0 1 1 M 0 1 7 M

=M M 0 3 M|+1x|1 O 0 1 1|=|IM M 0 4 M

M M M 0 O 0 -1 -1 0 O M M M 0 O

M M M M 0 0 -1 -1 0 O M M M M 0

El resultado de ejecutar en MATLAB

[nuevaMR, modmr]=modificaMR (mr, I,J,flujo,U)
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es
nuevaMR =
0 0 2 7 0
Inf 0 1 7 Inf
Inf Inf o 4 Inf
Inf Inf Inf 0 0
Inf Inf Inf Inf 0
modmr =
1
2.3.5 Algoritmo de Ford Fulkerson. Aumento de flujos.

El aumento de flujos en la red podra darse cuando se haya encontrado una ruta que comunique un nodo de
oferta con un nodo de demanda. Esto ocurrira cuando se marque una columna con demanda no satisfecha al
realizar el marcaje de las filas y columnas.

Por tanto, si el nodo de demanda j alcanzado se ha marcado con un etiqueta (i,A), en la red podré realizarse un
incremento de flujo de A unidades. A continuacion, se procede:

Decrementando la demanda de la columna j en A unidades.

Incrementando el flujo de la celda (i,j) en A unidades.

En lafilai, marcada con (k,-), decrementando el flujo en la celda (i,k) en A unidades.
En la columna k, marcada con (l,-), incrementar el flujo en la celda (I,k) en A unidades.

Y repitiendo estos dos Ultimos pasos hasta alcanzar una fila no saturada, cuya oferta se decrementara
en A unidades.

Para la programacion en MATLAB de esta etapa del algoritmo, se implementa la funciéon “aumentaflujo”.
Dicha funcion se ha programado siguiendo exactamente los pasos indicados en el parrafo:

function [flujo,of,dem]=aumentaflujo(flujo,of,dem,I,J,ent)
inc=min (dem(ent), J(2,ent));

J=I(:,1);

i=J(1,:);

dem (ent)=dem (ent) -inc;
flujo(i(ent),ent)=flujo(i(ent),ent)+inc;
fila=i(ent);

while of (fila)==
flujo(fila,j(fila))=flujo(fila,j(fila)) -inc;
flujo(i(j (fila)),j(fila))=flujo(i(j(fila)),j(fila))+inc;
fila=i(j(fila));

end

of (fila)=of (fila)-inc;

Sobre este script cabe recordar que la variable “ent” guarda el nodo de demanda alcanzado en el proceso de
marcaje. A partir de dicho nodo, se realizan los incrementos y decrementos de flujo indicados.
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Ejemplo.- Siguiendo con la resolucion de la red de la Figura 4, y una vez realizado el marcaje recogido en la
Tabla 11, puede modificarse la matriz reducida, obteniéndose una nueva tabla de transporte.

Tabla 13.- Nueva tabla de transporte tras modificar la matriz reducida (Figura 4).

4 8
0 0 6|2 |8 ]7 [2]0
M 0 1 [4]7 [s8]wM
M M 0 4+ [6]wm
M M M 0 0
12
M M M M 0
1

Puede observarse que, por asignacion directa, no puede incrementarse flujos. Se realiza, pues, un nuevo
marcaje sobre esta tabla, cuyo resultado serd, empleando la funcion “marcajeff”:

I =
5 4 1 J =
2 4 1
0 0 0 1 1 0 4 3 ent =
o 12 1 4 4 0 12 12
0 12 1 1 1 0 2

4 8
0 0 62 [s|7 [2]o0
(5.4)*
M 0 1 a7 [s]M
M M 0 4 |6 M
M M M 0 0
12 (5.12)
M M M M 0
12 (12

(L4) (14) (5.12)* A=4
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En este punto, hay que recordar que la funcién “marcajeff”” no distingue el hecho de alcanzar un nodo de
entrada y continla realizando asignaciones hasta que todos los nodos estén explorados, de ahi la diferencia
entre las etiquetas de la Tabla 14, y las matrices “I”’y “J”. Sin embargo, esto no afecta al aumento de flujo,
pues la ruta encontrada en el marcaje finaliza en el nodo “ent”’.

Se ha obtenido un incremento A= 4. Realizando los pasos indicados al comienzo de este apartado:

Tabla 15.- Incremento de flujos sobre la Tabla 13.

4 - ]

0 i 6|2 |i 7 [2]0
+ (547"

M 0 1 L4]7 [ 8| m

M M 0 ] [s [n

M M M 0 ]
12 (5,12}

M M M M 0
2 - Pl e
{14) (14) (5.12)* A=4

IT.

0 0 612 |&l7 [2]o
[s] ]
M 0 1 [4]7 S
M M 0 4 [ 6 | m
M M M 0 0
M M M M 0
‘ L]
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Tabla que se corresponde con los resultados obtenidos al ejecutar “aumentaflujo”

[flujo, of,dem]=aumentaflujo(flujo,of,dem, I, J,ent)

of =
flujo =
0 0 0 0 g
l& 4 0 0 0
0 1lg 0 0
0 0 1a 0 dem =
0 0 le 1z
0 0 0 g 0 0 g 0 0

2.4. Post-procesado del resultado.

La ejecucion de las distintas subrutinas en el algoritmo PDTCI (Figura 9), permite la obtencion del 6ptimo del
problema estandarizado, cuyo modelo responde a la ecuacion (8):

n n
Minz = ZZ Cij . xl-j
i=1j=1
_ _ ®)
s.a. Xji — Xij = kj Vi=12,..,n
keD(j) i€A())
OSXUSUU Vi,j=1,2,...,7’l

Sin embargo, la obtencién del 6ptimo del problema original pasa por deshacer los cambios de variable, y
obtener la solucion para el problema modelado segun la ecuacion (1):

n n
MI:TIZ=ZZCU yU

i=1j=1
S.a. Z yjk - Z yU = I(] VJ = 1,2, v, n (1)
keD(j) i€A())

Lij =y = Uy Vij=12,m
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En resumidas cuentas, una vez resuelto el algoritmo PDTCI, se requiere de un post-procesado de los datos para
obtener el ptimo del problema original y;;, que se calculara a partir del cambio de variable (5):

Xij = Yij — Lij (5)

En MATLAB, este post-procesado de los resultados, se ejecuta con la funcion “postproc”
[flujoreal,Kreales, z]=postproc (flujo,C, arcos)

Esta funcién calculara, no solo el flujo éptimo sobre el problema original, sino también el valor de la funcién
objetivo y los niveles de oferta y demanda reales sobre la red original, que pueden diferir de los niveles
originales en caso de que se hayan relajado las restricciones de demanda.

Para calcular el flujo real sobre la red (6ptimo del problema original, y;;), “postproc” crea la matriz de cotas
inferiores a partir de los datos de la red original (matriz “arcos”, ver Apartado 2.1). Esta matriz se suma a la
matriz “flujo”, que indica el flujo a coste minimo éptimo del problema estandarizado.

[m,n]=size (flujo);

nodosi=arcos(:,1);

nodosj=arcos(:,2);

Lb=arcos(:,3);

L=full (sparse (nodosi,nodosj,Llb,m,n)) ;
flujoreal=flujo+L;

La funcion objetivo, “z”, se calcula multiplicando elemento a elemento las matrices de costes “C” vy el flujo
real calculado con las lineas de codigo anteriores:

z=sum (sum (C.*flujoreal, 'omitnan'));

La etiqueta ‘omitnan’ se introduce para que en el calculo se ignoren elementos que den lugar a error, que
generalmente ocurre en los arcos con coste infinito y flujo nulo (arcos no definidos en la red original).

Los niveles de oferta y demanda reales se calculan a partir de los flujos y;;, segun la siguiente expresion:

Kj= z yjk_ z yij Vj: 1,2, W, n (16)
keD(j) i€A()

En cuanto al calculo en MATLAB, se crea un vector “y” que recoge los valores de flujo real para los arcos de
la red original (los indices de dichos arcos estan guardados en las dos primeras columnas de la matriz “arcos”).

Luego, con los valores de ese vector “y” se calculan los sumatorios de la ecuacion (16), y finalmente las K;.
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for ii=l:length (nodosi)
y(ii)=flujoreal (nodosi(ii),nodosj (ii));
end
Kreales=zeros (1,n);
for ii=1:n
Di=sum(y (nodosi==ii));
Ai=sum(y (nodosj==ii));
Kreales (1,ii)=Di-Ai;
end

Adicionalmente, la funcién “postproc” representa el optimo mediante un grafo orientado en el que en cada
arco aparece su flujo y;;:

G=digraph (nodosi,nodosj,Vy) s

red=plot (G, 'EdgeLabel', G.Edges.Weight) ;
red.NodeColor="r";

red.MarkerSize=5;

Ejemplo.- El flujo éptimo correspondiente a la red de la Figura 4, puede obtenerse ejecutando el siguiente
codigo:

arcos=[1 2 2 8 1; 1 3 4 12 3;1 402 7; 232 61;2 408 6;3 406 12 3];
K=[10 -4 -8 6];

[U,C,o0f,dem] =estandarizar (arcos,K,1);

[flujo,mr]=pdtci (C,0f,dem,U) ;

obteniéndose

flujo =
16 4 0 0 0
0 le 0 0 0
0 0 l1& 0
0 0 0 16 12
0 0 0 g

Como puede observarse, este flujo coincide con el representado en la Tabla 15. Al realizar el marcaje sobre
esta tabla, se acaba obteniendo un r* = M, por lo que no puede modificarse la matriz reducida, habiendose
alcanzado el 6ptimo.

En cuanto a los célculos realizados por “postproc”, en primer lugar, se calcula la matriz “L” de limites
inferiores a partir de la informacion de “arcos”

1 2 2 8 1 02 4 0 0

1 3 4 12 3 00 2 0 0

arcos = 140 2 7 -L=|0 0 0 6 O
2 3 2 6 1

0O 00 0O

2 4 0 8 6 000 0 0
3 4 6 12 3



El 6ptimo se obtiene sumando:

16 4 0

52 Algoritmo Primal-Dual con costos independientes del flujo
0
16 0 O
16 0
6

0 0
0 0
0 01+10
0 0 2 0
0 0 o0 8 0

Para calcular el valor de la funcion objetivo se multiplican, elemento a elemento, la matriz “C” por la matriz
“flujoreal

[EnN

flujoreal = flujo+ L =

—_
—_

oo oonnN

O O ON D

S O OO O
—_

0 16 6 4 0 O
0 0 6 2 0 O
of=10 0 16 6 O
0 0O 0 O 6 12
0 0O 0 0 O

0
0
0
0 8

01 3 7 0
M 0 1 6 M
cC=lM M 0 3 M|->z=1-6+3-44+7-0+1-2+6-0+3-6=38
M M M 0 O
lM M M M 0J

Para calcular los niveles de oferta y demanda reales, se emplea la ecuacion (16). Para ello, en primer lugar
se calcula el vector “y”, que guarda, para los arcos (i,j) de la red original, los valores de ‘‘flujoreal”. Es
decir:

NONO B~

Luego, para cada nodo, usando las dos primeras columnas de “arcos” (que se corresponden con la
identificacion (i,j) de cada arco de la red original), puede aplicarse la ecuacion (16).

Por ejemplo, para el nodo 2:

Ko= ) Y= ) Yo =@2+0)—(6) = —4
keD(2) i€EA(2)

Para el resto de nodos, se obtiene:

Kreales=[10 —4 0 -6 0]
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Asi, al ejecutar:

[flujoreal,Kreales, z]=postproc (flujo,C, arcos)

Se obtiene finalmente el 6ptimo sobre la red original:

flujoreal

[ R T s T Y

y el grafo que representa dichos flujos ptimos, y;;:

3.5

25

1.5

Ereales =
10 -4 i} -&
i} i}

1& 2 Q0 Q0
i} 1l& 'l i} z =
i} i} le 1z
i} i} B 38
- " -
L 6. i
L o> [N |
i e lo i

o
- .3 -
- 'o, -
- .4 -

1 1.5 2 25 3

Figura 10.- Flujo éptimo de la red de la Figura 1 (grafo MATLAB).
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K1=10 Ks=0
4
0
2
0
Ko=-4 Ka=-6

Figura 11.- Flujo éptimo de la red de la Figura 1.

2.5. Resumen de la programacion del algoritmo PDTCI.

Llegados a este punto, se ha resuelto el problema de flujo maximo a coste minimo independiente del flujo
aplicando el algoritmo Primal-Dual sobre la tabla de transporte. Para ello, se han creado en MATLAB varias
funciones o rutinas que realizan de manera iterativa los calculos necesarios para la resolucion del problema.

El objetivo de este apartado es mostrar las distintas etapas del programa MATLAB que aplica de manera
completa el algoritmo PDTCI descrito a lo largo de todo el capitulo, a través del siguiente diagrama de flujo:
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estandarizar
v
C
U
of
dem
matred
A
> asignaflujo
¢sum(of)==0?
No
v
marcajeff
No
No Si
Si
modificaMR aumentaflujo
¢modmr==0? ¢sum(of)==0?
6pTIMO
4
. flujoreal
flujo > ostproc .
- > P p

» Kreales
/ i

Figura 12.- Diagrama de flujo del algoritmo PDTCI.
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Ademas, se recuerdan en la siguiente tabla, las variables de entrada y salida que intervienen en cada una de las
funciones implementadas:

Tabla 16.- Variables de entrada y salida para las subrutinas del algoritmo PDTCI.

. . Variables de Variables de
Funcion Descripcion :
salida entrada
Tranformacion de la red original en una
. . . . arcos, K,
estandarizar resoluble realizando los cambios de variable U, C, of, dem netodo
adecuados
ofdem Calcu_lp d_e ofertas y“demanda}s § of, dem, s K
(funcién interna en “‘estandarizar”)
metodol Es’tandarlzamor? fie .Ia red orlg‘lgnal segun el } costes K costes, s
método 1 (funcion interna en “estandarizar”)
metodo? Es,tandarlzacmr? Fie _Ia red orlg‘l‘nal segun el } costes costes, s
método 2 (funcién interna en “estandarizar”)
metodo3 Es’tandarlzamor? fie .Ia red orlg‘lgnal segun el } costes, U, k, costes,U
método 3 (funcidn interna en “estandarizar”) of,dem
. Resolucion de la red estandarizada aplicando .
dtci . flujo,mr Cc,of,dem,U
P el algoritmo PDTCI ]
Determinacion de los arcos basicos de la red
matred . s s C,B A
estandarizada (funcion interna en “pdtci’)
asignaflujo Asignacion directa de flujos sobre la tabla de flujo, of, dem mr, flujo,
transporte (funcion interna en “pdtci’) T of,dem, U
. Marcaje de los nodos segun el algoritmo de mr, flujo,
marcajeff e s I,J,ent
Ford-Fulkerson (funcion interna en “pdtci”) of,dem, U
Aumento de flujos en la red basica segln el .
. . . flujo,of, dem,
aumentaflujo algoritmo de Ford-Fulkerson flujo,of,dem .9 ent
(funcion interna en “pdtci’™)
. Modificacion de la matriz reducida nuevaMR, mr,I,J,
modificaMR o g s :
(funcién interna en “pdtci’) modmr flujo,U
.. C . .. flujoreal, flujo,C,
postproc Obtencion del flujo dptimo en la red original Kreales,z Arcos




El problema de flujo maximo a coste minimo dependiente del flujo 57

2.6. Aplicacion practica del cédigo implementado.

En este apartado se muestra la resolucion completa de un problema de flujo maximo a coste minimo,
mostrando paso a paso los resultados en cada una de las iteraciones del algoritmo PDTCI implementado en
MATLAB. Ademas, en el Apéndice B, se expone la resolucién completa de un segundo problema.

Para conseguir que MATLAB muestre por pantalla los resultados de cada uno de los calculos, se afiaden unas
lineas de codigo en la funcion “pdtci”, empleando las funciones de MATLAB “disp” y “pause” para conseguir
ese resultado. El codigo completo se puede conseguir solicitdndolo al autor.

Se resolvera la red representada por la siguiente figura:

K2=-7 Ks=-2
1,54
3,16,2 T 0,55
0,5,2 04,1 15,1
K1=13 1,3,3 1,3,24> Kg=-5
Ks=1 Ke=5
051 0,6,2
0,10,3 l 0,4,5

«—0,5,2

Ka4=5 K7=0

e

Figura 13.- Red de transporte a resolver en el Apartado 2.6.

En primer lugar, a partir de la red se obtienen la matriz “arcos” y el vector “K”

1 2 3 16 27
1 4 0 10 3
2 3 0 5 2
2 51 5 4
3 6 1 3 3
4 3 0 5 1
arcos=|5 8 0 5 5 K=[13 -7 1 5 -2 5 0 -5]
6 2 0 4 1
6 51 5 1
6 7 0 6 2
6 8 1 3 2
7 4 0 5 2
L7 8 0 4 5
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A continuacion, se muestra de manera detallada la resolucién de esta red para cada uno de los métodos de
estandarizacion posibles.

2.6.1 Resolucion del problema estandarizando la red con el método 1.

Al ejecutar

arcos=[1 2 3 16 2;1 4 0 10 3;2 3 05 2;25154;36133;43051;580
55;62041;65151;670¢62;68132;74052;782045];
K ]
(

’

=[13 -715-250 -5
U,C,of,dem]=estandarizar (arcos,K, 1)

Se realiza el cambio de variable asociado a eliminar las cotas inferiores, que implica calcular el vector “k”
segun las expresiones siguientes.

ujj = Uj — Lyj (6)
ki = Kj — Zij_ZLij (7)
keD(j) i€A())

A partir de dicho vector “k”, se calculan las ofertas y demandas de cada nodo y se redefine el grafo de la
Figura 13.

ko=-5 ks=0
4,4
13,2 T 55
52 4,1 41

k1=10 1 2,3 2,2——>| ks=-4

ks=0
51 6,2
10,3 l
5,2 .0
ko=-10
ka=5 i
/ ] \\\\
NS
.0 i

OO

Figura 14.- Grafo de la Figura 13, estandarizado mediante el método 1.



El problema de flujo maximo a coste minimo dependiente del flujo 59

Se observa que la red tiene un exceso de oferta de 10 unidades por lo que se crea un nodo ficticio, 9, que
absorba dicho exceso de oferta, y que estard unido a los nodos de oferta mediante arcos ficticios de coste nulo
y capacidad infinita. La ejecucion de la funcion estandarizar proporciona los siguientes resultados:

U=
Inf 13 Inf 10 Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 5 Inf 4 Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 2 Inf Inf Inf
Inf Inf 5 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf S Inf
Inf 4 Inf Inf 4 Inf & 2 Inf
Inf Inf Inf 5 Inf Inf Inf 4 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
|:=
0 2 Inf 3 Inf Inf Inf Inf 0
Inf 0 2 Inf 4 Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf Inf 3 Inf Inf Inf
Inf Inf 1 0 Inf Inf Inf Inf 0
Inf Inf Inf Inf 0 Inf Inf 5 Inf
Inf 1 Inf Inf 1 0 2 2 0
Inf Inf Inf 2 Inf Inf 0 5 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0
of =
28 15 15 24 15 23 15 15 15
dem =
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También se obtiene el siguiente grafo, que también representa a la Figura 13, indicando los costes de cada
arco.

84
151 3 ]

2

05+ bt e3 1

of

®5

-2 -1.56 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 15.- Grafo de la Figura 13, representado en MATLAB.

Este grafo que aparece en pantalla, corresponde al grafo de la Figura 13, indicando Unicamente los costes de
cada arco, por lo que es independiente del método de estandarizacion empleado. Por ello, se omitira este grafo
en el desarrollo de la resolucion del problema segun los otros dos métodos.

K2=-7 Ks=-2

2 1 1
K1=13 3 2——»| Ke=-5
K3=1 Ke=5
1 2
3 i 5
-2
K4=5 K7=0

e

Figura 16.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 15.
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El siguiente paso es ejecutar la funcion “pdtci”

[flujo, mr]=pdtci (C,of, dem,U)

En primer lugar, se muestra por pantalla la matriz reducida de los costes o matriz de costes relativos.

ITERACION 1
Costos relativos

0 2 Inf 3 Inf Inf Inf Inf 0
Inf 0 2 Inf 4 Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf Inf 3 Inf Inf Inf
Inf Inf 1 0 Inf Inf Inf Inf 0
Inf Inf Inf Inf 0 Inf Inf 5 Inf
Inf 1 Inf Inf 1 0 2 2 0
Inf Inf Inf 2 Inf Inf 0 3 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0

Luego se realiza la asignacion directa de los costes, actualizando los vectores de oferta y demanda:

Flujo actual

149 0 0 0 0 0 0 0 10
0 14 0 0 0 0 0 0 0
0 0 145 0 0 0 0 0 0
0 0 0 15 0 0 0 0 5
0 0 0 0 149 0 0 0 0
0 0 0 0 0 14 0 0 4
0 0 0 0 0 0 145 0 0
0 0 0 0 0 0 0 15 0
0 0 0 0 0 0 0 0 10

Oferta y demanda

[ e I e Y e Y e Y e N O e

[1s]
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A continuacion, se realiza el marcaje de filas y columnas sobre la tabla:

Marcaje del algoritmo FF

= [ e T e Y T e I B i B i NV

=

[ BT TN o R e e B o

[Ts]

(=)

1

[l T e T e e R e i B |

[Ta]

=

Como no se ha alcanzado un nodo de demanda, se modifica la matriz reducida, pasando a la segunda iteracion

del algoritmo PDTCI.

Inf

A

Inf
Inf
Inf
Inf

ITERACION 2
Costos relativos
Q 1
Inf 0
Inf Inf
Inf Inf
Inf Inf
Inf 0
Inf Inf
Inf Inf
Inf Inf

Inf

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

Inf
Inf

Inf

Inf
Inf

Se realiza nuevamente el proceso de asignacion directa de flujos, aunque en este caso, no se puede aumentar
flujo por inspeccidn visual, por lo que se obtiene la misma matriz de flujos y las mismas ofertas y demandas
anteriores. Aunque MATLAB mostraré en cada iteracion el resultado de aplicar la funcion “asignaflujo”, aqui
se omitiran los resultados de aquellas iteraciones en las que no se asigne flujo de manera directa.
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Realizando un nuevo marcaje, se obtiene:

Marcaje del algoritmo FF

S S 1
2 4 1
3 a 1
9 a 1
5 4 1
S 4 1
0 0 0
0 0 0
0 S 1
1 & 4 4 & & 0 0 9
9 4 a a 4 4 0 0 9
1 1 1 1 1 1 0 0 1

Habiéndose alcanzado el nodo 2, que es uno de los nodos con demanda no nula, por lo que se puede aumentar
el flujo en la red.

Flujo actual

149 0 0 0 0 0 0 0 10
0 149 0 0 0 0 0 0 0
0 0 149 0 0 0 0 0 0
0 0 0 19 0 0 0 0 ]
0 0 0 0 149 0 0 0 0
0 4 0 0 0 149 0 0 0
0 0 0 0 0 0 149 0 0
0 0 0 0 0 0 0 19 0
0 0 0 0 0 0 0 0 14

Oferta y demanda
0
0
0
0
0
0
0
0
5
0 1 0 0 0 0 0 4 0

Se inicia la tercera iteracion del algoritmo. MATLAB mostrara por pantalla la matriz de costos relativos al
inicio de cada iteracion. En adelante, se muestran, sin comentar, los sucesivos resultados que ofrece MATLAB
en su ventana de comandos, en la ejecucion del algoritmo PDTCI hasta la obtencion del 6ptimo:
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ITERACION 3
Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

1
0
Inf
Inf
Inf
0
Inf
Inf
Inf

Inf
2

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

3
Inf
Inf

0
Inf
Inf

3
Inf
Inf

Marcaje del algoritmo FF

a

[ T e Y T e BV O K s

[0 T e T e N 1 B O 4

ITERACION 4
Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

0
0
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

1

[l T e T e T e Y Y |

Inf
3
0
0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

Inf
Inf

Inf

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf

Inf
Inf
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Marcaje del algoritmo FF

a

L s T i T % Y 1 O s B L I

=

LAy T e T e Y Y O I I

=

Flujo actual

13

[ R O Y s N e T R

Oferta

[¥ R T s T o N T e O s O s T s |

1
1s

[ s I Y O s T s s

1

OO O e e e e

s

[ R

15

[ R R I I s T s

v demanda

ITERRCIGN 5
Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

0
0
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

Inf
3
0
0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

o O

15

[ v B s s

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf

[ B I s T s

1

[l

[ B B

Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

[ v B s s

1s

[ R

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

[ e T v T Y s T

15

[

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

[ v T s e Y s Y Y o

15

Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

[ B T Y T 1 Y o Y s R

=
tn

Inf
Inf

Inf

Inf
Inf
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Marcaje del algoritmo FF

g 4 1

2 4 1

3 4 1

] 4 1

5 4 1

2 4 1

0 0 0

0 0 0

0 4 1

1 1 4 4 & & 0 0 4

4 4 4 4 4 4 0 0 4

1 1 1 1 1 1 0 0 1

ITERACION &
Costos relativos

0 0 Inf 3 Inf Inf Inf Inf 0
Inf 0 3 Inf 4 Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf Inf 3 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 0 Inf Inf Inf Inf 0
Inf Inf Inf Inf 0 Inf Inf 4 Inf
Inf 0 Inf Inf 0 0 0 0 1
Inf Inf Inf 5 Inf Inf 0 5 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0

Marcaje del algoritmo FF

a 4 1
2 4 1
3 4 1
a 4 1
3 4 1
2 4 1
7 4 1
g 2 1
0 4 1
1 1 4 4 B B B g
4 4 4 4 4 4 4 2 4
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Flujo actual
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ITERRCION 7
Costo=s relativos
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Marcaje del algoritmo FF
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ITERACION 8
Costos relativos

0 0 Inf 3 Inf Inf Inf Inf 0
Inf 0 3 Inf 4 Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf Inf 3 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 0 Inf Inf Inf Inf 0
Inf Inf Inf Inf 0 Inf Inf 0 Inf
Inf 0 Inf Inf 0 0 0 -4 1
Inf Inf Inf 5 Inf Inf 0 1 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0

Marcaje del algoritmo FF

9 2 1
2 2 1
3 2 1
9 2 1
] 2 1
2 2 1
T 2 1
g 2 1
0 2 1
1 1 4 4 8 8 8 =] 4
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Finalmente, se obtiene el siguiente éptimo:

flujo =

[

[ o T e Y T e Y e s B 4
[

[

[ I e I s

[ e T e N e T e I o O ¥}
[ e R e B s

[ s T R O s

-1

1

[ e T e N s Y e N I e T i B ¥

[ e T e T i Y e B ¥

[ T e T s T

[ T e T o TV a

[ T V' N i Y e N Y e T i B
[

[ T« TR T O T (% T v N s O e B v

[

L' e T e N s Y e N o 1 T e T i B 4 1

Para finalizar el algoritmo, se ejecuta la funcion “postproc”.

[flujoreal,Kreales, z]=postproc (flujo,C, arcos)

Con esta funcion se obtiene el 6ptimo de la red original, asi como los niveles de oferta y demanda que
realmente se satisfacen en la red y el valor de la funcion objetivo.
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flujoreal =

15 bi 0 0 0 0 0 0 5
0 18 0 0 1 0 0 0 0
0 0 15 0 1 0 0 0
0 0 0 15 0 0 0 0 L
0 0 0 0 17 0 0 2 0
0 0 0 0 3 18 0 3 0
0 0 0 0 0 15 0 0
0 0 0 0 0 0 15 0
0 0 0 0 0 0 0 0 15
Ereales =
8 -7 1 0 -2 g 0 -5 0
z =
42

También se obtiene el siguiente grafo, en el que se indican los flujos Gptimos para la red del problema
propuesto:

L

\o

05 ald e: ]
D

7Q
Fd
»

Q

o

@5

Il Il ! 1 Il Il Il Il Il

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 17.- Flujo 6ptimo en la red de la Figura 13 (método 1).
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/%ﬂ

\é%W

i

Figura 18.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 17.

2.6.2 Resolucion del problema estandarizando la red con el método 2.

De nuevo, al ejecutar

arcos=[1 2 3 16 2;1 4 0 10 3;2 3 0 52;25154;36133;43051;5820
55;62041;65151;670¢62;68132;74052;7801425];

K=[13 -7 1 5 -2 5 0 =-5];
[U,C,o0f,dem]=estandarizar (arcos,K, 2)

Se realiza el cambio de variable asociado a eliminar las cotas inferiores, se calcula el vector “k” y se redefine
el grafo de la Figura 13.

En este caso, el nodo adicional, 9, que absorbe el exceso de oferta, estard unido mediante arcos ficticios a
todos los nodos de la red, resultando el siguiente grafo.
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k2=-5 ks=0
4.4 5
13,2
5 41
k3=0
k1=10 1 : %3

5

2
1
10,3
5,2
ka=5

O

Figura 19.- Grafo de la Figura 13, estandarizado mediante el método 2.

La ejecucion de la funcion “estandarizar” proporciona los siguientes resultados:

o=
Inf 13 Inf 10 Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 5 Inf 4 Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 2 Inf Inf Inf
Inf Inf 5 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf ] Inf
Inf 4 Inf Inf 4 Inf & 2 Inf
Inf Inf Inf ] Inf Inf Inf 4 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
|:=

0 2 Inf 3 Inf Inf Inf Inf 0
Inf 0 2 Inf 4 Inf Inf Inf a0
Inf Inf 0 Inf Inf 3 Inf Inf ]
Inf Inf 1 0 Inf Inf Inf Inf 0
Inf Inf Inf Inf a Inf Inf 5 a
Inf 1 Inf Inf 1 0 2 2 a0
Inf Inf Inf 2 Inf Inf 5 a0
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf o] ]
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf a
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of =

29 1la 1la 24 1la 23 1la 1la 1la

dem =

14 24 14 14 14 14 14 23 29

Se muestran a continuacion, sin comentar, los resultados intermedios que se obtienen al ejecutar la funcion
“pdtci”

[flujo,mr]=pdtci (C,of, dem, U)

ITERACION 1
Costos relativos

0 2 Inf 3 Inf Inf Inf Inf 0
Inf 0 2 Inf 4 Inf Inf Inf 0
Inf Inf 0 Inf Inf 3 Inf Inf 0
Inf Inf 1 0 Inf Inf Inf Inf 0
Inf Inf Inf Inf 0 Inf Inf 0
Inf 1 Inf Inf 1 0 2 2 0
Inf Inf Inf 2 Inf Inf 0 0
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 0
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0

Flujo actual
19 0 0 0 0 0 0 0 10

0 15 0 0 0 0 0 0

0 0 15 0 0 0 0 0 0

0 0 0 14 0 0 0 0 S

0 0 0 0 19 0 0 0 0

0 0 0 0 0 15 0 0 4

0 0 0 0 0 15 0 0

0 0 0 0 0 0 14 0

0 0 0 0 0 0 0 0 10

Oferta y demanda

LT« e T e Y e T e N e O e Y i [ s



El problema de flujo maximo a coste minimo dependiente del flujo

73

Marcaje del algoritmo FF

a
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ITERACIGN 2
Costos relativos
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Marcaje del algoritmo FF
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Flujo actual
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ITERACION 3
Costos relativos
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ITERRACION 4
Costo=s relativos
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ITERACION 5
Costos relativos
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Flujo actual
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ITERACION 7
Costos relativos
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ITERACION &

Costo=s relativos

0 0 Inf 3 Inf Inf Inf Inf 0
Inf 0 3 Inf 4 Inf Inf Inf 2
Inf Inf 0 Inf Inf 3 Inf Inf 1
Inf Inf 0 0 Inf Inf Inf Inf 0
Inf Inf Inf Inf 0 Inf Inf 0 2
Inf 0 Inf Inf 0 0 0 -4 1
Inf Inf Inf 5 Inf Inf 0 1 3
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 7
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0

Marcaje del algoritmo FF

9 2 1

2 2 1

3 2 1

a 2 1

5 2 1

2 2 1

7 2 1

g 2 1

0 2 1

1 &
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1
Finalmente, se obtiene el éptimo:
flujo =
14 5 0 0 0 0 0 0 5

0 15 0 0 0 0 0 0

0 0 15 0 0 0 0 0 0

0 0 0 15 0 0 0 0 5

0 0 0 0 17 0 0 2 0

0 0 0 0 2 15 0 2 0

0 0 0 0 0 15 0 0

0 0 0 0 0 0 15 0

0 0 0 0 0 0 0 0 14

Y deshaciendo los cambios de variable con la funcion “postproc’:

[flujoreal,Kreales, z]=postproc (flujo,C, arcos)
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flujoreal =
19 8 0 0 0 0 0 0 5
] 19 ] ] 1 ] ] ] ]
] ] 19 ] ] 1 ] ] ]
] ] ] 15 ] ] ] ] 5
0 0 0 0 17 0 0 e 0
] ] ] ] 3 19 ] 3 ]
] ] ] ] ] ] 19 ] ]
] ] ] ] ] ] ] 15 ]
0 0 0 0 0 0 0 0 19
Ereales =
8 -7 1 ] -z 5 ] -5 ]
z =
4z
MATLAB también devuelve el siguiente grafo:
T T T T T T T T T
2 - -
84
151 o y
9 o ®1
1 - ~
05T s ®3 i
)
0 - \0 N \O .
QSf
05} ®6 0 82 ’
3.
“1r ez Vs A, 1
=
-15¢ T
5
2. &
-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 20.- Flujo 6ptimo en la red de la Figura 13 (método 2).
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\é%W

(D
Figura 21.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 20.

Puede comprobarse, con una simple comparacion entre la Figura 17 y la Figura 20, que los 6ptimos obtenidos
son idénticos como cabria esperar, al no haber en la red costes negativos.

2.6.3 Resolucion del problema estandarizando la red con el método 3.

Una vez mas, al ejecutar:

arcos=[1 2 3 16 2;1 4 0 10 3;2 3 05 2;25154;3 613 3;43051;580
55;,62041;65151;67 06 2;68132;740052;78¢045];

K=[13 -7 1 5 -2 5 0 =-5];
[U,C,o0f,dem]=estandarizar (arcos, K, 3)

Se realiza el cambio de variable asociado a eliminar las cotas inferiores, se calcula el vector “k” y se redefine
el grafo de la Figura 13, de acuerdo al método 3.

En este caso, se aflade un nodo adicional de salida S unido a todos los nodos de oferta mediante arcos ficiticios
con capacidad igual a k; y coste nulo; y un nodo adicional de entrada E unido a todos los nodos de demanda

mediante arcos ficiticio con capacidad igual a |k]-| y coste nulo.
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5,0
4,4
13,2

@7213
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4,1

6,2

55

4,5

Figura 22.- Grafo de la Figura 13, estanadarizado mediante el método 3.

La ejecucion de la funcion “estandarizar” proporciona los siguientes resultados:
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of =
g g g g g g g g 18
dem =
2 2 2 2 2 2 2 2 18

Se muestran a continuacion, sin comentar, los resultados intermedios que se obtienen al ejecutar la funcion
“pdtci”.

[flujo,mr]=pdtci (C,o0f,dem,U)

ITERACION 1
Costos relativos

0 2 Inf 3 Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 2 Inf 4 Inf Inf Inf 0
Inf Inf 0 Inf Inf 3 Inf Inf Inf
Inf Inf 1 0 Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf Inf 5 Inf
Inf 1 Inf Inf 1 0 2 2 Inf
Inf Inf Inf 2 Inf Inf 0 5 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 0

0 Inf Inf 0 Inf 0 Inf Inf Inf

Flujo actual

9 0 0 0 0 0 0 0 0

0 k! 0 0 0 0 0 0 0

0 0 k] 0 0 0 0 0 0

0 0 0 a 0 0 0 0 0

0 0 0 0 9 0 0 0 0

0 0 0 0 0 k! 0 0 0

0 0 0 0 0 0 k] 0 0

0 0 0 0 0 0 0 a 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Oferta y demanda
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18
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Marcaje del algoritmo FF

1

[ I s T O . T e Y Y e Y s

10

[ I e Y < N s I ) B e Y s ¥

=
==}

[=]

ITERACION 2
Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

0

1
0
Inf
Inf
Inf
0
Inf
Inf
Inf

1

[l = T = R el e T Y e Y

o o

Inf
2
0
0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
0

Marcaje del algoritmo FF

1

[ T T VI ¥ BT O P ]

10

[ Y Y T Y S Y

=
e}

[a ]

1

H OO S e e e e

s

Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf

mn

Inf

Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf



84

Algoritmo Primal-Dual con costos independientes del flujo
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ITERACION 4
Costos relativos

0 0 Inf 3 Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 3 Inf 4 Inf Inf Inf 0
Inf Inf 0 Inf Inf 3 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 0 Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf Inf o Inf
Inf 0 Inf Inf 0 0 1 1 Inf
Inf Inf Inf 4 Inf Inf 0 5 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 0

0 Inf Inf 0 Inf -1 Inf Inf Inf

Marcaje del algoritmo FF
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0 14 1
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10 g9 5 5 4 4 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 1
Flujo actual
8 1 0 0 0 0 0 0 0
0 4 0 0 0 0 0 0 5
0 0 = 0 0 0 0 0 0
0 0 0 9 0 0 0 0 0
0 0 0 0 g9 0 0 0 0
0 4 0 0 0 5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 = 0 0
0 0 0 0 0 0 0 9 0
1 0 0 0 0 4 0 0 0
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ITERACION 5
Costo=s relativos
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Obteniendo finalmente el 6ptimo siguiente:

flujo =
4 L 0 0 0 0 0 0 0
0 4 0 0 0 0 0 0 5
0 0 4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 9 0 0 0 0 0
0 0 0 0 T 0 0 2 0
0 0 0 0 2 5 0 2 0
0 0 0 0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 0 0 0 L 4
L 0 0 0 0 4 0 0 0

Para finalizar el algoritmo, se ejecuta la funcion “postproc”.

[flujoreal,Kreales, z]=postproc (flujo,C, arcos)

Se obtiene el 6ptimo de la red original, asi como los niveles de oferta y demanda que realmente se satisfacen
en laredy el valor de la funcién objetivo.

flujoreal =
4 B i} i} i} i} i} i} i}
i} 4 i} i} 1 i} i} i} 5
Q0 Q0 9 Q0 Q0 1 Q0 Q0 Q0
i} i} i} = i} i} i} i} i}
i} i} i} i} 7 i} i} 2 a
i} i} i} i} 3 5 i} 3 i}
Q0 Q0 Q0 Q0 Q0 Q0 9 Q0 Q0
i} i} i} i} i} i} i} 5 4
5 i} i} i} i} 4 i} i} i}
Ereales =
B -7 1 i} -2 5 i} -5 i}
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MATLAB también devuelve el siguiente grafo, en el que se indican los flujos Optimos para la red del
problema propuesto:

2t ]
84
15[ 0 1
? (© o
gk ]
05 o o3 1
D)
OF ? A @ .
Qf
05F ®5 0 82 1
3.
“1r [+ Vs A, .
2
A15F 1
®5
2.k .
-2 15 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
Figura 23.- Flujo 6ptimo en la red de la Figura 13 (método 3).
Ko=-7 Ks=-2
1
8 T 2
0 0 3
Ki=8 1 33— Ks=-5
K3=1 Ke=5
0 0
0 l 0
«
Ka=0 K7=0

D
Figura 24.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 23.

Como es de esperar, el dptimo obtenido en los tres métodos es exactamente el mismo.
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3 ALGORITMO PRIMAL-DUAL CON COSTOS
DEPENDIENTES DEL FLUJO

minimo (con costes constantes), el siguiente paso es adaptar el algoritmo PDTCI para que se ejecute

iterativamente y permita la resolucion del problema de flujo maximo a coste minimo con costes
dependientes del flujo.

l ' na vez resuelta la implementacion en MATLAB de la resolucidn del problema de flujo méximo a coste

Este nuevo algoritmo, se denominara algoritmo Primal-Dual aplicado a la Tabla de transporte con Costes
Dependientes del flujo (algoritmo PDTCD).

La formulacion matermatica del problema viene dada por la ecuacién (2):

n n
Min z = ZZ cij(Vij) - Vij

i=1j=1

S- a. z Yik — Z vii =K Vj=12,..,n (2
keD(j) i€A())
Lij < yij = Ujj Vi,j=12,..,n

Con

fij) L <y <U;
cij(ij) = Q(Yij) Uilj SYij = Uizj (17)
h(yy) UG <yy <Uj

Esta formulacion debera estandarizarse de manera analoga al problema con costos constantes, eliminando las
cotas inferiores y equilibrando ofertas y demandas en la red (ver Apartado 3.3).

En este caso, para resolver el problema, se emplean los denominados costos marginales de cada arco en lugar
de los costos absolutos. El coste marginal de un determinado arco (i,j), 0z;;, representa el incremento de coste
en la funcién objetivo z al aumentar una unidad de flujo en el arco (i,j). Matematicamente:

0z 9ey(xy) x5

dcy;(xiy) o
N axij B axij

U
(')xl-j

= Cl'j(xij) + (18)

93
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Se exige que la funcion de costos absolutos c;; para los arcos con costes dependientes del flujo, sea continua,
estrictamente convexa y creciente. De manera general podra expresarse como:

a lel-jSul

a-+ b(xij —uy) + c(xl-j - u1)2 + d(xl-j - u1)3 + W Sx <y

cij(xij) = (19)

e +f(xij — uz) + g(xl-j — uz)z + h(xl-j — u2)3 +o Uy S X Sug

Destacar que, en esta expresion, el valor del coeficiente “@” no puede ser aleatorio, sino que debe cumplir la
condicion de continuidad. Para ello, tomando la notacion de la expresion (17), debe cumplirse que:

g(uz) = h(uy) = a+b(uy —uy) + c(uy —u)* +duy —ug)®+--=e (20)

Esta condicion de continuidad debe cumplirse para todos los tramos del polinomio de costes absolutos.
Como es légico, para los arcos (i,j) con costes constantes, el coste marginal coincide con el coste absoluto.

El algoritmo PDTCD resolvera sucesivos problemas en el ambito de los costes constantes (algoritmo PDTCI),
tomando para ello los costes marginales de todos los arcos. Los incrementos de flujo entre los sucesivos
problemas seran de unidad en unidad.

A la vista de la ecuacion (19) (expresion general de los costes absolutos no constantes de los arcos (i,j)),
inicialmente el coste marginal de dicho arco tendra un valor constante de “a” unidades mientras el flujo sea
menor o igual a u, unidades. Dicho valor u,, recibira el nombre de capacidad modificada del arco (i,j). Con
esos valores, el problema puede resolverse como si los costes fueran constantes.

Cuando el arco (i,j) alcance un flujo igual a u; unidades, es decir, se sature, se incrementara dicha capacidad
modificada en una unidad, lo que permitird el incremento de flujo en la red en una unidad. Se seguira
sucesivamente aumentando de manera unitaria esta capacidad modificada hasta alcanzar su capacidad
superior. Légicamente, para los arcos (i,j) con costes constantes, su capacidad modificada coincide con su
capacidad superior.

De manera resumida, los pasos del algoritmo PDTCD son los siguientes:

1. Construir la tabla de transbordo asociada a la red que se va a resolver, y a continuacion, estandarizar
dicha tabla, realizando los cambios de variable pertinentes para convertir las capacidades inferiores,
L;j, en cero, y equilibrando y orlando ofertas y demandas para permitir la asignacion de flujos.

2. Calcular la matriz de costes marginales (ver Apartado 3.2) y de capacidades modificadas

3. Calcular la matriz reducida de la matriz de costes marginales, para obtener las celdas basicas y asignar
flujos en dichas celdas de la tabla, si es posible.

4. Realizar el proceso de marcaje del algoritmo Ford-Fulkerson y aumentar flujos o modificar la matriz
reducida segun se obtenga 0 no un nodo de entrada.

5. Cuando un arco con coste dependiente del flujo haya saturado su capacidad modificada, la matriz
reducida no puede modificarse. En lugar de ello, se debe recalcular el coste marginal de dicho arco, y
aumentar en 1 unidad su capacidad modificada (si no se ha alcanzado ya la capacidad superior).
Volver al paso 3, partiendo de los flujos obtenidos al resolver el problema previo.

6. El éptimo se alcanza, bien cuando se hayan saturado todas las ofertas y demandas de todos los nodos
de la red o bien cuando no pueda modificarse la matriz reducida.
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Respecto a la implementacion en MATLAB, las funciones que permiten resolver el problema de flujo maximo
a coste minimo dependiente del flujo seguin el algoritmo PDTCD son las siguientes:

[U,C,o0f,dem,arcos]=estandarizarcd(arcosci, nodoscd, CDA, K, metodo)
[CDM]=calculacostemarginal (CDA)

[flujo]=pdtcd(C, of,dem, U, nodoscd, CDM)

[flujoreal,Kreales, z]=postproccd(flujo,arcos,C,nodoscd, CDA)

Como puede observarse, estas lineas de cddigo son analogas (aunque con ciertas diferencias) a las lineas de
cédigo correspondientes al algoritmo PDTCI expuestas en el capitulo anterior.

Introduciendo los datos de la red en las variables “arcosci”,” nodoscd”, “CDA” y “K”, y copiando en la
ventana de comandos de MATLAB las lineas de cddigo anteriores, se puede obtener el flujo méaximo a coste
minimo gue transcurre por la red, asi como los niveles reales de oferta y demanda de cada nodo de lared y el
valor de la funcion objetivo global.

En esto, ya puede intuirse una ligera diferencia entre algoritmos a la hora de introducir los pardmetros de la red
en MATLAB. A lo largo del Capitulo, se explica el significado de las distintas variables de entrada que deben
definirse, asi como cada una de las funciones y subrutinas que componen el cdigo MATLAB del algoritmo
PDTCD implementado, y sus modificaciones y/o diferencias con respecto al algoritmo PDTCI.

3.1. Introduccion de datos de la red.

Sea una red de transporte representada por un grafo G de n nodos y | arcos, con ofertas/demandas K; para cada
nodo j, y capacidades inferiores L;;, capacidades superiores U;; y costes c;; para cada arco (i,j), la informacion

de los arcos de la red se introducira en MATLAB definiendo las variables “arcosci”,” nodoscd”, “CDA” y
“K”, cuyo contenido se describe a continuacion:

e Matriz “arcosci”

La informacion relativa a los arcos con costos constantes de la red se transformara en una matriz de 5
columnas en las que se guardara la informacion de manera analoga a la matriz “arcos” descrita en el
Apartado 2.1, y cuya estructura es:

nodo origen nodo destino capacidad inferior capacidad superior coste
arcosci = i j L Ui; Cij (21)

ij

Puede demostrarse matematicamente que, para estos arcos, el coste absoluto c;; coincide con el coste
marginal (ver Apartado 3.2). Esto sera de utilidad a la hora de calcular la matriz de costes marginales.
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e  Matriz “nodoscd”

Esta matriz recoge los nodos origen y destino de los arcos con costes dependientes del flujo. Por tanto,
serd una matriz de tantas filas como arcos con costes no constantes tenga la red y 2 columnas.

nodo origen nodo destino
nodoscd = i Jj (22)

e Estructura “CDA”

La funcion de costes absolutos para un arco con coste dependiente del flujo, se introduce en
MATLAB como un polinomio a trozos, usando la funcion “mkpp” (Make Piecewise Polynomial).
Para ello, la funcion de costes debe estar escrita como indica la expresion (19)

a leijSul

a+b(x;; —uy) +c(x; — u;)’ + d(x;; — u)’ + o wy < xij < Uy

cij(xi) = (19)

e+ f(xij—up) +g(xi; — uz)2 + h(x;; — u2)3 +o Uy <y <ug

La sintaxis en MATLAB para la funcion mkpp sera:

CIJ=mkpp (breaks, coefs);

Siendo “breaks” el vector de capacidades de cada tramo, y “coefs” la matriz de coeficientes del
polinomio, ordenados de mayor a menor grado, es decir:

breaks =[l u; u; uz .| (23)
0 0 0 0 a
_ d ¢ b a

coefs = hog f e (24)

Finalmente, “CDA” serd un vector que englobe las distintas estructuras “CIJ” para todos los arcos de
la red con costes no constantes. Es de crucial importancia en la ejecucion del programa, ordenar las
estructuras que componen “CDA” en el mismo orden en el que se introducen los arcos en las filas de
“nodoscd” para que la funcion “estandarizarcd” sea capaz de calcular la matriz de costes marginales
de manera correcta.



El problema de flujo maximo a coste minimo dependiente del flujo 97

e Vector “K”

Nuevamente, los niveles de oferta y demanda K; asociados a cada nodo se recogen en un vector de n
elementos.

K=[K K, .. Ky (25)

Ejemplo.- Sea la red de transporte representada con el siguiente grafo:

02,4

0,2,2 0,u2s,c25 0,3,2

/

0,u43,c43

054 032

DR

Figura 25.- Ejemplo de red de transporte con arcos con costes dependientes del flujo.

Los costos dependientes del flujo son los siguientes

_ 3 0< X35 <1
C25(X25) = {3 + 1505 —1) 1<x:<3

_ 1 0 < X43 < 2
€a3(¥a3) = {1 +(x43—2)2 2<x,;<4
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La matriz “arcosci” (21) recogera la informacién de los arcos con costes constantes:

arcosci =

G W N R R
O U1 O W AN
coococoo
WK WN UTN
NN NN

En la red de la Figura 25, el nodo 1 es el Gnico nodo de salida, que se considerard como Unico nodo de oferta,
pudiendo ofertar 7 unidades de flujo (suma de las capacidades de los arcos (1,2) y (1,4)). Anadlogamente,
puede observarse que el nodo 6 es el Unico nodo de demanda, pudiendo demandar hasta 6 unidades de flujo.
Al no indicar nada mas, se entiende que el resto de nodos son de transbordo.

Con todo ello, el vector “K” (25) sera:
K=[7 0 0 0 0 -6]
Respecto a los costes dependientes del flujo, el primer paso es crear la matriz “nodoscd” (22)

25]

nodoscd = [ 4 3

Y a continuacion, crear las estructuras “C25”y “C43”, que seran los polinomios a trozos anteriores. Asi, por
ejemplo, para el arco (4,3), “breaks” (23) y “coefs” (24) seran:

C43.breaks =[0 2 4]

C43.coefs=[(1) 8 ﬂ

Las estructuras “C25”, “C43”y finalmente, “CDA”, se introducirdn en MATLAB mediante las siguientes
lineas de codigo:

C25=mkpp ([0 1 3],[0 3;1.5 3]);
C43=mkpp ([0 2 4],[0 0 1;1 0 11);
CDA=[C25,C43];
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3.2. Calculo de costes marginales.

La diferencia esencial entre los algoritmos PDTCI y PDTCD, es que este Ultimo emplea la matriz de costos
marginales de todos los arcos en cada iteracion, para el célculo de la red béasica. Por esta razon, y como etapa
previa al calculo algoritmico propiamente dicho, es necesario calcular esos costes marginales.

Sea c;j(x;;) el coste absoluto de un arco (i,j), este puede expresarse, de manera general, segun la expresion
(19):

a l < Xi]' < uq
_Ja+ b(xij — ul) + c(xi]- - ul)z + d(xij — u1)3 + U Sx<Su

cij(xi;) = ) s
e+ f(xij—up) +g(xij —up) +h(xij—up) + upy < x5 <ug

Su coste marginal, dz;;, se calcula a partir de la expresion (18):

0z 0cij(xij) - 1]
axij - axij

aZij = (18)

Para el primer tramo de c;; (x;;)

e, ] ot _
ZU'l B axij B axij -4

Con lo que queda demostrado, que, para los arcos con costes constantes, su coste marginal coincide con su
coste absoluto.

Para el segundo tramo de c;;(x;;) (y analogamente para el resto de tramos), tomando polinomios de grado 3,
derivando, desarrollando los distintos términos del polinomio y simplificando:

d [Cij(xij)z 'xij] d(ax;; + bxij(xij - ul) + cxij(xij - u1)2 + dxl-]-(xl-j - u1)3)
0x;j - 0x;; -

=a+ bx;; + b(xij - ul) + ZCxij(xij - ul) + c(xi]- - u1)2 + 3dxl-]-(xij - u1)2 + d(xij - u1)3 =

= a+ bx;; + bx;; — bu, + ZCxl-zj — 2cx5uy + cxl-zj — 2cx5uq + cu? + 3dxl-3j — 6dxi2ju1 +

+3dx;uf + dx}; — 3dxfug + 3dx;juf — dui =

= (a — buy + cuf + duf) + (2b — 4cuy + 6dui)x;; + (3¢ — 9duy)xf; + 4dx;

0242 =

Se obtiene,

0z;;, = (a — buy + cuf + dui) + (2b — 4cuy + 6duf)x;; + (3¢ — 9duy)xf; + 4dxj; (26)
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Para permitir su implementacion en MATLAB, el coste marginal debe estar expresado de manera anéloga a la
expresion anterior del coste absoluto (19), es decir:

a leij Sul
A+ B(xij - ul) + C(xl.j — ul)z + D(xi]- - u1)3 + U <xSup (27)

aZij =
E +F(xl~j —uz) + G(xij - uz)z + H(xij - u2)3 + Uy <X S ug

Destaquese que la funcion de costes marginales no tiene por qué ser continua, lo que se refleja en los signos de
menor estricto que aparecen en la expresion (27).

En conclusién, debe haber una relacion entre los coeficientes a, b, ¢, d... de la funcién de costes absolutos y
los coeficientes A, B, C, D... de la funcidn de costes marginales.

Por tanto, para determinar los coeficientes A, B, C 'y D, se desarrolla el polinomio dz;; , en la expresion (27).
Tomando nuevamente el polinomio de grado 3:

2 3
Ozij’z =A+ B(xij - ul) + C(xij - ul) + D(xij - ul) =
= A+ Bx;; — Buy + Cxf; — 2Cx;juy + Cuf + Dxj; — 3Dxfuy + 3Dxuf — Duj =
= (A= Buy + Cuf + Duj) + (B — 2cuy + 3Dui)x;; + (C — 3Duy)xf; + Dx;

Es decir:
0z;5, = (A — Buy + Cuf + Du3) + (B — 2cuy + 3Duf)x;; + (C — 3Duy)xf; + Dx;; (28)

Como las expresiones (26) y (28) representan exactamente el mismo coste marginal, ambos polinomios deben
ser coincidentes. En consecuencia, los coeficientes asociados a cada grado de x;; son idénticos. De esta forma,

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

a — buy + cu? —dud = A — Buy + Cu? — Du3
2b — 4cuy + 6du? = B — 2Cu,y + 3Du?
3c—9du, =C—-3Du,
4d =D

Dicho sistema de ecuaciones puede resolverse de manera escalonada como se indica a continuacion:
D =4d

3c—9u; =C—3-4d -y,

3c—9u; = C—12du,

C = 3c —9duq + 12duy = 3c + 3duy,
C=3(c+du)
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2b —4cuy + 6du? =B —2-3(c + duy)u; + 3 -4d - u?

2b — 4cuy + 6du? = B — 6cuy — 6du? + 12du?

B = 2b — 4cuy + 6du, + 6cu; + 6du? — 12du? = 2b + 2cu,
B =2(b+cuy)

a—buy + cu? —dud = A—2(b + cuy)uy + 3(c + duy)u? — 4dus
a— bu, + cu? — du? = A — 2buy — 2cuy + 3cu? + 3dud — 4du}
A =a—buy +cuf —dud + 2buy + 2cu? — 3cu? — 3dud + 4du3
A=a-buy

Es decir, considerando polinomios de grado 3, los coeficientes de los polinomios de la funcién de coste
marginal (27) pueden hallarse a partir de los coeficientes de los polinomios la funcién de coste absoluto (19)
segun las relaciones siguientes:

A=a+bu
B =2(b+ cu,)
C=3(c+du)

D =4d

De donde, generalizando a polinomios de orden n, puede observarse que los coeficientes A, B, C, D siguen
una sucesion cuyo término general es:

Agn = (n+ Dagn + agnr - uk—1] Yn=0123,.. Vk=123,...  (29)

Siendo Ay, el coeficiente del término de grado n en la expresion del tramo k del coste marginal, y ay., el
coeficiente del término de grado n en la expresion del tramo k del coste absoluto.

La expresion (29) es valida para todos los tramos de la funcion de coste absoluto de un arco (i,j), siempre que
esta sea continua, creciente y estrictamente convexa, y todos los tramos sean funciones polinémicas.

De toda esta demostracion matematica previa, puede deducirse que los elementos A;; de la matriz de
coeficientes de la funcion de coste marginal, pueden calcularse a partir de los elementos a;; de la matriz de
coeficientes de la funcion de coste absoluto, segln la siguiente expresion.

Ajj=j-(aj+agjpq - u;) (30)

Notese que, para cada fila del polinomio a trozos, se indican los coeficientes ordenados desde grado O hasta
grado n. Para la implementacion en MATLAB, la funcion “mkpp” exige que la matriz de coeficientes esté
ordenada de manera inversa, desde el coeficiente del término de grado n hasta el de grado 0.
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La funcion “calculacostemarginal” realizara el siguiente proceso de calculo:

e Voltear la matriz de coeficientes de la funcién de costes absolutos, usando el comando “fliplr” para
ordenar los coeficientes en orden creciente de grados.

e Incluir una columna de ceros a la derecha de esta matriz, que correspondera a los coeficientes del
grado n+1, lo que permitird a MATLAB no tener errores de calculo al emplear la ecuacion (30) (ver

Ejemplo).

e Calcular la matriz de coeficientes de la funcion de costes marginales a partir de la expresion (30).

¢ Voltear de nuevo la matriz recién calculada para ordenar los coeficientes en orden creciente de grados.

e Asignar esta matriz de coeficientes a la estructura “CDM”, que serd la que guarde los costes
marginales de los arcos con costos dependientes del flujo.

Ademas, la funcion “calculacostemarginal” también efectia el cambio de variable asociado a anular la
capacidad inferior del arco.

El codigo es el siguiente:

function

[CDM]=calculacostemarginal (CDA)

n=length (CDA) ;

for

end

Ejemplo.- Siguiendo con el grafo de la Figura 25, la funcion “calculacostemarginal ” determina la expresion
del coste marginal de los arcos (2,5) y (4,3) a partir de la estructura de costes absolutos “CDA”.

ii=1:n

Lij=CDA(1ii) .breaks (1) ;
CMbreaks=CDA (i1i) .breaks-Lij;
a=fliplr (CDA(ii) .coefs);
[ntramos, ncoefs]=size(a);
a(:,ncoefs+1)=0;

A=zeros (ntramos,ncoefs) ;

for jj=l:ntramos
for kk=l:ncoefs
A (33, kk) =kk* (a (37, kk) +a (33, kk+1) *CMpbreaks (33) ) ;
end
end
CMcoefs=fliplr (A);
CDM (i11i)=mkpp (CMbreaks, CMcoefs) ;

Tomando, por ejemplo, el arco (4,3), cuyo coste absoluto es:

Siendo (23) (24)

_{ 1 0<x43=2
Ca3(Xa3) = 1+ (x43—2)2 2<x4,3<4

C43.coefs=[(1) 0 1

C43.breaks = [0 2 4]
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En primer lugar, se realiza el cambio de variable para eliminar la cota inferior. Como en este caso, dicha
cota inferior ya es cero, no es necesario realizar el cambio de variable.

Luego, se calcula la matriz “a”, volteando las columnas de “C43.coefs”, es decir:

@=[; o 4l

Aqui, si se aplicase la expresion (30) para determinar A,5, MATLAB daria un error pues el coeficiente a,4 no
existe.

Aij=j (a; +ajje-u)  (30)

Para solucionar esto, se afiade una columna de ceros a la derecha de “a”. En este caso, representaria al
coeficiente de grado 3 en la expresion del coste absoluto del arco (4,3), que obviamente es nulo.

Por tanto,

a=[l 0]

1 4 3

Notese que, segun el cddigo programado, MATLAB creara una matriz “A” de las mismas dimensiones que la
matriz “a”, ignorando la columna adicional afiadida para solventar el error de célculo.

Por ultimo, se debe voltear de nuevo esta matriz “A” para obtener “CMcoefs”

CMcoefs=[g 2 ﬂ

Esta informacion (“CMcoefs”y “CMbreaks ) se emplea para crear el polinomio a trozos correspondiente a
la funcion de costes marginales con la funcion “mkpp”.

Finalmente, el coste marginal para el arco (4,3) sera

P _{ 1 0SX43S2
743 T 11+ 400y — 2) + 30043 —2)? 2<xy3 <4
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3.3. Estandarizacion del problema.

La primera etapa a la hora de resolver el problema de flujo méximo a coste minimo consiste en realizar los
cambios de variable necesarios para estandarizar el problema, asi como equilibrar ofertas y demandas
mediante nodos adicionales o afiadiendo un nodo Unico de salida y otro de entrada.

El procedimiento de célculo que se realiza para obtener dichas matrices y la red estandarizada es
completamente idéntico al ya explicado para el algoritmo PDTCI (funcion “estandarizar”, ver Apartado 2.2).

function [U,C,of,dem, arcos]=estandarizarcd (arcosci,nodoscd,CDA, K, metodo)

Respecto a la estandarizacion de la funcion de costes absolutos dependientes del flujo (17),

frij) Ly <y < Uj
cijy) =19(0i) UG <y < UG (17)
h(yij) Uizj <Y = Ui?}

realizando el cambio de variable x;; = y;; — L;;, resulta:

f(xij+Lij) OSxijSuilj
Cl](yl]) = cij(xl-j + LU) = g(xl-j + Ll]) ullj < xij < uizj (31)
h(xij + Lij) ul-zj < Xij < uf’j

Donde uf; = Uf; — Ly;, siendo k el superindice correspondiente a cada funcion f, g o h.

La funcion “estandarizarcd” recibe como datos las variables “arcosci”, “nodoscd”, “CDA” y “K” explicadas
previamente, asi como la variable “metodo”, que indica el método a emplear para crear la red de transbordo, y
valdra 1, 2 6 3, seguin sea el método elegido.

Una vez se han introducido todos los datos de la red en MATLAB, la funcién “estandarizarcd” realiza esa
transformacion del problema a una red estandar, asi como el calculo de la matriz de costes marginales y de
capacidades modificadas para la primera iteracion del algoritmo PDTCD. También devolvera por pantalla el
grafo de la red estandarizada.

La Unica diferencia entre ambas funciones estd en la obtencion de la matriz “arcos”, que es la matriz que
recoge toda la informacion de todos los arcos de la red, ya tengan costes constantes o dependientes del flujo.
Esta matriz se empleara en la funcién de post-procesado de los resultados.

Recuérdese que en el caso del algoritmo PDTCI, la matriz “arcos” directamente era un dato de entrada al
programa. En el caso del algoritmo PDTCD, la funcion “estandarizarcd” realiza una serie de calculos sencillos
para generar esa matriz a partir de los datos de entrada, mediante el siguiente fragmento de cédigo:

[ncd, ~]=size (nodoscd) ;
arcoscd=zeros (ncd, 5) ;
for ii=l:ncd
arcoscd(ii, :)=[nodoscd(ii, :) CDA(ii) .breaks(l) CDA(ii) .breaks (2)..
.polyval (CDA(ii) .coefs(1l,:),CDA(ii) .breaks(2))];
end
arcos=[arcosci;arcoscd];



El problema de flujo maximo a coste minimo dependiente del flujo 105

Lo que hace este fragmento de cddigo es calcular una matriz denominada “arcoscd”, con informacion analoga
a la matriz “arcosci” pero para los arcos con coste dependientes del flujo. Para ello, se emplea la informacion
de las matrices “nodoscd” y la estructura de costes “CDA”.

Ejemplo.- Para la red de la Figura 25, cuyos parametros de entrada son las matrices “arcosci” (21),
“nodoscd” (22), “K” (25)

1 2 0 2 2
1 4 0 5 4
arcosci = 2 302z 4
3 6 0 3 2
4 5 0 2 2
l5 6 0 3 2J
2 5
K=[7 0 0 0 0 -6] nodoscd—[4 3]

y la estructura CDA, que contendra la informacién de los costes absolutos de los arcos (2,5) y (4,3), arcos con
costes no constantes.

C25.breaks =[0 1 3] C43.breaks=[0 2 4]

0 0 1

C25.coefs = [1(.)5 g] C43.coefs = [1 0 1

“arcoscd” serd, en este caso, una matriz con 2 filas (pues hay dos arcos con costes dependientes del flujo) y 5
columnas. La informacion que recogeran estas columnas serd, por orden: nodo origen, nodo destino,
capacidad inferior, capacidad superior modificada y coste marginal para dicha capacidad modificada.

for ii=1:ncd
arcoscd(ii, :)=[nodoscd(ii, :) CDA(ii) .breaks(l) CDA(ii) .breaks (2)..
.polyval (CDA(ii) .coefs(l,:),CDA(ii) .breaks(2))];
end

Para ii=1 (arco (2,5)), se tiene:

Los nodos origen y destino se obtienen desde la matriz “nodoscd . En este caso, el nodo origen es el 2y el
nodo destino el 5.

La capacidad inferior corresponde al primer elemento del vector “C25.breaks ”. En este caso vale 0.

La capacidad superior modificada corresponde al segundo elemento de “C25.breaks”. En este caso vale 1
(Esa capacidad modificada se aumentara de unidad en unidad a lo largo del proceso algoritmico hasta
alcanzar como méaximo el valor 3, correspondiente al Gltimo elemento de “C25.breaks ).

El coste marginal del arco (2,5) para una capacidad modificada de 1 coincide con su coste absoluto para el
primer tramo (que, en las condiciones impuestas para la expresion de los costes absolutos, siempre sera
constante), como se ha demostrado en el Apartado 3.2. En MATLAB, este valor se determina evaluando el
polinomio “C25” (de costes absolutos) en el tramo 1, mediante la funcion “polyval . En este caso, dicho
coste marginal vale 3.
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Procediendo de manera andloga para ii=2 (arco 4,3)), se obtiene la matriz “arcoscd’’:
0 1 3]
0 2 1

La matriz “arcos” serd la union de las matrices “arcosci”y “arcoscd” en una Unica matriz. Destacar que,
como se ha indicado previamente, para los arcos con costes constantes, su coste marginal es constante y
coincide con su coste absoluto, y su capacidad modificada es directamente su capacidad superior. Por ello, la
matriz “arcos” indica para todos los arcos de la red los costes marginales y las capacidades modificadas.

2 5
3

arcoscd = [ 4

1 2 0 2 27
1 4 0 5 4
2 3 0 2 4
arcos = 3603 2
4 5 0 2 2
5 6 0 3 2
25 01 3
14 3 0 2 14

El resto de calculos que realiza la funcion “estandarizarcd” son completamente idénticos al caso del
problema con costes constantes, y permite la obtencion de la matriz de costes marginales y de capacidades
modificadas.

Eligiendo, por ejemplo, el método 3 (nodos adicionales de entrada y salida) para el equilibrado de la red:

2,2 U25,C25 3,2

U43,C43

54

Figura 26.- Red de transporte de la Figura 25, estandarizada seguin el método 3.
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Ejecutando:

[U,C,o0f,dem, arcos]=estandarizarcd(arcosci, nodoscd,CDA,K, 3)

Se obtiene las matrices y vectores siguientes:

U= cC =
Inf 2 Inf 5 Inf Inf Inf Q 2 Inf 4 Inf Inf Inf
Inf Inf 2 Inf 1 Inf Inf Inf ] 4 Inf 3 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 3 Inf Inf Inf i} Inf Inf 2 Inf
Inf Inf 2 Inf 2 Inf Inf Inf Inf 1 i} 2 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 3 Inf Inf Inf Inf Inf [y] 2 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf @ Inf Inf Inf Inf Inf i 0
7 Inf Inf Inf Inf Inf Inf a Inf Inf Inf Inf Inf Inf
arcos =
of =

1 2 Q 2 2

& & & & & & 12 1 4 0 ] 4

2 3 Q 2 4

3 = Q 3 2

4 5 0 2 2

dem = -

5 & 0 3 2

2 5 0 1 3

g g g g g g 12 4 3 o 2 1

Asi como el siguiente grafo orientado, en el que en los arcos se indican los costes marginales:

1Dk i
®1
2.
1t 4
o2
oy
0.5 | " 1
0or @3 LS 94 J
Ls
0.5 1
G
®5
7 % l
®6
A5f :
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 27.- Grafo de la Figura 25, representado en MATLAB.
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Figura 28.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 27.

Notese que el grafo que devuelve la funcion “estandarizarcd” presenta los costes marginales de cada arco
con los que se inicia la primera iteracion del algoritmo PDTCD. Es decir, para los arcos con coste no
constante, indica el valor de coste marginal correspondiente al primer tramo de dicha funcion de costes.
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3.4. Algoritmo Primal-Dual para costes no constantes.

Con los resultados que ofrece la funcion “estandarizarcd”, la red original ya esta transformada a una red
estandar que puede resolverse aplicando el algortimo PDTCD. Para ello, en MATLAB, se ha programado la
funcioén “pdtcd”, cuyo codigo, funcionamiento y calculos se indican a continuacion.

function [flujol=pdtcd(C, of,dem, U, nodoscd, CDM)
[m,n]=size (C);
flujo=zeros (m,n);
while true
mr=matred (C) ;
while true
[flujo,o0f,dem]=asignaflujo (mr, flujo,o0f,dem,U);
if sum(of)==0, break; end
while true
[I,J,ent]=marcajeff (mr,flujo,of,dem,U);
[modCU, ii]=compruebasaturacd(flujo, U, nodoscd,CDM) ;
if ent~=0
[flujo,of,dem]=aumentaflujo(flujo,of,dem, I, J,ent);
if sum(of)==0, break; end
else
if modCU==
[mr, modmr]=modificaMR (mr,I,J, flujo,U);
break
else
[C,U]=nuevaCU (U, C,nodoscd, ii, CDM) ;
break
end
end
end
if modmr==0, break; end
if modCU==1, break; end

if sum(of)==0, break; end
end
if sum(of)==0, break; end
if modmr==0, break; end

end

El programa se compone de tres bucles “while” anidados, en las que las variables de decision limitan cuando
se sale de cada uno de ellos.

El bucle “while” mas externo realiza el calculo algoritmico propiamente dicho. El algoritmo comienza
calculando la matriz reducida de la matriz de costos marginales (Apartado 2.3.1), con la que se establece una
red basica desde la que empezar los calculos.

A partir de aqui, los calculos son totalmente analogos al algoritmo PDTCI. Se realiza la asignacion directa de
flujos (Apartado 2.3.2), si fuera posible.

A continuacion, se procede con el marcaje del algoritmo Ford-Fulkerson (Apartado 2.3.3). Como primera
diferencia entre ambos algoritmos, se implementa la funcion “compruebasaturacd”, que devolvera una variable
de decision “modCU” igual a 1, en caso de que algun arco con coste dependiente del flujo haya alcanzado un
flujo igual a su capacidad modificada actual, es decir, se haya saturado; e igual a 0, en caso contrario.
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Por tanto, en funcion de los valores de las variables de decision “ent” y modCU”, se abren 3 posibilidades en
el algoritmo.

e Si, tras el marcaje, se ha alcanzado un nodo de demanda, ent # 0, entonces se puede aumentar el
flujo en la red basica (Apartado 2.3.5). El algoritmo continla realizando de nuevo el marcaje de la
tabla.

¢ Si, no habiéndose alcanzado un nodo de demanda, ent = 0, no hay arcos con costes dependientes del
flujo saturados, modCU = 0, entonces puede realizarse la modificacion de la matriz reducida de
costes marginales (Apartado 2.3.4), obteniendo nuevas celdas bésicas sobre las que puede (0 no)
asignarse flujos de manera directa.

¢ Si, no habiéndose alcanzado un nodo de demanda, ent = 0, hay un arco (con coste dependiente del
flujo) saturado, modCU = 1, la matriz reducida de los costes no puede modificarse mas. Entonces, se
aumenta la capacidad modificada de dicho arco en una unidad y se recalcula el coste marginal de
dicho arco. Para ello, se implementa la funcion “nuevaCU”. A partir de las nuevas matrices “C” y
“U”, se reinicia el algoritmo determinando una nueva red basica (célculo de la matriz reducida),
manteniendo los flujos anteriormente obtenidos.

El algoritmo alcanzara el 6ptimo si se da alguno de los siguientes casos:

e Si tras asignar flujos de manera directa o tras aumentar los flujos segtn el algoritmo Ford-Fulkerson,
se han satisfecho todas las ofertas y demandas, sum(of) = 0.

e Si tras intentar realizar la modificacion de la matriz reducida, ésta no pueda modificarse, al no
encontrar un r* real (ent = 0, modCU = 0, modmr = 0).

En la siguiente tabla se indican, de manera descriptiva, cada una de las funciones o subrutinas que forman
parte de la funcion “pdted”, la mayoria de las cuales ya han sido desarrolladas en el Capitulo 2.

Tabla 17.- Subrutinas de la funcion “pdtcd”.

FUNCION “pdtcd”

matred Determinacion de los arcos basicos de la red estandarizada
asignaflujo Asignacion directa de flujos sobre la tabla de transporte
marcajeff Marcaje de los nodos segun el algoritmo de Ford-Fulkerson
Determinacion de la presencia de algin arco con coste dependiente del
compruebasaturacd . .
flujo que esté saturado.
aumentaflujo Aumento de flujos en la red bésica segun el algoritmo de Ford-Fulkerson
modificaMR Modificacion de la matriz reducida

Recélculo de las matrices de costes marginales y de capacidades

nuevaCU modificadas.
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Puede observarse, que el algoritmo PDTCD emplea las mismas rutinas que el algoritmo PDTCI, con el
afiadido de las funciones “compruebasaturacd” y “nuevaCU”, que seran explicadas mas adelante este apartado.

Para facilitar la comprension del funcionamiento de los bucles anidados de la funcion “pdtcd”, asi como de las
variables de decision, se indica el siguiente diagrama de flujo:

Cc,U
N P of,dem
matred < nodoscd

# CDM

asignaflujo

A 4

¢sum(of)==0?

No
h J

marcajeff
compruebasaturacd

i cent~=0? No No

Si é

No

l s

nuevaCU <—J modificaMR aumentaflujo

¢modmr==0?

Si

L» 6PTIMO ‘

flujo

Figura 29.- Diagrama de flujo de la funcion “pdtcd”.
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3.41 Modificacion de las matrices de costos marginales y capacidades superiores.

Como se ha indicado anteriormente, la diferencia esencial entre el algoritmo con costes constantes y costes no
constantes esta en el calculo en cada iteracion de la matriz de costes marginales y de capacidades modificadas.
Esta modificacién en ambas matrices se da una vez se ha comprobado que un arco con coste dependiente del
flujo se ha saturado.

Para ello, se ha implementado dentro de la funcion “pdtcd” la subrutina “compruebasaturacd”, cuyo cddigo es:

function [modCU,ii]=compruebasaturacd(flujo,U, nodoscd,CDM)
[ncd, ~]=size (nodoscd) ;
modCU=0;
for ii=l:ncd
i=nodoscd(ii, 1) ;
j=nodoscd (ii,2);
if flujo(i,J)==U(i,3) && U(i,])<CDM(ii) .breaks (end)
modCU=1;
break
end
end

Sencillamente, esta funcion devuelve una variable de decisién, “modCU”, que valdra 1 cuando exista un arco
con coste no constante cuyo flujo haya alcanzado su capacidad modificada, siempre que esta no sea igual a su
capacidad maxima.

Ademas, guarda en la variable “ii”, la fila de la matriz “nodoscd” que corresponde a la informacién del arco
(i,j) con costes no constantes que se ha saturado.

Una vez saturado dicho arco (i), su capacidad se aumenta en una unidad y se recalcula su coste marginal,
obteniéndose nuevas matrices “C”y “U”, en la que solamente ha cambiado el valor del elemento (i,j). Para ese
calculo se implementa la funcion “nuevaCU”.

function [C,U]=nuevaCU(U,C,nodoscd,ii, CDM)
i=nodoscd (ii, 1) ;
j=nodoscd (ii, 2);
U(i,3)=U(i,3])+1;
for kk=1:(length(CDM(ii) .breaks)-1)
if U(i,J)>CDM(ii) .breaks (kk) && U(i,]j)<=CDM(ii) .breaks (kk+1)
tramo=kk;
end
end
C(i,j)=polyval (CDM(ii) .coefs(tramo,:),U(i,])-CDM(ii) .breaks (kk));
end

Para evaluar el coste maginal del arco (i,j) para un flujo x;; = U, debe tenerse en cuenta una ligera diferencia
existente entre la funcion a trozos que se define en MATLAB con la funcion “mkpp”, y la funcion a trozos real
que describe al coste marginal.
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Al crear un polinomio a trozos con la funcion “mkpp”, MATLAB interpreta por defecto que dicho polinomio
tiene la siguiente expresion,

a 1< Xi]' < uq
2 3
A+B(xij—u1)+C(xi]-—u1) +D(xl-j—u1) + .- uq Sxi]- <u2 (32)
2 3
E+F(xij—u2)+6(xij—u2) +H(xl~j—u2) + .- UZSXU<U3
mientras que la expresion general del coste marginal es la ya indicada previamente:
a [ < Xij <u;
2 3
dz;; = A+B(xij—u1)+C(xij—u1) +D(xl-j—u1) +o u <x5=Su @7)

E+ F(xij —uz) + G(xl-j —uz)z + H(xij —u2)3 + Uy <x45 < ug

Obsérvese la diferencia entre las expresiones (27) y (32), que radica en el tratamiento de los intervalos.
MATLAB interpreta dichos intervalos de una manera que no representa la realidad de la funcién de costes
marginales.

La funcion “ppval” de MATLAB permite evaluar un determinado polinomio a trozos expresado como (32) en
un cierto valor. Es facil intuir un conflicto de programacion a la hora de evaluar el coste marginal en los
valores u,, u,, us, ... de manera que, por ejemplo, para un flujo x;; = u,, se sabe que el coste marginal vale
“a” (expresion (27)), mientras que la funcion “ppval” devuelve un valor de “A” para dicho coste marginal
(como se ha demostrado en el Apartado 3.2, “A” y “a” no son valores coincidentes, en general).

Para solventar este conflicto a la hora de evaluar los costes marginales, pueden plantearse numerosas
estrategias alternativas de programacion. En esta Memoria, se opta por una estrategia en la que se determina en
primer lugar el tramo del polinomio que se debe emplear para evaluar el nuevo coste marginal (para una mejor
comprension de esta estrategia de programacion, se recomienda al lector consultar el ejemplo numérico de la
siguiente pagina). Asi, u, se evaluaria segun el tramo 1 de la funcion a trozos que define el coste marginal del
arco (i,j).

Luego, se usa la funcién “polyval” para calcular el coste marginal. Por defecto, “polyval” es una funcion que
no admite polinomios a trozos, y que, ademas, entiende que el polinomio expresado por el vector de
coeficientes [... D C B A] tiene la expresion siguiente

wtDx3+Cx?+Bx+A4 (33)

Por lo que para obtener el coste marginal correcto debe evaluarse este polinomio en x;; =u; —1, 0 en
general en x;; = uy — ug_q

De esta manera, se han obtenido las nuevas matrices “C” y “U” con las que iniciar la siguiente iteracién del
algoritmo PDTCD.



114 Algoritmo Primal-Dual con Costos Dependientes del flujo

Ejemplo.- Para la red de la Figura 25, las matrices de costes marginales y capacidad modificada obtenidas
al estandarizar, y con las que se parte el algoritmo son:

ﬁ
Il
SCXXTIXEXo
TXTTTZTown
TIIrorX
TONETNEE
ToXTETEXE
()

Il
NIEEEEE

TXXoXX»
TRTenvXwX
TRTXXXw
SESESEE RIS

TTTIIZ
SRR
TXWIWwEE
SoXTTXE

En azul se indican los arcos con costes dependientes del flujo.

La aplicacion del algoritmo PDTCD, en su primera iteracion, alcanza en un cierto momento los siguientes
flujos (por simplicidad, se omiten pasos previos):

Tabla 18.- Flujo en la primera iteracién del algoritmo PDTCD para la red de la Figura 26.

9 dem;
0 0 2 | M ) 5 | M M M T, u;
1 2 (13 of X
M 0 1 2 | M 0 1| M M
1 e
celda con
M M 0 M M 0 M T
[4] 2] constante
M M 0 2 | o 1 2 | M M
2 (43
M M M M 0 0 3 | M
1
M M M M M 0 0 6
[3] 3
0 7 M M M M M M
9 3 (-9
(74)* (L1y* (1.3)*

Sobre esta tabla, puede observarse que, tras el marcaje de las filas y columnas, no se ha alcanzado el nodo de
demanda, por lo que ent=0.

La ejecucion de “compruebasaturacd” ofirecera 10s siguientes resultados:

modCU =1 ii=1

pues el arco (2,5) (arco guardado en la fila “ii” de “nodoscd”) estd saturado y su capacidad puede
aumentarse hasta 3 unidades.
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Por tanto, “nuevaCU” aumentara la capacidad del arco (2,5) en una unidad, u,s = 2, y calculara el coste
marginal.

P 3 OSJCUS].
725 T 13(xps — 1) +45 1<x;<3

En el calculo a mano, la operacion es sencilla:
aZZS(uzs) = 3(u25 - 1) + 4,5 = 3(2 - 1) + 4,5 = 7,5

Sin embargo, para evitar los problemas a la hora de evaluar el polinomio en MATLAB, se determina primero
en gué tramo debe evaluarse.

for kk=1:(length(CDM(ii) .breaks)-1)
if U(i,J)>CDM(ii) .breaks(kk) && U(i,7)<=CDM(ii) .breaks (kk+1)
tramo=kk;
end
end

siendo CDM(1).breaks = [0 1 3]

Para kk=1, no se cumple la condicién del if, pues no se cumple 0 < u,s = 2 < 1. Es sencillo deducir, que
para kk=2, si se cumple la condicion 1 < u,5 = 2 < 3, por lo que el coste marginal debe determinarse
empleando el polinomio del tramo 2 del coste marginal del arco (2,5). Dicho polinomio vendra indicado en
MATLAB como el vector de sus coeficientes, es decir,

CDM(1).coefs(2,:) =[3 4,5]

La funcion “polyval ” interpreta que dicho polinomio es 3x + 4,5, por lo que el coste marginal se calculara
evaluando este polinomio en x = u,s — 1. Luego finalmente:

0225(1125) = 3(u25 - 1) + 4,5 = 3(2 - 1) + 4,5 = 7,5

Las matrices “C”y “U” que devuelve la funcion “nuevaCU”, y con las que continda el algoritmo en la
Iteracion 2 son:

0 2 M 4 M M M M 2 M 5 M M M
M 0 4 M 75 M M M M 2 M 2 M M
M M 0 M M 2 M M M M M M 3 M
c=lM M 1 0 2 M M U=M M 2 M 2 M M
M M MM 0 2 M M M M M M 3 M
M M M M M 0 O M M M M M M 6
‘L0 M M M M M M 7 M M M M M M

Se han indicado en color rojo los valores que han cambiado respecto a las matrices C y U originales.
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Puede observarse que el arco (4,3) también esta saturado, por lo que la segunda iteracion esencialmente
consistird en aumentar la capacidad de dicho arco en una unidad y calcular su coste marginal asociado.

Obviando pasos intermedios, finalmente, la ejecucion del algoritmo PDTCD

arcosci=[1 2 0 2 2;1 4 05 4;2 302 4;36032;45022;56032];
K=[7 0 0 0 0 -6];

nodoscd=[2 5;4 3];

C25=mkpp ([0 1 31,[0 3;1.5 31);

C43=mkpp ([0 2 41,[0 O 1;1 O 11);

CDA=[C25,C43];

[U,C,o0f,dem, arcos]=estandarizarcd(arcosci, nodoscd,CDA,K, 3);
CDM=calculacostemarginal (CDA) ;
flujo=pdtcd (C, of,dem, U, nodoscd, CDM)

da como resultado, en MATLAB, la siguiente matriz de flujo:

flujo =
0 2 a 4 a a a
0 4 1 a 1 a a
0 Q 3 Q Q 3 Q
0 Q 2 2 2 Q Q
0 a a a 3 3 a
0 a a a a a 3]
6 Q Q Q Q Q Q

3.5. Post-procesado del resultado.

La ejecucién de las distintas subrutinas en el algoritmo PDTCD (Figura 29), permite la obtencion del 6ptimo
del problema estandarizado, cuyo modelo responde a la ecuacion:

n n
Min Z’ = ZZ Cij(xij) . xl-j
i=1j=1
s.a. Z Xji — Z Xij =kj Vi=12,..,n
kED()) i€A0) (34)
OSxijSuij Vi,j=1,2,...,n
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Sin embargo, la obtencion del optimo del problema original pasa por deshacer los cambios de variable, y
obtener la solucidn para el problema modelado segln la ecuacion (2).

n n
Minz = ZZ ciyVij) - vij

i=1j=1
s.a. Z Yk — Z yij =Ky vVi=12,..,n )
keD(j) i€A())
LU S:VU < UU VL]'= 1,2,..,n

Es decir, que al igual que se indicé para el algortimo con costos constantes, se debe hacer un post-procesado de
los resultados para obtener el dptimo del problema original. Para ello, en el programa MATLAB se ha
implementado una funcién, “postproccd”, cuyo codigo y calculos son idénticos a los de la funcion “postproc”
(Apartado 2.4) con la ligera salvedad a la hora de calcular los costes absolutos unitarios para los arcos con
costes dependientes del flujo.

La sintaxis para dicha funcion sera:

[flujoreal,Kreales, z]=postproccd(flujo,arcos,C,nodoscd, CDA)

Como ya se ha indicado previamente en el desarrollo de este capitulo, la matriz “C” obtenida en
“estandarizarcd” (y que es la que se introduce como entrada en “postproccd”) guarda los costes marginales con
los que se inicia el algoritmo PDTCD.

Para los arcos con costes constantes, estos costes marginales coinciden con sus costes absolutos. Para los arcos
con costes no constantes, “postproccd” debe calcular el coste absoluto unitario de dichos arcos segtin el flujo
real que transcurra por ellos. En este caso, al exigir como condicién previa que la funcién de costes absolutos
sea una funcion continua, el conflicto de célculo que aparecia al evaluar los costes marginales con “ppval”
desaparece.

El siguiente fragmento de codigo de “postproccd” permite calcular los costes absolutos de los arcos con coste
dependiente del flujo.

for ii=1:ncd
i=nodoscd (ii, 1) ;
j=nodoscd(ii, 2);
C(i,j)=ppval (CDA (ii),flujoreal (i,73));
end

Ejemplo.- Una vez resuelta la red estandarizada de la Figura 26, con la funcion “pdtcd” se obtiene el
siguiente flujo 6ptimo:

flujo =

[ T = T e R s Y s Y o I o |
[ T T Y i Y T S % ]
[ T s T o T U STV I S
[ T o TR e T O TR s T o BY =9
00w ho = O
[ T T U s I L T e B o
[ s VR e R i R T e T s |
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Al gjecutar en la ventana de comando de MATLAB:

[flujoreal,Kreales, z]=postproccd (flujo,arcos, C,nodoscd, CDA) ;

Se obtienen los siguientes resultados:

flujoreal =
0 2 0 4 0 0 0
0 4 1 0 1 0 0
0 0 3 0 0 3 0
0 0 2 2 2 0 0
0 0 0 0 3 3 0
0 0 0 0 0 0 &
& 0 0 0 0 0 0
Ereales =
& 0 0 0 0 -6 0
Z —
45
Ademaés del siguiente grafo:
1.5 4
o1
24
1t ]
e2
o
05 i 1
0oF ®3 h?- ®4 4
>
05T 1
S
o5
1t 3. i
o6
15t 4
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 30.- Flujo 6ptimo de la red de la Figura 25.
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Figura 31.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 30.
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3.6. Resumen de la programacion del algoritmo PDTCD.

Con todo lo expuesto hasta ahora, se ha conseguido dar solucién al problema de flujo méximo a costo minimo
dependiente del flujo, aplicando el algoritmo Primal-Dual sobre la tabla de transporte. Al igual que se hizo
para el algoritmo PDTCI, se muestra el diagrama de flujo completo para las distintas etapas del algoritmo
PDTCD:

arcosci
nodoscd .| estandarizarcd
CDA iy calculacostemarginal L
K
Cc,U
of ,dem
> matred < !
arcos
¢ CDM

»> asignaflujo

¢sum(of)==07?

No
h 4

marcajeff
compruebasaturacd

No Si No

ient~=0?

nuevaCU <4J modificaMR aumentaflujo

¢modmr==07?

Si

Si
L» 6PTIMO ‘

A

flujoreal
postproccd » Kreales
z

h 4

flujo

Figura 32.- Diagrama de flujo del algoritmo PDTCD.
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Ademas, se recuerdan en la siguiente tabla, las variables de entrada y salida que intervienen en cada una de las
funciones implementadas especificamente para el algoritmo PDTCD:

Tabla 19.- Variables de entrada y salida para las subrutinas del algoritmo PDTCD.

. - Variables de Variables de
Funcion Descripcion :
salida entrada
Tranformacion de la red original en U,C,of, arcosci, nodoscd,

estandarizarcd

calculacostemarginal

pdtcd

compruebasaturacd

nuevaCu

postproccd

una resoluble realizando los
cambios de variable adecuados

Determinacién de la funcién de
costos marginales para los arcos con
coste absoluto dependiente del flujo

Resolver la red estandarizada
aplicando el algoritmo PDTCD

Determinacion de la presencia de
algln arco con coste dependiente
del flujo que esté saturado (funcion
interna en “pdtcd”)

Recalculo de las matrices de costes
marginales y de capacidades
modificadas.

(funcién interna en “pdtcd”)

Obtencién del flujo 6ptimo en la red
original

dem, arcos

CDM

flujo

modCU, ii

flujoreal,
Kreales, z

CDA, K, metodo

CDA

C,of,dem,U,
nodoscd, CDM

flujo, U,
nodoscd, CDM

U, C,nodoscd,
ii, CDM

flujo,arcos,C,
nodoscd, CDA
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3.7. Aplicacioén practica del cédigo implementado.

El objetivo de este apartado es comprobar el funcionamiento, paso a paso, del algoritmo PDCTD aplicandolo a
la resolucion de un ejercicio concreto. Sin embargo, como se indicara méas adelante, la resolucion completa del
problema es ciertamente extensa como para presentarla en su totalidad en este Apartado. Se emplaza al lector
al Apéndice C (ver pagina 191), en el que se indican todos los resultados intermedios de la resolucion del
problema empleando los tres métodos de estandarizacion expuestos en el Apartado 2.2.

Para conseguir que MATLAB muestre por pantalla los resultados de cada uno de los calculos, se afiaden unas
lineas de codigo en la funcion “pdtcd”, empleando las funciones de MATLAB “disp” y “pause” para
conseguir ese resultado paso a paso.

Se resolverd la siguiente red:

0,30,10 0,100,45

0,75,15
0,40,10

0,50,30
0,100,45

0,35,Cu3

e

Figura 33.- Red de transporte a resolver en el Apartado 3.7.

En los arcos (1,3) y (6,8) el coste absoluto es dependiente del flujo segun las expresiones:

_ 10 0 < X13 < 30
€13 (¥13) = {10 +0,1(xy3 — 30)% 30 < x,5 < 35

_ { 15 0< Xe8 <70
Co8(X68) = 115 4 0,2(xeg — 70) 70 < xgg < 75
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Para comenzar, se obtienen los parametros de entrada al programa MATLAB, es decir:

1 2 0 75 157
2 3 0 40 5
2 4 0 30 10
2 5 0 50 10
2 6 0 30 5
3 5 0 40 25
arcosci=|3 6 0 60 8
4 5 0 60 30
4 7 0 100 45
5 7 0 40 10
5 8 0 40 10
6 7 0 50 30
L7 8 0 100 45

nodoscd = [é g

A la vista del grafo de la Figura 33, el nodo 1 es el Gnico nodo de oferta, pudiendo ofertar hasta 110 unidades
de flujo, y el nodo 8 es el Gnico nodo de demanda, pudiendo demandar hasta 215 unidades de flujo. Por ello, el
vector “K” es:

K=[110 0 0 0 0 0 0 -215]

En este caso, se decide estandarizar la red mediante el método 3, introduciendo un nodo artificial de salida
unido al nodo de oferta 1, y un nodo artificial de entrada unido al nodo de demanda 8, mediante arcos ficticios.

Ademas, se introducen las estructuras de costes absolutos dependientes del flujo, para los arcos (1,3) y (6,8),
asi como el calculo de los costes marginales.

C13.breaks = [0 30 35] C68.breaks = [0 70 75]

0 0 10

C13.coefs = [0 1 0 10

[0 15
C68.coefs—[0’2 15]
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30,10 100,45

50,30
100,45

Figura 34.- Grafo de la Figura 33, estandarizado segun el método 3.

Los datos que definen la red de la Figura 33 se introducen en la ventana de comandos de MATLAB mediante
las siguientes lineas de codigo:

arcosci=[1 2 0 75 15;2 3 0 40 5;2 4 0 30 10;2 5 0 50 10;2 6 0 30 5;3 5 0 40
25;3 6 0 60 8;4 5 0 60 30;4 7 0 100 45;5 7 0 40 10;5 8 0 40 10;6 7 0 50
30;7 8 0 100 45];

nodoscd=[1 3;6 8];

K=[110 0 0 0 0 O 0 -215];

Cl3=mkpp ([0 30 35],[0 O 10;0.1 O 101);

C68=mkpp ([0 70 75]1,[0 15; 0.2 15]);

CDA=[C13,C68];

[U,C,o0f,dem,arcos]=estandarizarcd(arcosci,nodoscd,CDA, K, 3);
CDM=calculacostemarginal (CDA) ;
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Obteniéndose las siguientes matrices:

U-
Inf 75
Inf Inf
Inf Inf
Inf Inf
Inf Inf
Inf Inf
Inf Inf
Inf Inf
110 Inf

|:=
] 15
Inf 0
Inf Inf
Inf Inf
Inf Inf
Inf Inf
Inf Inf
Inf Inf
] Inf

of =
110 110

dem =

110 110

30

40
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

10

Inft
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

110

110

Inf

30
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
10
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

110

110

Inf
50
40
&0

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf
10
25
30

Inf
Inf

Inf
Inf

110

110

Inf
30
&0

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf
Inf
Inf

Inf
Inf

110

110

Inf
Inf
Inf
100

40

S0
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
45
10
30

Inf
Inf

110

110

Inf
Inf
Inf
Inf

40

70
100
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
10
15
45

Inf

110

110

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
215
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

220

220
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y el siguiente grafo, que representa a la red de la Figura 33.

6 e,
X
5 ., 1=
10, 5
o 5
4 ®, 2 ®:
K % o
3 I& o5 o5
10, X,
2 [ 73 S &
35
1 L2
1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figura 35.- Grafo de la Figura 33, representado en MATLAB.

10@\45
/ 30
15

10 10

30
5 45
10
10 25
5
8 15

e

Figura 36.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 35.
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Con estas matrices, ya puede ejecutarse la funcion “pdtcd”.

[flujo]l=pdtcd(C, 0f,dem, U, nodoscd, CDM)

En primer lugar, MATLAB muestra por pantalla las matrices de costes marginales y capacidades modificadas.

Costes marginales

0
Inf
Inf
Int
Inf
Inf
Inf
Inf

0

15
0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

10
&

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
10
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Capacidades modificadas

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
110

75
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

30

40
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Int

30
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
10
2%
30

Inf
Inf
Inf
Inf

Int
S0
40
&0

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Int
Inf

Inf
Int
Inf

Inf
30
&0

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf
Inf
Inf
45
10
30
0
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
100

40

50
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Int
10
15
45

Inf

Int
Inf
Inf
Inf

40

70
100
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Int
Inf
Inf
Inf

Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
215
Inf

Luego, se inicia la primera iteracion del algoritmo PDTCD, obteniendo las celdas basicas de la red, mediante
la obtencion de la matriz reducida de los costes marginales.

ITERACTION 1
Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

0

15
0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

10
]

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
10
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
1a
25
30

Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
45
10
30

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
10
15
45

Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
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El siguiente paso es realizar la asignacion directa de flujos sobre la red bésica que, en este caso, da como
resultado la siguiente matriz de flujo y los siguientes vectores de oferta y demanda:

Flujo actual

114 Q Q Q Q Q Q Q Q
0 110 Q Q Q Q Q Q Q
9] 9] 110 Q Q Q Q Q Q
0 0 0 110 Q Q Q Q Q
0 0 0 Q 110 Q Q Q Q
Q Q Q Q Q 110 Q Q Q
Q Q Q Q Q Q 110 Q Q
Q Q Q Q Q Q Q 110 Q
0 0 Q Q Q Q Q Q Q

Cferta y demanda
Q
Q
Q
0
0
0
0
Q

220

0 0 Q Q Q Q Q Q 220

Siguiendo el algoritmo (Figura 32), se realiza el marcaje de las filas y columnas, obteniéndose las matrices “I”
y “J” siguientes

Marcaje del algoritmo FF
1 110 1

[ = I = T = [ s Y s R s R o
[ = I = T = [ s Y s R s R o
[l == T == T == [ e Y I s Y o

]
]

[¥a}
=]
=]
=]
=]
=]
=]
=]
=]

110

=)
=)
=)
=)
=)
=)
=
=
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Como no se ha alcanzado el nodo de entrada en el marcaje, y ademas los arcos con costos dependientes no

estan saturados, se realiza la modificacion de la matriz reducida, obteniéndose:

Huewva Mat Red

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

0

]

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
10
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
1a
25
30

Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

[a]

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
45
10
30

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
10
15
45

Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

El algoritmo prosigue ahora intentando asignar flujos de manera directa, aunque con las nuevas celdas basicas
esta asignacion no permite aumentar flujos en la red. Se obvian, de aqui en adelante las etapas en las que la
asignacion directa de flujo no ofrece resultados nuevos.

Los sucesivos procesos de marcaje y modificacion de la matriz reducida ofrecen los siguientes resultados:

Marcaje del algoritmo FF

1

[ e T e Y T e Y s N R s

110

Hueva Mat ERed

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

0

110
0
30

8]
8]
[ e T e N T e B s

(=)

0

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

1

[ Sl T e T T e Y e Y s |

30

10

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
10
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
1a
20
30

Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
45
10
30

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
10
15
45

Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
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Marcaje del algoritmo FF

1 110 1

2 75 1

3 30 1

a a a

0 0 0

0 0 0

0 0 0

a a a

0 220 1

4 1 1 0 0 0 0 0 0
110 75 30 a a a a a a

1 1 1 0 0 0 0 0 0

Hueva Mat ERed

a a a Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 10 7 7 2 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 17 0 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf a Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf a 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf a a

L] Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf

Marcaje del algoritmo FF
1 110 1
75
30
0
0
30
0
0
220

[ s T e I « TN e R e S S
[l T e T e e R e B S

110 T5 30 0 0 30 0 0 0

Huewva Mat ERed

0 0 0 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 10 0 0 2 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 10 0 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 23 g Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 0

0 Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
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Marcaje del algoritmo FF

1

[ B T s T VR Y BT O P ]

110

Huewva Mat ERed

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

0

Marcaje del algoritmo FF

1
2
3
4
a
B
0
g
0

110

1140
75
30
30
50
30

a
a
220

75

0

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

110
TS
30
30
a0
30

0
30
220

T3

1

H OO e e e e

30

0
10
0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

1

= T N SR PR S

30

30

Inf

0
Inf

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

30

50

Inf

10
30

Inf
Inf
Inf
Inf

a0

30

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf
Inf

30

[

Inf
Inf
Inf

37

15

Inf
Inf

[

Inf
Inf
Inf
Inf

45

Inf

[

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

Aqui puede observarse que el marcaje alcanza el nodo de entrada, por lo que puede aumenarse el flujo en la

red 30 unidades. El nuevo flujo es:
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Flujo actual

80 ] 30 ] ] ] ] ] ]
o 110 0 0 0 0 0 0 0
] ] 80 ] ] 30 ] ] ]
] ] 0 110 ] ] ] ] ]
] ] ] o 110 ] ] ] ]
0 0 0 0 0 80 0 30 0
] ] ] ] ] 0 110 ] ]
] ] ] ] ] ] ] 80 30
30 ] ] ] ] ] ] ] ]
Cferta v demanda
]
]
0
]
]
]
0
]
150
0 0 0 0 0 0 0 o 190
Donde ya se ha saturado la capacidad modificada del arco (1,3), que era de 30 unidades.
El siguiente marcaje de filas y columnas resulta en las siguientes etiquetas:
Marcaje del algoritmo FF
1 80 1
e 75 1
] ] ]
4 30 1
5 50 1
0 0 0
] ] ]
] ] ]
o 180 1
] 1 1 2 2 ] ] ] ]
80 75 0 30 50 ] ] ] ]
1 1 ] 1 1 ] ] ] ]

Al no alcanzarse el nodo de entrada, y al ya haber saturado un arco con coste dependiente, se aumenta la
capacidad modificada del arco (1,3) en una unidad (hasta las 31 unidades), y se calcula su nuevo coste
marginal:
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Huevos costes marginales

0 15 16.3 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf ) 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf ) Inf 25 g8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf ) 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 1] Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf o] 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf ] Q

0 Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf

Huewvas capacidades

Inf Ta 31 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 40 30 50 30 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 40 &0 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf &0 Inf 100 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 40 40 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 50 T0 Inf

Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 100 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 215
110 Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf

Desde estas matrices arranca la segunda iteracion del algoritmo PDTCD. Para no alargar en exceso la
entension de esta resolucidn, se omiten aqui el resto de resultados intermedios que devuelve MATLAB en la
ventana de comandos (puede consultarse la resolucion completa en el Apéndice C.3, ver pagina 255).

Para comprender la extension de la resolucién del problema, en la siguiente tabla se indica, a titulo
informativo, el nimero de veces gue se ejecuta cada subrutina (marcajes, modificaciones de la matriz reducida,
aumentos de flujo, etc.) realizados en cada iteracion del algoritmo PDTCD ejecutado hasta alcanzar el 6ptimo:

Tabla 20.- Subrutinas (PDTCD) ejecutadas en la resolucion de la red de la Figura 33 (método 3).

matred  asignaflujo comg]rir;eck?gz ;ftJrac d aumentaflujo modificamr  nuevaCuU
Iteracion 1 1 6 7 1 5 1
Iteracion 2 1 7 10 3 6 1
Iteracion 3 1 7 10 2 7 1
Iteracion 4 1 4 5 1 3 1
Iteracion 5 1 4 5 1 3 1
Iteracion 6 1 4 5 1 3 1

Iteracion 7 1 1 1 0 1 0
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Finalmente, tras las 7 iteraciones:

flujo =
o] 75 35 Q 0 o] 0 a a
o] 35 5 Q 40 30 o] Q Q
0 Q 70 Q 0 40 0 0 0
0 Q 0 110 0 0 0 Q 0
0 Q Q 0 70 0 0 40 0
0 Q Q 0 0 40 0 70 0
0 Q Q 0 0 0 110 Q Q
0 Q Q Q Q 0 0 Q 110
110 Q Q Q Q 0 o] Q Q

Para finalizar el algoritmo, se realiza el post-procesado del resultado anterior, mediante:

[flujoreal,Kreales, z]=postproccd(flujo, arcos, C,nodoscd, CDA)

Con esta funcion, se obtiene el éptimo de la red original asi como los niveles de oferta y demanda que
realmente se satisfacen en la red y el valor de la funcion objetivo.

flujoreal =
a 75 35 [u] [u] 0 0 Q Q
Q 35 5 0 40 30 9] Q Q
a a 70 [u] [u] 40 0 Q Q
Q Q Q 110 o] 0 0 Q Q
a Q Q 0 70 0 0 40 0
Q Q Q o] o] 40 0 70 Q
a Q Q 0 0 0 110 a a
Q Q Q o] o] 0 0 Q 110
110 Q Q 0 0 0 0 0 0
Ereales =
110 0 0 v} o] 0 0 =110 o]
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Ademas, se muestra el flujo éptimo en la red mediante el siguiente grafo:

6 e,
A&
5 e, %
0, 5
Y \“?0
4 .4 & .‘_f
0 0, fa
3 o 5 L
0, 0.
2 o IS '3
0
1 L
1 1:5 2 25 3 3b 4

Figura 37.- Flujo 6ptimo, calculado con MATLAB, para la red de la Figura 33.

. %

Figura 38.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 37.






4 ALGORITMOS COMPETITIVOS Y REVISION DEL
ESTADO DEL ARTE

coste minimo. En la literatura especifica sobre redes de transporte se recogen otros algoritmos, que seran

EI algoritmo Primal-Dual no es el Unico algoritmo que permite resolver el problema de flujo maximo a
expuestos de manera breve en este capitulo.

Ademas, se realizara una comparacion de algoritmos en base a los tiempos de ejecucion de los mismos.

La Teoria de la Complejidad Computacional estudia los recursos requeridos durante el calculo para resolver un
problema. Un calculo resulta complejo si es dificil de realizar. En este contexto, es posible definir la
complejidad de calculo como la cantidad de recursos necesarios para efectuar un célculo. Asi, un célculo
dificil requerird més recursos que uno de menor dificultad. Los recursos cominmente estudiados son el tiempo
(numero de pasos de ejecucion de un algoritmo para resolver un problema) y el espacio (cantidad de memoria
utilizada para resolver un problema) [1]

Se introducen aqui algunas definiciones.

En computacion, cuando el tiempo de ejecucion de un algoritmo es menor que un cierto valor calculado a
partir del nimero de variables implicadas (generalmente variables de entrada) usando una férmula polinémica,
se dice que dicho problema se puede resolver en un tiempo polinémico. Dentro de los tiempos polinémicos, se
distinguen los tiempos logaritmicos O(log n), lineales O(n), cuadraticos O(n?), etc., siendo n el tamafio de la
entrada.

Ademas, en el contexto de los nimeros enteros, se dice que un algoritmo es fuertemente polinomial si el
namero de operaciones en el modelo aritmético esta limitado por un polinomio en la dimension del problemay
el espacio que ocupa la computacion del algoritmo esta limitada por un polinomio en el tamafio de la entrada

2].

Por otra parte, un algoritmo se ejecuta en tiempo pseudo-polinémico si el tiempo de ejecucion es polindmnico
en el valor numérico de la entrada (es decir, el entero mayor presente en la entrada), pero no necesariamente en
la longitud (nimero de bits) de la entrada.

El objetivo de esta revision del estado del arte es describir algoritmos que permitan la resolucion del problema
de flujo méaximo a coste minimo dependiente del flujo. Sin embargo, y tal y como se ha realizado en el
Capitulo 3, existe una estrategia que consiste en realizar una resolucion sucesiva de distintos problemas en los
que los costes se consideran constantes, simplificando asi las no linealidades del problema.

Por ello, esta revision del estado del arte sobre algoritmos competitivos tendra la siguiente estructura.

e Descripcion y comparacion de otros algoritmos basicos estudiados en la bibliografia para la resolucion
del problema de flujo mé&ximo a coste minimo (constante).

e Descripcién y comparacion de algoritmos polinomiales que permiten la resolucion del problema.

e Descripcion de algoritmos para la resolucion del problema no lineal.
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4.1. Algoritmos basicos.

A continuacion, se presentan algunos algoritmos basicos para la resolucién del problema de flujo méximo a
coste minimo. Estos algoritmos se encuentran entre los algoritmos conocidos mas eficientes en matematicas
aplicadas, informatica e investigacion de operaciones para resolver problemas de optimizacion a gran escala

[3].

El problema que se pretende resolver debe tener las siguientes caracteristicas:
e Todos los datos (costes, ofertas, demandas y capacidades) son valores enteros.
e Elgrafo de la red es orientado.

e Lared esta equilibrada, de manera que la suma de las ofertas coincide con la suma de las demandas.
Asi el problema tiene solucidn factible.

e Todos los costes son no negativos.

La mayoria de estos algoritmos resuelven una secuencia de problemas de ruta minima para aumentar el flujo
en una red residual. Dicha red residual G(x) correspondiente a un flujo x se define de la siguiente manera:

o Se reemplaza cada arco (i,j) de la red por dos arcos (i,j) y (j,i).
e Elarco (i) tendra coste c;; y capacidad residual u;; — x;;
e Elarco (j,i) tendra coste c;; = —c;; y capacidad residual x;;;

De esta manera, la red residual solo posee arcos con capacidad positiva.

El problema primal tiene la siguiente formulacion matematica:

n n
Minz = ZZ cijVij) - yij

i=1j=1
s.a. Z Yik — Z yij =Ky Vi=12,..,n )
keD(j) i€A())
Lij < y;; < Uy Vi,j=12,..,n

Expresidn que, una vez realizado el cambio de variable para eliminar la cota inferior, se convierte en:

n n
MI:TIZI = chij(xij) 'Xi]'

i=1j=1
s.a. Z Xji — Z xij =ki Vi=12,..,n (34)
keD()) i€A()
OSxi}-Sui}- Vi,j=1,2,...,n
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Identificando las variables duales 4;, correspondientes a las restricciones de conservacion en cada nodo j, y las
variables a;;, correspondientes a las restricciones de capacidad superior en los arcos (i,j), la formulacion dual
del problema es:

n n n
Max Z, = lek] +ZZaUuU
j=1

i=1j=1 (35)
S.a. Ai —Aj + ai]- < ci]-(xij) V] = 1,2, e, n

a;; <0, Aj libre Vi, j=12,..,n

Las condiciones de optimalidad, en general, proporcionan un método de validacién simple para comprobar si
un flujo x es dptimo para el problema. En este sentido, la literatura [3] recoge tres formas equivalentes de
expresar estos criterios de optimalidad.

o Criterio de optimalidad de ciclos negativos.

Una solucién factible x* es 6ptima para un problema de flujo maximo a coste minimo si y solo si la
red residual G(x*) no contiene ciclos orientados con costes negativos.

o Criterio de optimalidad de costes relativos

Una solucion factible x* es éptima para un problema de flujo maximo a coste minimo si y solo si para
todos los arcos (i,j) de G(x*) su coste relativo 7;; es no negativo.

Tij = Cij — (Al - A]) >0 V(l,]) € G(x*) (36)

¢ Condiciones de holgura

Una solucién factible x* es dptima para el problema de flujo maximo a coste minimo si y solo si se
cumplen las condiciones obtenidas en los teoremas de holgura.

S|T11>0—>x1*1=0

Si0<xfj<uij—>ri]-=0 (37)

*

Si Tij <0- XU- = ui]-.

Las demostraciones correspondientes a la obtencion del problema dual y a las distintas expresiones de los
criterios de optimalidad, pueden encontrarse con detalle en la bibliografia.
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Ademas, la variable dual A;, correspondiente a la restriccion de conservacion en cada nodo j, recibe tambien el
nombre de potencial del nodo j, en analogia al concepto de potencial eléctrico. Una solucién primal x debe
cumplir los criterios de optimalidad indicados en (36) y (37). EI aumento de flujo en un arco (i,j) que
aprovecha el movimiento de flujo desde un nodo con potencial alto a un nodo con potencial bajo tiene la
posibilidad de reducir el coste. Segln la ecuacion (36) si (Ai - /1,-) > ¢;j, entonces el coste relativo 7;; es
negativo, es decir, si un arco tiene una diferencia de potenciales mayor que su coste absoluto, siempre se puede
encontrar un ciclo en la red residual tal que, al aumentar el flujo a través de €l, se obtiene una solucion primal
x’ que mejora a la solucion anterior X.

En adelante, a las variables A; se les nombrara de manera indistinta como variables duales o potenciales.

A continuacion, se presentan de manera descriptiva algunos algoritmos basicos.

411  Algoritmo de cancelacion de ciclo.

El criterio de optimalidad de ciclos negativos sugiere de manera inmediata un algoritmo sencillo para resolver
el problema, que se denomina algoritmo de cancelacion de ciclo. Este algoritmo parte de un flujo factible en la
red (resolviendo un problema de flujo maximo). A partir de ahi, busca en cada iteracion ciclos orientados con
coste negativo, y aumenta el flujo en dichos ciclos. De esta manera, en cada iteracion se mantienen flujos
factibles que van mejorando progresivamente el valor de la funcion objetivo. Segun el criterio de optimalidad,
una vez se han cancelado todos los ciclos con coste negativo, se habra alcanzado el 6ptimo del problema [3].

Cada iteracién del algoritmo disminuye estrictamente el valor de la funcién objetivo. Sin embargo, de manera
genérica, el algoritmo de cancelacion de ciclo no especifica un orden a la hora de seleccionar los ciclos
negativos en la red.

Segun sea el método de seleccion del ciclo negativo, se pueden obtener distintas versiones polinomiales del
algoritmo:

e Aumento del flujo en un ciclo negativo con maxima mejora de la funcién objetivo.

Segun la bibliografia [3], este método puede resolver el problema en O (mlog(mCU)) iteraciones
(siendo “C” el coste del arco con mayor coste de la red y “U” la capacidad del arco con mayor
capacidad de lared: ¢;; < C,x;; < U, V(i,)) € L, con L el conjunto de arcos de la red).

e Aumento del flujo en un ciclo negativo con minimo costo medio.

Se define el costo medio de un ciclo como su coste total dividido entre el nimero de arcos que
contiene. Distintas investigaciones han demostrado que si el algoritmo de cancelacion de ciclo
siempre aumenta el flujo a través del ciclo negativo con minimo costo medio, el problema puede
resolverse en O (min{nm log(nC), nm? logn}) iteraciones [3].

algorithm cycle-canceling;
begin
establish a feasible flow x in the network;
while G(x) contains a negative cycle do
begin
use some algorithm to identify a negative cycle W,
& = minir;: (1, )) € W},
augment 8 units of flow in the cycle W and update G{x);
end;
end;

Figura 39.- Pseudocddigo del algoritmo de cancelacion de ciclo [3].

Notese que en la bibliografia [3] (de la que se extrae la Figura 39 anterior), la notacion empleada es diferente,
siendo en este caso: 1;; = u;; — x;;, €s decir, la capacidad residual en lugar del costo relativo.
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41.2  Algoritmo de ruta minima sucesiva.

En contraposicién al algoritmo de cancelaciéon de ciclo, que mantiene la factibilidad de las soluciones del
problema primal en cada iteracion hasta alcanzar el dptimo, el algoritmo de ruta minima sucesiva mantiene la
optimalidad (36) de la solucion en cada iteracion hasta alcanzar una solucion factible. Es decir, se mantienen
unos flujos x, que satisfacen las restricciones de capacidades superiores e inferiores, pero que viola la ley de
conservacion de Kirchhoff en los nodos.

En cada iteracion, el algoritmo selecciona un nodo fuente s con oferta no satisfecha y un nodo sumidero t con
demanda no satisfecha y trata de enviar flujo desde s hasta t a través de la ruta minima entre ellos (en la red
residual).

Al flujo x, que no tiene por qué cumplir las restricciones de conservacion, se le denomina pseudoflujo. El
algoritmo finaliza cuando los flujos obtenidos cumplen todos los balances de masa en los nodos.

El algoritmo calcula, para cada nodo, su desequilibrio e;:

ej = kj— 2 Xji + Z Xij (38)
kED()) i€a0))

De esta manera, si e; > 0, el nodo j es un nodo con exceso; si e; < 0, el nodo j es un nodo con déficit, y si
e; = 0, el nodo j esta equilibrado. Denotando como E y D, respectivamente, a los conjuntos de nodos con
exceso y déficit, se observa que:

2,9=2,1=0 (39)

jen jen

Z%:‘Z% (40)

JEE jeD
Forzosamente, si la red contiene un nodo con exceso, también contendrd un nodo con déficit.

El algoritmo se basa en los siguientes teoremas (demostrados en la bibliografia [3]):

Teorema.- Sea un flujo (o pseudoflujo) x que satisface las condiciones de optimalidad de costo relativo con
respecto a los potenciales A. El vector d representa las distancias de la ruta minima desde el nodo s al resto de
nodos de la red residual. Entonces, se cumplen las siguientes propiedades:

a) El pseudoflujo x también satisface los criterios de optimalidad de coste relativo con respecto a los
potenciales A’ = 1 — d.

b) Los costes relativos 7;; son cero para todos los arcos (i,j) pertenecientes a la ruta minima desde el nodo s
hacia el resto de nodos de la red.
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Teorema.- Sea un pseudoflujo (o flujo) x, que satisface el criterio de optimalidad de costes relativos. Entonces
el flujo x’ obtenido a partir X, enviando flujo desde el nodo s hacia otro nodo j a través de la ruta minima,
también satisface el criterio de optimalidad de costes relativos.

El algoritmo se inicia con el pseudoflujo x = 0. Ademas, puesto que existen ofertas y demandas k;, los
conjuntos E y D deben ser no vacios. De esta manera, hasta que todos los nodos estén equilibrados, el
algoritmo itera siempre identificando un nodo de exceso k y un nodo de déficit I.

Cada iteracion del algoritmo resuelve un problema de ruta minima (obteniendo las distancias entre el nodo k y
el resto de nodos de la red residual), actualiza los valores de las variables duales (A’ = A — d) y aumenta el
flujo en la ruta que une el nodo k con el nodo I. Asi, decrementa estrictamente el exceso del nodo k y el déficit
del nodo I. Luego, actualiza la red residual, asi como los valores e;, pasando a la siguiente iteracion.

Se suele emplear el algoritmo de Dikstra para obtener dicha ruta minima. Este algoritmo obtiene la ruta
minima desde un nodo con exceso hacia todos los otros nodos de la red. Sin embargo, con encontrar la ruta
minima desde un nodo con exceso hacia un nodo de déficit, es suficiente.

El algoritmo de ruta minima sucesiva requiere un tiempo de ejecucion pseudopolinomial para resolver el
problema. Este algoritmo puede generalizarse a un algoritmo polinomial para problemas con costes convexos
(no constantes).

algorithm successive shorlest path;
begin
x:=0andw: =0
eli} . = bli) for all | € N,
initialize the sets E: = {i: e(f) = 0l and D: = {i: &{i) < O}
while £ = f do
begin
select a node k= £ and a node | £ D
determine shortest path distances a{ /) from node s to all
other nodes in Gix) with respect to the reduced costs &f;
let P denote a shortest path from node k to node |,
update 7 : = = = d
§: = min[e(k), — e, min{ry: (i, ) € F};
augment & units of flow along the path P,
update x, G(x), E. D, and the reduced costs;
end;
end;

Figura 40.- Pseudocadigo del algoritmo de ruta minima sucesiva [3].

Notese el cambio en la notacion: © se corresponde con las variables duales A; b(i) corresponde a los niveles de
oferta demanda k;; c;; es el coste relativo, y nuevamente r;; = u;; — x;;.
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41.3  Algoritmo de relajacion.

Los algoritmos anteriores, asi como otros algoritmos cléasicos (como el primal-dual o el Out-of-kilter), tienen
varias caracteristicas similares: aplican repetidamente algoritmos de ruta minima, funcionan en un tiempo
pseudopolinomial y sus tiempos de ejecucion experimentales han sido probados inferiores al tiempo de
ejecucion del método simplex para la resolucion del problema de flujo a costo minimo.

El algoritmo de relajacion es competivo o incluso mejor que el algoritmo simplex, para algunos tipos de redes.
En la practica, el algoritmo de relajacion puede considerarse también como una variacion del algoritmo de ruta
minima sucesiva.

El algoritmo se basa en la técnica de Relajacion Lagrangiana, que permite resolver problemas de optimizacién
en variables enteras. El procedimiento consiste en relajar las restricciones correspondientes a los balances de
masa en los nodos, multiplicando cada restriccion por una variable libre A; (también denominada “potencial”

del nodo j). Sustrayendo esa cantidad en la funcién objetivo se llega al siguiente problema relajado:

me(/l)—zzcu x11+2’1 kj = Z Hite Z "y (41)

i=1j= keD(j) i€A())
s.a. 0 Xij < U Vi,j=12,..,n

Notese que la solucion del problema relajado (41) es un pseudoflujo para el problema de flujo a coste minimo,
pues no tiene por qué cumplir la restriccion de conservacion en los nodos. Teniendo en cuenta la definicion de
desequilibrio dada en la ecuacion (38), la funcion objetivo del problema relajado puede reescribirse como:

w(d) = z Z e+ z Ae; 42)

i=1j=

Desde otro punto de vista, la funcion objetivo también puede reescribirse en términos de los costes relativos:

n n n n n n
w(l) =ZZcijxij+z/1j kj — Z Xjj + Z Xij =ZZ(cij—/1i+Aj)xij+z/1jkj
i=1j=1 j=1 KED()) i€A()) i=1j=1 j=1
n n
w(d) =ZZTUxU+Z/1k (43)

=1 ]:1 j=1

Para un vector A dado, el 6ptimo del problema relajado se obtiene de manera sencilla:

Sirl-j>0—>xi]-=0.
Si0<xl-j<ul-j—>n-j=0

Si rij <0- xl-j = ul-j.
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Es decir, el flujo éptimo del problema relajado es un pseudoflujo para el problema original, que satisface el
criterio de optimalidad (37).

El algoritmo de relajacion siempre mantiene un vector de variables duales (o potenciales) A y un pseudoflujo x,
que es el optimo del problema relajado. Es decir, el par (x,A) satisface el criterio de optimalidad de costes
relativos. El algoritmo realiza repetidamente una de las siguientes operaciones:

e Manteniendo los potenciales A constantes, modifica el flujo x a un flujo X’ que también es un 6ptimo
del problema relajado y que permite decrementar el exceso de al menos un nodo.

o Modifica los potenciales L a 1’ y el flujo x a x’, siendo x’ el optimo del problema relajado para las
variables A’, aumentando el valor de la funcion objetivo w(1") > w(A).

El algoritmo prioriza la mejora de la funcién objetivo frente a la factibilidad de la solucion. Finalmente,
cuando todos los desequilibrios sean nulos (es decir, se cumplan las restricciones de conservacion), el
algoritmo ha obtenido el flujo 6ptimo en el problema de flujo a coste minimo, puesto que en cada iteracion el
flujo cumple el criterio de optimalidad.

algorithm relaxation;
begin
x:=0and w;: =0
while the network contains a node s with e(s) > 0 do
begin
8:={sh
if &(5) = rin, S) then adjust-potential,
repeat _
select an arc (I /) € (S, 5) in the residual network with ¢ = 0;
if & j) = 0 then set pred( ) : = { and add node | to 5;
until e /) < 0 or &5) = r(w, S);
if &(5) = riw, 5) then adjust-potential
else adjust-flow;
end;
end;

Figura 41.- Pseudocddigo del algoritmo de relajacion [3].

procedure adjust-potential;

begin -
for every arc (i, j) € (S, S) with ¢Jj = 0 do send r; units of flow on the arc (i, J);
compute « : = min{cy : (i, /) € (S, S)and ry > 0}
for every node i € Sdo n(i) : = (i) + «;

end;

procedure adjust-flow;

begin
trace the predecessor indices to identlfy the directed path P from node s to node j;
& . = min[e(s), — e(j), minir;: (4 j) € P}];
augment & units of flow along P, update imbalances and residual capacities;

end;

Figura 42.- Pseudocédigo de las subrutinas del algoritmo de relajacion [3].

Notense de nuevo, los mismos cambios respecto a la notacion empleada en este Capitulo, asi como que se
indican variables intermedias que no se explican en esta revision y que pueden consultarse con detalle en la
bibliografia [3].
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41.4

Comparacion de algoritmos basicos.

En la siguiente tabla, se resumen las caracteristicas de los algortitmos basicos anteriores. Se recoge también, la
informacion correspondiente a los algoritmos Primal-Dual y Out-of-kilter, obviados en esta revision.

Tabla 21.- Resumen de los algoritmos de tiempo pseudopolinomial [3].

Algoritmo

Ndmero de
iteraciones

Caracteristicas

Cancelacion
de ciclo

Ruta
minima
sucesiva

Primal-
Dual

Out-of-
kilter

Relajacion

O(mCU)

O(nv)

O(min{nU,nC})

O(nv)

¢ Mantiene un flujo factible x en cada iteracidén y aumenta el flujo a través
de los ciclos negativos de G(X).

e En cada iteracion, resuelve un problema de ruta minima para identificar
los ciclos negativos.

e Algoritmo muy flexible: algunas reglas para obtener los ciclos negativos
permiten obtener algoritmos polinomiales.

e Mantiene un pseudoflujo x que satisface el criterio de optimalidad y
aumenta el flujo a través de la ruta minima entre un nodo de exceso y un
nodo de déficit en la red residual.

e En cada iteracion, resuelve un problema de ruta minima con costes no
negativos.

e Algoritmo muy flexible: seleccionando adecuadamente los aumentos, se
pueden obtener varios algoritmos polinomiales.

e Mantiene un pseudoflujo X, que satisface el criterio de optimalidad.
Resuelve un problema de ruta minima para actualizar las variables
duales y reduce la no factibilidad del primal resolviendo un problema de
flujo méaximo.

e En cada iteracion, resuelve ambos problemas (ruta minima y flujo
maximao).

e Algoritmo similar al de ruta minima sucesiva.

e Mantiene un flujo factible x en cada iteracion e intenta satisfacer el
criterio de optimalidad aumentando flujo a través de la ruta minima.

e En cada iteracion, resuelve un problema de ruta minima con costes no
negativos.

¢ Puede generalizarse para resolver situaciones en las que el flujo x no
satisface las restricciones de capacidad.

e Mantiene un pseudoflujo x, que satisface el criterio de optimalidad y
modifica los flujos en los arcos y los potenciales de cada nodo, aunque
la funcién objetivo puede empeorar ocasionalmente.

e Incorporando algunas reglas heuristicas, el algoritmo es muy eficiente
en la practica, siendo el de mayor rendimiento para algunos tipos de
problemas.

En general, las investigaciones realizadas por distintos autores [4] [5] [6] coinciden en que los métodos
basados en la relajacion de restricciones funcionan de manera mas eficiente que el resto de algoritmos, siendo,
en algunos casos, hasta un orden de magnitud més rapidos.
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4.2. Algoritmos polinomiales.

Aungue los algoritmos vistos en el apartado anterior garantizan la convergencia en el éptimo para problemas
con variables enteras, a nivel computacional los calculos no estan limitados por ningin polinomio en alguna de
las especificaciones del problema. Esta situacién no es completamente satisfactoria, por lo que resulta
interesante desarrollar algoritmos fuertemente polinomiales, que permitan resolver problemas en los que no
todas las variables sean enteras.

Estos algoritmos se basan, fundamentalmente, en la técnica del escalado de datos. Al aplicar esta técnica de
resolucion, se inician los calculos partiendo de una solucion que incumple uno o varios criterios de
optimalidad de la red en A unidades. De esta manera, se ha generado un dptimo aproximado (o0 subdptimo).
Eligiendo un valor A suficientemente grande, es sencillo encontrar una solucion inicial que satisfaga el criterio
de optimalidad aproximado. Luego, iterativamente, se reduce el pardmetro A (generalmente a la mitad de una
iteracion a la siguiente) y se recalcula el suboptimo, hasta alcanzar un valor A=0 (o suficientemente cercano a
0). Esta estrategia de resolucion es muy versatil y conduce a distintos algoritmos en funcion de qué criterio de
optimalidad se relaje o de cdmo se recalcule el subdptimo.

A continuacion, se presenta de manera descriptiva, el fundamento de diversos algoritmos basados en esta
técnica.

421 Algoritmo de escalado en capacidades.

El algoritmo de escalado en capacidades puede considerarse como una variante del algoritmo de ruta minima
sucesiva. El escalado en capacidades asegura que cada aumento de flujo en la ruta minima es lo
suficientemente grande como para reducir el nimero de iteraciones de O (nU) a 0 (mlog U).

Desde el punto de vista de los célculos que se realizan, el algoritmo se inicia a partir de un pseudoflujo x y de
los desequilibrios de los nodos, e;. Gradualmente, el pseudoflujo se convierte a flujo identificando las rutas

minimas desde los nodos de exceso hacia los nodos de déficit y aumentando el flujo a través de dichas rutas.

Partiendo de un valor A = 2!°8U | en cada iteracion, se realiza un aumento de flujo de A unidades,
independientemente de que la ruta minima tenga una capacidad residual mayor, es decir, independientemente
de que admita un mayor aumento de flujo.

Para un valor A dado, se definen los conjuntos S(A) y T(A), que engloban respectivamente a los nodos con
exceso y déficit superior a A.

S(A) = {j:ej = A}

@) =gy <-4y

En cada fase de escalado, el aumento de flujo se inicia en un nodo perteneciente a S(A) y finaliza en un nodo
perteneciente a T(A). Ademas, los arcos a través de los cuales se aumenta el flujo deben tener una capacidad
residual de al menos A unidades. Si el aumento de flujo no fuera posible, bien porque alguno de los conjuntos
S(A) o T(A) no contenga ningin nodo, o bien porque no sea posible aumentar el flujo en A unidades a través
de la ruta minima encontrada, el algoritmo reduce A a la mitad y repite los calculos.

Finalmente, tras log U fases de escalado, A=1, donde todos lo desequilibrios son nulos, y por tanto el flujo
obtenido es dptimo para el problema [7].
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algorithm capacity scallng:

begin
¥:=0andw: 0;
A:= ELIng !.I'j;
while A = 1

begin {A-scaling phasa}
for every arc (i, /) In the residual network Gix) do

if iy = A and cf < 0 then send ry units of flow along arc (J, [},

update x and the imbalances e(-);
SiA): = {ie N:eli) = Ak
TA): = {i€ N: &) = —A):
while S(A) =dand T(A) #ddo
begin
select a node k € §A) and a node | € TiA);

determine shortest path distances of-) from node k to all other nodes in the

A-regidual network Gix, A} with respect to the reduced costs cff;
let P denote shortest path from node k to node Jin Gix, A);

update w1 = = - o,
augment A units of flow along the path P;
update x, S(A), TIA), and Glx, A);
end:
A= AMD;
end;
end;

Figura 43.- Pseudocddigo del algoritmo de escalado en capacidades [7].

4.2.2 Algoritmo de escalado en costes.

Este algoritmo se basa en el concepto de optimalidad aproximada. Un flujo o pseudoflujo x se dice que es &-

Optimo para un £>0 si el par (x,A) satisface los siguientes criterios de e-optimalidad:

Slrij>s—>xij=0.
Si—e<rj<e—-0=<x; <w;

Si Tij <—£&- Xij = Uy .

(45)

Estas condiciones corresponden a las condiciones relajadas del criterio de optimalidad. Cuando £=0, las
condiciones anteriores son exactamente las del criterio de optimalidad expresadas en términos del teorema de

holgura (37).

Teorema.- Para un problema de flujo maximo a coste minimo con costes enteros, cualquier flujo factible es -
Optimo cuando € > C, siendo C el coste mas alto en la red. Ademas, si e<1/n, entonces cualquier flujo factible

g-0ptimo es un flujo dptimo de la red [7].
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El algoritmo trata a € como parametro e iterativamente se obtienen flujos &-Optimos para valores de ¢
sucesivamente mas pequefios. Los célculos se inician tomando € = C y un flujo factible que sea e-0ptimo.

Luego, el escalado de los costes se realiza ejecutando un proceso de aproximacion y mejora que transforma el
flujo e-Optimo inicial en un flujo Y4e-0ptimo. Este proceso se realiza en dos etapas:

e  Conversion del flujo e-0ptimo en un pseudoflujo %2 e-6ptimo.

e  Conversion del pseudoflujo en flujo, manteniendo la % e-optimalidad de la solucién.

Para ello, la aproximacion y mejora de la solucién emplea el algoritmo de empuje y etiquetado, que es un
algoritmo de flujo maximo recogido en la bibliografia y cuyo fundamento y célculos se obvian en esta
revision. En la Figura 45 se muestra el pseudocddigo de este proceso.

Tras 1+[log(nC)] fases de escalado, se alcanza un valor €<1/n, por lo que, segun el teorema anterior, se ha
alcanzado el flujo 6ptimo del problema.

algorithm cost scaling,;
begin
w:=0ande: = C;
let x be any feasible flow:
while « = 1/n do
begin
improve-approximationie, x, w);
€. = &f2;
end;
x is an optimal flow for the minimum cost flow problem;
end;

Figura 44.- Pseudocédigo del algoritmo de escalado en costes [7].

procedure improve-approximation(e, x, w);
begin
for every arc (i, /) € Ado
ifcj=0then x;: =0
else if ¢ < 0 then x; : = uy;
compute node imbalances;
while the network contains an active node do
begin
select an active node i;
push/relabel(i);
end;
end;

procedure push/relabel(i);
begin
if G(x) contains an admissible arc (i, j) then
push 8 : = min{e(i), r;} units of flow from node i to node j;
else n(i) : = =(i) + €2;
end;

Figura 45.- Pseudocddigo del proceso de aproximacion y mejora en el escalado en costes [7].
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4.2.3  Algoritmo de doble escalado.

El algoritmo de doble escalado es anadlogo al algoritmo de escalado en costes presentado en el apartado
anterior, con la salvedad de que emplea una version mejorada del proceso de aproxmacion y mejora. Realizar
este proceso empleando la técnica de escalado en capacidades permite reducir el nimero de aumentos de flujo
a O(m log U), pues se asegura que, en cada fase de escalado, se aumenta un flujo A suficientemente grande.

El algoritmo resultante ejecuta un escalado en costes en un bucle externo, obteniendo un flujo e-6ptimo para
valores de € sucesivamente mas pequefios. En cada fase del escalado en costes, el algoritmo inicia los calculos
a partir de un pseudoflujo y realiza, en un bucle interno, un determinado nimero de fases de escalado en
capacidad para valores de A sucesivamente mas pequefios.

Este escalado en capacidades presenta ligeras diferencias respecto al algoritmo indicado en el Apartado 4.2.1:
e Los aumentos de flujo terminan en un nodo cuyo déficit no tiene por qué ser mayor que A.

e Las capacidades residuales son siempre multiplos enteros de A, puesto que el flujo en cada arco es un
multiplo entero de A (suponiendo arcos sin capacidad superior)

e El algoritmo no modifica el flujo en los arcos al comienzo de un determinado escalado para garantizar
el cumplimiento del criterio de optimalidad de la solucién.

En definitiva, el algoritmo de doble escalado puede describirse con el mismo pseudocodigo del escalado en
costes (Figura 44). Sin embargo, el proceso de aproximacion y mejora es diferente. Se sustituye la
identificacion de rutas mediante el algoritmo de empuje y reetiquetado por el escalado en capacidades, lo que
permite una mayor eficiencia computacional del algoritmo.

procedure improve-appraximation(e, x, w);
begin
set x ; = 0 and compute node imbalances;
wlf) = =l J) + & forall j E Ng;
A = plleatl
while the network contains an active node do
begin
S(A) = {1 e Ny U Nacell) = Al
while S{A) #Ado
begin {A-scaling phase}
select a node k from S{A);
determine an admissible path F from node k to some node { with (i) < 0;
augment & units of flow on path Fand update x and Sa);
end;
A= Af2;
end;
end;

Figura 46.- Pseudocddigo del proceso de aproximacion y mejora en el doble escalado [7].
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Otros algoritmos de escalado.

En este apartado, se describen brevemente otros dos algoritmos fuertemente polinomiales, que no son mas que
variaciones de los algoritmos anteriores.

Algoritmo de escalado repetido en capacidades.

A diferencia del resto de algoritmos vistos hasta ahora en esta revision, el algoritmo de escalado
repetido en capacidades resuelve el problema dual en lugar del problema primal. En este sentido, se
obtiene un conjunto 6ptimo de potenciales, que luego se emplean para determinar el flujo 6ptimo.

Sea un nodo j con k; = U, siendo U = max {k;:j € N,Vk; > 0}. El algoritmo comienza aplicando
un escalado en capacidades. Si se ha alcanzado un flujo factible antes de que A< k; /6m?, entonces se
ha alcanzado el 6ptimo. En caso contrario, puede demostrarse que existe un arco (j,k) con un flujo
suficientemente grande como para considerarlo constante. El algoritmo define un nuevo problema de
flujo a coste minimo con los nodos j y k contraidos en un Gnico nodo p, y el coste de cada arco es el
coste relativo del arco correspondiente antes de la contraccion. Entonces, se redefine el valor de U y se
vuelve a resolver el problema mediante el escalado en capacidades.

El algoritmo finaliza cuando al aplicar el escalado en capacidades se alcanza un flujo (que cumpla las
restricciones de conservacion, o bien cuando la red contraida consiste en un unico nodo (con solucién
trivial nula).

Finalmente, deben expandirse los nodos en orden inverso al que fueron contraidos. Para ello, se asigna
un valor de la variable dual para los nodos j y k idéntico al valor obtenido para el nodo p. Una vez
expandidos todos los nodos, los potenciales obtenidos son dptimos para el problema de flujo a coste
minimo. Esos potenciales pueden emplearse para obtener el flujo éptimo resolviendo un problema de
flujo méximo en la red.

Algoritmo de escalado mejorado en capacidades.
Este algoritmo tiene un enfoque similar al algoritmo anterior, pero con las siguientes diferencias:
- Explicitamente, no se realiza una contraccion de nodos.

- No resuelve de nuevo el problema, pero parte de los resultados obtenidos en las iteraciones
anteriores.

Al evitar las contracciones de nodo, el algoritmo es mas sencillo de implementar (puesto que las
contracciones implican redefinir la estructura de la red) y mantiene un pseudoflujo que satisface el
criterio de optimalidad del dual en cada iteracion hasta el final, donde se convierte a un flujo 6ptimo.
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Para terminar este apartado, la siguiente tabla indica los tiempos de ejecucién de los algoritmos de escalado
descritos.

Tabla 22.- Tiempos de ejecucion de los algoritmos polinomiales [7].

Algoritmo Tiempo de ejecucion
Escalado en capacidades O((mlogU)(m + nlogn)
Escalado en costes 0(n3log(nC))
Doble escalado O(nmlogU logn(C)
Escalado repetido en 2
capacidades 0((m*logn)(m + nlogn)
Escalado mejorado en 0((mlogn)(m + nlogn)

capacidades

4.3. Algoritmos para costes no lineales.

La forma de la funcion de los costes absolutos de los arcos de la red es uno de los factores principales que
afectan a la complejidad de la resolucién de los problemas de redes, en general y del problema de flujo
maximo a coste minimo, en particular.

La no linealidad de la funcién de costes puede darse, por ejemplo, cuando el coste unitario de un determinado
trayecto disminuye al aumentar el flujo o cuando hay un coste fijo al enviar flujo a través de un nuevo arco en
lared.

Como ya se ha descrito previamente, el problema lineal puede resolverse en tiempo polinomial empleando
algoritmos fuertemente polinomiales [8].

Sin embargo, en la mayoria de problemas reales, la aproximacion lineal de los costes puede no representar la
realidad adecuadamente. En esos casos, idealmente se emplean las funciones de coste no lineales (ya sean
convexas o concavas).

La regién factible definida por las restricciones del problema suele ser una regién convexa, por lo que, si la
funcion de costes es cdncava, es posible que la optimizacion converja en un éptimo local en lugar de en el
Optimo global, aumentando la complejidad de la resolucion.

Algunos métodos para la resolucion de problemas con costes concavos son la programacion dindmica o el
método de ramificacion y acotacion. Sin embargo, estos algoritmos no son capaces de trabajar con problemas
a gran escala de manera eficiente. De hecho, en [9] se resuelve una red de 19 nodos mediante programacion
dindmica en 5 horas, y en [10] consideran una red de 21 nodos, resuelta en 13 horas tomando la aproximacion
lineal de los costes.

Existen otros métodos metaheuristicos, entre los cuales los mas usados son los algoritmos de la colonia de
hormigas y los algoritmos genéticos.
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4.3.1  Aproximacion lineal de los costes.

Sea una red G en la que el coste de un arco (i,j) sea una funcion a trozos lineal convexa:

Tabla 23.- Funcidn de costes absolutos lineal convexa [2].

Pendiente de
Intervalo

cij(xi5)
lij < xij < wyjq Cij1
Ujj1 S Xyj < Wijo Cij,2
Ujjr-1 = Xjj < Uyj Cij,r

La forma de interpretar la funcion objetivo c;;(x;;) es la siguiente. Cada unidad de flujo en el arco (i,j) entre
lij ¥ u;j,1 unidades tiene un costes unitario de c;; 1. Una vez el flujo en dicho arco alcanza u;; 1, cada unidad
de flujo adicional sobre (i,j) tiene un coste de c;;, hasta que se alcance un flujo de u;; ,. Graficamente, esta
situacion puede manejarse como si se estuviera enviando flujo a través de un arco paralelo de i hasta j con un
coste unitario de c;; , unidades. Y asi sucesivamente. Asi, para la funcion de costes indicada en la Tabla 23, el

arco original (i,j) se reemplaza por r arcos paralelos como se indica en la Figura 47.

2 2

Iijaxij,lacij,l—’

0Xj2Xi1.Cjo ¥

U‘Oyuij‘xij,r-lacij,rg’w

Figura 47.- Datos en los arcos paralelos correspondientes al arco (i,j) [2].

En cada arco se indica su capacidad inferior, capacidad superior y coste unitario, en ese orden.

Propiedad.- El flujo x;; correspondiente a la red original sera la suma de los flujos que transcurren sobre los
r arcos paralelos. Debido al sentido estrictamente creciente de los costes (al ser una funcion convexa), el flujo
optimo en el arco (i, j), es nulo a menos que los arcos (i, j)1, ... , (i, )¢ estén todos saturados [2].
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El problema de flujo a coste minimo lineal puede resolverse con los algoritmos descritos previamente en esta
revision del estado del arte. Ademas, en caso de que las funciones de costes sean no lineales, pueden
aproximarse como lineales siguiendo la misma técnica descrita, considerando intervalos de una unidad de flujo
entre ;; y u;;, y aproximando de manera lineal la funcion correspondiente en cada intervalo. Esto es lo que se
hace para resolver el problema presentado en el Capitulo 3, resolviendo la red mediante el método Primal-
Dual.

Ademas de esta aproximacion lineal para costes convexos, la bibliografia recoge numerosos desarrollos de
algoritmos polinomiales basados en las técnicas ya descritas en este Capitulo, para resolver redes sin linealizar
la funcion de costes.

Se han desarrollado algoritmos que generalizan el escalado en capacidades [11] [12], algoritmos de
sobrerrelajacion sucesiva [13], generalizaciones del método simplex [14] [15] o generalizaciones del Primal-
Dual [16].

Para los arcos (i,j) de la red original en los que c;;(x;;) sea una funcion continua, pero no convexa, la
propiedad anterior puede no cumplirse, debido a que los costes no son estrictamente crecientes, por lo que se
debe recurrir a otros tipos de algoritmos, que se veran a continuacion.

4.3.2 Otros tipos de algoritmos.

e Programacion dinamica.

La programacion dindmica se suele utilizar en problemas de optimizacién, donde una solucidn esta formada
por una serie de decisiones. El problema original se resuelve combinando las soluciones para subproblemas
mas pequefios. Se almacenan los resultados de los subproblemas, calculando primero las soluciones para los
problemas pequefios, y llegando hasta el tamafio deseado con un proceso iterativo. Con esto se pretende evitar
la repeticion de calculos para problemas més pequefios [17].

En la bibliografia se recogen numerosas versiones de algoritmos basados en programacion dinamica para
resolver problemas de flujo a costo minimo. Dichos algoritmos resuelven redes con costes lineales y céncavos
[9], aproximando los costes concavos a una funcion lineal [10], algoritmos basados en el método send-and-
split (enviar y dividir) [18], entre otros [19].

e Métodos de ramificacion y poda.

Los métodos de ramificacion y poda, también conocidos como métodos de ramificacion y acotado, se
interpretan como un arbol de soluciones, en la que en cada rama se alcanza una solucion factible posterior a la
actual. Los métodos son analogos al algoritmo del arbol que la bibliografia sobre algoritmos de transporte
recoge. El algoritmo detecta cuél de las ramas del arbol ya no puede proporcionar una solucion 6ptima al
problema, “podando” esa rama y eliminandola de entre las posibles soluciones. Asi no se malgastan recursos
computacionales en operaciones que se alejan del 6ptimo.

De manera fundamental, los algoritmos de ramificacion y poda se basan en encontrar el minimo de una
determinada funcion.

Suele ser habitual combinar los distintos métodos presentando métodos hibridos entre programacion dindmica
y métodos de ramificacion y poda [20] [21] [22] [23].



154 Algoritmos competitivos y Revision del Estado del Arte

e Algoritmo de la colonia de hormigas.

Los algoritmos de colonia de hormigas (ACO, por sus siglas en inglés Ant Colony Optimization) son
algoritmos probabilisticos empleados para resolver problemas que pueden reducirse a buscar los caminos mas
cortos en grafos, basandose en el comportamiento de las hormigas cuando estas buscan un camino entre su
colonia y una fuente de alimentos [24].

En la naturaleza, las hormigas vagan inicialmente de una manera aleatoria, y una vez encuentran el alimento,
regresan a su colonia dejando un rastro de feromonas. Si otras hormigas encuentran ese rastro, es probable que
dejen de caminar aleatoriamente y empiecen a seguir el rastro de feromonas. De esta manera, fortalecen el
camino.

Sin embargo, pasado un cierto tiempo, las feromonas comienzan a evaporarse. Por tanto, cudnto més tiempo le
tome a una hormiga viajar por el camino y regresar a la colonia, mas tiempo tienen las feromonas para
evaporarse. Es decir, los caminos méas cortos son mas atractivos para las hormigas, pues en ellos la densidad de
feromonas es mayor que en los caminos largos. La evaporacion de feromonas tiene la ventaja de evitar la
convergencia a 6ptimos locales.

Cuando una hormiga encuentra un buen camino entre la colonia y la fuente de comida, hay mas posibilidades
de que las demas hormigas se vean atraidas por ese camino y con una retroalimentacion positiva, finalmente
acaba llevando a todas las hormigas a un solo camino [25].

La idea del algoritmo de colonia de hormigas es imitar este comportamiento con "hormigas simuladas”
caminando a través de un grafo que representa el problema en cuestion. La idea original se ha diversificado
obteniendo distintas clases de algoritmos para resolver problemas de flujo méximo a coste minimo con costes
concavos [26] [27] [28].

e  Algoritmos genéticos.

Los algoritmos genéticos (GA, por sus siglas en inglés, Genetic Algorithms) se inspiran en la evolucién
bioldgica y la genética molecular. En esencia, en estos algoritmos, se considera una poblacion de soluciones
candidatas (que consituyen el fenotipo) con una serie de propiedades o caracteristicas (cromosomas 0
genotipo) que pueden evolucionar 0 mutar iterativamente (generaciones).

En general, los GAs parten de una poblacion inicial, constituida por un conjunto aleatorio de soluciones
factibles (cromosomas). Cada cromosoma se somete a una evaluacion para identificar como de buena es esa
solucion.

Cada generacién (iteracién) consta de las siguientes fases:
1. Seleccion de los cromosomas candidatos con mejor evaluacion.

2. Aplicacién de los operadores genéticos (recombinacién y/o mutacion) a los cromosomas
seleccionados para generar descendientes (nuevas soluciones).

El algoritmo se detiene bien cuando se alcanza un determinado nimero de generaciones o bien cuando no haya
cambios significativos en la poblacién. Es decir, cuando se alcance un nimero méaximo de iteraciones o
cuando en dos iteraciones consecutivas, la poblacion no varie.

Los algoritmos genéticos son eficaces para optimizar funciones con expresiones complejas [8]

La bibliografia recoge numerosas versiones dentro de estos algoritmos genéticos: enfocados en redes a
pequefia escala [29] [30], métodos hibridos GA con busqueda local [31], o con representacién en arbol [8],
entre otros [32] [33] [34].
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matematicamente como un problema de flujo maximo a coste minimo. En general, las dimensiones de
estos problemas reales suelen hacer inviable su resolucién a mano, por lo que los algoritmos deben
implementarse en algun tipo de software matematico.

Como se ha indicado en capitulos previos, existen numerosos problemas reales que pueden modelarse

Una vez comprobado el funcionamiento del codigo con numerosos ejemplos resueltos previamente a mano, es
posible concluir que, con la realizacion de este Trabajo Fin de Maéster, se ha conseguido implementar en
MATLAB de manera correcta el algoritmo Primal-Dual aplicado a la Tabla de transporte para la resolucion
del problema de flujo méximo a coste minimo tanto para costes constantes como para costes dependientes del
flujo (algoritmos PDTCI y PDTCD).

El lenguaje utilizado en la programacién de los algoritmos es muy sencillo, empleando funciones facilmente
comprensibles para cualquier usuario con nivel basico en MATLAB que pretenda emplear el codigo de este
Trabajo Fin de Master para resolver redes de transporte. A la hora de programar el algoritmo no se ha tenido
en cuenta la eficiencia del mismo, sino que se ha buscado la efectividad, es decir, que resuelva correctamente
el problema.

En lo que al codigo implementado respecta, cabe plantear algunos aspectos de mejora:

e Una vez resuelto el problema, el cédigo no tiene en cuenta la presencia de posibles Gptimos
alternativos. Por ello, un punto de mejora podria ser la programacién de una funcién que determine
los Gptimos alternativos a partir del flujo éptimo (sin post-procesado) y de los costes relativos de los
arcos, empleando el algoritmo de Hitchcock. Incluso podria pensarse en una funcién que calcule
suboptimos cercanos al éptimo (y que pueden ser de utilidad en algunas circunstancias concretas).

e Como se ha indicado en parrafos anteriores, la implementacion del algoritmo se ha realizado con un
lenguaje muy elemental y no se ha tenido en cuenta la eficiencia del cddigo. Se deja abierta la
posibilidad de optar por otras estrategias de programacion empleando funciones de MATLAB mas
avanzadas que permitan reducir la extension del cédigo necesario para la resolucion del problema. De
esta manera, MATLAB necesitaria un menor nimero de operaciones para resolver el problema,
mejorando la eficiencia del cédigo.

e A lavista de los ejemplos expuestos en los Apartados 2.6, 3.7 y en los Apéndices B y C, la funcién
“asignaflujo” normalmente no aporta resultados nuevos a la resolucién del problema (excepto en la
primera iteracion del algoritmo). Tal como se indic6 en el Apartado 2.3.2, la razon por la que en este
Trabajo se ha incluido es para mantener un proceso de resolucién que sea completamente analogo a la
resolucion a mano del problema, en la que en cada iteracién se comprueba si puede asignarse algin
flujo de manera directa sobre las celdas basicas. Sin embargo, esa asignacion directa puede sustituirse
facilmente con el proceso de marcaje y aumento de flujo del algoritmo Ford-Fulkerson. En este
sentido, el codigo puede adaptarse de manera sencilla para eliminar esta funcion implementada. Para
redes pequefias, esta eliminacién no haria variar significativamente el tiempo de ejecucion del
algoritmo, pero es ldgico pensar que, para redes de gran escala, esta modificacion si mejoraria el
tiempo de ejecucion.
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156 Conclusiones

Por otra parte, con relacion a los distintos algoritmos presentados en el Capitulo 4:

e La eleccion de un determinado algoritmo a la hora de resolver el problema de flujo maximo a coste
minimo no debe ser aleatoria, pues existen algoritmos mas eficientes que otros desde el punto de vista
computacional. Los algoritmos fuertemente polinomiales son muy eficientes para resolver redes a
gran escala y, por tanto, éstos deben priorizarse sobre otros algoritmos basicos.

e Engeneral, los investigadores han encontrado multitud de versiones de algoritmos derivados de otros
(ya sea generalizando algoritmos mas basicos o combinando técnicas presentes en distintos
algoritmos) que pueden ser mas o menos eficientes para redes con costes no lineales. Esto ha supuesto
y supone en la actualidad una interesante via de investigacién sobre nuevos algoritmos que resuelvan
el problema de flujo maximo a coste minimo con el menor numero de célculos posibles. La tendencia
en las investigaciones es la de encontrar algoritmos competitivos que resuelvan problemas complejos
optimizando su coste computacional (tiempo de ejecucién y memoria requerida).

En resumidas cuentas, este Trabajo Fin de Master proporciona una herramienta informatica (en forma de
programa de MATLAB) para resolver el problema de flujo méximo a coste minimo, tanto para costes
constantes como para costes dependientes del flujo (algoritmos PDTCI y PDTCD). En este sentido, los
Capitulos 2 y 3 de este Trabajo pueden entenderse como un “manual de usuario extendido” para entender
cédmo usar dicha herramienta informatica y conocer su funcionamiento interno de manera detallada.

Este programa puede emplearse para la resolucion de redes de transporte tanto a nivel académico como a
niveles profesionales més avanzados.
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APENDICE A.- SCRIPTS DE MATLAB

EI script del programa, junto con un manual de usuario, puede proporcionarse solicitandolo al autor.
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APENDICE B.- RESOLUCION COMPLETA DE UN
EJEMPLO (ALGORITMO PDTCI)

on el objetivo de completar el Capitulo 2 de este Trabajo, se presenta en este Apéndice un segundo
problema de flujo méximo a costo minimo con costes constantes, que se resolvera empleando el

algoritmo PDTCI implementado en MATLAB de manera analoga al ejemplo presentado en el
Apartado 2.6.

Se resolvera la red representada por el siguiente grafo:

K2=4 3,82———» K4=-9

2,15,3 2,153 1,3,1

4,12,1

K1=23 Ks=-11

Ks3=1

e

Figura 48.- Red de transporte a resolver en el Apéndice B.
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160 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

Para esta red, la matriz “arcos” y el vector “K” correspondientes son:

arcos =

P RPNWNRFEDNW

UTD WWNNNR R
WUTuld Uldh Wwwi
R R NNNWDRN
—_
Ul

|
=

K=1[23 4 1 -9 -11]

A continuacién, se indican todos los pasos que el algoritmo PDTCI ejecuta hasta la resolucion de este
problema, empleando cada uno de los tres métodos de estandarizacion.

B.1. Método 1.

Al ejecutar
arcos=[1 2 2 15 3;1 318 2;2 3 4 12 1;2 4 38 2;2 52 15 3;342 7 2;352
7 1;4 51 31;5316 -11;
K=[23 4 1 -9 -1171;
[U,C,o0f,dem]=estandarizar (arcos,K, 1)

o= c =
Inf 13 7 Inft Inf Inf I} 3 2 Inf Inf ]
Inf Inf 8 5 13 Inf Inf [} 1 2 3 Inf
Inf Inf Inf g L Inf Inf Inf 0 2 1 a
Inf Inf Inf Inf 2 Inf Inf Inf Inf ] 1 Inf
Inf Inf ] Inf Inf Inf Inf Inf -1 Inf 1] Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf ]
of =
43 23 26 23 23 23
dem =
23 2E 23 28 30 31
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El problema de flujo maximo a coste minimo dependiente del flujo 161

De esta manera, MATLAB ha estandarizado la red de la Figura 48 segun el método 1, lo que implica que la
red se equilibre afiadiendo un nodo ficticio de demanda que absorba el exceso de oferta de 8 unidades que
existe en dicha red (ademas de realizar el cambio de variable asociado a eliminar la cota inferior y calcular los
valores “k”). Es decir:

k2=-3 52 k4=-5

13,3 13,3 2,1

k1=20 ks=-7

k3=3

=0

Figura 49.- Grafo de la Figura 48, estandarizado mediante el método 1.

Ademas, MATLAB representa el siguiente grafico de la red, indicando los costes de cada arco.

®
1k 1
3,
L 2
0.5 * )
D4 >
ot
1]
e5 ot ®3
05T
- Vs
AL ( 7
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 50.- Grafo de la Figura 48, representado en MATLAB.



162 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

K2=4 2———» Ka4=-9

K1=23 Ks=-11

Figura 51.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 50.

Este grafo que aparece en pantalla, corresponde al grafo de la Figura 48, indicando Unicamente los costes de
cada arco, por lo que es independiente del método de estandarizacion empleado. Por ello, se omitira este grafo
en el desarrollo de la resolucion del problema segin los otros dos métodos.

Una vez estandarizado el grafo, puede ejecutarse el algoritmo PDTCI, cuya resolucion paso a paso ofrece los
siguientes resultados intermedios (que se indican sin comentar)

[flujo,mr]=pdtci (C,of,dem,U)

ITERACION 1
Costos relativos

0 3 2 Inf Inf 0
Inf 0 1 2 2 Inf
Inf Inf 0 2 0 0
Inf Inf Inf 0 0 Inf
Inf Inf 0 Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0
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El problema de flujo maximo a coste minimo dependiente del flujo 163

Flujo actual

23 0 0 0 0 20
0 23 0 0 0 0
0 0 23 0 3 0
0 0 0 23 0 0
0 0 0 0 23 0
0 0 0 0 0 11
Oferta v demanda
0
0
0
0
0
12
0 3 0 5 4 0
Marcaje del algoritmo FF
& 1z 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 1z 1
1 0 0 0 0 g
1z 0 0 0 0 1z
1 0 0 0 0 1
ITERACION 2
Costos relativos
0 1 0 Inf Inf 0
Inf 0 1 2 Inf
Inf Inf 0 2 0 2
Inf Inf Inf 0 0 Inf
Inf Inf 0 Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0
Marcaje del algoritmo FF
& 12 1
0 0 0
3 7 1
0 0 0
5 2 1
0 12 1
1 0 1 0 &
12 0 7 0 2 12



lod Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

Flujo actual

23 0 2 0 0 15
0 23 0 0 0 0
0 0 21 0 5 0
0 0 0 23 0 0
0 0 0 0 23 0
0 0 0 0 0 13
Cferta v demanda
0
0
0
0
0
10
0 3 0 S 2 0
ITERACION 3
Costos relativos
0 1 0 Inf Inf 0
Inf 0 1 2 2 Inf
Inf Inf 0 2 0 2
Inf Inf Inf 0 0 Inf
Inf Inf 0 Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0
Marcaje del algoritmo FF
& 10 1
0 0 0
3 5 1
0 0 0
0 0 0
0 10 1
1 0 0 3 &
10 0 5 0 0 10
1 0 1 0 0 1
ITERACION 4
Costos relativos
0 0 0 Inf Inf 0
Inf 0 2 2 2 Inf
Inf Inf 0 1 -1 2
Inf Inf Inf 0 0 Inf
Inf Inf 1 Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0
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Marcaje del algoritmo FF

&

[ I e I s R U 8

1
10
1

10
10
3
0
0
10

1
10
1

Flujo actual

23
0

[ e R e B s

Oferta

=1 O O O O O

3
23
0

0
0
0

1

oo O e e

=

v demanda

ITERRCION 5
Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

0
0
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
1
Inf

Inf

0
Inf
Inf

Marcaje del algoritmo FF

5

[ = R s R FC R o

-1

=1 o O =] =]

-1

1

= I = T

=

=]

=]

Lo % I e T I e I s

=]

16

Inf

Inf
Inf

-1



166 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

ITERLRCION &
Costos relativos

0 0 0 Inf Inf 0
Inf 0 2 1 1 Inf
Inf Inf 0 0 -2 2
Inf Inf Inf a a Inf
Inf Inf 2 Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf a

Marcaje del algoritmo FF

& 7 1
2 7 1
3 5 1
4 S 1
S 2 1
0 7 1
1 1 3 4 g
7 7 S S 2 7
1 1 1 1 1
Flujo actual
23 3 4 0 0 13
0 23 0 0 0
0 0 15 2 5 0
0 0 0 21 2 0
0 0 0 0 23 0
0 0 0 0 0 18
Oferta v demanda
0
0
0
0
a0
5
0 0 0 5 0 0
ITERACION 7
Costos relativos
0 0 0 Inf Inf 0
Inf 0 2 1 1 Inf
Inf Inf 0 0 -2 2
Inf Inf Inf 0 0 Inf
Inf Inf 2 Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0
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Marcaje del algoritmo FF

&

[ R Y U FE I

=

[ R T FL R FU R ) B

=

Flujo actual

23
0

= I = R = s

Oferta

[ == R s R o R s Y

0

3
23
0

0
0
0

1

=

[ I

la

=)

v demanda

0

ITERACION 8
Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

0
0
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
2
Inf

[

Inf
Inf

Marcaje del algoritmo FF

&

[ I e I s I s I 8

(ST I

{55 e R B I R o

1

H o o O K-

(=T ]

=)

=D U S R R s R

n

Inf

Inf
Inf



168 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

ITERRCION S
Costos relativos

0 0 -1 Inf Inf 0
Inf 0 1 0 0 Inf
Inf Inf 0 0 -2 3
Inf Inf Inf a a Inf
Inf Inf 2 Inf a Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0

Marcaje del algoritmo FF

& 2 1
2 2 1
4 2 1
5 2 1
5 2 1
] 2 1
1 1 3 2 2 &
2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1
Finalmente, se obtiene el éptimo:
flujo =
23 5 7 0 0 8
] 21 2 o0 o0
0 0 16 5 5 0
] 0 0 21 2 0
] 0 0 0 23 0
] o0 o0 o0 o0 23

El post-procesado permite deshacer los cambios de variable, obteniendo el flujo éptimo sobre la red original.

[flujoreal,Kreales, z]=postproc (flujo,C, arcos)

flujoreal = Kreales =
23 8 0 0 8 15 4 1 -5 -11 0
a 21 4 5 2 a
a a le 7 T a
a0 a0 a0 21 3 o 2=
0 0 1 0 23 0
0 0 0 0 0 23 =0
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e
.k 1
T4
05 A %) l
Li -
or i
7,
e5 Py ®3
05
& 1
Ar L 7
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 52.- Flujo 6ptimo en la red de la Figura 48 (método 1).

K2=4 5-——— K4=-9

K1=15 Ks=-11

Ks=1

DD

Figura 53.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 52.



170 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

B.2. Método 2.

Al ejecutar
13182;234121;24382;252153;34272;352
16 -1]

I

31;5 3
-9 -117;

MATLAB estandariza la red segun el método 2, lo que implica la creacion de un nodo ficticio adicional que
absorba el exceso de oferta de 8 unidades, y que estara unido mediante arcos ficitios a todos los nodos de la
red. Es decir:

ko=-3 k4=-5

8
[«

8,1
k1=20

0,0 7,2

k3=3

0,0

0,0

Figura 54.- Grafo de la Figura 48, estandarizado mediante el método 2.
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Se obtienen las matrices U y C, y los vectores de oferta y demanda siguientes:

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

of

43

En este punto, puede ejecutarse la funcion “pdtci”, obteniendo las siguientes matrices intermedias:

13
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf

[flujo,mr]=pdtci (C,o0f,dem,U)

ITERACION 1
Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

3
0
Inf
Inf
Inf
Inf

=1

[as]

Inf
Inf

Inf

[ C i o8

Inf

Inf

[T

Inf

Inf

Inf

Inf
Inf
Inf

In

Hh

[ T % T %

Inf
Inf

48]
e8]

Inf

= ]

Inf
Inf

Inf
13

[ &n

Inf
Inf

Inf

[

Inf

30

Inf

[ I o= s T

Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

[ T T Y s Y

31

=T e R e R e R s



172 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

Flujo actual

23 Q0 Q0 Q0 Q0 20
0 23 0 0 0 0
0 0 23 0 3 0
0 0 0 23 0 0
0 Q0 Q0 Q0 23 Q0
0 0 0 0 0 11
Oferta y demanda
0
0
0
0
0
12
0 3 0 5 4 0
Marcaje del algoritmo FF
& 12 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 12 1
1 0 0 0 0 &
12 0 0 0 0 12
1 0 0 0 0 1
ITERACION 2
Costos relativos
0 1 0 Inf Inf 0
Inf 0 1 2 2 2
Inf Inf 0 2 0 2
Inf Inf Inf 0 0 2
Inf Inf 0 Inf 0 3
Inf Inf Inf Inf Inf 0
Marcaje del algoritmo FF
& 12 1
0 0 0
3 7 1
0 0 0
5 2 1
0 12 1
1 0 1 0 3 &
12 0 7 0 2 12
1 0 1 0 1 1
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Flujo actual

23
0]

L s R e I s

Oferta

[ s T R e O

10

0
23
0

0
0
0]

v demanda

ITERACION 3

Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

1
0
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

Inf
Inf

Marcaje del algoritmo FF

&

[ s T s I FE T s

10

10
0
5
0
0

10

ITERACION 4

Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

0
0
Inf
Inf
Inf
Inf

1

= O O = O

[

Inf

Inf

Inf

Inf
Inf

[ . I e T I e I

Inf

Inf

18

13

[ T L U5 T ¥ T (8 I s |

10

[ I R U T S R FU



174 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

Marcaje del algoritmo FF

& 10 1
2 10 1
3 5 1
0 0 0
0 0 0
0 10 1
1 1 1 0 0 [
10 10 5 0 0 10
1 1 1 0 0 1
Flujo actual
23 3 2 0 0 15
0 23 0 0 0 0
0 0 21 0 S 0
0 0 0 23 0 0
0 0 0 0 23 0
0 0 0 0 0 1&
Oferta y demanda
0
0
0
0
0
7
0 0 0 5 2 0
ITERACION 5
Costos relativos
0 0 0 Inf Inf 0
Inf 0 2 2 2 3
Inf Inf 0 1 -1 2
Inf Inf Inf 0 0 3
Inf Inf 1 Inf 0 4
Inf Inf Inf Inf Inf a0
Marcaje del algoritmo FF
& 7 1
2 7 1
3 5 1
0 0 0
0 0 0
0 7 1
0 0 &
7 7 5 0 0 7
1 1 1 0 0 1
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ITERACION &
Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

0
0
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
2
Inf

Inf
1
0]
0
Inf
Inf

Marcaje del algoritmo FF

5

[T BT U PR &

-1

<1 B otnon -1 -]

-1

Flujo actual

23
0

[ s T B s

Oferta

[, T o T e N Y e Y s

3
23
0

0
0
0

1

o e e

=

vy demanda

ITERRCION 7
Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

0
0
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

Inf

Inf

Inf
Inf

[ L T oS T e B s

[ ) Y S o I TR

13

[T R R S U



176 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

Marcaje del algoritmo FF

& 5 1
2 5 1
3 3 1
4 3 1
Q0 a0 a0
0 5 1
1 1 1 3 4 6
S 5 3 3 a0 5
1 1 1 1 0 1
Flujo actual
23 3 7 0 0 10
0 23 0 0 0 0
0 0 1& 5 5 0
0 0 0 21 2 0
0 0 0 0 23 0
0 0 0 0 0 21
Oferta v demanda
0
0
0
0
0
2
0 0 0 2 0 0
ITERACION &
Costos relativos
0 0 0 Inf Inf 0
Inf 0 2 1 1 3
Inf Inf 0 0 -2 2
Inf Inf Inf 0 0 4
Inf Inf 2 Inf 0 S
Inf Inf Inf Inf Inf 0
Marcaje del algoritmo FF
& 2 1
2 2 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 2 1
1 1 1 0 0
2 2 0 0 0 2
0 0 0
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ITERACION ¢©
Costos relativos

0 0 -1 Inf Inf
Inf 0 1 0 0
Inf Inf 0 0 -2
Inf Inf Inf 0 0
Inf Inf 2 Inf 0

Inf Inf Inf Inf Inf

Marcaje del algoritmo FF

Finalmente se alcanza el 6ptimo:

& 2 1

2 2 1

4 2 1

5 2 1

5 2 1

0 2 1

1 1 3 2 2
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

flujo =

23 S 7 0 0
0 21 0 2 0
0 0 16 5 5
0 0 0 21 2
0 0 0 0 23
0 0 0 0 0

oMo W O

=M

[ ST T s e Y Y o ]

o8]

Nuevamente, con el post-procesado, se deshace el cambio de variable y se obtiene el 6ptimo sobre la red

original:

[flujoreal,Kreales, z]=postproc (flujo,C, arcos)

flujoreal =

28]

[ I = T = [ s TR e Y

[

= = I = I = I

=
(= =

Kreales =
a a 8 15 4
5 2 0
7 7 0
21 3 0 =z =
0 23 0
] ] 23 g0
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Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

ik o1
1.
051 82 .
s g
0 -
74
e5 47 ®3
05T
v 3
Al {71
1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 55.- Flujo 6ptimo en la red de la Figura 48 (método 2).

Ka2=4 5 K4=-9

Ki1=15 Ks=-11

Ks=1

ORRO

Figura 56.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 55.
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B.3. Método 3.

Al ejecutar

arcos=[1 2 2 15 3;1 318 2;2 3412 1;2 4 3 8 2;2 52 15 3;34272;352
7 1;45131;5316 -11;

K=[23 4 1 -9 -11];

[U,C,o0f,dem]=estandarizar (arcos, K, 3)

MATLAB ha estandarizado la red de la Figura 48 empleando el método 3, lo que implica la creacion de un
nodo de salida unido mediante arcos ficitios a todos los nodos de oferta y un nodo de entrada unido mediante
arcos ficticios a todos los nodos de demanda. Es decir:

3,0

52 4

13,3 13,3 2,1

ke=-15 L
NG
@7u'04>@
Figura 57.- Grafo de la Figura 48, estandarizado mediante el método 3.
Se obtienen las siguientes matrices y vectores:
U = I: =
Inf 13 7 Inf Inf Inf 0 3 2 Inf Inf Inf
Inf Inf g 5 13 3 Inf 0 1 2 3 0
Inf Inf Inf 5 5 Inf Inf Inf 0 2 1 Inf
Inf Inf Inf Inf 2 5 Inf Inf Inf 0 1 0
Inf Inf 5 Inf Inf 7 Inf Inf -1 Inf 0 0

20 Inf 3 Inf Inf Inf 0 Inf 0 Inf Inf Inf



180 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

of

15 15 15 15 15 30

dem =

15 15 15 15 15 30

Ahora se ejecuta la funcidn “pdtci”, con los siguientes resultados intermedios:
[flujo,mr]=pdtci (C,of,dem,U)

ITERACION 1
Costos relatiwvos

0 3 2 Inf Inf Inf
Inf 0 1 2 2 0
Inf Inf 0 2 0 Inf
Inf Inf Inf 0 0
Inf Inf 0 Inf 0 1

0 Inf a Inf Inf Inf

Flujo actual

15 0 0 0 0 0
o] 15 o] o] o] o]
0 0 15 0 0 0
0 0 0 15 0 0
0 0 0 0 15 0
o] o] o] o] o] o]

Oferta v demanda
0
o]
0
0
0]

30

0 0 0 0 0 30
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Marcaje del algoritmo FF

1

[ I 1 e O FC I e

ITERACION 2

Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf

0

15 1
0 0
3 1
0 0
3 1

30 1
0 &
0 3
0 1
2 2
0 2

Inf 0

Inf Inf

Inf 0

Inf 0

=]

Inf

0
Inf
Inf

Marcaje del algoritmo FF

1

[ I 1 e O FC I e

1:
0
3
0
3

30

=]

Flujo actual

15

Lo R e Y i O s

Oferta

=1 O O O O O

0
15

[ e R e B s

v demanda

1

[ S = T A

wWom

=]

L]

Inf

Inf

=W

[ P I I e ]

1z

=]

Inf

Inf

Inf

=W

[ ¥ I e T s T e B s

27



182 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

ITERACION 3
Costos relativos

0 2 2 Inf Inf Inf
Inf 0 2 2 3 0
Inf Inf 0 1 0 Inf
Inf Inf Inf 0 1 0
Inf Inf 0 Inf 0 0

0 Inf 0 Inf Inf Inf

Marcaje del algoritmo FF

1 15 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 27 1

B 0 B 0 0 0
20 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

ITERACION 4
Costos relativos

0 0 0 Inf Inf Inf
Inf 0 2 2 3 0
Inf Inf 0 1 0 Inf
Inf Inf Inf 0 1 0
Inf Inf 0 Inf 0 0

0 Inf -2 Inf Inf Inf

Marcaje del algoritmo FF

1 15 1

2 13 1

3 7 1

0 0 0

B 3 1

0 27 1

B 1 1 0 2
20 13 T a 2 3

1 1 1 a 1
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Flujo actual

12

[ I = = s I

Oferta

[ Q= T = [ s T e Y

3
1z

[ I = = I s

1z

=]

y demanda

ITERACION 5
Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf

0

0
0
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

0
Inf
Inf

Marcaje del algoritmo FF

1

[ T B s R FC R

17

1z
1Q

1

=

-1

D WD o

12

Inf

[

Inf

D WO D WO

24

Inf

Inf

Inf



184 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

Flujo actual

10 3 2 0 0 0
0 1z 0 0 0 3
0 0 10 0 ] 0
0 0 0 15 0 0
0 0 0 0 10 5
5 0 3 0 0 0
Oferta y demanda
0
0
0
0
0
22
0 0 0 0 0 22
ITERACION &
Costos relativos
0 0 0 Inf Inf Inf
Inf 0 2 2 3 0
Inf Inf 0 Inf
Inf Inf Inf 0 1 0
Inf Inf 0 Inf 0 0
0 Inf -2 Inf Inf Inf
Marcaje del algoritmo FF
1 10 1
2 10 1
3 ] 1
a 0 0
0 0
0 22 1
@ 1 0 3 2
15 10 5 0 0 0
1 1 1 0 0 0
ITERACION 7
Costos relativos
0 0 0 Inf Inf Inf
Inf 0 2 1 2 -1
Inf Inf 0 0 -1 Inf
Inf Inf Inf 0 1 0
Inf Inf 1 Inf 0 0
0 Inf -2 Inf Inf Inf
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Marcaje del algoritmo FF

1

[ VY R FE R o8

g
15
1

10
10
5
5
3
22

1
10
1

Flujo actual

[ s T I e T 4

10

Oferta

[ e I I e T s

17

3
1z

[ T e T s I e

1

N

(ST

W O O O =]

v demanda

ITERACION &
Costos relativos

0
Inf
Inf
Inf
Inf

0

0
0
Inf
Inf
Inf
Inf

[=R

Inf
1
-2

n

Inf
1
0
0
Inf
Inf

Marcaje del algoritmo FF

1

[= == I s T s Y 8

1a

o O Qo

17

=

1

= O O o =

(=T ]

=

[ 1) [ R s

10

=

L T T Y 5 R s |

17

Inf

Inf

Inf



186 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

ITERACION S
Costos relativos

0 0 -1 Inf Inf Inf
Inf 0 1 0 1 -2
Inf Inf 0 0 -1 Inf
Inf Inf Inf 0 1 0
Inf Inf 1 Inf 0 0

0 Inf -3 Inf Inf Inf

Marcaje del algoritmo FF

1 5 1
2 5 1
4 L 1
4 L 1
0 0 0
0 17 1
& 1 3 2 0 4
10 5 5 0 0
1 1 1 1 0 0
ITERACION 10
Costos relativos
0 0 -1 Inf Inf Inf
Inf 0 1 0 0 -3
Inf Inf 0 0 -2 Inf
Inf Inf Inf 0 0 -1
Inf Inf 2 Inf 0 0
0 Inf -3 Inf Inf Inf

Marcaje del algoritmo FF

1 5 1
2 3 1
4 3 1
4 5 1
5 5 1
0 17 1
B 1 3 2 2
14 5 5 2
1 1 1 1 1
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Flujo actual

3 5 7 0 0 0
0 10 0 0 2 3
0 0 5 5 5 0
0 0 0 10 0 S
0 0 0 0 i 7
1z 0 3 0 0 0
Oferta v demanda
0
0
0
0
0
15
0 0 0 0 0 15
ITERACION 11
Costos relativos
0 0 -1 Inf Inf Inf
Inf 0 1 0 0 -3
Inf Inf 0 0 -2 Inf
Inf Inf Inf 0 0 -1
Inf Inf 2 Inf 0 0
0 Inf -3 Inf Inf Inf
Marcaje del algoritmo FF
1 3 1
2 3 1
4 3 1
4 3 1
5 3 1
0 15 1
2 2 s
g 3 3 3 3 0
1 1 1 1 1 0
Alcanzando finalmente el éptimo:
flujo =
3 5 7 0 0 0
0 10 0 0 2 3
0 0 5 5 5 0
0 0 0 10 0 S
0 0 0 0 i 7
1z 0 3 0 0 0



188 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)

La funcidn “postproc” da como resultado el flujo en la red original.

[flujoreal,Kreales, z]=postproc (flujo,C, arcos)

flujoreal =
3 7 8 0 0 0
0 10 4 3 4 3
0 0 S 7 7 0
0 0 0 10 1 5
0 0 1 0 8 7
12 0 3 0 0 0
KEreales =
15 4 1 -4 -11 0
z =
80O
T T T T T T
®1
1 - 4
T4
L ®2 i
0.5 Q)
o'/- ¥
0 - —
74
e5 ol ®3
05T ]
- 1
¥
<A [ 7 |
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 58.- Flujo éptimo en la red de la Figura 48 (método 3).
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Ka2=4

K1=15

Figura 59.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 58.

Para facilitar la comparacién entre métodos, se indican de nuevo los dptimos alcanzados por el método 1
(Figura 53) y por el método 2 (Figura 56)

Ko=4 5b— Ka=-9 K2=4 5b—— Ka=-9
7 2 3 7 2 3
4 4
K1=15 Ks=-11 Ki=15 Ks=-11
7 7
7 7
8 8
1 1
Ks=1 Ks=1
O——0 O——0
Figura 53 Figura 56

Los métodos 1y 2, que tienen caracteristicas similares, alcanzan el mismo éptimo para la red. Sin embargo,
con el método 3, se alcanza un éptimo diferente, pero con el mismo valor de la funcion objetivo (80 unidades),
por lo que es un Gptimo alternativo. Esto es habitual en presencia de arcos con coste absoluto negativo (como

es en este problema el arco (5,3)).



190 Apéndice B.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCI)
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APENDICE C.- RESOLUCION COMPLETA DE UN
EJEMPLO (ALGORITMO PDTCD)

presentado en el Apartado 3.7, se indic que su extension era excesivamente compleja para mostrarla
de manera total en dicho Apartado. El objetivo de este Apéndice es abordar la resolucién completa de

dicho ejemplo (incluyendo todos los resultados intermedios), y estandarizando la red con cada uno de los tres
métodos expuestos en el Apartado 2.2.

Q la hora de resolver el problema de flujo maximo a coste minimo con costes dependientes del flujo

Brevemente, se recuerda el enunciado del problema que se va a resolver:

0,30,10 0,100,45

0,75,15
0,40,10

0,50,30
0,100,45

0,35,C13

0,75,Css

e

Figura 33
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192 Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)

En los arcos (1,3) y (6,8) el coste absoluto es dependiente del flujo segun las expresiones:

_ { 10 0 X13 <30
€130413) Z 110 4 0,1(x5 — 30)2 30 < x43 < 35

_ { 15 0 < Xe8 < 70
%68 (¥68) = 115 4 0,2(xe5 — 70) 70 < xeg < 75

Ademas, los pardmetros de entrada al programa MATLAB, son:

1 2 0 75 157
2 3 0 40 5
2 4 0 30 10
2 5 0 50 10
2 6 0 30 5
3 5 0 40 25
arcosci=|3 6 0 60 8
4 5 0 60 30
4 7 0 100 45
5 7 0 40 10
5 8 0 40 10
6 7 0 50 30
7 8 0 100 45
1 3
nodoscd = [6 8]

K=[110 0 0 0 0 0 0 -215]

C13.breaks = [0 30 35] C68.breaks = [0 70 75]

0 10]

C13.coefs=[001 0 10

C68.coefs = [ 0 15]

0,2 15
que se introduciréan en la ventana de comandos de MATLAB mediante las siguientes lineas de cddigo:

arcosci=[1 2 0 75 15;2 3 0 40 5;2 4 0 30 10;2 5 0 50 10;2 6 0 30 5;3 5 0 40
25;3 6 0 60 8;4 5 0 60 30;4 7 0 100 45;5 7 0 40 10;5 8 0 40 10;6 7 0 50 30;7
8 0 100 451,

nodoscd=[1 3;6 8];

K=[110 0 0 0 0 O 0 -215];

Cl3=mkpp ([0 30 35],[0 O 10;0.1 O 101);

C68=mkpp ([0 70 75]1,[0 15; 0.2 1571);

CDA=[C13,C68];
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C.1. Método 1.

El equilibrado de la red se realiza incluyendo un nodo ficticio, 9, que aporte la oferta correspondiente al exceso
de demanda que tiene la red, es decir, 105 unidades de flujo. De acuerdo al método 1, dicho nodo 9 estara

unido al tnico nodo de demanda, que es el nodo 8. Es decir:

ki1=110

30,10

Figura 60.- Grafo de la Figura 33, estandarizado mediante el método 1.

Ejecutando la funcion “estandarizarcd”, se obtienen los siguientes resultados:

[U,C,o0f,dem,arcos]=estandarizarcd(arcosci,nodoscd,CDA,K,1);

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

TS
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

30

40
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf

30
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
50
40
&0

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf
30
&0

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf
Inf
Inf
100

40

50
Inf
Inf
Inf

100
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf



194 Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)

|:=
i} 15 10 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf i} 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf Q Inf 25 8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf i} 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf i} Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf i} 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf L] 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 1] Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf L] L]
of =
325 215 215 215 215 215 215 215 320
dem =

213 213 213 213 213 213 213 430 213

Asi como una representacion de la red, que ya se indicd en el Apartado 3.7., y que aqui se recupera a modo de
recordatorio.

6 ®; 1
’\‘3/
51 .2 = 4
10, x5
4k ., Y ) o, |
o 25, o
3t I& o5 o5 .
10, X,
2 L .? '3 T=a i
I5
1r L 1
1 1:5 2 25 3 3:5 4

Figura 35.- Grafo de la Figura 33, representado en MATLAB.
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e

10/?\45
/ 30
15

10 10

30
5 45
10
10 25
5
15

Figura 36.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 35.

Una vez mas, se recuerda que esta representacion del grafo en MATLAB indica los costes de cada arco y, por
tanto, es independiente del método de estandarizacion. Por tanto, se omitira en la resolucion del problema
mediante los otros dos métodos.

A continuacion, se indican (sin comentar) los resultados intermedios obtenidos al ejecutar la funcién “pdtcd”
hasta alcanzar el 6ptimo de la red. Adicionalmente, se indica en una tabla analoga a la Tabla 20, el nimero de
veces que se ha necesitado ejecutar cada subrutina para alcanzar el 6ptimo.

Tabla 24.- Subrutinas (PDTCD) ejecutadas en la resolucion de la red de la Figura 33 (método 1).

matred  asignaflujo com|ronr?1reck?ej;§ ;ftJrac d aumentaflujo modificamr  nuevaCU
Iteracion 1 1 6 7 1 5 1
Iteracion 2 1 7 10 3 6 1
Iteracion 3 1 8 10 2 7 1
Iteracion 4 1 4 5 1 3 1
Iteracion 5 1 4 5 1 3 1

Iteracion 6 1 4 4 1 3 0




196 Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)

CDM=calculacostemarginal (CDA) ;
[flujo]l=pdtcd(C,0f,dem, U, nodoscd, CDM)

Costes marginales

0 15 10 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 25 g Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf a a

Capacidades modificadas

Inf T5 30 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 40 30 50 30 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 40 &0 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf &0 Inf 140 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 40 40 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 50 70 Inf

Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 100 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf

ITERACION 1
Costos relativos

0 15 10 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 25 g Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 0
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Flujo actual

215

[ R O Y s N e T R

Oferta
110

[ T T s Y Y e Y Y s B s

0
215

[ s I O T o T s s

215

[ R R I I s T s

v demanda

215

[ v B s s

Marcaje del algoritmo FF

0

[T Y Y s T T Y o

110
1

Hueva Mat ERed

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

110

[T Y Y s T T Y o

0
0
0

5

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

1

[T Y Y s T T Y o

OO

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

[

Inf
10
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

[ B I s T s

21

tn

[ B B

[

Inf
1a
25
30

Inf
Inf
Inf
Inf

[ v B s s

215

[ R

[

Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

0 0
0 0
0 0
a a
0 0
0 0
215 0
a 215
0 215
0 0
0 0

0 0

0 0
Inf Inf
Inf Inf
Inf Inf
45 Inf
10 10
30 15
0 45
Inf 0
Inf 0

[ T T s Y Y e Y Y s B s

105

110

[

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf



198 Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)

Marcaje del algoritmo FF

0 110 1

0 0 0

3 30 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0
110 0 30 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0

Huewva Mat ERed

0 0 0 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 10 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 20 3 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 0

Marcaje del algoritmo FF

0] 110 1

2 T5 1

3 30 1

0 0 0

0] 0] 0]

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0] 0] 0]

1 1 1 0 0 0 0 0 0
114 T5 30 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0] 0] 0] 0] 0] 0]

Huewva Mat Eed

0 0 0 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 10 7 7 2 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 17 0 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 0
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Marcaje del algoritmo FF

0

[ I I s T« R T = I T O

110
1

Hueva Mat ERed

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

114G
TS
30
0

0
30
0

0

0

1
TS
1

0

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

1

(=== T = =

30

1a

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

=)

Inf

Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Marcaje del algoritmo FF

0

[ e e T N L

110
1

Hueva Mat Red

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

114G
TS
30
30
a0
30
0

0

0

1
TS
1

0

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

1

(= = T SR S S S

30

10

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

30

Inf

Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

=)

Inf

1Q
30

Inf
Inf
Inf
Inf

50

Inf

10
30

Inf
Inf
Inf
Inf

30

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf
Inf

30

Inf

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

=)

Inf
Inf
Inf
45
10
23

Inf
Inf

Inf
Inf
Inf

37

15

Inf
Inf

=)

Inf
Inf
Inf
Inf
10
g
45

Inf
Inf
Inf
Inf

=)

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf



200 Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)

Marcaje del algoritmo FF
0 110 1

75
30
30
S0
30
0
30
30

(SRS R B MY TR S PR
= T S I S S S

1 1 1 2 2 3 0 B a
110 T3 30 30 a0 30 0 30 30
1 1 1 1 1 1 0 1 1

Flujo actual

215 0 30 0 0 0 0 0 0
o] 215 o] o] o] o] o] o] o]
0 0 185 0 30 0 0 0
0 0 0 215 0 0 0 0 0
0 0 0 0 215 0 0 0 0
o] o] o] o] o] 185 o] 30 o]
0 0 0 0 0 0 215 0 0
0 0 0 0 0 0 0 215 0
0] 0] 0] 0] 0] 0] 0] 185 135
Cferta v demanda
g0
0]
0
0
0
0]
0
0
0
0 0 0 0 0 0 0 0 g0
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Marcaje del algoritmo FF
0 80 1
2 T5 1
0 0 0
4 30 1
5 50 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 1 2 2 0 0 0 0
80 75 0 30 50 0 0 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0 0
Huevos costes marginales
i 15 16.3 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf i 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf ] Inf 25 8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf s} 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf i Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf i 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf ) 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf ) 1]
Huevas capacidades
Inf 75 31 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 40 30 =0 30 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 40 L1 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf &0 Inf 100 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 40 40 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf =0 7o Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 100 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
ITERACION 2
Costos relativos
i 15 16.3 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf s} 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf ] Inf 25 8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf i Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf s} 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf ) 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q a
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Hueva Mat Red
0

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Nueva Mat Red
Q

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Marcaje del algoritmo FF

0

[ = T = R = [ s T o R s R s

80

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

80

[ = T = R = [ s T o R s R s

= I =

[=IN T ¥ ]

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

1

[ = T = R = [ s T o R s R s

= I =

=)

Inf
10
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Marcaje del algoritmo FF

0

[ v T s Y Y e Y o s R 8

80

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

80
75

Lo O T Y Y e Y Y

75

3.7

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

1

[ s T s e e I o B e

[ R

Inf
8.7
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
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Inf
8.7
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Marcaje del algoritmo FF
a 80 1
2 75 1
3 1 1
0 0 0
a a a
0 0 0
0 0 0
0 0 0
a a a
1 1 1 0 0 0 0 0 0
80 75 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 a a a a a a
Nueva Mat Red
Q Q Q Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf ) 3.7 5 5 ) Inf Inf Inf
Inf Inf ) Inf 21.3 4.3 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf ) 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf ) Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf ) 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Q
Marcaje del algoritmo FF
0 g0 1
2 75 1
3 1 1
0 0 0
0 0 0
& 30 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 1 0 0 2 0 0 0
80 TS5 1 0 0 30 0 0 0
1 1 1 0 0 1 0 0 0
Hueva Mat Red
1] 1] 1] Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf ) 3.7 1] ) ) Inf Inf Inf
Inf Inf ) Inf 16.3 4.3 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 1] 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf ) Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 25 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q aQ
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Marcaje del algoritmo FF

0 g0 1
2 75 1
3 1 1
4 30 1
5 S0 1
& 30 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 1 2 2 2 0 0 0
g0 TS 1 30 a0 30 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0
Hueva Mat Red
Q Q Q Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 3.7 0 0 0 Inf Inf Inf
Inf Inf ) Inf 16.3 4.3 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf ) 30 Inf 35 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 0 a Inf
Inf Inf Inf Inf Inf ) 15 L] Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf aQ Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf aQ Q
Marcaje del algoritmo FF
0 g0 1
2 TS 1
3 1 1
4 30 1
o a0 1
& 30 1
T 40 1
& 30 1
i 30 1
1 1 1 2 2 2 5 & 9
g0 75 1 30 S0 30 40 30 30
1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Flujo actual

215 30 30 0 0 0 0 0 0
0 185 0 0 0 30 0 0 0
0 0 185 0 0 30 0 0 0
0 0 0 215 0 0 0 0 0
0 0 0 0 215 0 0 0 0
0 0 0 0 0 155 0 a0 0
0 0 0 0 0 0 215 0 0
0 0 0 0 0 0 0 215 0
0 0 0 0 0 0 0 155 1&5

Cferta v demanda

S0

0

0

0

0

0

0

0

0

0 0 0 0 0 0 0 0 S0

Marcaje del algoritmo FF

0 S0 1

2 45 1

3 1 1

4 30 1

S 45 1

8 40 1

7 40 1

8 40 1

8 40 1

1 1 1 2 2 & 5 5 9
S0 45 1 30 45 40 40 40 40



206 Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)

Flujo actual

215 70 30 0 0 0 0 0 0
0 145 0 0 40 30 0 0 0
0 0 185 0 0 30 0 0 0
o] o] o] 215 o] o] o] o] o]
0 0 0 0 175 0 0 40 0
0 0 0 0 0 155 0 &0 0
0 0 0 0 0 0 215 0 0
o] o] o] o] o] o] o] 215 o]
0 0 0 0 0 0 0 115 205
Oferta v demanda
10
0
0
0]
0
0
0
0]
0
0 0 0 0 0 0 0 0 10
Marcaje del algoritmo FF
0 10 1
2 5 1
3 1 1
4 L 1
L L 1
0 0 0
T 5 1
0 0 0
0 0 0
1 1 1 2 2 2 5 5 0
10 L 1 L L 0 L 0 0
1 1 1 1 1 0 1 0 0
Hueva Mat Red
) ) ) Inf Inf Inf Inf Inf Inf
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Marcaje del algoritmo FF
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Marcaje del algoritmo FF
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Huevos costes marginales
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Marcaje del algoritmo FF
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Marcaje del algoritmo FF
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Nuevos costes marginales
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Marcaje del algoritmo FF
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] ] ]
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Y finalmente, se alcanza el éptimo:
flujo =

215 75 35 0 0 0 0 0 0
0 140 5 0 40 30 0 0 0
0 o 175 0 0 40 0 0 0
0 0 o 21s 0 0 0 0 0
0 0 0 o 175 0 0 40 0
0 0 0 0 0 145 0 70 0
0 0 0 0 0 o 215 0 0
0 0 0 0 0 0 o 21s 0
0 0 0 0 0 0 o 105 215

Deshaciendo los cambios de variable para obtener el 6ptimo sobre la red original:

[flujoreal,Kreales, z]=postproccd(flujo,arcos,C,nodoscd, CDA)

Se obtiene:

flujoreal =

215 TS 35 Q Q 0 Q Q Q
o 140 s Q 40 30 Q 0 Q
0 g 175 Q 0 40 0 0 Q
0 0 0 215 0 0 0 0 0
0 0 0 0 173 0 o 40 Q
0 0 0 0 0 145 0 T0 1]
0 0 a 0 0 0 215 0 0
0 a a 0 0 0 0 215 0
0 a 0 0 0 0 0 105 215
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Kreales =
110 0 0 0 [} 0 0 =110
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Figura 61.- Flujo éptimo en la red de la Figura 33 (método 1).

30

75
40
5
40,
35
Yy

7

0

Figura 62.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 61.
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C.2. Método 2.

De acuerdo al método 2, el nodo ficticio 9, se une mediante arcos ficticios a todo el resto de nodos de la red. Es
decir:

0,0

30,10 100,45

ki=110

\ 9 beo—————0,0 ks=-215

75,Ces

0,0

Figura 63.- Grafo de la Figura 33, estandarizado mediante el método 2.

Los resultados de la estandarizacion en MATLAB son las matrices “U” y “C”y los vectores “of” y “dem”.

[U,C,of,dem,arcos]=estandarizarcd(arcosci,nodoscd,CDA,K, 2);

Inf 75 30 Int Inf Int Inf Inf Inf

Inf Inf 40 30 50 30 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 40 &0 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf &0 Inf 100 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 40 40 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 20 70 Inf

Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 100 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
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1
n

0 15 10 Int Int Int Int Int Inft
Inf Q0 S 10 10 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 25 g Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Q0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf
0 0 0 Q0 0 0 0 0 {
of =
325 215 215 218 215 215 215 215 320
dem =
215 215 215 215 215 215 215 430 215

Al ejecutar la funcion “pdtcd” se obtienen los siguientes resultados intermedios:

Tabla 25.- Subrutinas (PDTCD) ejecutadas en la resolucion de la red de la Figura 33 (método 2).

matred  asignaflujo comg]ri:eck?;: ;ftJrac d aumentaflujo modificamr  nuevaCuU
Iteracion 1 1 6 7 1 5 1
Iteracion 2 1 7 10 3 6 1
Iteracion 3 1 8 10 2 7 1
Iteracion 4 1 4 5 1 3 1
Iteracion 5 1 4 5 1 3 1
Iteracion 6 1 4 4 1 3 0

Se observa que los calculos intermedios son analogos a los del método 1, con la salvedad de la presencia de
costes no infinitos en la Gltima fila de la matriz de costes relativos (asociados a los arcos ficticios que unen el
nodo 9 con todos los nodos de la red, y que no aparecian en la estandarizacion de la red segin el método 1)
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CDM=calculacostemarginal (CDA) ;
[flujo]l=pdtcd(C,0f,dem, U, nodoscd, CDM)

Costes marginales

0 15 10 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 L 10 10 L Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 25 g Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Capacidades modificadas

Inf T3 30 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 40 30 a0 30 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 40 a0 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf a0 Inf 100 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 40 40 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf a0 T0 Inf

Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 100 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf

ITERRCION 1
Costo=s relativos

0 15 10 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 25 g Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf

0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Flujo actual
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= = = T e R s |
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[ = T = R = [ s T o R s R s

110
1

Hueva Mat ERed

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

10

110

[ = T = R = [ s T o R s R s

0
0
0

5

0
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

1

[ = T = R = [ s T o R s R s

= I =

mn

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf

Inf
10
Inf

Inf
Inf
Inf
Inf

[ = = T e |

21
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= I = R = s

Inf
10
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Inf
Inf
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= I =]
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Inf
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215

Inf
Inf
Inf
45
10
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Inf

[= I = I = I = [ s R s R |
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215

Inf
Inf
Inf
Inf
10
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45

[ = I = T = [ s Y s R s R o

105

110

Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
Inf
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Marcaje del algoritmo FF

0 110 1

0 0 0

3 30 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0
110 0 30 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0

Hueva Mat Red

0 0 0 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 10 10 10 S Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 20 3 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf
15 0 S 0 0 0 0 0 0

Marcaje del algoritmo FF

0 110 1

2 75 1

3 30 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 0
110 T3 30 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 0

Huewva Mat Red

0 0 0 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 10 7 7 2 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 17 0 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf

18 3 g 0 0 0 0 0 0
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Marcaje del algoritmo FF
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0
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0
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230 Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)

Marcaje del algoritmo FF
0 110 1
75
30
30
50
30
30
30
30

e B T T R S O
[

110 T2 30 30 =20 30 30 30 30

Flujo actual

215 0 30 0 0 0 0 0 0
0] 215 0] 0] 0] 0] 0] 0] 0]
0 0 185 0 30 0 0 0
0 0 0 215 0 0 0 0 0
0 0 0 0 215 0 0 0 0
0] 0] 0] 0] 0] 185 0] 30 0]
0 0 0 0 0 0 215 0 0
0 0 0 0 0 0 0 215 0
0 0 0 0 0 0 0 185 135

Cferta v demanda

80
0
o]
0
0
0
o]
0
0
o] o] o] o] o] o] o] o] g0
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Marcaje del algoritmo FF
1] 80 1
2 75 1
1] 1] 1]
q 30 1
5 50 1
4] 4] 4]
1] 1] 1]
1] 1] 1]
1] 1] 1]
1 1 1 2 2 1] 1] 1] 1]
80 75 1] 30 50 1] 1] 1] 1]
1 1 1] 1 1 1] 1] 1] 1]
Huevos costes marginales
(1] 15 le.3 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf (1] 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf (1] Inf 25 8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf (1] 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf (1] Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf (1] 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf (1] 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf (1] Inf
(1] (1] (1] (1] (1] (1] (1] (1] (1]
Huevas capacidades
Inf 75 31 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 40 30 S0 30 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 40 a0 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf o0 Inf 100 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 40 40 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf S0 TO Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 100 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
ITERACION 2
Costos relativos
0 15 16.3 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 25 8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf a 45 Inf

Inf
Q

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf

Inf
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Marcaje del algoritmo FF
0 g0 1
2 TS 1
3 1 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
g0 T5 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
Hueva Mat Red
Q Q Q Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Q 3.7 5 5 Q Inf Inf Inf
Inf Inf Q Inf z21.3 4.3 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Q 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Q Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Q 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Inf
z0 5 3.7 Q Q Q Q Q Q
Marcaje del algoritmo FF
0 g0 1
2 TS5 1
3 1 1
0 0 0
0 0 0
o 30 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 1 0 0 2 0 0 0
g0 75 1 0 0 30 0 0 0
1 1 1 0 0 1 0 0 0
Hueva Mat Red
Q Q Q Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Q 3.7 Q Q Q Inf Inf Inf
Inf Inf Q Inf 1l6.3 4.3 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Q Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 0 25 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Inf
Z5 10 8.7 Q Q 5 Q Q Q
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Marcaje del algoritmo FF

0 g0 1
2 T5 1
3 1 1
4 30 1
3 a0 1
& 30 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 1 2 2 2 0 0 0
g0 TS 1 30 a0 30 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0
Hueva Mat Red
Q Q Q Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf ) 3.7 ) ) ) Inf Inf Inf
Inf Inf Q Inf 16.3 4.3 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf ) 30 Inf 35 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Q Inf aQ Q Inf
Inf Inf Inf Inf Inf ) 15 ) Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf aQ 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Inf
35 20 18.7 10 10 15 L] ) )
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0 g0 1
75
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30
S0
30
40
30
30

(SR = R R MY T S PR
L I S I SR SR S

80 T3 30 a0 30 40 30 30

=

234



El problema de flujo maximo a coste minimo dependiente del flujo 235

Flujo actual

215 30 30 0 0 0 0 0 0
0 185 0 0 0 30 0 0 0
0 0 185 0 30 0 0 0
0 0 0 215 0 0 0 0 0
0 0 0 0 215 0 0 0 0
0 0 0 0 0 155 0 &0 0
0 0 0 0 0 0 215 0 0
0 0 0 0 0 0 0 215 0
0 0 0 0 0 0 0 155 1&s

Oferta vy demanda

50

0

0

0

0

0

0

0

0

0 0 0 0 0 0 0 0 S0

Marcaje del algoritmo FF

0 50 1

2 45 1

3 1 1

4 30 1

5 45 1

i 40 1

7 40 1

i 40 1

i 40 1

1 1 1 2 2 & 5 5 9
S0 45 1 30 45 40 40 40 40
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Flujo actual

215 70 30 0 0 0 0 0 0
0 145 0 0 40 30 0 0 0
0 0 185 0 0 30 0 0 0
0 0 0 215 0 0 0 0 0
0 0 0 0 175 0 0 40 0
0 0 0 0 0 155 0 &0 0
0 0 0 0 0 0 215 0 0
0 0 0 0 0 0 0 215 0
0 0 0 0 0 0 0 115 205
Oferta v demanda
10
0
0
0
0
0
0
0
0
0 0 0 0 0 0 0 0 10
Marcaje del algoritmo FF
0 10 1
2 5 1
3 1 1
4 L) 1
5 5 1
0 0 0
7 5 1
0 0 0
0 0 0
1 2 2 2 5 5 0]
10 L) 1 L) L) 0 L) 0 0
1 1 1 1 1 0 1 0 0
Hueva Mat Red
) ) ) Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf ) 3.7 ) ) -4.3 Inf Inf Inf
Inf Inf ) Inf 16.3 ) Inf Inf Inf
Inf Inf Inf ) 30 Inf 35 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf ) Inf ) -4.3 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf ) 19.3 ) Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf ) 40.7 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf ) Inf
39.3 Z4.3 23 14.3 14.3 15 4.3 Q Q
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Marcaje del algoritmo FF
0 10 1

o=l oM b I
o tnotn e dn
[

10

wn
[
wn
wn
[
wn
[
[

Flujo actual

2135 T0 31 0 0 0 0 0 0
0 145 0 0 40 30 0 0 0
0 0 184 0 0 31 0 0 0
0] 0] 0] 215 0] 0] 0] 0] 0]
0 0 0 0 175 0 0 40 0
0 0 0 0 0 154 0 6l 0
0 0 0 0 0 0 215 0 0
0] 0] 0] 0] 0] 0] 0] 215 0]
0 0 0 0 0 0 0 114 2086

Oferta y demanda

Lo R I e Y T e N e O e Y i ¥
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Marcaje del algoritmo FF

0 9 1
2 5 1
0 0 0
4 o 1
5 5 1
0 0 0
T o 1
0 0 0
0 0 0
1 1 1 2 2 0 o 0 0
a9 o 0 o 0 o 0 0
1 1 0 1 1 0 1 0 0
Huevos costes marginales
) 15 23.2 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf ) 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf ) Inf 25 g8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf ) 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf ) Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf ) 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Inf
) ) ) ) ) ) ) ) )

Huevas capacidades

Inf TS 32 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 40 30 a0 30 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 40 a0 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf &0 Inf 100 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 40 40 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf a0 TO Inf

Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 100 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf

ITERACION 3
Costos relativos
Q 15 23.2 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf a 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf Q Inf 25 8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Q 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Q Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf a 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 1] 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 1] Inf
Q a Q Q Q a Q Q Q
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Marcaje del algoritmo FF
0 ] 1
4] 4] 4]
] ] ]
] ] ]
0 0 0
4] 4] 4]
] ] ]
] ] ]
0 0 0
1 ] ] ] ] ] ] ] ]
] ] ] ] ] ] ] ] ]
1 0 0 0 0 0 0 0 0
Hueva Mat Red
(1] (1] 8.2 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf (1] Inf 25 8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf (1] 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf (1] 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf (1] 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf a Inf
15 (1] (1] (1] (1] (1] (1] (1] (1]
Marcaje del algoritmo FF
a ] 1
2 L] 1
1] 1] 1]
] ] ]
a a a
] ] ]
1] 1] 1]
] ] ]
a a a
1 1 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1]
] L) ] ] ] ] ] ] ]
1 1 a a a a a a a
Hueva Mat Red
0 0 3.2 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf (1] a 5 5 a Inf Inf Inf
Inf Inf a Inf 25 g Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf (1] Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf a 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf (1] Inf
20 5 a (1] (1] a (1] (1] Q
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Marcaje del algoritmo FF
0 a 1
2 o 1
3 5 1
4 5 1
o o 1
& o 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 2 2 0 0
9 5 5 5 0 0
1 1 1 1 0 0
Nueva Mat Red
) ) 3.2 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf ) ) ) ) -8 Inf Inf Inf
Inf Inf ) Inf 20 ) Inf Inf Inf
Inf Inf Inf ) 30 Inf 35 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Q Inf Q Q Inf
Inf Inf Inf Inf Inf ) 23 g8 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Inf
35 20 15 10 10 7 0 0 0
Marcaje del algoritmo FF
0 =} 1
2 3 1
3 3 1
4 5 1
5 5 1
o 3 1
7 3 1
0 0 0
0 0 0
1 1 2 2 3 0
= 5 5 5 0 0
1 1 1 1 0 0
Nueva Mat Red
) ) 3.2 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf ) 1] ) ) -8 Inf Inf Inf
Inf Inf 1] Inf 20 1] Inf Inf Inf
Inf Inf Inf ) 30 Inf 35 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf o] Inf o] -8 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 1] 23 ) Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q 37 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Inf
43 28 23 18 18 15 8 0 0
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Marcaje del algoritmo FF

0 | 1
2 L 1
3 L 1
4 5 1
5 5 1
& L 1
7 L 1
g 5 1
g 5 1
1 1 2 2 2 3 L g 4
a 5 5 5 5 5 5
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Flujo actual

215 TS 3l 0 0 0 0 0 0
0 140 5 0 40 30 0 0 0
0 0 1749 0 0 36 0 0 0
0 0 0 215 0 0 0 0 0
0 0 0 0 175 0 0 40 0
0 0 0 0 0 144 0 6& 0
0 0 0 0 0 0 215 0 0
0 0 0 0 0 0 0 215 0
0 0 0 0 0 0 0 109 211

Oferta y demanda

4
0
0
0
0
0
0
0
0
0 0 0 0 0 0 0 0 4
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Marcaje del algoritmo FF
0 4 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
Hueva Mat Red
) -3.2 ) Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Q Q Q Q -8 Inf Inf Inf
Inf Inf ) Inf 20 ) Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Q 30 Inf 35 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf ) Inf ) -8 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Q 23 a Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf ) 37 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf a Inf
46.2 28 23 18 18 15 g8 1] )
Marcaje del algoritmo FF
0 4 1
3 1 1
3 1 1
4 1 1
5 1 1
& 1 1
7 1 1
8 1 1
8 1 1
1 2 1 2 2 3 =1 @ =
4 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Flujo actual

215 75 32 0 0 0 0 0 0
0 140 s 0 40 30 0 0 0
0 0 178 0 0 37 0 0 0
0 0 0 215 0 0 0 0 0
0 0 0 0 175 0 0 40 0
0 0 0 0 0 148 0 &7 0
0 0 0 0 0 0 215 0 0
0 0 0 0 0 0 0 215 0
0 0 0 0 0 0 0 108 212

Oferta y demanda
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Marcaje del algoritmo FF

0 3 1
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1 0 1 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
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Nuevos costes marginales
s} 15 30.7 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf 0 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 25 8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf i 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf s} Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf s} 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf L] 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf ) Inf
s} s} ] ] s} s} s} ] s}
Huevas capacidades
Inf 75 33 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 40 30 50 30 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 40 &l Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf a0 Inf 100 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 40 40 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 50 T0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 1a0 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
ITERACION 4
Costos relativos
i 15 30.7 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf i 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf i Inf 25 8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf 0 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf i Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf i 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf ) 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf ) Inf
i i i i i i i i i
Marcaje del algoritmo FF
0 3 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
Hueva Mat Red
i -15.7 i Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf i 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf i Inf 1 8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf ] 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf ] Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf ] 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Inf
30.7 0 0 0 0 0 0 0 0
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Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)
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Marcaje del algoritmo FF
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Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)
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Marcaje del algoritmo FF
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Marcaje del algoritmo FF

0 2 1
2 1 1
3 1 1
4 1 1
S 1 1
& 1 1
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8 1 1
8 1 1
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Flujo actual
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0 0 0 0 175 0 0 40 0
a0 a0 a0 a0 a0 1l4& a0 L] a0
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Marcaje del algoritmo FF
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Marcaje del algoritmo FF
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Alcanzando finalmente el 6ptimo:
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24 Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)

Deshaciendo el cambio de variable para obtener el 6ptimo de la red original:

[flujoreal,Kreales, z]=postproccd(flujo,arcos,C,nodoscd, CDA)

flujoreal =

215 75 35 0 0 0 0 0 0
0 140 g 0 40 30 0 0 0
0 0 175 0 0 40 0 0 0
0 0 0 215 0 0 0 0 0
0 0 0 0 175 0 0 40 0
0 0 0 0 0 145 0 T0 0
0 0 0 0 0 0 215 0 0
0 0 0 0 0 0 0 215 0
0 0 0 0 0 0 0 105 215
Ereales =
110 0 0 0 0 0 0 =110 0
z =
3507.5
6 ®; ]
A
5 v .2 \%'\ -
0, 5
2
4 b .4 &' wo ‘3 -
0 0, Yo
o
3 lo o5 o i
0, 0,
2t o> 8 R
0
1r ®; T
1 15 2 25 3 3.5 4

Figura 64.- Flujo éptimo en la red de la Figura 33 (método 2).
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75
40

40

30

Figura 65.- Grafo realista equivalente al grafo de la Figura 64.

C.3. Método 3.

Respecto a la resolucion empleando el método 3 para el equilibrado de la red, todos los resultados esenciales
se recogen en el Apartado 3.7 (ver pagina 122). En dicho apartado, se muestran los resultados intermedios de
la funcion “pdtcd” correspondientes Unicamente a la primera iteracion del algoritmo. En adelante, se indican el
resto de resultados intermedios (desde la segunda iteracion) de manera completa para el problema que se esta

abordando.
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26 Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)

Marcaje del algoritmo FF

1 g0 1
0 0 0
0 0 0
a a a
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Marcaje del algoritmo FF
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Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)
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Flujo actual
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Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)
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Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)
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Marcaje del algoritmo FF
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Marcaje del algoritmo FF
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Marcaje del algoritmo FF
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Marcaje del algoritmo FF
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Marcaje del algoritmo FF
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Inf ) ) ) ) -8 Inf Inf Inf
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Inf Inf Inf ) 30 Inf 35 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 1] Inf 1] -8 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf ) 23 ) Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q 37 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Q
Q Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Marcaje del algoritmo FF
1 4 1
3 1 1
3 1 1
4 1 1
=1 1 1
o 1 1
7 1 1
8 1 1
a 114 1
9 2 1 2 2 3 5 & 8
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Flujo actual

3 75 32 o] o] o] o] o] o]
0 35 5 0 40 30 0 0 0
0 0 73 0 0 37 0 0 0
0 0 0 110 0 0 0 0 0
o] o] o] o] 70 o] o] 40 o]
0 0 0 0 0 43 0 67 0
0 0 0 0 0 0 110 0
0 0 0 0 0 0 0 3 107
107 o] o] o] o] o] o] o] o]
Oferta v demanda
0]
0
0
0
0]
0
0
0
113
0 0 0 0 0 0 0 0 113
Marcaje del algoritmo FF
1 3 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 113 1
9 0 1 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
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Huewvos costes marginales
Q 15 30.7 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Q 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf a Inf 25 8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf ) 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf ) Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 1] 30 15 Inf
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Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 1] a
0 Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
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Inf T5 33 Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf 40 30 S0 30 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 40 ad Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf ad Inf 100 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 40 40 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf S0 T Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 100 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 215
110 Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
ITERACICN 4
Costos relativos
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Inf ) -] 10 10 5 Inf Inf Inf
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Inf Inf Inf a 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Q Inf 10 10 Inf
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Inf Inf Inf Inf Inf Inf ) 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 1] 1]
1] Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
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1 3 1
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= 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0 0
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Hueva Mat Red
Q -15.7 ] Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf a 5 10 10 5 Inf Inf Inf
Inf Inf 1] Inf 25 8 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf a 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf ) Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf L] 30 15 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf ) 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 1] aQ
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Marcaje del algoritmo FF

1 3 1
0 0 0
3 1 1
0 0 0
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0 0 0
0 0 0
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0 113 1
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Hueva Mat Red
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Inf Inf a Inf 17 0 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf ) 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 1] Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf ) 30 15 Inf
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Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Q
] Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf
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Marcaje del algoritmo FF
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Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)

Marcaje del algoritmo FF

1

[ e I e Y e T e Y i O e O i |

Huewvos costes marginales
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Marcaje del algoritmo FF
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Marcaje del algoritmo FF

1 2 1
0 0 0
3 1 1
0 0 0
0 0 0
& 1 1
0 0 0
0 0 0
0 112 1
0 0 0 3 0 0 0
2 0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0
Hueva Mat Red
o] -46.8 o] Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf ) 28 10 10 20 Inf Inf Inf
Inf Inf 0 Inf 2 a Inf Inf Inf
Inf Inf Inf ) 30 Inf 45 Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf 10 10 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf 1] 15 ) Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf 1] 45 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Q Q
0 Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf

Marcaje del algoritmo FF

1 2 1

0 0 0

3 1 1

0 0 0

0 0 0

g 1 1

0 0 0

g 1 1

0 11z 1

a 0 1 0 0 3 0 B g

2 0 1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1

274



El problema de flujo maximo a coste minimo dependiente del flujo 275

Flujo actual
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Apéndice C.- Resolucion completa de un ejemplo (algoritmo PDTCD)
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Marcaje del algoritmo FF
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Marcaje del algoritmo FF

1 1 1
0 0 0
3 1 1
0 0 0
0 0 0
& 1 1
0 0 0
8 1 1
0 111 1
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0 75 35 0 0 0 0 0 0
0 35 5 0 40 30 0 0 0
0 0 70 0 0 40 0 0 0
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Marcaje del algoritmo FF
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Marcaje del algoritmo FF
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] ] ]
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] ] ]
] ] ]
0 110 1
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Obteniendo finalmente el 6ptimo:
flujo =
0 75 35 ] 0 0 0 1] 1]
0 35 5 ] 40 30 0 1] 1]
o aQ TO L] 4] 40 o aQ aQ
o aQ aQ 110 4] 4] o aQ aQ
o aQ aQ L] 70 4] o 40 aQ
0 a a a a 40 0 T a
0 a a a a 0 110 a a
0 a a a a 0 0 a 110
110 a a a a 0 0 a a
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