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Abstract

This paper introduces and studies a new class of f -metric manifolds, called it
Trans S -varieties that includes many of the classes already known in the literature
of such manifolds: S-manifolds, C-manifolds, f-Kenmotsu type manifolds, genera-
lized Kenmotsu manifolds, s-ths S-homothetic manifols,... and that generalizes the
manifolds studied trans-Sasakian manifolds. In addition, relevant examples of such
trans S-manifolds are presented, using the generalized D-conformation deformations
and analyzing what type of hypersurfaces of yours the structure inherit depending
on the behavior of the operator form of the inmersion.
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Resumen

En este trabajo se introduce y estudia una nueva clase de f-variedades métricas,
denominadas Trans S-variedades que engloba muchas de las clases ya conocidas en la
literatura de tales variedades: S-variedades, C-variedades, f-variedades de tipo Ken-
motsu, variedades Kenmotsu generalizadas, s-ésimas S-variedades homotéticas,... y
que generaliza las ampliamente estudiadas variedades trans-Sasakianas. Ademads, se
presentan ejemplos relevantes de tales trans S-variedades, usando las deformaciones
D-conforme generalizadas y analizando qué tipo de hipersuperficies suyas heredan
la estructura dependiendo del comportamiento del operador forma de la inmersién.
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Introduccion

En geometria compleja, las relaciones entre las diferentes clases de variedades
pueden resumirse en el conocido diagrama de Blair (ver [3]):

tri p Q=0
Complex | —="%| Hermitian Kaehler

[J,J]_O] [J,J]_DT VI=0 [J,J}_OT
Almost | metrid  Almost =0 Almost
Complex Hermitian Kaehler

En el caso de geometria de contacto tenemos el siguiente diagrama:

Normal Almost |metricl Normal Almost | o=dn -
Contact Contact Metric
T T . |
normal normal normal

Almost metric Almost d=dn Contact
Contact Contact Metric Metric

En el diagrama de arriba la estructura casi contacto (¢, 7, ) se dice que es normal
si [¢, ¢] +2dn @ & = 0y la condicién (1) es

(Vx9)Y = g(X,Y)§ —n(Y)X,

para cualquier campo de vectores tangentes X e Y.

Ademas, se dice que una variedad métrica casi contacto (M, ¢, &, n, g) tiene una
estructura (a, §) trans-Sasakiana si (ver [14] para més detalles)

(Vx9)Y = a{g(X,Y)§ —n(Y)X} + B{g(¢X,Y)§ —n(Y)pX}, (1)

donde «, 8 son funciones diferenciables (llamadas funciones caracteristicas) en M.
Casos particulares de variedades trans-Sasakianas son

= Variedades Sasakianas, a« = 1,3 = 0.

» Variedades cosimplecticas, o = 5 = 0.



Introduccién

= Variedades Kenmotsu, a = 0,3 = 1.

De hecho, podemos extender el diagrama anteriormente visto a

Normal Almost .
Contact Metric —>’T7‘ans — Sasakian
T () ‘
normal normal
Almost @ Almost
Contact Metric Trans — Sasakian
donde
* 1 *
d® = O A (¢"(6®) — (on)n), dn= %{5@(5@ —2n N ¢*(6®)}. (2)
v 1 1
AP = —on(@ A ), dy = —6W(E)D, & (0D) =0. 3)

Maés generalmente, K. Yano [18] introdujo la nocién de f-estructura en varieda-
des (2n + s)-dimensionales como un campo de tensores f de tipo (1,1) y rango 2n
satisfaciendo f? + f = 0. Las estructuras casi complejas (s = 0) y casi contacto
(s = 1) son ejemplos conocidos de f-estructuras. En este contexto, D.E. Blair |2 de-
finié las K-variedades (y casos particulares de S-variedades y C-variedades). Asi, las
K- variedades son analogas a las variedades Kaehlerianas en la geometria casi com-
pleja y las S-variedades (respectivamente, C-variedades) a las variedades Sasakianas
(respectivamente variedades cosimplecticas) en la geometria casi contacto. Conse-
cuentemente, se puede obtener un diagrama similar para las f-variedades métricas,
esto es, variedades dotadas con una f-estructura y una métrica compatible.

El propésito del presente trabajo es introducir una nueva clase de f-variedades
métrica que generaliza el de las variedades trans-Sasakianas. En este contexto, nos
damos cuenta que ha habido una generalizacién previa de variedades («,0)-trans-
Sasakianas para las f-variedades métricas. Fue debido a 1. Hasegawa, Y. Okuyama
y T. Abe quienes introdujeron las llamadas variedades Riemannianas s-contacto
homotéticas en [9] como f-variedades métricas tales que 2¢;9(fX,Y) = dni(X,Y)
para ciertas constantes no nulas ¢;, i = 1,..., s (realmente, ellos usan p en lugar de
s). En particular, si los campos de estructura & son campos de tipo Killing y la f-
estructura es también normal, la variedad se denomina variedad s-ésima Sasakiana
homotética. Ellos probaron que una variedad Riemanniana s-contacto homotética es
una variedad s-ésima Sasakiana homotética si y solo si

(VDY == a{g(fX, fY)& +n(Y) 2 X},

=1

Vx& = CifX7
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para todo campo de vectores tangente X e Y y para cualquier 1 =1,...,s.

Mas recientemente, M. Falcitelli y A.M. Pastore han introducido las f-estructuras
de tipo Kenmotsu como f-variedades métricas normales con dF = 2n* AF y dn = 0
para i =1,...,s [6]. En este contexto, L. Bhatt y K.K. Dube [1] y A. Turgut Vanli
y R. Sari [17] han estudiado un tipo més general de f-variedades Kenmotsu para el
cual todas las estructuras 1-formas 7; son cerradas y:

i=1

Estos ejemplos motivan la idea de introducir la ya mencionada nueva clase de
f-variedades métricas, que incluya a las anteriores, las cuales se llamaran trans-S-
variedades porque las variedades trans-Sasakianas llegaran a ser un caso particular
de ellas.

Asi, tras establecer en el Capitulo 1 las principales definiciones y conceptos re-
lativos a la geometria de f-variedades métricas, en el Capitulo 2 se define la nocién
de casi trans S-variedad como aquella f-variedad métrica

(Mmfaflv"‘75877717"'7778’9)

tal que la conexién de Levi-Civita asociada a ¢ verifica

(Vx )Y = Z [ai{g(fX, V)& +m(Y) f2X }

+ Bilg(f X, V)& —n:(Y) fX}],

para ciertas funciones diferenciables en M (llamadas funciones caracteristicas)
oy, Bi, 1 = 1....s, y para cualesquiera X,Y € X(M). Si, ademés, M es normal, en-
tonces se dice que es una trans S-variedad. Se comprueba que, en el caso s = 1,
una trans S-variedad es una variedad trans-Sasakiana. Es sabido que, ademas, en
este caso, la condicién sobre la conexién implica la normalidad de la estructura, algo
que no ocurre cuando s > 2.

El resto del capitulo esta dedicado a estudiar las primeras propiedades de este tipo
de f-variedades métricas, destacando que se caracterizan como trans S-variedades,
en funcién de las funciones caracteristicas, las K-variedades de Blair [2] y sus casos
particulares de S-variedades y C-variedades.

El Capitulo 3 esta dedicado a presentar diferentes ejemplos de este nuevo tipo de
f-variedades métricas. Asi, ademas de las k-variedades, S-variedades y C-variedades,
tenemos que las variedades s-ésimas Sasakianas homotéticas de Hasegawa, Okuyama
y Abe [9], las f-variedades de tipo Kenmotsu de Falcitelli y Pastore citefalcitelli y
las variedades Kenmotsu generalizdas de Bhatt, Dube, Turgut Vanli y Sari [1,(17],
son trans S-variedades, todas ellas con funciones caracteristicas constantes.
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Por ello, buscamos ejemplos con funciones caracteristicas no constantes, para lo
que usamos las transformaciones D-conformes generalizadas, obteniendo diferentes
teoremas de caracterizacion. Finalmente, estudiamos las hipersuperficies de una tras
S-variedad, probando que, en general, no heredan la estructura. Sin embargo, cuando
la hipersuperficie es tangente a todos los campos de estructura de variedad y aten-
diendo al comportamiento del operador forma de la inmersion (si la hipersuperficie
es totalmente geodésica, totalmente umbilical, totalmente f-geosésica, totalmente
f-umbilical y pseudo-umbilical), obtenemos resultados que establecen si puede o no
ser, a su vez, una trans S-variedad. Finalizamos el trabajo estudiando el caso en
que la hipersuperficie sea normal a uno de los campos de estructura de la trans
S-variedad ambiente.



Capitulo 1

f-variedades métricas

En este capitulo veremos que se entiende por f-variedad métrica e introduciremos
una serie de conceptos bésicos relacionados con estas que nos seran ttiles para definir
la nueva clase a la que hemos hecho referencia en la introduccion.

1.1. Generalidades sobre f-variedades métricas.

Definicién 1.1.1. Una variedad Riemanniana (2n + s)-dimensional (M, g) dotada
con una f-estructura f se denomina f-variedad métrica si, ademds, existen s campos
de vectores globales &1,...,& en M (llamados campos de estructura) tales que, si
M, ---,Ns son las 1-formas duales de &, ..., &, entonces

f&=0;miof=0; P=—I+) @&

i=1

g(X,Y) = g(f X, fY)+ ) m(X)m(Y), (1.1)

=1

para cualesquiera X, Y € X(M) ei=1,...,s.
Nota 1.1.1. Se observa que de ,

9(X, 1Y) = —g(fX,Y) (1.2)
para cualesquiera X,Y € X (M).

La distribucién en M generada por los campos de estructura se denota por M
y su distribucién ortogonal complementaria por £. Consecuentemente, X (M) =
L ® M. Ademss, si X € L, entonces 7;(X) = 0, para cualquier i = 1,...,s y si
X € M, entonces fX = 0.

Para una f-variedad métrica M podemos construir bases ortonormales locales
de campos tangentes. Para esto, sea U un entorno local en M y X; cualquier campo
vectorial unitario en U, ortogonal a los campos de estructura vectoriales. Entonces,
fX1 es otro campo unitario ortogonal a X; y a los campos de estructura.
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En efecto, se toma X; unitario tal que X;1&;, 7 = 1,...,s. Entonces el vector
unitario fX; es perpendicular tanto a los campos de estructura &, ¢ =1,...,s como
a Xl-

Se sabe, por la definicién de f-variedad métrica (1.1)) que

9(fX1,&) = g(f* X0, f&) + iﬁj(le)ﬁjfi =0.

j=1

Por otro lado,

g(fX1, X1) = g(f* X1, X3) + ZS: i (f X1)ni(Xy).

i=1
En esta igualdad, >°7 | n:(fX1)n:(X1) se anula (n; 0 f = 0). Asi,
U1, X0) = 760 £ X0) = 0= 120 + | Dl €060, X0
i=1
= g(=X1, [Xh) = —g(f X1, X).

Asi, llegamos a 2¢g(f X1, X1) = 0, por lo que g(fX;,X;) =0.

Ahora, si es posible, se elige un vector unitario X, ortogonal a los campos de
estructura, a X; y afX;. Entonces, fX, es también un vector unitario ortogonal
a los campos de estructura, a X, a fX; y a X,. Procediendo de esta manera, se

obtiene una base local ortonormal {X;, fX;, &}, i=1,...,nyj=1,...,s, llamada
f-base.

Sea F' la 2-forma en M definida, en virtud de (1.2]), por FI(X,Y) = g(X, fY),
para todo X, Y € X(M). Como f es de rango 2n, entonces

mA-Ans NF"#£0
y, en particular, M es orientable.

Definicién 1.1.2. Una f-variedad métrica se llama variedad métrica f-contacto si
para todo i =1,...,s

Veamos ahora el concepto de normalidad en las f-variedades métricas.

Definicién 1.1.3. La f-estructura f es normal si

[, f1+2) & @dn =0, (1.3)

i=1

donde [f, f] denota el tensor de Nijenhuis de f.

6



1.2. Casos particulares 7

Nota 1.1.2. Dado f, un campo de tensores de tipo (1,1), se define el tensor de
Nijenhuis de f como un campo de tensores de tipo (1,2) dado por:

[ FUXY) = [fX Y] = fIFX Y] = fIX, Y]+ FPX Y,
donde [X,Y] denota el operador corchete de Lie, definido por:
(X, Y] = X(fY) - Y(X[).
Proposicién 1.1.1. Si f es normal, entonces
[€i, &1 =0, (1.4)
para todos 1,7 =1,...,s

Demostracion. En efeCtO7 [f7 f] (gjagk) = [ff]?fék] _f[fgmgk] _f[gja fgk]_'_fQ[g]afk]
Como, f& =0,i=1,...,s,

£, 11 6) = 785 &) (1.5)
Aplicando que f es normal (L.3),

0=1[f, f1(§.&) +2>_ & @dn(&. &)

=1

y empleando y que 2dn; (&5, &) = Emi(&r) — Eemi(&5) — i([€5, x]) tenemos:

—[, &)+ Y m(&, GD& +2D & @ dmil€), &)
=1 =1

§j7£l€ +Z771 5]75]{} an gjﬂfk

Con esto, [¢;,&] = 0. O

1.2. Casos particulares.

En este apartado veremos algunos casos particulares de f-variedades métricas y
algunas de las propiedades que se verifican en cada uno de esos casos.

Definicién 1.2.1. Una f-variedad métrica se llama K-variedad [2] si es normal y
dF = 0.

En una K-variedad M, los campos de estructura son campos de vectores de tipo
Killing [2].

Definicién 1.2.2.

(a) Llamamos S-variedad a cualquier K -variedad tal que F' = dn;, para todo i.

7



8 Capitulo 1. f-variedades métricas

(b) Se denomina C-variedad a una K-variedad donde dn; = 0, para todo i.

Nota 1.2.1. Para s = 0, una K-variedad es una variedad Kaehleriana y, para s = 1,
una K -variedad es una variedad casi-Sasakiana. En este caso, una S-variedad es una
variedad Sasakiana y una C-variedad es una variedad cosimplectica.

Cuando s > 2, pueden encontrarse ejemplos no triviales en [2,9]. Ademads, tene-
mos los siguientes resultados de caracterizacién para S-variedades y C-variedades:

Proposiciéon 1.2.1. Una K-variedad M es una S-variedad si y solo si

Vx&=—-fX, XeX(M), i=1,...,s, (1.6)
y es una C'-variedad si y solo si
Vx& =0, XeX(M), i=1,...,s. (1.7)
Demostracion. En el caso de S-variedad, si X,Y € X(M) ei=1,...,s, tenemos

por ser K-variedad. Por otro lado,

Con estas dos expresiones obtenemos que en una S-variedad, Vx§; = —fX. Por
otra parte, como en una C-variedad se verifica que dn; = 0 para todo 7 =1,...,s,
entonces,

0=dn(X,Y)=g(Vx&,Y),
lo que implica que Vx& = 0.

O
Ademas, es facil ver que se verifica:
Proposicién 1.2.2. En una S-variedad,
(Vxf)Y =Y {g(fX. fY)&+m(Y)f? X}, (1.8)
i=1

para todos X,Y € X (M)

Demostracion. Sea (M, f,g) una f-variedad métrica. Entonces, cualesquiera que
sean X,Y, Z € X (M), se cumple lo siguiente (ver [7])

20((Vx )Y, Z) =3dF (X, fY, fZ) + 3dF(X,Y, Z)

Fo(lrN0.2) + 23 (Y. 2)6. S X)

(1.9)
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En particular, en una K-variedad se tiene que dF' = 0, que cumple la normalidad
y que los campos de estructura son de tipo Killing, por lo que de (|1.9) obtenemos
la siguiente expresién

g(Vxf)Y,2) = Z{dm FY. X)mi(Z) — dni(f 2, X)mi(Y)}. (1.10)

Como hemos dicho anteriormente, en una S-variedad dn; = F'. Asi, haciendo uso
de la expresién ([1.10)) y de la definicién de la 2-forma, podemos deducir la siguiente
férmula, para cualesquiera X,Y, 7 € X(M).

g((Vxf)Y, 2) Z{F (fY, X)ni(Z2) = F(£ 2, X)mi(Y)}
_ E{g(fY, fXmi(Z) —g(fZ, fX)m(Y)}
_ EM Y FXm(Z) + g(f2X, Zyn(Y)} (1.11)
_ g{g(fY, fX)9(&, Z) + g(f>X, Z)n:(Y)}
= g(Z:{g(fY, FX)&+ X0}, Z).

Por tanto, se tiene (Vx )Y =7 {g(fY, fX)& + f2Xn:(Y)}. O
Proposicion 1.2.3. En una C-variedad,

Vf=0. (1.12)

Demostracion. Usando la misma propiedad de las K-variedades que en la proposi-

cién anterior y sabiendo que en una C-variedad se verifica que dn; = 0, para cualquier
i=1,...,s, obtenemos directamente que para todos X,Y,Z € X(M) se cumple

9(Vx /)Y, 2) Z{dm FY, X)ni(Z) = dni(£ 2, X)mi(Y)} = 0

de donde obtenemos V f = 0. O
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Capitulo 2

Trans S-variedades

La idea original para definir las variedades («, ) trans-Sasakianas fue generalizar
las variedades cosimplecticas, Kenmotsu y Sasakianas:

Kenmotsu:
dn = 0,normal Trans-Sasakiana:
Cosimplectica: Casi-Sasakiana: dd =25(P An),
dd =0, dn=0, dd =0, dn = ad,
normal normal ¢*(60P) =0,
Sasakiana: normal
® = dn, normal

Por ello, las trans S-variedades deberan generalizar las variedades f-Kenmotsu,
las C-variedades y las S-variedades.

2.1. Trans S-variedades.

Como se dijo en la introduccion, una variedad casi contacto es trans-Sasakiana si
y solo si se verifica . Entonces, se puede introducir la nocién de trans S-variedad
de una manera similar.

Definicién 2.1.1. Una f-variedad métrica M de dimension (2n+ s) se dice que es
una casi trans-S variedad si satisface

(Vxf)Y = Z [ {g(fX, FY)E +n(Y) F2X)

+ Blg(fX, V)& —m(Y) X},

para ciertas funciones diferenciables en M (llamadas funciones caracteristicas)
a;, Bi, 1 = 1....s, y para cualesquiera X,Y € X(M). Si, ademds, M es normal,
entonces se dice que es una trans-S-variedad.

(2.1)

11



12 Capitulo 2. Trans S-variedades

Proposicion 2.1.1. St s = 1, una trans-S-variedad es una variedad trans-Sasakiana.
Ademas, en este caso, la condicion implica la normalidad de la estructura.

Demostracion. En efecto,

(Vx )Y = ar{(g(X,Y) = m(X)m(Y))& +m(Y) (=X +m (X))}
+ B{g(f X, V)& +m(Y) fX}
= a{g(X,Y)& —m(X)m(Y)& —m(Y)X +m(X)m(Y)E)}
+ Bu{g(fX,Y)& +m(Y)fX}
= a{g(X,Y)6 —m(Y)X} + Bi{g(fX, V)& +m(Y)f X},

y, comparando con la expresion para¢p=f, =0, a=a, =& yn=mn, se
deduce la normalidad de la estructura. O

Sin embargo, para s > 2, la normalidad no se deduce de (22.1]). De hecho, se tiene
que:

Proposicién 2.1.2. Para todos X,Y € X(M),

S

L AGGY)H2Y d(X,Y )6 =D [ (Vx&mi (V) = ni (Ve (X)] &, (2.2)

i=1 ij=1
que, en general, no es cero.

Demostracion. Para probar esta igualdad partiremos del primer miembro, y ha-
ciendo su desarrollo, llegaremos al segundo de ellos. Por definicion del Tensor de
Nijenhuis,

[ AXY) = [ X fY] = fIfX Y] = fIX fY] + fPIX Y,

0, equivalentemente:

L AXY) = (Vix /)Y = (Vv )X + f(Vy )X — f(Vx f)Y.

Desarrollando término a término:

S

(VixD)Y =3 [oudg(PPX IV )&tn (V)P XY+ [Bla(fX, Y )en(Y) X))

i=1

s

—(Viy /)X = - ; [i{g(f7Y, FX)& +ni(X) V)]
_ Z Bla(£2Y, X)6 — m(X) YY)
F(Vy )X Z ami(X) f3Y — Z_: Bins(X
F(Vxf)Y Z ami(Y) f*X + Z B (Y

12
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Sumando todas estas expresiones y teniendo en cuenta (|1.1)) y (1.2)) obtenemos:

[f, FI(X,Y) Zazg X, fY)& Zﬁzg X, V)& + Zm

i,j=1

+ Za,g (Y, £X)& +Zﬂl (X, V)¢ Z Bini (X (2.3)

3,7=1

=—2 Z a;g(X, fY)&:.
i=1
Por otro lado, el término 27, dn;(X,Y)¢; se desarrolla como:
22 > (m(y) = Vo) — (X))

- Z (9(V € Y) + 9(6, VxY) = g(Vy X, &)
— (X, Vy&) - g(VxY &) +9(Ty X, ) )&
Ahora, de se deduce que

Vx& = —aif X = Bif* X+ ni(Vx&)g, (24)
j=1

para todo X € X(M)ei=1,---,s. Por tanto:

S

2> (X, V)& =) (aug(fX,Y) = Big(f°X,Y)

i=1 i=1

+ Z (0 (Vx&)n; (V) = mi(X)n; (Vv &),
i,
donde se ha usado (|1.2)) y, sumando a la expresion ([2.3)) se obtiene (2.2)). ]
Ahora, observamos que de las dos proposiciones anteriores, en una trans-S-
variedad (2.2]) implica que, para todos X € X(M)ei=1,...,s:
D i (Vx€ni(Y) =Y (V& (X) = 0. (2.5)
j=1 J=1
Tomando Y = & y usando (2.5)) se tiene que:

VXSZ an v&k&l 77]( ) (26)

13



14 Capitulo 2. Trans S-variedades

Ahora, de y ,
n;(Vx&) = mi(Vx§;)
= > (Ve &)m(X) = =D (Ve &m(X) = —n;(Vx&),
k=1 k=1
lo que implica que

n;(Vx&) =0 (2.7)
para todos X € X (M), i,j =1,---,s. Usando este hecho deducimos que

Proposicién 2.1.3. En una trans S-variedad se verifica,

Vx&=—afX — @‘fQX’ (2.8)
para cualquier X € X (M) y para todo i =1,...,s.
Demostracion. De , tomando Y = &,

S

(Vxf)ér = Z [l g(fX, f&)& + mi(&) f2 X} (2.9)
+ B{g(f X, &)& — mi(&) XY = anf°X — BrfX.
Por otro lado, como:

(Vx )&k = Vx f& — fVx& = —fVx&,

pues f& = 0,aplicando f a ambos miembros de (2.9) se tiene

—PVx& = anf°X — B f*X.

y, usando ([2.7)) se llega a ([2.8)). [

2.2. Propiedades de las trans S-variedades.

Se pueden probar las siguientes propiedades para las trans S-variedades.

Teorema 2.2.1. Una casi trans-S-variedad M es una trans-S-variedad si y solo si
se satisface (2.8), para cualquier X € X(M) ei=1,...,s.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que tenemos una casi trans S-variedad
que verifica (2.8). De (12.4)), comparando con (2.8)), obtenemos la normalidad de f

usando ([2.2)), con lo que tenemos una trans S-variedad.

El reciproco es inmediato. O

La igualdad (2.1]) se puede expresar en funcién de la 2-forma F.

14



2.2. Propiedades de las trans S-variedades 15

Proposicion 2.2.1. La condicion de ser casi trans-S-variedad puede reescribirse
como

S

(VXF)Y.2) = ladg(fX, fZ)m(Y) — g(f X, fY):(Z)}

=1

+ B{g(X, fY)ni(Z) — g(X, fZ)n:(Y)}],
para todos X, Y, 7 € X(M). Ademds, si X € L es un vector unitario, se tiene:
(VxF)(X, fz) = —Qy, (VXF>(§“ fX) == 61, 1= 1, Lo, S

Demostracion. Como (VxF)(Y,Z)=XF(Y,Z)— F(VxY,Z)— F(Y,VxZ), obte-

nemos,

(2.10)

(VxF)(Y,Z) = Xg(Y, fZ) — g(VxY, fZ) — g(Y, fVxZ)
= 9(Y7 VXfY) - Q(Ya vaZ) =g(Y, (fo)Z)-

Usando ([1.2)) y (2.1)), se deduce el resultado deseado ([2.10]).

Para comprobar la segunda parte del enunciado solo basta usar la expresion

(2.10) para los pares (X,&) v (&, fX), respectivamente. Asi, usando ([1.2)) en el
primer caso ([2.10]) queda:

s

(VxF)(X,&) = Z lan{g(f X, f&)me(X) —m(&)g(fX, fX)}

k=1

+ Br{—g(X, f&)me(X) +m(&:)g(X, fX)}]
= —aig(fX, fY) + Big(X, fX) = —aig(f X, fX).

Como X € £,7;(X)=0i=1,...s,ycomo X esunitario, de (L.1)), g(fX, fX) =
g(X,X)=1. Conlo que VxF(X,&) =y, i = 1,--- ,s. Por otra parte, de (2.10)),
usando de nuevo ((1.1)) y (1.2)):

(VxF) (&, FX) =Y [endg(f X, X me(&) — me(FX)g(F X, f&)}

4 B —g(X X&) + e (FX)g (X, FE))]
= —ﬁkg(X, f2X>

Como, de (1.2), g(X, f>X) = —g(f X, fX) = —1, se obtiene que (Vx F)(&, fX) =
Yoy B{—9(X, PX)ni(€)}] = Bis1=1,--+ ;s L

Proposicion 2.2.2. En una trans S-variedad se tiene que

(Vxn)Y = aig(X, fY) + Big(f X, fY), (2.11)

para todos X, Y € X(M) y todo i = 1,...,s. De nuevo, si X € L es un vector
unitario, se deduce que:

(Vxni)fX =—a;, (Vxn)X =0, i=1,...,s.

15



16 Capitulo 2. Trans S-variedades

Demostracion. Como
(Vxm)Y = Xni(Y) = mi(VxY) = Xg(Y, &) — 9(VxY, &) = g(Y, Vx&),
usando ([2.8)) se obtiene,

(Vxm)Y =g(Y, —a, f X — Bif*X) = —ig(Y, fX) — Big(Y, fX)
= o, g(X, fY) + Big(f X, fY)

Probemos ahora la segunda parte de la proposicion. Para ello, basta aplicar la
igualdad (2.2]) en primer lugar con Y = fX y después con Y = X.

» ConY = fX,

(Vxm) fX =aig(X, [°X) + Big(f X, [°X) = —aug(f X, fX) — Big(X, [*X)
=—a;9(fX, fX)+ Big(X,—fX) = —.

= Con Y = X tenemos,

(Vxmi) X = aig(X, fX) + Big(fX, fX) = s,

en virtud de (1.2)). O

Podemos también probar el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Sea M wuna trans S-variedad. Entonces, (0F)& = 2noy y on; =
—2np;, para todo i =1,...,s.

Demostracion. Tomando una f-base {X1,..., Xpn, fX1,..., fXn, &1, ..., &}, enton-
ces,

BF)X == S {(Va ) (X0, X) + (V10 F)(f X X))
k=1
=Y (Ve F)(§, X)
j=1
k=1
para cualquier X € X(M). Usando es facil obtener que
(6F)X =20 ajn;(X) (2.12)
j=1
y, poniendo X = &;, se sigue que (0F)§; = 2na;. Ademas,

on == {(Vxm) X+ (Vexm) [ Xk} =D (Ve,m)§s,

k=1 j=1

16



2.2. Propiedades de las trans S-variedades 17

para todo ¢ = 1,...,s. Pero, de (2.7) conseguimos (V¢,7;)¢; = 0, para todo j =
1,...,s. Consecuentemente, utilizando (2.8)),

= — Z {g(Xk, kafl) + g(ka, vakgl)}

k=1
S Zﬁl {9(X5, Xi) + 9(f X, [Xi)} = —2n8;,
k=1

lo cual concluye la prueba. O]

El teorema anterior generaliza el resultado dado por D.E. Blair y J.A. Oubina
en |4] para las variedades trans-Sasakianas. Ademas, las trans S-variedades verifican
otras ciertas condiciones deseables.

Proposicién 2.2.3. Sea M una trans S-variedad. Se verifican las siguientes ecua-
ctones:

(i) dF =2F NY Bims;
=1

(ii) dp = aiF, i=1,...,s;
(iii) f*(6F) = 0.
Demostracion. Se sabe que para todo X,Y,Z € X (M) se tiene [7]:
dF(X,Y, Z) = = g(Vx /)Y, Z2) + g(Vy /)X, 2) = g((V2) X, Y)
=9((Vy )X = (Vx /)Y, 2)) = g((V2[)X,Y)

Por un lado, desarrollando el primer término

s

(Vv X = (Vi /)Y, 2) = oY, [ X)g(& Z) + m(X)g(f*Y, 2)}

i=1

+ 8oy, X)g(6. 2) — m(X)g(Y. 2)} | +
>- | - alolX g6 2) — (¥ )e(°X. 2)}

»

n [_ B:la(fX,Y)g(&, Z) +m(Y)g(fX, Z)}]

El segundo término, de la misma manera, queda:
o(V2)X,Y) =g [Oéi{g(fZ, FX)6&+m(X) 127}
+ [6{ (12, X)& —m(X)f2}],Y)
=2 |odotrZ. £00(6:Y) + X012, )})]

+ 890/ 2. X)g(6.Y) = m(X)g(£2,7)} .

17



18 Capitulo 2. Trans S-variedades

Restando ambas expresiones tenemos:

AF(X.Y,2) =Y [ad oY, FXm(2) + m(X)g( Y, 2)}]
+ 890V, X0m(2) = m(X)g(FY. 2)} |+

S

3 [_ ai{g(fX, fYI:(Z) —n(Y)g(f*X, Z)}]

i=1

n [_ Bl g(fX, YV Z) + m(Y)g(f X, Z)}]+

»

> = a{g(1Z, 1 Xm(0) = m(X)g(£2,7)}]
:[— Bi{a(f 2, X)m(Y) + m(X)g(f2.Y)} |

= 22 g(f X, YV Z) + Big(f X, Z)n(Y)
— Big (fY, Z)n(X))

= Q(F/\ ZB@”Z)(X7 Y> Z)

=1

Demostramos la segunda parte de la proposicién. Desarrollando el primer término:
1
dni(X,Y) = S (Xn:(Y) = Ymi(X) = :([X, Y])

%(xgm &)~ Yg(X.&) — g([X.Y],&)).

Veamos el valor de cada uno de ellos:

= Xg(Y.&) = g(VxY, &) +9(Y, Vx&);

= Y9V, &) = —g(Vy X, &) — 9(X, Vy&);

= —g([X, Y], &) = —g(VxY, 51') +9(Vy X, &)

Sumando y haciendo uso de y llegamos a lo siguiente:

dn(X,Y) = ( Y, —aif X = Bif’X) — 9(X, =i fY — Bif?Y))

= (=Y, fX) = Big(Y, *X) + cig(X, fY) + Big(X, fY))
= a;g(X, fY) = s F(X,Y).

[\DIH[\DI

Para la dltima de las propiedades, aplicando f* a la expresién (2.12)) y teniendo
en cuenta que n; o f =0,

X = QnZajf*nj(X) =
j=1
de donde se prueba el tercero de los apartados de la proposicion. O]

18



2.2. Propiedades de las trans S-variedades 19

Nota 2.2.1. De (ii) de la proposicion anterior observamos que si una de las fun-
ciones a; es una funcion constante no nula entonces la 2-forma F' es cerrada y la
trans S-variedad M es una K-variedad. Esto es, pues,

0= d2772 = dOéZ‘ ANF + OéZdF = OéZdF
implica que dF =0, ya que a; # 0.
Ademads se puede probar:

Teorema 2.2.3. Una trans S-variedad M es una K-variedad si y solo si

fr=-=p=0.

Demostracion. En primer lugar, si todas las funciones (3; son iguales a cero, de ()
de la Proposicién [2.2.3] conseguimos que dF =0y M es una K-variedad.

Para la implicacién reciproca, se sabe (ver [7]) que, para las K-variedades, la
siguiente férmula se verifica para todos XY, Z € X(M):

a(Vxf)Y. Z) = }:{mthJYMA ) = dni(fZ, X)mi(Y)}. (2.13)

=1

Consecuentemente, de (ii) de la Proposicién obtenemos, ya que F' es una
2-forma y usando (1.2)):

Z{dm(fY, X)ni(Z) — dni(fZ, X)mi(Y) }

= {F(fY, X)ni(2) — i F(fZ, X )m;(Y)}
=1 (2.14)
— Z{—aiF(X, YN Z) + o F (X, fZ)n:(Y)}

= Z{aig(fX, YN 2) + asg(f2X, Z)n:(Y)}.

Por otro lado, el primer miembro de la igualdad (2.13)) se desarrolla, haciendo
uso de ([2.1)), de la siguiente manera:

o(Vxf)Y.2) =g( 3 [alg(FX. V)& + mV)FPXY + B{g(fX. V)6 — m(Y)fX}]. Z)

> adg(f X, 1Y)9(6, 2) +m(YV)g(f7X, 2)}

=1

+ B{9(fX.Y)g(&, Z) — ni(Y)g(fX. Z)}]

S

> [adg(F X 1Y )(Z) +m(Y)a(12X, Z))

=1

+ B{g(f X, Y ni(Z) —m(Y)g(fX, 2)}].
(2.15)

19



20 Capitulo 2. Trans S-variedades

Igualando los resultados obtenidos (2.15)) y ([2.14]) se obtiene,
> B{a(f X, YIm(2) —m(Y)g(fX, 2)} =0,
i=1
de donde concluimos que 3; = 0, para todo i =1,...,s, poniendo Y = fX, Z =&,
k=1,---,sy X € L. n
Del Teorema [2.2.2] deducimos:

Corolario 2.2.1. Una trans S-variedad M es una K-variedad si y solo si on; = 0,
para todo i =1,...,s.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que tenemos una trans S-variedad que
a su vez es K-variedad. Por el Teorema y el Teorema [2.2.3| se obtiene que
on; =0 paratodot=1,...,s.

Para la implicacion reciproca suponemos que 07; = 0 para todo ¢ = 1,...,s.
Al tratarse de una trans S-variedad y de nuevo, por el Teorema [2.2.2] sabemos
que 07; = —2npf;, para todo i = 1,...,s. Por hipdtesis on; = —2nf; = 0, para
todoi =1,...,s, por lo que 8; = 0. Con el Teorema [2.2.3| se deduce que la trans
S-variedad es una K-variedad. O]

Ademéds, teniendo en cuenta (|1.6) y (1.7)) tenemos:

Corolario 2.2.2. Toda trans S-variedad es una S-variedad si y solo st a; = 1,
B; =0 y es una C-variedad si y solo si a; = ; = 0, en ambos casos para cualquier
1=1,...,s.

Demostracion. En las trans S-variedades se verifica:
Vxé =—aifX — B f*X.

Una K-variedad es una S-variedad si y solo si verifica Vx& = —fX, por lo que

a; = 1y f; =0 para todo i = 1,...,s. En otro caso, es C-variedad si y solo si

Vx& = 0, de donde se obtiene que tanto a; como [3; deben ser nulos para cualquier
1=1,...,s.

O

En el siguiente capitulo, presentaremos algunos ejemplos de trans S-variedades
las cuales no son K-variedades debido al hecho de que no todas sus funciones carac-
teristicas (; son cero. Ahora, lo normal seria preguntarse si cualquier K-variedad es
una trans S-variedad. En general, la respuesta es negativa y para esto, consideremos
el siguiente contraejemplo.

Sea (N, J,G) una variedad Kaehleriana, (M, f,&,...,&,m,...,Ns, g) una S-
variedad y M = N x M.

20



2.2. Propiedades de las trans S-variedades 21

SiX=U+X,Y=V+Y € X(M), donde U,V € X(N)y X,Y € X(M),

—~

respectivamente, podemos definir una f-estructura métrica en M por los siguientes
elementos de estructura:

FU+X)=JU+ X, &=0+&, U+ X)=n(X), i=1,....s,

JU+X,V+Y)=GU,V)+g(X,Y).

Con esto se puede demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.4. M con la estructura descrita arriba es una K-variedad pero no
una trans S-variedad.

Demostracion. En efecto, como N es una variedad Kaehleriana y, entonces, J es
paralelo, si V y V denotan las conexiones Riemannianas de M y M, respectivamente,
entonces

(Ve HY =V fY — fVgY
= VyJV +VxfY —JVyV — fVxY
= (Vo )V + (Vx )Y =0+ (Vx[)Y

y, consecuentemente, |D no se verifica para M, por lo que no se trata de una trans
S-variedad.

Por otro lado, probemos que en este caso si es K-variedad. Tenemos:

fU+X),f(V+Y)]=[JU+ fX,JV+ fY]|=[JU JV]+ [fX, fY];

fFU+X),V+Y]=f(JUVI+[fXY]) = JUU V] + [If X, Y];

flU+ X, f(V+Y)]=JUJV]+ fIX, fY];

PU+ X, V+Y]=-U+X,V+Y]|+>7 m(lU+X,V+Y])§

=—[U, V] = [X,Y]+ > mlX,Y]& = J*U, V] + 21X, Y].

Por definicién del Tensor de Nijenhuis,

F AU+ X, V+Y)=[fU+X), f(V+Y)] ~ fIf(U+X),V+Y]

—flU+ X, f(V4AY)]+ AU+ X,V +Y].
Con lo anterior,

IF, fI(U+ X,V +Y) =[JU, JV] + [fX, fY] = JJU,V] = f[fX,Y]—
JIU, JV] — fIX, fY] + J*[U, V] + f*[X,Y]
= [J,JI(U, V) + [f, fI(X,Y) (2.16)

= -2 dn(X,Y)§
i=1

21



22 Capitulo 2. Trans S-variedades

pues [J, J] =0y M es normal al ser S-variedad. Ademas, se sabe que
dn; = Xm;(Y) = Y (X) — mi([X, Y])
=U+X)n(V+Y)—(V+Y)n(U+ X) (2.17)
—n([U+ X, V+Y])=dp(U+ X,V +Y),

por lo cual, relacionando las igualdades 1' y 1} y usando que 5 = &;, obte-

nemos

F AU+ X V4Y)+2) dip(U+ X,V +Y)E, (2.18)

=1

que nos indica que M es normal, por lo que se tiene que es una K-variedad como
queriamos demostrar.
m

Sin embargo, se puede observar que, de y , los casos particulares de
S-variedades y C-variedades son trans S-variedades. Por otro lado, se sabe [2] que,
en una K-variedad, todos los campos de estructura con campos de Killing. Para las
trans S-variedades podemos probar:

Proposicion 2.2.5. Sea M una trans-S-variedad. Entonces, los campos de estruc-
tura & son de Killing si y solo si la correspondiente funcion caracteristica 3; es
nula.

Demostracion. En primer lugar, veamos el valor de la derivada de Lie de la métrica
en la direccién de los campos de estructura. Para todo X,Y € X (M) se verifica,
(Leg)(XY) = §g(X,Y) = g(Le, X, V) — g(X, L¢,Y)
=&g(X,Y) —g([&, X],Y) — 9(X, [&,Y])
=&9(X,Y) = (g(Ve X, Y) = g(Vx&Y)) = (9(X, Ve Y) — g(X, Vy&))
donde se ha aplicado que Lg, X = [§;, X] = V¢, X — Vx&;. Sabiendo que &¢g(X,Y) =
9(Ve, X, Y) + g(X, Ve, Y) obtenemos:
(Leg)(X,Y) = g(Ve, X,Y) +g(X, Ve, Y) — g(Ve, X, Y)
+9(Vx&,Y) = 9(X, Ve Y) + g(X, Vy§)
=9(Vx&.,Y) + g(X, Vy§).
Haciendo uso de , tenemos:

(Le;g)(X,Y) = g(—ai fX — Bif*X, Y)+9(X, —aifY — @‘fgy)
= —aig(fX,Y) = Big(f*X,Y) — aig(X, fY) = Big(X, f*Y)
= a;9(X, fY) + Big(f X, [Y) — cig(X, fY) + Big(f X, [Y)
=2Big(f X, fY).
Con esto se deduce que si §; = 0, entonces la derivada de Lie se anula y por tanto
los campos de estructura son de tipo Killing. Por otro lado si la derivada es nula

directamente obtenemos que la funcién caracteristica (3; es cero, pues 2g(fX, fY') #
0 para X,Y € X(M). Esto completa la prueba. O
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Capitulo 3

Ejemplos de trans S-variedades

Como hemos mencionado anteriormente, es obvio que, de y (L.12), las S-
variedades y las C-variedades son trans-S-variedades. Ademas, las variedades s-ési-
ma Sasakianas homotéticas de [9] son también trans S-variedades con las funciones
«; constante y 3; = 0, paratodot=1,--- ,s.

De las Proposiciones 2.2 y 2.5 de [6], vemos que las f-variedades de tipo Ken-
motsu, introducidas por M. Falcitelli y A.M. Pastore, son trans S-variedades con
funciones oy = -+ - =a;, =0 =--- =, =0y 1 = 1.

También, del Teorema 2.4 en [17], vemos que las variedades Kenmotsu generali-
zadas estudiadas por L. Bhatt y K.K. Dube [1] y A. Turgut Vanli y R. Sari [17] son
trans S-variedades con funciones oy = ---=a;,=0and gy =--- = (s = 1.

Entonces, vamos a buscar ejemplos con funciones «; y ; no constantes. Obten-
dremos estos ejemplos usando deformaciones D-coformes e hipersuperficies.

3.1. Transformaciones D-conformes generalizadas.

En primer lugar, sea una f-variedad métrica (M, f,&1,..., &, M1, ..., Ns,g) ¥ con-
sideremos la deformacion D-conforme generalizada dada por

~ ~ 1 5
= i — Qi ~z: () ~:b 2_b [ (3] 31
f=r ¢ &, m=am, g=bg+ (a );:1 0 @1 (3.1)

para todo i = 1,...,s, donde a,b son dos funciones diferenciables positivas en M.
Entonces se puede demostrar:

Proposicién 3.1.1. (M, f, 51, . ,Es, M,---,7s,g) €s una f-variedad métrica.

Demostracion. Para que (M, f, 51, - ,Es, M,--.,1s, g) sea f-variedad métrica deben
cumplirse:

. =0,
= f0f=0,
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24 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

. }VQ = _I+Zf:1ﬁ;®ga
= GXY) = G(fX, FY) + 0 m(X)m(Y).

Veamos cada una de estas condiciones.

Partimos de la condicién f& = 0, pues (M, f, &1, ..., &, M1, -+ -, Ms, g) €s f-variedad
métrica. Asf f& = 0 pues f = f. Como & = ¢ llegamos a que f(aa) = 0, de donde
obtenemos que fé = 0, pues a # 0. Para la segunda condicién tenemos que 7; f = 0.
Por la deformacion D-conforme generalizada,

@~:07
a

de donde 7;f = 0, pues % # 0.
Partiendo ahora de )
f?= —I+Zm®&
i=1
y usando de nuevo la deformacién D-conforme generalizada,
~ 1 ~ 5 ~
R = 1T S B A=Y
f + ; ~7i ® af + ; @&

Por 1ltimo probemos que se tiene g(X,Y) = 'j(fX, fY) + > m(X)m(Y).

J(X,Y) =bg(X,Y) +a? Zm(X)m(Y) - me(X)m(Y)

i=1

= b(g(fX, 1Y)+ ZUz‘(X>77@'(Y)>

+ D mXOmY) =0 n(X)m(Y)
=1 . =1 (32)
= bg(fX, fY) + ) m(X)mi(Y)

£ DX ) =03 (X (Y)
=bg(fX, fY)+ Z@(X)?]i(l/)

Veamos que |) coincide con E(fX, ]?Y) + >0 m(X)m(Y), o lo que es lo
mismo, que bg(fX, fY) =g(fX, fY) ya que

GUFX, FY) = bg(fX, fY) + (a* =) Z m(fX)m(fY) = bg(fX, fY),
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3.1. Transformaciones D-conformes 25

puesto que 7;f = 0. Con esto se concluye la prueba y tenemos lo que queriamos
probar, que (M, f, &, ..., &, T, ..,1s, g) es una f-variedad métrica. O

Nos damos cuenta que podemos obtener deformaciones conformes, D-homotéti-
cas (ver [16]) o D-conformes (en el sentido de S. Suguri y S. Nakayama [15]), poniendo
a’> = b, a = b = constante o a = b en (3.1, respectivamente. En [11] Z. Olszack
consideré a y b constantes, a # 0, b > 0 pero no necesariamente iguales y él también
llamé a la transformacion resultante una deformacién D-homotética.

Ademds, si suponemos que M es una trans S-variedad y que a,b dependen solo
de las direcciones de los campos de estructura &;, i = 1,...,s. Podemos calcular V
de V y g usando la férmula de Koszul y (2.8). Asi, se tiene que:

Proposicion 3.1.2. La conezion Riemanniana V de g estd dada por

a®—b)f; — &b
2a2

%XY:VXY+i2

(XD)f?Y + (YD) f2X}

9(f X, fY)é

2b

2a2 Z { Xa 77% (Yag)ni(X) (3'3)
Z i (X)m;(Y)} &

An(Y) X +n:(X) fY},

para todo par de campos de vectores X, Y € X(M).

Demostracion. La férmula de Koszul para g y V viene dada por
29(VxY,2) ={Xg(Y. Z) + Y§(X,Z) — Zg(X,Y)

+3([X,Y], 2) - §([X, 2],Y) — §([Y, 2], X)} (3.4)

Desarrollando independientemente cada uno de estos términos, obtenemos,
X3(Y,Z) = X (bg(Y, Z) + (a® = b) Zm
= (Xb)g(Y, Z) + 0Xg(Y. Z) + X (a® — D) Zm(Y)m(Z)
i=1
+ (a® = b) XS:X(W(Y)%(Z))'
i=1
Yg(X,Z) = (Yb)g(X,Z) +bY g(X, Z) + Y (a® - D) Z mi(X)ni(2)
i=1
@)Y YO Xm(2)).
i=1
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26 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

—Z3(X,Y) = —(Zb)g(X,Y) = bZg(X,Y) — Z(a* = b) Zm(X)m(Y)

- (@ =) 3 Z(Xm(Y))

G(X.Y],2) = bg([X,Y], Z) + (a® = 1) > _m:(VxY)i(Z)

i=1

—(a> =) Zm(VYX)m(Z)-
_E(PQ Z],Y) = _bg([X7 Z]7Y) - (GQ - b) an(vXZ)nz(Y)

=1

+(a® - b) Zm(VzX )ni(Y).

—3([Y. 2], X) = =bg([Y, 2], X) = (a® = ) Y 0i(Vy Z)ms(X)

i=1

+ (a* = b) Zm(VZY)m(X).

i=1

Sustituimos estas tltimas expresiones en (3.4)) con lo que resulta,
29(VxY, Z) = 2bg(VxY, Z) + (Xb)g(fY, fZ) + (Xa®) Zm
+ (Y0)g(fX, fZ) + (Ya?) Zm

— (Zb)g(f X, fY) - (Za® Zm

S

) — aig(fY, X)ni(Z) = Big(f*Y, X)ni(2)
yi(Y) = 200g(f X, Z)m(Y) = Big(f*X, Z)n:(Y)
)0 (Y) + aig(f 2, X)n:(Y) + Big(f2Z, X)ni(Y')
)1:(X) = 205g(fY, Z)mi(X) = Big(f*Y, Z)mi(X)

)

+aig(fZ,Y (X)) + Big(f*Z,Y )ni(X)]
(3.5)

donde hemos tenido en cuenta que

g(X,Y) = g(f X, fY)+ ) (X )mi(Y)

=1
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3.1. Transformaciones D-conformes 27

n:(VxY) =g(VxY, &)
=Xn(Y)—9g(Y,Vx&)
= Xni(Y) + aig(fX,Y) + Big(f*X,Y)

Por otro lado, el primer término del resultado de (3.5 se puede expresar como

209(VxY,Z) = 2b%’§(vXY, 7Z) —2(a* —b) Z n:(VxY)ni(Z)
(VY. Z) — 2 B[ YK vmz) OV

=1

+ g (X, Y):(Z) + Big(f2 X, Y )ni(2)]]

Asi, sustituyendo (3.6) en (3.5) y teniendo en cuenta la definicién de g que
tenfamos llegamos a lo siguiente,

2g(VXY 7Z) =29(VxY, Z)—X—b (fQYZ +—im
o 2 mX)(Z) = Zbg(FX, Y) = (Za?) Zm

F@ =) Y0 [~ 2, Zn(y) -

=1

En esa ultima expresion, simplificando, agrupando términos, usando las relacio-
nes

W(Z) =§(2,&),

w(2) = -7H(2) = 72,8,

y tomando la parte que multiplica a Z se obtiene el resultado deseado.

VxY = VyY — Qib«Xb)f Y + (YD) f?)

+ 5% Z[(XaQ)Ui(Y> + (Ya*)ny(X) — (&a”) Z”J<X

i=1

En estas condiciones, podemos probar:
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28 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

Teorema 3.1.1. Sea (M, f,&1,...,&,m,--.,Ns,g) una trans-S-variedad y consi-
deremos una deformacion D-conforme generalizada en M, con a,b funciones po-
sitias dependiendo solo de las direcciones de los campos de estructura. Entonces

(M, f &1y ooy Esy My - -5 15, §) €S también una trans-S-variedad con funciones:
~ o gz 5%
1T = 17 )
i  Bi = 2ab °

Demostracion. Usando (3.3]) y teniendo en cuenta que b solo depende de las direc-
ciones de los campos de estructura, tenemos

(Tx )Y = (Vi)Y - Z —50 (X e

2a2
Z alnl 7

para todos X, Y € X(M). Ahora, como M es trans S-variedad, de (2.1]) obtenemos:

S

~ 5 (&b)mi(Y)

i=1

xpy =3 (asg(F X FY)& + aam (V) f2X + Big(FX, V)& = Bms(¥)f X))

s

—22 XV = 5 S e )7 X

a _
+ b ; a;ni(Y
Tomando la definicién de la deformacién (3.1)) deducimos
) Z OCz‘ﬁi(Y
i=1

9(fX,Y)&

s

- ~ 2
(ViP)Y =3 aog(FX. )G+ 2 (5

+2a[ R
—Z (84 (@)X

y, teniendo en cuenta que

g=bg+(a® =) mmn,

=1

es decir,
1/ ) &
g= 3<g—+(a —b);m®m>7
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3.1. Transformaciones D-conformes 29

se tiene

. - S " . . 2 o S
@3y =3 Jag(7X, )&+ - (S 1) ey
i=1 =1

>3 [@- - (2(“ — s 5"b)] GFX Y

—Z (84 5 (@0))TONFX,

ya que 7; o f = 0. Asi, obtenemos

(Vx/)Y Z{“l JUX, Y&+ H(Y)X)

+ (fb %) GG - 700N
y esto completa la prueba. O

Nota 3.1.1. Si M es una variedad Sasakiana, esto es, si s =1, a =11y =0, por
este método no resulta ser una (c, B) variedad trans-Sasakiana pero si una variedad

(cr,0) porque, por el teorema de Darbouz, si a,b solo dependen de la direccion de &;,
éstas deben ser constantes.

Corolario 3.1.1. Sea (M, f, &, ..., &M, ..., 15, g) una S-variedad y consideremos
una deformacion D-conforme generalizada en M, con a,b funciones positivas de-
pendiendo solo de las direcciones de los campos de estructura. Entonces se verifica

que (M, f, 51, e ,58, M,--.,7s,g) €s una trans-S-variedad con funciones:
~ a -~ 5@ .
i T i 1, ey S
G =3 = oy i
Demostracion. Se obtiene directamente usando el Teorema y el Corolario|2.2.2
pues una S-variedad tiene o; = 1y §; = 0, para todo i =1,...,s y se tiene que
~aa a &b Bz &b
P = =, b= = 1=1,...,s.
S Ty P T T T dar ’
O

Corolario 3.1.2. Sea (M, f,&,...,&,,-.-,7Ns,g) una C-variedad y consideremos
una deformacion D-conforme generalizada en M, con a,b funciones positivas de-
pendiendo solo de las direcciones de los campos de estructura. Entonces se verifica

que (M, f, &, ... ,Es, M,---7s,g) €S una trans-S-variedad con funciones:
= Gb o
-0, B = —1,...,s
b 2ab’ °
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30 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

Demostracion. Se obtiene directamente del Teorema y el Corolario [2.2.2] pues

una C-variedad tiene o; =0y ; = 0 para todo ¢ =1,...,s y se tiene que
~ ady; > &b G &b .
i = - 07 P — -— = 5 — 1, ey S
“ b p 2ab * a  2ab ! °

]

Corolario 3.1.3. Sea (M, f,&1,..., &M, -,Ms,g) una variedad Kenmotsu gene-
ralizada y consideremos una deformacion D-conforme generalizada en M, con a,b
Junciones positivas dependiendo solo de las direcciones de los campos de estructura.

Entonces (M, f,&1,...,&,M,...,1s,g) €s una trans-S-variedad con funciones:
- ~ &b 1
i = O’ i ) = 1, ey S
« p 2ab + a ! °
Demostracion. Se obtiene directamente por el Teorema|3.1.1]y sabiendo que en una
variedad Kenmotsu generalizada se tiene que a; =0y ; = 1 paratodoi=1,...,s.
Asi,
- aw ~ &b B &b 1
i — :07 P — - = ) :1,...,.
« b B 2ab + a 2ab a ! °
O
3.2. Hipersuperficies de trans S-variedades.
Durante toda esta seccién, sea (M, fv, 51, e ,ES, M,---,1s, g) una f-variedad métri-

ca y sea M una hipersuperficie orientada e isométricamente inmersa en M tales que
N denota el campo normal de M en M y los campos de estructura &, ...,&_1 son
tangentes a M. Tomamos & = A& + uN, donde &, es un campo unitario tangente a
M. Entonces,

A=15(6); p=T1(N); N4 p° = 1. (3.7)

En primer lugar, vamos a suponer que A # 0. Por tanto,
1 ~
€s+1 - _XfN

es un campo unitario tangente a M tal que ffs = pésy1. Ahora, definimos s — 1
campos en M por &, =¢&;,, paratodoxr € M y
ni(X)=m(X), i=1,...,5s — 1,
1) = —T(X), 7 (X) = 6(X. 6011), 33
FX = FX = Mot (XN + me1 (X)& — pna( X))o,
para cualquier X € X'(M). Entonces, se prueba:

Proposicion 3.2.1. Se verifica que

(M7f7§17"'afs+17771)"'7778+1ag)

es también una f-variedad métrica con rango(f) = rango(f) — 2.
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3.2. Hipersuperficies de trans S-variedades 31

Demostracion. Para probar que (M, f, &1, ..., &se1, T, -+, Ns+1, g) €s una f-variedad
métrica debemos probar

FG=0miof=0; fP=-I+> m®E;
i=1

g(X.Y) = g(f X, fY)+ ) n(X)m(Y)

=1

para cualquier X,Y € X(M)ei=1,...,s+ 1. En primer lugar demostremos que
f&=0vi=1,---s+ 1.

= Parat=1,---,5—1.

F& = F& — M1 (&) + pmsra (&) — pms(&)
= f& — Ag(&is §sv1) + pg(&i Esrr) — 1ns(&i)

= f& - A%g@-, FN) + u%g(é, FN) — (&) = 0

pues, por hipétesis, (M, f, El, . ,Eg, M,---,7s, g), POr tanto se tiene que f& =
0(&,=¢&) paratodoi=1,---s.

s Parai=s.

F&s = F& — Mpgp1 (&) + pmeir (&) — pms(£s)

donde f&, = 0 por la misma razon que en el caso anterior. Ademas,

Mot (€) = 9(6, E1) = 196 G)

1 ~
778(53) = Xg(fs,fs) = 1.
Con esto se tiene que f&, = 0.
m Parat1=s+1.

Jsr1 = ffsﬂ — Mst1(Esg1) + 10551 (Es11) — 1 (Essn)

Desarrollando término a término,

Feos = —3 PN = £(N = Y R(N)E) = (N - )
=1

> =

donde se ha usado la definicién de 75(N) = p.
Ns+1(Es+1) = (o1, Es41) = 1
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32 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades
1 ~
ns(§s+1) = Xg<557§s+1) =0
Sustituyendo en lo anterior y haciendo uso de ES = A + ulN, se tiene
fén = AN = AN+ g
s+1 — )\ /\ HSs
1 u
1
= X(N—M N)—Mfs—/\NJers:U
A continuacién probemos que ;0 f =0, Vi =1,--- s+ 1. Asi, se tendria que:
= Parat=1,--- 5 — 1.

nif(X) =n:f(X)

= 0 f(X) = Mo (X)17i(N) + pas 42 (X )73 (N) — s (X)7i(€s41) = 0.

» Para?=s.

1S (X) = 1Y)

1

m Para7=s+1.

775+1<fX) = g(vagerl) =

= X[ﬁs(fX) = M52 (X1 (N) + pms 2. (X)7:(N) = s (X) 1 (E511)]

9, o) = () = S () = pmy(X) = 0.

Veamos ahora el valor de f?(X), para todo X € X(M).

F2X = f(fX) = F(fX) = M1 (FX)N + pngin (FX)E — pns(fX)Eeir
= f[fX - )\775+1(X)N + /“784-1( )gs /“78( )gs-i-l]

= 2X — My (X

)fN"i_NHS—&-l(X)fgs pns (X )ffs—i—l

= fQX + )\2775+1( )Es41 + u2773+1(X)§s+1 - MUs(X)fsz

Los términos 7(X )ES y —uns(
guiente manera quedando,

+ (N + )01 (X)Ms41 — :U/ns(X)fgs—H

X)&i +1ms(X )gs + N1 (X)Nsr1 — 15 (X)J}vgerl

X )fsz se pueden expresar y agrupar de la si-

ﬁs(X)gS = >\778(X)<)‘§s + ,U/N) = )‘QWS(X)és + )‘MUS(X)N

32
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33

—uns(X) féoir = — /ms(X)[%(N — )] = —/ms(X)[%(N — M — p°N)]

= _MUS(X)P\N - :ufs] = —W\%(X)N + ,U2778(X)€s-
Sumando ambos resultados resulta 75(X)&s, con lo que obtenemos que

s+1

P==I+) nek
=1

Para terminar la prueba comprobemos que se verifica que
s+1

g(X.Y) = g(fX, fY)+ ) m(X)m(Y).

i—1
Asi,
9(f X, FY) =g(FX = Mt (XN + i1 (X)€ — pms(X)Es1,
FY = Myt (V)N + i1 (V)€ — pns(Y)Essr)
= g(fX, [Y) = Ag(J X, nen (Y)N) + imea (V) g (X, &)
— s (Y)g(fX, &x1) — M1 (X)g(N, fY)
+ N1 (X1 (V) + 1 (X)g (o, 1Y) + 10001 (X1 (V)
— ms(X)g(Eayr, FY) + pPns (X )ms(Y).
Teniendo en cuenta y la definicion de &1, se deduce que:

9(fX, 1Y) :g(fXa J?Y) - )‘2775+1(X)775+1<Y) - N27]s+1(Y>775+1(X)
- Mzns(X)US(Y) - )‘2773+1(X)775+1(Y)
+ X051 (X051 (V) = 120512 (X) 1501 (V) + 1870550 (X151 (V)
- ,u2773 (X)ns(Y) + M2773 (X)ns(Y).

de donde obtenemos el resultado.

Ademas, dados X,Y € X (M), se cumple:

Proposicion 3.2.2. En las condiciones anteriores, se verifica que:

J?QX = [2X — 0ot (X)€er1 — 120 (X)Es + Ay (X)N (3.9)

JUFXFY) = g(f X, fY) + 120, (X)ms (V) + 12 (X)mea (V). (3.10)
Demostracion. Empecemos probando la primera expresion. Para ello, apliquemos f

a ambos lados en la expresion (3.8)):

P2X = F(FX) = FUFX) = Miosa (FXON + g (FX)Es — s (FX )61
= FIFX = Mt (XN + pimegr (X)€ = pma(X)éas]
= }VQX - )\773+1(X)fN + Mﬁsﬂ(X)ffs s (X )fgs-i-l
= [2X 4 N0t (X))t + 120501 (X)Er1 — 1ms(X) féann
= FX + D51 (X)Es1

- Mﬁs(X)[fsz + >\775+1(fs+1)N - W?s+1(€s+1)fs + uns(§s+1)£s+1]-
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34 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

Como f&1 = 0, ns11(&s11) = 1y ns(§s51) = 0, se obtiene la primera de las
expresiones del resultado. Por otra parte tenemos:

9(f X JY) =g(J X, JY) = N0ear (X )01 (V) = 42051 (V)01 (X)
- N2778(X>778(Y) - )\2ns+1 (X)ns+1 (Y>
+ M5 (X051 (V) = 120501 (X051 (V) + 120541 (X501 (V)
— 120 (X)ns(Y) + p2ns(X)ns(Y)
= g(fX, FY) = et (V)01 (X) — 1205 (X)m,(Y).

con lo que concluye la prueba. O

Y ademas, para M, las formulas de Gauss-Weingarten vienen dadas por
VY =VyY +0(X,Y); VxN = —AX, (3.11)

para todo X,Y € X (M), donde ahora \Y (resp., V) denota la conexién Rieman-

niana de M (resp., M) y o y A son la segunda forma fundamental de la in-
mersién y el operador forma asociado con N, respectivamente, relacionados por

o(X,Y)=g(AX,Y)N

Usando (3.8) y (3.11]), podemos enunciar la siguiente proposicién
Proposicién 3.2.3. Dados X,Y € X(M), se cumple que

(%XJ;/)Y =(Vxf)Y = M1 (Y)AX
— 151 (Y)Vix&s + pums(Y)Vx€ain
—{X (s 41(Y)) + s (VxY) F&s
FA{X (s (V) + pins(VxY) + Ag(AX,Y) }oin
X (Ms41(Y)) + M1 (VXY)IN + o (X, fY)
— 1ns1(Y)o(X, &) + pums(Y)o (X, Esq1).

Demostracion. En primer lugar, por propiedades de la conexién afin sabemos que
se tiene:

(3.12)

(6)(]?)3/ = 6XJ?Y — fﬁxy-
La base de la demostracién sera desarrollar cada uno de los dos términos del

segundo miembro para después agrupando conseguir la expresion que estamos bus-
cando.

Empecemos pues viendo el valor del primero de ellos. Por (3.8) tenemos que la

estructura f de la variedad M se relaciona con f de la hipersuperficie M de tal
forma que:

FX = X 4 Miasa (XN = pnesr (X)&s + pme(X) o

Para tener el valor de V XfY basta aplicar v x a la expresion anterior:
ﬁxfy = 6XfX + 6){ ()\775+1(X)N) - ex (/“75+1(X)55) + 6)( (lms(X)sz)-
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3.2. Hipersuperficies de trans S-variedades 35

En esta igualdad, desarrollemos cada uno de los términos del miembro de la de-
recha. Asi, cada uno de ellos, usando (3.11]), viene dado por:

Vi fX = VxfY +o(X, fY).

Vi (M1 (X)IN) = X (V)N + M (V) VN
= X1 (V)N = Ay (V) AX.

_%X (,WlsH(X)fs) = X(uns11(Y))&s — /~L7]5+1(Y)%X§s
= _X(/“?s+1 (Y>>£s — U7Ms41 (Y)Vst — H7s41 (Y)O’(X, 55)

Vx (Mﬁs(X)sz) = X (s (Y)) &1 + /”}s(Y)€X55+1
= X(uns(Y))Esr1 + mms(Y)Vx&apr + uns(Y)o (X, §sp1).

Sumando estos términos obtenemos:

VifY = VyfY + o—(X fY)

- X(uns-i-l( )) l“75+1( )ngs — H)s+1 (Y)U(Xa gs)
+ X (pns(Y))Es1 + pns(Y)Vix€sia + pns(Y)o (X, Esv1)-
Por otro lado, desarrollamos el término j?% xY, que nos queda como sigue,
fﬁxy = f(VXY +o(X, Y))
= [(VxY) + f(o(X,Y)),
en donde, aplicando la relacién que existe entre f y fse obtiene:
FVxY) + f(0(X,Y)) = fVxY + A (VxY)N
— 11 (VxY)& + ims(VxY) € (3.14)

+ flo(X,Y)).
Calculemos ahora el valor de f(o(X,Y)),
fN(U<X> Y)) = f(g(AXa Y)N) = g<AX7 Y)N}VN = _)‘g<AX7 Y)€s+1>
y, sustituyendo en la expresién (3.14)) llegamos a:

VLY = fVxY + Aneit (Vi Y)N

— s (VxY )& + 1ms(VxY )€ (3.15)
- )\g(AX7 Y)€s+1'
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36 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

Por dltimo restando las expresiones (3.13) y (3.15)) y agrupando términos obte-

nemos la expresion que buscabamos:

(ﬁxf)y =(Vx )Y = Ms1(Y)AX
— s 1(Y)Vix&s + pns(Y)Vx&eia
—{X(uns+1(Y)) + pns1 (VxY) }Es
FAX (s (V) + ums(VxY) + Ag(AX,Y) }o
A A{X M1 (V) + Mo (VXY )N + 0(X, [Y)
— is41(Y)o (X, &) + puns(Y)o (X, Es41).

]

Ahora, suponemos que M es una casi trans S-variedad con funciones carac-
teristicas (ay, ..., ds, B1,. .., Bs). Si u # 0, observamos que M no puede ser también
una casi trans-S-variedad, ya que fv& = pu€sy1 # 0. Asi, vamos a considerar que
i = 0, esto es, que A = 1 y que todos los campos de estructura son tangentes a
la hipersuperficie. Ademas, denotamos por «; y f; las restricciones de las funciones

caracteristicas para M. Entonces, de (3.12) y teniendo en cuenta ({3.8]), (3.9) y (3.10]

se deduce

(Vxf)Y = Z{cu(g(fx, FY)E + 151 (X051 (V)&

F )X — e (O ) (3.16)
+ Bi(g(fX, V)& —n(Y)fX)}
+ 775+1(Y)AX - g<AX? Y)ferla

para cualesquiera X,Y € X (M) y, consecuentemente, M tampoco es, en general,
una casi trans-S-variedad. Para probar esto basta tomar los valoresde y =0y A =1

en la expresion . Asi se tiene:
(Vx /)Y =(Vx /)Y + 01 (Y)AX — g(AX,Y)Eeis
— {XMs1(Y)) + 051 (VXY)IN — o(X, fY).

Desarrollando el primer término del segundo miembro segtin la definicion de casi
trans S-variedad se deduce que:

(VxHY = [ad{g(F X, fY)& +m(Y) X}
=t _ 3.17
+ B{g(FX, V)& = (V)XY +men(V)AX = g(AX, V)& 10

—{ X011 (Y)) + 162 (VXY)IN = o (X, fY).

Teniendo en cuenta la relacion entre f y f se desarrollan cada uno de los términos
de la siguiente forma:

« g(FX, JY)& = g(f X, [Y)& + nesa (X )neia (V)&
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o (V)X = 5(Y) (PX = 01 (X&) = m(Y) F2X — (Y )1 (X) s
= (X Y)E = g(fX + 0 (X)NY)E = g(fX,Y)E + 0ot (X)g(N, Y)E;:
. ﬁz(Y)J?X = ni(X) (fX + 773+1(X)N) = 0i(X) fX 4+ 10:(X)nsq1(X)N.

Sustituyendo cada uno de estos resultados en (3.17)) y tomando la parte tangente,
pues (Vx f)Y lo es, se llega a la expresion:

(Vxf)Y = Z{m(g(fx, FY)E A+ 11 (X)ns1 (V)

+ nZ(Y)sz - 775+1(X)77i(y)§s+1)
+ Bilg(fX, V)& —n:(Y) fX)}
+ Ns41(Y)AX — g(AX,Y) &1

Respecto a la condicién de normalidad (2.8), de (3.8)) y (3.11) obtenemos que,
para todo X € X (M),

Vx& = — aif X + Bi(ns1(X)&er1 — f2X),
ni(AX) = — ains1(X),

(3.18)
para cualquier i = 1,...,s. En efecto, si tomamos Y = ¢; en (3.11]) obtenemos:
V& = V& +0(X,&).
Teniendo en cuenta aqui la condicién de normalidad en la trans S-variedad:

—0i fX = Bi(f)?X = V& +0(X,&).

Desarrollamos el primer miembro de la igualdad teniendo en cuenta que =0y
A =1, obteniendo:

—i[f X + 1511 (X)N] = B [fQX — N1 (X)Ms 1]

Por tanto nos queda:

—i[fX + 051 (X)N] = Bil 2 X = nes1(X)nsi1] = Vx& + (X, &)
= Vx& + g(AX, &)N.

En esta ultima expresion tomamos la parte tangente y la parte normal por se-
parado, de modo que:

» Vx& = —aif X — Bif* X + Bine1(X)ia;
= g(AX,&)N = ni(AX)N = —a;n. 1N, por lo que 7;,(AX) = —ain1(X).
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38 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

Por otro lado, usando (2.1)):

Vx&ey1 = fAX — Z Bins+1(X)&;. (3.19)

i=1

Para demostrar este resultado partimos del primer miembro de la igualdad. Asi,

VXéﬂs-‘rl - 6ng-i-l - O‘(X, Ss-ﬁ-l)

X (3.20)
= —VxfN —0o(X,&41),

usando la férmula de Gauss-Weingarten y la definiciéon del campo &1 = —fN.
Desarrollemos el primer término.

~Vx /N = =(Vx[)N = [VxN = —(Vx /)N + fAX
En esta ltima expresion,

FAX = fAX + 1.1 (AX)N
= fAX + g(AX, £41)N (3.21)
= fAX + o(X, &up),

S

—(Vx /N == Jaifg(FX, FN)& +n:(N)(f)° X}

i=1

+ B{g(FX.N)& — m(N) X},
donde se anulan todos los términos salvo el de (; g(fX ,N)&;, el cual es:

Big(fX,N)& = —Big(X, FN) = Big(X, E1)& = Binsir (X)E

Por tanto:
~(Vx/)N Zﬂmsﬂ (3.22)
Ahora sumando las expresiones y llegamos a que:
~VxfN = Z Bines1(X)& + FAX + 0 (X, &)
Sustituyendo esta tltima en la expresion obtenemos que
Vo1 = Z Biss1(X)& + FAX + 0(X, E1) — 0(X, &)

= fAX — Z 61778—4-1 )&,
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3.2. Hipersuperficies de trans S-variedades 39

tal y como queriamos probar.

Llegados a este punto, parece interesante estudiar si M puede ser una casi trans
S-variedad dependiendo del comportamiento del operador forma.

Recordemos que M es totalmente geodésica en una casi trans S-variedad M si
A =0y es totalmente umbilical si A = hl, siendo h una funcién diferenciable, e [
indicando la identidad.

Entonces, de (3.16]), podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Sea M wuna hipersuperficie totalmente geodésica tangente a los
campos de estructura de una casi trans S-variedad M, con funciones caracteristicas
a;, Bi,i=1,...,s. Entonces, M es una casi trans-S-variedad si y solo si o; = 0, para
cada 1 3y, en tal caso, sus funciones caracteristicas son o; =0, B;, parai=1,...,s

Y Qg1 = ﬁs—l—l =0.

Demostracion. En primer lugar, al ser M una casi trans S-variedad se verifica (3.16)).
Esta expresion, haciendo uso de la hipdtesis de que M es totalmente geodésica, se
transforma en la siguiente:

(V)Y =3 Heu(gl7 X, )6+ s (X (V)6
+10;(Y) 2 X = 0oy (X)mi(Y)Eo11)
+ Bi(g(fX,Y)& —mi(Y) fX)},

pues A = 0. Asi, para que esta ultima expresion cumpla la condicién de ser casi trans
S-variedad, las funciones caracteristicas a; deben ser todas nulas y las (; coinciden
con las de la casi trans S-variedad M. En el caso de 11 y B5+1 ambas deben ser cero.

Reciprocamente, es trivial, pues si a; = 0, 3; = Ez (siendo Ef, la funcién carac-
teristica de M) para todo i = 1,-+-5,y asi1 = Bs41 = 0, de 1’ se tiene que M

es una casi trans S-variedad. O

Ahora, si M es una trans-S variedad, de 1} y 1} se deduce:

Corolario 3.2.1. Una hipersuperficie totalmente geodésica M tangente a los campos
de estructura de una trans-S variedad M es una trans-S variedad si y solo si M es
una C'-variedad. En este caso, M es también una C-variedad.

Demostracion. Para que M sea trans S-variedad se debe cumplir que

Vx& = —ai fX 4+ Bi(nsp1(X)Es1 — fQX)
y, ademas,

Vx€opr = fAX = Binea (X)),
=1
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40 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

__ Por tanto, como tenemos que M es totalmente geodésica, AX = 0y asi, como
M es trans S-variedad debe verificarse Vx& = —ayf — ﬁifQX/,vpor lo que #; = 0.
Usando el teorema anterior (o; = 0), tenemos que Vx§; =0y M es C-variedad. La
otra implicacion se razona de la misma forma. O

Teniendo en cuenta la definicion de hipersuperficie totamente umbilical, un calcu-
lo directo a partir de muestra que esta no es una casi trans-S variedad en
general. Por lo tanto, parece necesario utilizar una variaciéon de estos conceptos con
respecto al operador forma, mas relacionado con la estructura. En este contexto,
siguiendo las ideas introducidas por Ornea [13| para S-variedades:

Definicién 3.2.1. Decimos que una hipersuperficie M de una (casi) trans-S varie-
dad M es

» totalmente f-geodésica si la distribucion L = {X € X(M)/n;(X) = 0,i =
1,...,s} es totalmente geodésica, esto es, si o(X,Y) =0,

» totalmente f-umbilical si la distribucion L = {X € X(M)/n;(X) = 0,i =
1,...,s} es totalmente umbilical, esto es, si o(X,Y) = g(X,Y)V, siendo

s
V=11 H
(+2n—1> ’

donde H denota el campo curvatura media,

para cualesquiera X,Y € L.

En otras palabras, como para todo X,Y € X (M) tenemos que sz, FY e L,
usando (1.1)) y (3.8)) podemos enunciar los dos resultados que siguen.

Proposicion 3.2.4. La hipersurperficie es totalmente f-geodésica si y solo si

S

o(X,Y) = Z(Ui(X)U(Ya &) +mi(Y)o(X, &)

=1

— Z n(X)n;(Y)o (6, 6;).

1,j=1

(3.23)

Demostracién. Supongamos en primer lugar que la hipersuperficie es totalmente
f-geodésica. Por definicién, sabemos que o(f2X, f2Y) = 0. Asi pues, tenemos

O'(f~2X, fQY) = O'(f2X - 7]3+1(X)£s+1; sz - 778+1<Y)€s+1> = 07

donde hemos usado (3.9). Tal expresién pasa a ser:

( XJanZ IST Y+Z77j >—
o(—X,-Y) +a( in] )
+a(2nz )6 - )w(%ﬁmém(m) 0.
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3.2. Hipersuperficies de trans S-variedades 41

Ordenando términos,

s

0= an X fz Z &, + Z 771 z 5@75])

i=1 3,j=1

de donde obtenemos el resultado deseado.

Para el reciproco se razona exactamente igual. O]

Proposicién 3.2.5. La hipersurperficie es totalmente f-umbilical si y solo st

s

o(X,Y) =) (m(X)o (Y, &) +n:(Y)o(X, &)

=1

-~ Z (X 0(&,&) + 9(f X, FY)V

i,7=1

_Z 77% Yfz +772( )O-(ngz))

- an 5@75])

i,7=1

+ (g(fXa fY> + ns—i-l(X)ns—H(Y))V

Demostracion. Probemos primero la implicacién hacia la derecha, es decir, supon-
gamos cierto que la hipersuperficie M es totalmente f-umbilical. Por definicion:

o(fX, f2Y) = g(f*X, f2Y)V.

Asi, como en la demostracion de la proposicién anterior, tenemos que:

(3.24)

o(f2X, V) =0o(X,Y) — an o(X, &)

- an fza + Z nz z fza Sj) <325)

i,j=1
= g(f°’X. fPY)V.
Por otro lado, usando la propiedad de f-estructura f2 + f = 0, resulta:
9P X, Y)W = —g(FPX, [Y)V = —g(—fX, fY)V = g(fX, fY)V.  (3.26)
Este tltimo término se puede expresar, gracias a (3.10|) como sigue:
JIX YWV = (X FY) + 0er (X (V)V. (3.27)

Relacionando las expresiones (3.25), (3.26) y (3.27) obtenemos el resultado.

De manera analoga se prueba la implicacién contraria. O
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42 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

Ahora, supongamos que M es una trans-S variedad. De 1} y la segunda ecua-
cién de (3.18]), conseguimos que

O'(X, fl) = —Ts+1 (X)Na

para todo X € X(M) ei = 1,...,s. En efecto, de la segunda férmula de (3.18)
sabemos que 7;(AX) = —a;ns11(X). Esto a su vez se puede expresar de la siguiente
forma :

nZ(AX) = g<AX7 51) = —041773+1(X)-

Conocemos que o(X,Y) = g(X,Y)N, por tanto, g(AX, )N = o(X, &), es decir,
(X, &) = —a;nss1(X)N. Consecuentemente:

Proposicién 3.2.6. Se tiene que o(&;,&;) = 0 para todos i,j y las formulas
Yy se convierten en

Z &7 771 55-&-1 + 778+1( )51) (328)

E:%Uz X)éop1 + nop1 (X)) — X, (3.29)

respectivamente, para todo X € X (M), donde h = g(V, N).

Demostracion. Se sabe por el resultado anterior que o(X,§;) = —a;ns4+1(X)N. To-
mando X = ¢,

U(fj, fz’) = —Oéi775+1(fj)N

y tal expresién se anula, pues:
1~
Ns+1(&5) = 9(&, &) = 91 & _XfN =

Probemos a continuacién la segunda parte de la proposicién. Para ello partimos
de las formulas (3.23) v (3.24]). En primer lugar,

o(X,Y) =Y (m(X)o(Y.&) + m(Y)o(X,&))

i=1

= > (X (V)o (6, &) (3.30)
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3.2. Hipersuperficies de trans S-variedades 43

pues 0(&;, &) = 0. Desarrollemos ahora los términos que nos quedan. Asi:

S

g(AX,Y)N = > (:(X)g(AY, &)N +1,(Y)g(AX, &)N)

=1

= Z n:(X)mi(AY)N + g(Y, &)n:(AX)N)

(3.31)
Z — aini(X)Ns1 (V)N = aig(&, Y )1 (X)N)
i — i (X)g(&sr1, YIN — aig (&, V)41 (X)N)
—1
En resumen,
g(AX,Y)N = i (= ami(X)g(Ess1, YN — a1 (X)g (&, Y)N),
i—1
con lo que obtenemos:
AX = =3 (X + ()6
i=1
Por otro lado, de tenemos:
o(X,Y) = S (X0 (Y. 6) + m(V)o(X,60) — 3 m(X)ny (V) (6 &)

=1 2,7=1

X, 1Y) s (X (V)
= Z ni(X)o (Y, &) +m:(Y)o (X, &)
 (GXFY) 4 e (X e (V)Y
Al igual que en el primer caso, desarrollemos el resto de términos:
JAXVIN = Y (X)o(¥,6) + 10V )o(X.€)
(l(le 1Y)+ s (s (V)Y
= Z 1i(X)g(AX, &N +1:(Y)g(AX, §)N)
FCgPXY) 4 o (X)maa (V) gV N)N
— Z (m:(X)mi(AY)N + g(V, &)mi(AX)N)
F(—g(XY) 4 s (X)g(Eurn, Y)AN,
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44 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

donde hemos llamado h = g(V,N). Para terminar, la igualdad anterior resulta:

S

GAX, YN = (i (X)mi(AY )N + g(Y, &)mi(AX)N)

(XYY 1ol YDA

= Z i (X051 (V)N = 39(&5, Y )11 (X)N)
(—f X+ 1511(X)&s41,Y))AN

= Z aimi(X)g(&sr1, YIN = ig(&, Y )os1 (X)N)
g(—fQX, Y))hN,

De manera resumida:

s

9(AX,Y)N = — Z(Ozim(X)g(sz, V)N + a;g(&i, Y)ns1 (X)N)

i=1

g(—=f2X,Y))hN.

Por tanto,

Z Q 771 §s+1 + 51775-1-1( ) - fQth

y con esto concluye la prueba. O

En consecuencia, para hipersuperficies totalmente f-geodésicas de una trans-S
variedad, tenemos:

Teorema 3.2.2. Sea M una hipersuperficie totalmente f-geodésica tangente a los
campos de estructura de una trans-S variedad M con funciones caracteristicas a;, ;,
1=1,...,s. Entonces, M es una casi trans-S-variedad con funciones caracteristicas
a;, Bi, parat=1,...,5 y asy1 = Bsr1 = 0. Ademds, M es una trans-S variedad si
y solo si B; =0, para todoi=1,...,s

Demostracién. Empecemos probando la primera parte del teorema. Sea M una hi-
persuperficie totalmente f-umbilical de una trans S-variedad M.Tenemos que se

verifica (3.16]), esto es:

(Vxf)Y = Z{cu(g(fx, FY)E + 151 (X051 (V)

(V)X = e (Om(Y)un) (3.32)
B X, Y)E — (V) FX))
+ 1511 (Y)AX — g(AX, Y )€1

44



3.2. Hipersuperficies de trans S-variedades 45

Por hipétesis, M es totalmente f-geodésica, por lo que se cumple (3.28)). Susti-
tuyendo este resultado en (3.32)) se tiene:

(Vx )Y Z{az (X, V)& +nen(X)nea (V)&

+77i( )X = 01 (X)ni (Y )€era)
+ Bi(g(fX, V)& —m(Y) fX)}

s

Faa(r)] - S0 (n (e + 1 (X)6)]

< Z @i nz 55"'1 + 775+1( )&)7 Y) fs—i—l-
Asi:
(Vx )Y = {aa(g(fX, fY)& + 0ot (X)nea (V)
=1

X = e (Y V)
+ ﬁi(g(fX, Y& —ni(YV)fX)}

- Z 0 (Meys (V) (X)Eart + et (V)0as1 (X))
+ Z i ((X)g(Ecrr, V) + 0esa (X)g(6 Y)) e

= Z{m(g(fx, Y& + noa (X e (V)&

+ i (V) 2 X = 0epr (X)mi(Y)Ees1)
+ ﬁz‘(g(fXa V)& —n(Y)fX)}

- Z 01 (V01 + 7 (V1 (X))

T Z (N (X)Ns11(Y) + 01 (X)1:(Y))Esp1-

Anulando términos nos da

(Vx Y == {ailg(f X, [Y)& +m(Y)f*X)

B X, V)6 — m(Y) X)),

lo que lleva a que M es una casi trans-S variedad con tales funciones caracteristicas.

Probemos ahora la segunda parte del teorema. Asi, supongamos en primer lugar
que M es trans S-variedad. Por tanto se verifica que

Vx& = —aif X + Bi(ner1 (X)) — f2X)
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46 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

VXSS-H fAX Z 517734-1 gs-i-l

=1

Como, por hipdtesis, M es trans S-variedad, se tiene Vx& = —a; fX — Bif2X.
Luego, comparando ambas expresiones, 3; = 0, paratodoi=1,--- s
Supongamos ahora que (; = 0. Por tanto, obtenemos que

Vx& = —oifX

VXfS-‘rl = fAX7

pero como M es totalmente f-geodésica fAX = 0, con lo cual Vx&.1 = 0y
V x& = 0 por la primera parte del teorema, con lo que M es trans S-variedad. Con
esto concluimos la prueba.

m

Para las hipersuperficies totalmente f-umbilicales de una trans-S variedad, usan-
do un razonamiento similar a (3.29), podemos probar:

Teorema 3.2.3. Sea M una hipersuperficie totalmente f-umbilical tangente a los
campos de estructura de una trans-S variedad M con funciones caracteristicas a;, ;,

1=1,...,s. Entonces, M es una casi trans-S variedad con funciones caracteristicas
g, Bi, parat=1,...,5 yasiy = —h, Bsr1 = 0. Ademds, M es una trans-S variedad
sty solo si B; =0, para todoi=1,...,s

Demostracion. En primer lugar, veamos que M es una casi trans S-variedad con
funciones caracteristicas «;, 5;, asi1 = —h 'y Bsi1 = 0. Al ser M trans S-variedad,

se verifica (3.16]). Asi, se tiene que:

(Vx )Y = {aalg(fX, fY)& + ner (X)nea (V)&

)X — e (YY)
T B(g(FX, V)G — m(Y) X))
+ 775—1—1( ) (AXv Y)gs-f—l'

Usando la hipétesis de que M es totalmente f-umbilical se cumple (3.29)), por lo
que, sustituyendo en la expresién anterior, se obtiene:

(Vx )Y Z{Oéz (fX, fY)& + 01 (X1 (Y& +mi(Y) F2X = 0oa (X)0i(Y)€s41)
+5i( (f X, Y)f'— mi(Y)fX)}

+ 775+1 Z Q; 772 55—1—1 + 775+1(X)§) - hJﬁX}
Z Q4 7]1 £s+1 + Ns+1 (X)€> - thXa Y)£s+1'
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3.2. Hipersuperficies de trans S-variedades 47

Agrupando términos y simplificando queda:

(Vxf)Y Z{az (X V)& +m(Y)f°X
+5i( (fX. V)6 —m(Y)fX)}

_ Z aifs1(Y)ni(X)&sr1 — h773+1(Y)sz (3.33)

+ Z aznz 778+1 )gs-i-l + g(hf?Xv Y)gs-i-l-

Asi:

—Iner (V) PX + g(h X, Y)éer = = (V) (X = nosa (X)éoin)
+ hg(sz - 778+1(X>£s+17 Y)£s+1
= — 11 (V) 2 X + hnes1 (V)
+ hg(f?X,Y )1 — hnera(X)
- hns+1 (X)g(€s+17 Y)£s+1
— o1 (V) X 4 hneir (Yot
+ hg(f?X,Y )1 — hnera (X)
— s 1 (X)Ms41(Y)Es 41
= —h(UsH(Y)fQX +9(fX, fY)sz)-

Sustituyendo esto ultimo en la expresion (3.33)) se tiene que

(Vxf)Y Z{oaz (X, Y& +m(YV) X

+ﬁz~< (fX,Y)& —m(Y)fX)}
— h(ner (V) F2X + g(f X, Y€1),

lo que implica que M es una trans S-variedad con funciones caracteristicas oy, 5;,
Oz5+1 = —h y 534_1 = O

A continuacion probemos la segunda parte del resultado. Supongamos, en primer
lugar, que M es una trans S-variedad. Con esto se tiene

Vx& = —aif X + Bi(ner1 (X)) — f2X)

Vxé€or = FAX =Y B (X).
i=1

Por tanto, como M es una trans S-variedad, se verifica Vx& = —a; fX — B: f2X.
Para que se cumplan ambas expresiones, 3; = 0.
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48 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

Reciprocamente, si suponemos que [3; = 0, se tiene (por ser M transS-variedad)
que:

Vx& = —a;fX.
Por otro lado,
V&1 = fAX,
con lo que usando la condiciéon de que M sea totalmente f-umbilical , Vx&si1 =
—hfX y con esto probamos el resultado. O

A continuacién, sea M una S-variedad, esto es, una trans-S variedad con fun-
ciones caracteristicas a; =1y 3; =0, parai =1,...,s.

Definicion 3.2.2. Una hipersuperficie M tangente a los campos de estructura de
M se dice que es pseudo-umbilical [5] si su operador forma satisface

S

AX — _h1f2X + h2ns+1<X)€s+1 - Z(UZ<X)£S+1 + Ns+1 (X)gl)a (334)

i=1
para todo X € X(M), donde hy y hy son funciones diferenciables en M.

Nota 3.2.1. Las hipersuperficies pseudo-umbilicales de S-variedades se correspon-
den a las hipersuperficies reales n-umbilical de variedades Kaehlerianas [10] (para
mas detalles y ejemplos, se puede consultar el articulo mencionado [5]).

Entonces, usando (3.16)), (3.34]) y las propiedades de las estructuras, tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 3.2.4. Toda hipersuperficie pseudo-umbilical de una S-variedad es una
trans-S wvariedad con funciones caracteristicas a; = 1, 5; = 0, fori =1,...,s y

Qg1 = _h17 65—}—1 =0.

Demostracién. Al ser M S-variedad, sabemos por resultados anteriores que a; = 1
y B; = 0. Por tanto, de 1} tenemos:

(V)Y =Y {g(fX, Y& + e (X)naa (V)E

i=1
+ U%(Y)sz — Ns+1 (X)Wz(Y)sz}
+ 0511 (Y)AX — g(AX, Y )&

Por hipétesis tenemos que M es pseudo-umbilical, es decir, el operador forma
verifica ([3.34]). Combinando estos dos resultados obtenemos,

(Vxf)Y = Z{g(fx, FY)E + 05t (X)Meir (V)& 4+ mi(Y) F2X = 0 (X)0:(Y )i }

s

+ e (V)] - M fPX 4 hones1 (X)€asn — Z(nz‘(X)sz + 1541 (X)&)]
i=1

— 9( = haf2X + honest (X) € — D (X1 + 01 (X)&), Y) e,

=1
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3.2. Hipersuperficies de trans S-variedades 49

que, operando y simplificando, se transforma en lo siguiente:

(Vxf)Y Z{Q FX Y&+ 01 (X061 (V)& + (V) F2X = 0 (X (Y )Es11 }

S

- h1775+1(Y)]?2X + honss 1 (X) N1 (V) sgn — Z(m(X)ns+1(Y)€s+1)

i=1

- Z 775+1 773+1 )5
+hig(f2X,Y )it — hanssn (X)g(Ee1, Y) + Z i(X)g(Er1, Y )&

+ Z Ns+1(X)g(&, Y )Est1-

Ahora, teniendo en cuenta que g(&;, X) = n;(X), para todoi =1,--- s+ 1, se
anulan términos de forma que queda:

(Vxf)Y ;{g FX, V)& +n(Y) X} (3.35)

— 1 (V) F2X + hig(f2X, V)1

Veamos el valor de los dos tultimos términos. Asi,

—h1775+1(Y)]?2X = —h1775+1 (Y) (f2X - 778+1(X)£s+1)
= —h1773+1(y)f2X + hlns+1(Y>773+1(X>£s+1

hg(f2X, Y )1 = —hag(FX, fY) =~ (9(f X, fY) + 01 (X) 61 (V) €

Sustituyendo en la expresién (3.35)) se tiene

(Vxf)Y Z{g FX )&+ mi(Y) f2X )

- h1778+1( )2 X + hane1 (Y)ner1 (X)ésn
—hy (g(fX, 1Y)+ 775+1(X)775+1(Y))fs+17

de donde se deduce

(Vxf)Y Z{g (fX fY)&G+m(Y)fX}

=1

- h1775+1(Y)f2X - hlg(fX, fY)sz,

lo que implica que M es una trans S-variedad con funciones caracteristicas a; = 1,
B; =0, paratodoi=1,---,s, as 1 = —hy y Bsy1 =0. []
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50 Capitulo 3. Ejemplos de trans S-variedades

Ahora, vamos a considerar el caso A = 0 y asi, u = 1. Consecuentemente, el
campo de estructura £ es normal a la hipersuperficie. En este contexto definimos
s — 1 campos de vectores en M por ;. =¢;,, para todo x € M y

m(X) = :(X), fX = fX, (3.36)
para todos i =1,...,s y X € X(M). Entonces,

(M7f7€17"'ags—hnh'"vns—l’g)

es también una f-variedad métrica con rango(f) = rango(f). Ademés, dados X,Y €
X (M), se tiene que

F2X = X y g(fX, fY) = g(f X, fY). (3.37)

Es necesario senialar que si dijs = F' (por ejemplo, si M es una variedad f-contacto
métrica o, en particular, una S-variedad) se puede probar que una hipersuperficie
M normal a &, debe ser una subvariedad anti-invariante. Asi, en tal caso, no existen
hipersuperficies satisfaciendo la condicién requerida. Por otro lado, cualquier hiper-
superficie de M normal al campo de estructura & es una subvariedad invariante
porque n,(fX) = 0, para todo X € X' (M).

Usando la misma notaciones que anteriormente, se tiene de forma trivial:

Teorema 3.2.5. Sea M una hipersuperficie normal al campo de estructura & de una
(casi) trans-S variedad con funciones caracteristicas &y, . . ., Qs, 51, . . ., fs. Entonces,
M es una (casi) trans-S variedad con funciones caracteristicas:

ag, ... 7045_1,51, S aﬁs—l-
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