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Resumen

Recientemente estamos asistiendo a un “boom” de los vehiculos eléctricos de un solo pasajero para
micromovilidad urbana, y cada vez son mas las empresas que se incorporan a este negocio. Sin embargo, este
tipo de medios de transporte no estd sujeto a normativas en muchos paises, lo que genera incertidumbre y
desproteccion de los ciudadanos, tanto usuarios de estos vehiculos como posibles terceros que puedan estar
involucrados en un accidente. Este tipo de vehiculos unipersonales son generalmente basados en el uso de
ruedas de pequefio diametro como elemento rodante. El modelado y analisis computacional de sus
caracteristicas dinamicas, asi como el estudio de su estabilidad y, por tanto, de los parametros fisicos que
influyen decisivamente en ella, son objeto de este proyecto.
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1 INTRODUCCION

El mecanismo de la bicicleta, asi como otros mecanismos como el del waveboard [1], han sido estudiados para
poder optimizarlos y sacarle el maximo rendimiento. Al haber muchos estudios sobre el mecanismo de la
bicicleta, se pueden coger los resultados tedricos de estos para tener un buen punto de partida para poder
analizar estos tipos de mecanismos multicuerpos. Sin embargo, los parametros de la bicicleta y el patinete son
muy diferentes, el humano en la bicicleta va sentado sobre ella mientras que en el patinete va de pie encima del
mismo. Ademas, las bicicletas tienen ruedas grandes con neumaticos que generan fuerzas giroscopicas y los

patinetes tienen solo pequefias ruedas rigidas.
Este proyecto se ha basado en un primer estudio sobre el patinete eléctrico tomado como punto de referencia
[2], a partir del cual se han cogido ciertos parametros para el modelado del patinete. Los componentes
mecanicos de un patinete son el vastago con motor de cubo direccional y un manillar con pantalla, acelerador

y freno electronicos y reposapiés con guardabarros trasero.
El modo de funcionamiento de este vehiculo es posar uno de los pies en el reposapiés mientras se patea el otro

pie contra el suelo hasta llegar a unos 3 Km/h. Posteriormente, hay que mantener el equilibrio y presionar el
acelerador automatico con la mano derecha hasta poder llegar a una velocidad méaxima de 25 Km/h. Para la

maniobra de frenado se puede pulsar el freno electronico con la mano izquierda y el guardabarros trasero con

un pie al mismo tiempo.

Plegar y transportar el patinete son caracteristicas importantes para la micromovilidad urbana. Se consigue
pisando el pedal plegable mientras se empuja el manillar hacia adelante ligeramente. Luego dobla el manillar

hacia abajo hasta que mire hacia el guardabarros trasero.
- Electronic throttle

r— Dashboard & Power button

Headlight
ff §
g

Power button
(rmultifunctional )

Stem (battery cabin)
I
M4

&t Charge port
Folding pedal

Second battery port ai‘
Rear fender/ foot brake

/i ALY 3
) AN :
| — =2
{
» Kickstand

Hub motor
Figura 1-1. Componentes del patinete eléctrico
El conocimiento de como los principales parametros del modelo afectan su estabilidad y su maniobrabilidad

permitira modificaciones de disefio que pueden conducir a vehiculos mas seguros y se traducira en la

reduccion de accidentes en la movilidad urbana a través de estos vehiculos. Es curioso conocer el
comportamiento de un aparato utilizado para la movilidad y el ocio, pero del que poca gente sabe su complejo

funcionamiento. El propdsito de este proyecto es la simulacion cinematica y dindmica de este mecanismo bajo
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acciones que un humano tendria que hacer para el correcto movimiento de este. Se implementara un programa
en MATLAB para modelar el mecanismo mediante herramientas matematicas, para posteriormente integrar
sus ecuaciones de movimiento y asi obtener el valor de todos sus grados de libertad a lo largo del tiempo. Con
esto conseguiremos comprobar el grado de importancia de todos los parametros fisicos que intervienen en el
movimiento del mecanismo.



2 HERRAMIENTAS MATEMATICAS

2.1 Cinematica Del Sélido Rigido

Para el modelado del patinete, se necesitaran una serie de herramientas matematicas, del ambito de cinematica
y dinamica de maquinas [3], que ayuden a conseguir las ecuaciones de movimiento del mecanismo
(Ecuaciones de Newton-Euler + ecuaciones de restriccion).

El primer paso para conseguir estas ecuaciones es entender la cinematica del solido rigido, conociendo la
orientacion de este en el espacio y sus respectivos parametros cinematicos.

Para conocer el vector posicion de un punto del mecanismo en coordenadas globales de referencia
utilizaremos la siguiente relacion:

Coordenadas: q' = [r{ 7} 1} a'Bly'] = [Fla'By']

Posicion de P: 75 = 7' + A'up

Siendo la matriz A' = A ailpidy,i,y siendo estas las matrices de giro de cada uno de los giros asociados al
solido 1. El vector ﬂé, es la distancia entre el origen y el punto a definir en coordenadas locales del sélido i.

Asi como se pueden obtener los vectores posicion de cualquier punto del s6lido, derivando las relaciones antes
vistas, podremos obtener los vectores velocidad y aceleracion de cualquier punto del solido.

Se calcularan las velocidades y aceleraciones de un punto del sélido rigido a través del jacobiano de su vector
posicion:
Vi = Hig!
ah = HEG + b

La matriz H}, es el jacobiano de la posicion, es decir las derivadas parciales de las tres componentes de la
posicion respecto de todas las coordenadas del sistema, y la matriz hp es la derivada respecto al tiempo de la
matriz Hp. Estas matrices tienen dimensiones de 3Xn, siendo n el nimero de coordenadas del mecanismo.

Como ya se ha comentado, cada s6lido del mecanismo lleva asociado una matriz de giro que relaciona el
sistema de referencia local del mismo con el sistema de referencia global del mecanismo. A partir de estas
matrices podemos calcular las velocidades angulares y aceleraciones angulares de cada uno de los solidos en
funcion de las coordenadas del sistema:

W, = AA] w; = AT A;

Siendo W; y W; las matrices antisimétricas de la velocidad angular del sélido i , en coordenadas globales y
coordenadas locales, respectivamente.

0 —-w, W,
w=\|w, 0 —Wy
—wWy Wy 0

Una vez calculadas las velocidades angulares de los solidos, podemos calcular las matrices G de los solidos
(muy importantes para la posterior formacion de las ecuaciones de Newton-Euler), y a partir de la derivada
temporal de estas, se calcularan las aceleraciones angulares de los solidos.

Wy,
w; = |Wy,| = G;q , siendo G; el jacobiano de la velocidad angular en locales respecto a las coordenadas del
Wy,



wi

aq

sistema derivadas en el tiempo: G; =
Se calcularén las aceleraciones angulares de la siguiente manera:
@; = G, + ;4 , siendo g; la derivada temporal de G; m— §. = G,

Tanto G;, como g;, tendran dimensiones de 3Xn.

2.2 Ecuaciones De Newton-Euler

Una vez comprendida la cinematica del solido rigido, nos centraremos en la formacion de las ecuaciones de
Newton-Euler. Estas son ecuaciones vectoriales independientes del sistema de referencia al que se refieren y
las cuales representan las ecuaciones de equilibrio del mecanismo en cuestion.

[11 OHaG] B J+ | i =234 b

m21 F? [ 0 1
nb _ i . Fnb| &~ | 0 |_ A
mPTl o =M ; |1\712|_Q ; | 222 |—Qv
b : :
l " J anbJ l_wnbxl_nbwan
_aé -
_ | qnb ~ A
M5 [=0+0Q,
%
[P |

La matriz M contiene las matrices de masas y de tensores de inercia locales para cada solido, por lo que sus
dimensiones son de 6nbX6nb, siendo nb el numero de sélidos del mecanismo. Esta es multiplicada por el
vector que contiene la aceleracion del centro de gravedad y la aceleracion angular, segtin el sistema de
referencia local, para cada solido del mecanismo. En el otro miembro de la igualdad tenemos la matriz Q, que
representa las fuerzas aplicadas y de reaccion de cada solido segiin el sistema de referencia global y los
momentos aplicados y de reaccion de cada sélido segun los sistemas de referencias locales, por lo que tendra
una dimension de 6nbX 1. También nos encontramos fuerzas centrifugas y de Coriolis, con otros momentos
aplicados localmente a cada solido del mecanismo.

Aunque estas ecuaciones determinan la dindmica de los s6lidos que forman una maquina, se quiere expresar
estas ecuaciones en funcion de las coordenadas del mecanismo. Para ello se utilizaran las ecuaciones
cinematicas con jacobianos que permiten escribir las ecuaciones de Newton-Euler en términos de las
coordenadas del mecanismo y sus derivadas. Con esto conseguiremos que estas ecuaciones dependan de en
qué posicion se encuentre el mecanismo.

Entonces, las aceleraciones de los sélidos se calcularian de la siguiete manera:

aé 1—12 h?

a{;‘b Hnb o
= M g =L+

2 |Gz |q g [1-tirl

—;1b_ lanJ g‘;lb

Por lo que los términos de las ecuaciones de Newton-Euler, se multiplicaran por las matrices L y [ para que
estos dependan de las coordenadas del sistema. La nueva estructura de estas ecuaciones sera:

MG=Q+Q



M=L"ML ; Q=L"Q ; Q,=L"(Q,—Mly)

Las dimensiones de las matrices L y [ son de 6nbXn. Por lo que la matriz M sera de dimensiones nXn y las
matrices Q y Q,, de dimensiones nX1.

2.3 Ecuaciones De Movimiento

Las ecuaciones de equilibrio tienen que ser aumentadas con las ecuaciones de restriccion para obtener las
ecuaciones de movimiento.

Cada mecanismo en movimiento conlleva una serie de ecuaciones de restriccion, con una fuerza de reaccion
asociada a cada una de ellas. Las ecuaciones de restriccion pueden ser holonomas o no-holéonomas, segin
dependan de las derivadas de las coordenadas o no. Como en el patinete vamos a requerir de ambos tipos de
restricciones, se explicara el caso de las ecuaciones de movimiento en el que tengamos los dos tipos de
restricciones.

C(q,q,t)qu(q)q=o}*[§]q+[%]=0%Dq+E=o
[M DT [q] _ Qa'pl +QV]
D 014 -Dg—E

La matriz D tiene unas dimensiones de mXn, siendo m el nimero de ecuaciones de restriccion tanto
holénomas c6mo no-holénomas, y la matriz E tendra unas dimensiones de mX1.

La matriz Q) ahora solo representan las fuerzas aplicadas a cada so6lido, ya que las fuerzas de reaccion
vienen representadas por la multiplicacion de DT y A. La matriz A son los multiplicadores de Lagrange, que
representan la fuerza que hay que ejercer para que se cumpla esa ecuacion de restriccion pero en sentido
contrario, es decir A = —F , siendo F la fuerza comentada anteriormente.

Si integraramos estas ecuaciones a lo largo de un tiempo determinado, obtendriamos las coordenadas del
mecanismo y las fuerzas de reaccion a lo largo de este tiempo. Pero experimentalmente se ha observado que al
ser una integracion de segundo grado, se crean ciertos errores en la integracion que provocan que se dejen de
cumplir las ecuaciones de restriccion. Este problema se puede solucionar mediante el método de Baumgarte
[4], en el que habria que afiadir dos términos mas a las ecuaciones de restriccion, estando estos dos términos
multiplicados cada uno por un coeficiente adimensional de valor ajustable para evitar los errores en la
integracion. Por lo que las ecuaciones de movimiento quedarian de la siguiente manera:

M DT q Qaz.Jl + Qv
[D 0 ] 7\] ~|-pg—E-2a CC(;‘?(';)O] _p? [C(%. t)]]

Siendo a y B los coeficientes adimensionales que se variaran segln los requisitos de la integracion.



3 MODELADO DEL PATINETE

En este apartado se aplicaran las herramientas matematicas antes vistas al mecanismo del patinete, para
obtener sus ecuaciones de movimiento.

3.1. Cinematica del patinete

Para modelar este mecanismo, primero lo orientaremos y lo modelaremos en el aire, para posteriormente
mediante ecuaciones de restriccion situarlo en el suelo. Nuestro mecanismo va a constar de 7 solidos, el solido
2 es el bastidor inferior donde se situa la persona, el solido 3 es el vastago vertical donde va situada la bateria
de la patineta eléctrica. Los solidos 5 y 7 son las ruedas delantera y trasera respectivamente. El s6lido 6
corresponde a una suspension rotacional que se situara entre el bastidor inferior y la rueda trasera, y el s6lido 4
corresponde a una suspension lineal que se situara entre el vastago vertical y la rueda delantera. Finalmente, el
solido 8 sera el humano que ira montado encima del bastidor inferior y que controlara el patinete mediante el
manillar del vastago vertical.

Figura 3-1. Modelo multicuerpo del patinete eléctrico: nimero de cuerpos y coordenadas generalizadas.
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Para orientar el mecanismo en el espacio, se requeriran las 3 coordenadas del centro de gravedad del s6lido 2
(x2,¥V, ¥ 27)y 3 giros ( ¢, B, y ;) con los que orientaremos el solido 2 en el aire. A partir de la posicion del
solido 2 se obtendran las posiciones del centro de gravedad del resto de s6lidos mediante giros de los sistemas
de referencia.

Los 3 giros de orientacion del sélido 2 seran angulos de Euler, es decir, el giro ¢, sera respecto al eje x, el giro
0, sera respecto al eje y y el giro 1, sera respecto al eje z:
cos(y,) —sen(yp,) O cos(8,) 0 sen(6,)
Ay, = |sen(ps) cosp;) O Ao, =[ 0 1 0
0 0 1 —sen(8,) 0 cos(6,)

La matriz de giro del solido 2 seria A, = Ay, Ag,Ap,

0 cos(¢z) —sen(es)

1 0 0
A =
b2 [0 sen(¢,) cos(¢,)

Como se ve representado en la figura anterior, cada par de solidos llevan asociados una serie de giros y
traslaciones con las que se completara la cinematica del mecanismo:

e 0, es el giro entre el bastidor inferior (so6lido 2) y la suspension rotacional (solido 6). Este giro sera
respecto al eje y,.
cos(Bsz) 0 sen(6q,)
Ap,=| O 10
—sen(fq,) 0 cos(6g,)

La matriz de giro del slido 6 serd Ag = A,4y,,.

e 0, es el giro que representa el angulo girado por la rueda trasera (sélido 7). Este giro sera respecto al
eje V.

cos(6;4) 0 sen(654)
AH 76 = 0 1 0
—sen(8,,) 0 cos(8¢)

La matriz de giro del solido 7 serd A; = AgAy,,.

e Para llegar al sistema de referencia local del solido 3, primero se necesitara una matriz de giro
constante que tenga en cuenta la inclinacion A del vastago vertical y posteriormente el giro § que
representa el giro del manillar. El giro A representado en la figura es en sentido negativo por lo que se
hara un giro de valor 2r — A respecto al eje y,. El giro § sera respecto al eje z3.

cos(6) —sen(d) O
sen(6) cos(6) O
0 0 1

cos(2r—1) 0 sen(2m—A4)
Ay = 0 1 0 l As =
—sen(2r—A1) 0 cos(2mr—A)

La matriz de giro del s6lido 3 sera Az = A,4,4;.

e S, representa la traslacion correspondiente a la suspension lineal (sélido 4). Esta coordenada se vera
involucrada cuando se definan los vectores de posicion de cada uno de los solidos. La matriz de giro
del solido 4 sera igual a la matriz de giro que la del solido 3 ya que entre este par de solidos so6lo existe
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la dicha traslacion (4, = A3).

e 05, es el giro que representa el angulo girado por la rueda delantera (s6lido 5). Este giro sera respecto
al eje y,.

cos(fs4) 0 sen(6sy)
Agg, = 0 1 0
—sen(fs,) 0 cos(Bs4)

La matriz de giro del solido 5 serd As = A,4,,.

e Para el humano que va montado en el patinete (s6lido 8) vamos a definir dos giros que van a
representar la inclinacién del mismo encima del patinete. Uno respecto al eje x y otro respecto al eje
v, ya que definir un giro respecto al eje z no tiene sentido ya que el conductor de un patinete no hace
giros sobre si mismo. Por lo que para el solido 8 se tendra el giro ¢bg, respecto al eje x, y el giro Og,
respecto al eje y,.

1 0 0 cos(fg,) 0 sen(6g,)
A‘Psz =10 cos(¢gz) —sen(q,')sz)l Ag. = I 0 1 0
0 sen(¢sz) cos(¢sz) —sen(0g;) 0 cos(0g;)

La matriz de giro del solido 8 sera Ag = AAy Agg,-

Una vez tenemos las matrices de giro de cada uno de los solidos se calcularan las velocidades angulares
locales, y a través de estas las matrices G y g de cada solido mediante las herramientas matematicas vistas en
el apartado anterior.

Como se quiere obtener las matrices L y 1 del mecanismo para llegar a las ecuaciones de movimiento, se
calcularan los vectores posicion de cada uno de los sélidos, para posteriormente mediante jacobianos obtener
las matrices H y h de estos.

Zy

Figura 3-2. Parametros geométricos del modelo multicuerpo del patinete eléctrico.
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X, (x5 — d) —d/2 —d/2
1‘2= Y2 ; r6:r2+A2 0 +A6 0 ] 5 r7:r6+A6 0 ]
Z3 0 0 0
—L 0 XH — XB
r8=r2+A2 0 +A8 0 ; r3=7'2+A2 0 ]
0 H Zy — ZB

Para obtener el vector de posicion del sélido 4 se necesita la distancia entre el centro de gravedad del solido 3 y
el solido 4 segun el eje z3. Esta distancia se va a llamar z,3 y se va a poder obtener mediante calculos de
0
0 ]
—R P

geometria:

Como se dijo anteriormente, se puede observar que la coordenada S, solo se ve involucrada en la definicion
de los vectores de posicion. Por lo que sélo se encontrara en las matrices H y h ya que es una coordenada de
traslacion. En cambio todas las demas coordenadas al ser coordenadas de rotacion se ven involucradas tanto en
los vectores de posicidn como en las matrices de giro, por lo que se encontraran tanto en las matrices H y h
como en las matrices G y .

0
0

—(243 + Sa3)

Zais =W —x)2+ (zy —25)  —Rr ; T4=T3+A; ;o Ts=Tat Ay

3.2. Calculo de parametros

El mecanismo del patinete ha sido modelado mediante un programa de disefio 3D para poder obtener los
parametros geométricos, masicos e inerciales. Estos parametros seran constantes a lo largo de toda la
simulacion. El programa puede aportar la mayoria de ellos pero algunos se van a tener que calcular o suponer.
En este apartado se conseguira el valor numérico de cada uno de estos parametros ya sean aportados por el
programa o calculados o supuestos.



Parameter Symbol Numerical value

Wheel base w 0.925 m
Trail c 0.034 m
Steer axis tilt A lﬂ—orad (18°)
Horizontal distance R, G2 TR 0.528 m
Vertical distance R, G2 ZB 0.149 m
Horizontal distance R, G'3 TH 0.733 m
Vertical distance R, G'3 zZy 0.696 m
Length body 6 d 0.115 m
Body 2 (Platform)
Mass mo 2.5 kg
L, 0 I, 0.01 0 0.03
Moment of inertia tensor L= 0 I_-),yy 0 0 017 0 kg m?
L,, 0 I, 0.03 0 0.17
Body 3 (Handlebar)
Mass ms 8 kg
I, 0 I,
Moment of inertia tensor I; = _0 1-3”_,, _0
Ii,, 0 I,
Body 7 (Rear wheel)
Radius Rp 0.096 m
Mass my 0.65 kg
I7,, 0 0 0002 0 0
Moment of inertia tensor I, = ( _-,-”” _() 0 0.004 0 kg m?
0 I, 0 0 0.002
Body 5 (Front wheel)
Radius Rp 0.105 m
Mass ms 1.5 kg
l5,, 0 0 0.004 0 0
Moment of inertia tensor Is = 0 Js,, 0 0 0.008 0 kg m?
0 ( B 0 0 0.004

Figura 3-3. Lista de los parametros principales del modelo multicuerpo del patienete eléctrico y sus valores
numéricos.

El programa ha aportado todos los pardmetros geométricos excepto 3. El parametro z43 que se calculara
mediante la expresion vista en el apartado anterior, y los parametros L y H correspondientes al solido 8. El
parametro L se va a suponer ya que esto solo definira el punto en el que va apoyado el humano, y el parametro
H se calculara posteriormente cuando estudiemos los parametros del solido 8.

Z43=05164m L =0,2m (aprox.)

Las masas de las suspensiones seran consideradas reduciendo las masas del sélido 2 y del so6lido 3, ya que
estas formarian parte de estos solidos en el programa de disefio 3D. Suponiendo que m, = mg = 0,5Kg, la
masa del solido 2 pasara de 2,5 Kg a 2 Kg y la masa del sélido 3 pasara de 8 Kg a 7,5 Kg. Los tensores de
inercia de los solidos 4 y 6 se van a suponer, ya que estos solidos son muy pequeiios y su inercia sera casi
despreciable en comparacion con el resto de solidos.

0,002 0 0,001
L= 0 0003 0
0,001 0  0,0005

0 0003 0 |Kg-m?
0,001 0 0,003

0,0005 0 0,001
Kg-m? ; I_6=[
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El programa de disefio en 3D ha aportado el tensor de inercia del solido 3 respecto al sistema de referencia
058 0 0,19

global I3 = [ 0 063 0
019 0 0,07

continuacion para obtener el tensor de inercia respecto al sistema de referencia local del solido 3.

L, =13, cos*(A) + I3, sin*(4) — I sin(24)

Kg - m?, por lo que habra que realizar las operaciones que se muestran a

I3y, =I5y,
L, =1, sin*(A) + I3, cos*(A) + I, sin(22)
L., = (s, — I3, )sin(d) cos(1) — I3 cos(24)

Finalmente el tensor de inercia del solido 3 respecto a su sistema de referencia local resultaria:

042 0 03
L= [ 0 063 0
03 0 023

Kg - m?

3.2.1. Humano (sélido 8)

Para obtener la posicion del centro de gravedad y el tensor de inercia del s6lido 8 se va a partir de un modelo
antropomorfico de otro estudio [5]. Este estudio proporciona las masas y tensores de inercia de un humano
dividido en 5 partes: HAT (del inglés hombros, cabeza y brazos), pelvis, muslos derecho e izquierdo, espinillas
derecho e izquierdad y pies derecho e izquierdo. A partir de este modelo dividido en 5 partes se puede calcular
el centro de gravedad del conjunto, y mediante el Teorema de Steiner también el tensor de inercia del
conjunto.

:"i, \ |': \ d'
/ \ | | -
FN \
' |  HAT | |
| | e L
2 | |
\ __,"’ I'._ |" o
\\_ / \ /
O S lumbosacral joint O
./' é_ ) \_. e .'r \ ]"1
{ ) opelvis | 4. L T
> 1 4 ‘\Q/' hi N o a3
SN T N\ P - ’
I.'f \'-,‘ { \':I / C3 c '.i
] ] | \
$- | 4~ thigh | | | L L,
|3 | 6 | , | '
\/ N/ N/
;Q/ tq % knee et o—
| | { |
| 4 | d-| shank | - [ . (L
| ‘ | ‘ | ! It 7
| 4 | | 7 | || II
\ ) \ / \
/ \ /
et fot ¥,J_ ankle L o—
(4 (40 foot 4> o L, Li=
. frontal » sagittal I—H
- plane | plane e
y T feet
Yy
hr h\
T—0. o—71
t F’t

Figura 3-4. Modelo mecanico del cuerpo humano con parametros geométricos.

11



A continuacion se mostrara el valor de todos los pardmetros geométricos del modelo, asi como la masa y el
tensor de inercia de cada uno de los segmentos de la division. Se debe comentar que el sujeto escogido para
este estudio es el sujeto 2, es decir, el sujeto con myyeq = Mg = 74,6 Kg.

‘ Segment subj. 1 | subj. 2 | unity |
HAT (trunk, head and arms)
mass 35.85 36.64 kg
proximal CM (e2) 0.269 0.268 m
moment of inertia about sagittal axis (X) 1.6061 1.6585 | kgm?
moment of inertia about frontal axis (Y) 1.1903 | 1.2064 | kgm?
moment of inertia about longitudinal axis (Z) | 0.5175 | 0.5539 | kgm?
pelvis
mMass 8.15 8.33 kg
proximal CM (e;) 0.092 0.091 "
pelvis CM to hip joints in Y (dy) 0.080 0.087 m
pelvis CM to hip joints in Z (dsy) 0.058 0.058 m
moment of inertia about sagittal axis (X) 0.0694 | 0.0719 | kgm*
moment of inertia about frontal axis (Y) 0.0557 | 0.05677 | kgm*

moment of inertia about longitudinal axis (Z) | 0.0632 | 0.0655 | kgm?

right and left thighs

mass 10.34 10.56 kg
length (I3 and Ig)* 0.475 0.4447 kg
proximal CM (¢ and cg) 0.195 0.183 e
moment of inertia about sagittal axis (X) 0.2678 | 0.2450 | kgm?
moment of inertia about frontal axis (Y) 0.2678 | 0.2450 | kgm?

moment of inertia about longitudinal axis (Z) | 0.0549 | 0.0503 | kgm?
right and left shanks

mass 3.16 3.23 kg
length (I, and I7)* 0.429 0.405 kg
proximal CM (ecy and e7) 0.188 0.178 m
moment of inertia about sagittal axis (X) 0.0400 | 0.0370 | kgm?
moment of inertia about frontal axis (Y) 0.0382 | 0.0353 | kgm?

moment of inertia about longitudinal axis (Z) | 0.0065 | 0.0061 | kgm?
right and left feet

mass 1.00 1.02 kg
proximal CM in Z (c5 and cg) 0.043 0.0569 T
proximal CM in X (hy and hg) 0.117 0.117 m
moment of inertia about sagittal axis (X) 0.0011 | 0.0011 | kgm?
moment of inertia about frontal axis (Y) 0.0047 | 0.0047 | kgm?
moment of inertia about longitudinal axis (Z) | 0.0042 | 0.0043 | kgm?*
total

mass 73.0 T4.6 kg
stature 1.792 1.785 m

Figura 3-5. Masas, longitudes y tensores de inercia de los segmentos del modelo.
En primer lugar hay que calcular el centro de gravedad del modelo, es decir, el centro de gravedad del solido 8.
Para este calculo se va a tomar como centro de gravedad provisional el lumbosacral joint.

cdg = Myar " €2 — Mpelvis " €1 — 2 Mypusios * (¢g +dy + C?.) -2 * Mespinillas (cp+dy+ i3+ CA,) -2 " Mpies * (cr+dy+ 13+ +cs5) _

—0,0682 m
Miotal

Por lo que ya se puede calcular el parametro geométrico H que faltaba del solido 8.
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H=cs+l4+1l3+dy+ci+cdg=1m

Para calcular el tensor de inercia en el centro de gravedad simplemente hay que utilizar el Teorema de Steiner
con los 5 segmentos.

13,0982 0 0
1‘8=[ 0 12,6357 0 |Kg-m?
0 0 0,965

3.3. Ecuaciones de movimiento del patinete

La matriz de masa de los sélidos M sera de dimensiones 42x42 ya que tenemos 7 solidos. Se situara el patinete
en el suelo mediante la restriccion de igualar a cero la coordenada z del vector posicion del que sera el punto
de contacto de cada una de las ruedas con el suelo. Se corroborara que el patinete siempre se apoya sobre el
suelo diciendo que las tangentes transversales y longitudinales a las ruedas en el punto de contacto con el suelo

0
y el vector normal n = [0] siempre forman 90°, es decir, que la multiplicacion escalar de ambos vectores sea
1

igual a cero. Ademas, las coordenadas de giro del solido 8 (¢pg, ¥ Og,) se igualaran a cero para evitar que el
humano se incline demasiado y se descontrole el patinete.

Las ruedas se van a modelar como ruedas toroidales de tal manera que dotaremos de espesor al neumatico [6],
por lo que para obtener el vector de posicion del punto de contacto con el suelo se van a necesitar dos
coordenadas generalizadas.

Y

n

$

Figura 3-6. Geometria de la rueda y el neumatico.

Primero, se realizara un giro ¢ de los sistemas de referencia de las ruedas (&5 para el solido 5 y &, para el
solido 7) respecto a sus ejes y (Vs y V7, respectivamente) de tal forma que sus ejes x (x5 Y x7) siempre
apunten al punto del centro del neumatico que estd en el mismo plano que el punto de contacto con el suelo

(xXg5 ¥ Xg,).
cos(§;) 0 sen(&)
0

A, = 1 0 ] i=57
—sen(§;)) 0 cos(&y)
b =Ry b = Ry
rpg =15+ ASAES 0 ; rp; =717+ A7Ag7 0
0 0

Para finalizar, se realizara un giro 7 de los sistemas de referencia & (ng para el solido 5 y 1, para el solido 7)
respecto a sus ejes z (ng Y Zg respectivamente) de tal forma que sus ejes x (xgsy x§7) siempre apunte al
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punto de contacto del neumatico con el suelo (x,75 y x,]7).

cos(n;) —sen(n;) O
Ay = |sen(n;) cos(n;) 0| i=57
0 0 1

Figura 3-7. Giros £ y 1

Los neumaticos van a tener un radio del orden del 20% del radio de las ruedas. Se va a obtener el vector
posicién del punto de contacto con el suelo de la siguiente manera:

a=éerp= 0,2 " RF
0 ] 5 Trp = rp7 + A7Af7AT[7
0

Trp = rps + AsAfsA 0

0

M5

a=eR=O,2'RR]
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Figura 3-8. Vista lateral de la rueda toroidal.

Una vez obtenidos los vectores posicion del punto de contacto con el suelo se pueden calcular las tangentes
transversales y longitudinales a las ruedas en ese punto.

. 0T r OTG. R
Tangentes longitudinales: tip =45 ; tip =45
S5 947
0T ¢ T’
Tangentes transversales: trp = A4s 67(’;5 ; Tg = 47 G2k
5

Donde 1_"25 FY 1_"27 R Son:

N ep sin(7s)
| —(Rr + ep cos(5)) sin(&s) |

R er1\ | (Rr + er cos(ny)) cos(&;) |
7'271'\' = AE7 0 + A 0

Ry er [ (Rr + er cos(s)) cos(és) |
ngF = Afs 01+4 0

= eg sin(n;)
| —(RR + eg cos(n7)) sin(&;) |
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Figura 3-9. Posicion absoluta de los vectores de la rueda toroidal.
Por lo que las tangentes quedarian:

—(Rr + ep cos(n5)) Sin(fs)l —(Rg + egcos(ny)) Sin(f7)l
;

Tangentes longitudinales: t,, = As 0 r =47 0
—(Rg + e cos(s)) cos($s) —(Rg + eg cos(n7)) cos(7)
—ep sin(n)s) cos($s) —eg sin(77) cos(§7)
Tangentes transversales:  tr, = As er cos(ns) ; trp =45 eg cos(n;)
ep sin(ns) sin($s) eg sin(n7) sin($7)
=0
5 =0
n- tLF =0
. . . ., , n- tTF = 0
Finalmente hay 8 ecuaciones de restriccion holonomas C(g,t) = et =0
Lp —
n- tTR =0
$g2=0
982 =0

Las cuatro tiltimas ecuaciones de restriccion son no-holonomas y serian las de rodadura sin deslizamiento de
cada una de las ruedas. La componente x e y del vector velocidad del punto de contacto con el suelo de cada
una de las ruedas serian iguales a cero. La velocidad del punto de contacto se calculara a través de la velocidad
del centro de gravedad de las ruedas (obtenidas derivando el vector posicion de los solidos 5 y 7) mediante la
ley de composicion de velocidades y las coordenadas no generalizadas.

Vs =i ; Vi =Vs + (Asws) x (AsTe.r)
vV, =1y ; Vi = V7 + (4;W7) x (4,77 g)

(5 20)
W =0

Como se ha comentado habra 4 restricciones no-holénomas C(q, 4,t) = | [.

Vi =
-0
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Al anadirse las coordenadas no generalizadas finalmente el mecanismo se compone de 17 coordenadas, siendo
el vector de coordenadas:

q=1[x; y. 22 Y, 0, ¢ gz Og2 O62 076 8 Suz3 bOsa s $7 Ms n7].

Por lo que las matrices D y D del mecanismo tendran unas dimensiones de 12X17, y la matriz E seria nula ya
que ninguna de nuestras ecuaciones de restriccion son de movilidad.

Respecto a las fuerzas aplicadas al mecanismo se van a considerar el peso de cada uno de los cuerpos y la
fueza correspondiente a las suspension rotacional y lineal. Los pardmetros de rigidez y de amortiguacion de las
suspensiones se han sacado de unos ensayos de laboratorio del patinete recogidos en un estudio [2]. En este,
las dos suspensions son lineales, por lo que para el sélido 6 se ha tenido que aproximar el valor de los
parametros multiplicando por dos veces la longitud de la suspension rotacional para asi adaptar las unidades.

Parametros de rigidez Unidad Parametros de Unidad
amortiguacion
= 103 N = N
ky, =122,05-10 /m c, = 221,61 /m/s
= . 3. 42 N m = - d? N m
ke =53,43-10°-d /rad ce = 545,8-d /rad/s

Tabla 3-1. Parametros de rigidez y de amortiguacion.

La suspension lineal ejercera una fuerza a los solidos 3 y 4 de elongacion S, 3, y la suspension rotacional
gjercera un momento de elongacion 6, en los solidos 2 y 6 . La matriz Qap ; tendré unas dimensiones de
42X1 en la que las fuerzas aplicadas expresadas en N estaran en coordenadas globales y los momentos
aplicados expresados en N-m en coordenadas locales:

e  Suspension lineal

0 0 0 0
F3 = 0 + A3 0 . ] F4_ = 0 + A4 O . ]
—mszg —(ky -S43+ C4* Sa3) —Mmug kg Saz+cytSy3
e  Suspension rotacional
O . 0 .
M, = [ke Oz + C6 962] Mg = [—(ks Oz + Co 962)]
0 0
e Resto de solidos
0 0
F; = 0 i=2,5,678 M; = !O] j =3,45,7.8
—m;g 0

Oapl=[F2 F; F, Fs Fg F; Fg M, M; M, Ms Mg M; MS]

Para finalizar, el término de Coriolis Q,, se calculara mediante los tensores de inercia y la velocidad angular de
cada uno de los cuerpos en coordenadas locales teniendo unas dimensiones de 42X1:

0 0
F,; = [0 : M,; = 0_ ] i =23456,78
0 —wixl;w;

sz[sz Fy3 Fya Fys  Fye Fy7 Fyg My, Myz My, Mys Mye M, MVB]
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Para obtener las ecuaciones en funcion de las coordenadas del mecanismo se utilizaran las matrices L y 1.
Como el niimero de coordenadas es 17 estas matrices tendran una dimension de 42X17.

—JT i . —JT A
M17X17 - L17X42M42X42L42X17 4 Qapll7X1 - L17X4-2Qapl42Xl

—_ T A i .
Quyyx1 = L17x42(Quypyy — Mazxa2laox17917x1)

T . Qapty 751 + rizxy
My7x17 D17X12] [q17X1] = Zyox1 ; Zaox1 = Ch Ch
’ : - 8x1 2 [“hsx1
Di2x17  O12x12)59x29 A2x1 29x1 —Di2x17917x1 — 2 [C \ ] - B [0 ]
nhaxi 4X1

Una vez obtenidas las ecuaciones de movimiento se procedera a integrarlas para obtener tanto las coordenadas
del Sistema como los multiplicadores de Lagrange a lo largo del tiempo.
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4 SIMULACION Y RESULTADOS

Para la simulacion de este mecanismo y la integracion de las ecuaciones a lo largo del tiempo se utilizara
MATLAB, siendo esta una buena herramienta para poder ensamblar las ecuaciones e integrarlas, asi como
para poder hacer una representacion visual en el tiempo del patinete para un mejor andlisis de los resultados.

Las ecuaciones de movimiento a integrar son de segundo orden ya que aparecen las aceleraciones, es decir, la
segunda derivada de las coordenadas del mecanismo. Por lo que para la integracion se van a necesitar las
condiciones iniciales en posicion y en velocidad. Para obtener estas se va a resolver el problema inicial en
posicion haciendo cumplir las ecuaciones de restriccion holénomas y se va a resolver el problema inicial en
velocidades haciendo cumplir las ecuaciones de resticcion tanto holénomas como no holénomas.

Se podran calcular tantas coordenadas de posicion en el instante inicial como ecuaciones de restriccion
holénomas se tienen. Por lo que en el instante incial se van a calcular 8 coordenadas llamadas dependientes,
teniendo que suponer el valor de 9 coordenadas siendo estas las coordenadas independientes en el problema
incial en posicion. En MATLAB, para poder empezar a resolver las ecuaciones se necesita darle primero un
valor inicial a las 8 coordenadas dependientes para que el programa comienze a buscar la solucion a partir de
ese valor. Se ha dado un valor incial a las coordenadas dependientes de tal manera que la solucion encontrada
se aproxime a una posicion de equilibrio. Las coordenadas que se han establecido como dependientes en el
problema inicial de posicion seran las cuatro coordenadas no generalizadas y los dos giros correspondientes al
solido 8 que son las que estan involucradas en las restricciones, y también la coordenada z y el giro respecto al
eje y del solido 2.
8 3m

qao(valor inicial) = [z; =zp+1 0, =g, =0g, =0 =87 = 5 Ms= 2m n; = 7]

Qig =[X2 =y, =9, = ¢y =063 = 076 = § = S43 = 054, = 0]

Las coordenadas de traslacion estan expresadas en m y las coordenadas de giro estan expresadas en rad.
Posteriormente, con estos valores inciales se resuelven las ecuaciones de restriccion holonomas mediante
MATLAB dando como resultado las condiciones iniciales en posicion:

qo = [XZ =0 Yo = 0 Zy = 0,14‘64 l/)z =0 92 = —0,0592 ¢2 =0 ¢82 =0 082 =0
962 =0 976 =0 5 =0 543 =0 954 =0 55 = 1,9441 57 = 1.63 Ns = 6,2832 n, = 6,2832]

Como se comento al principio de este apartado, para la integracion de las ecuaciones de movimiento del
mecanismo también se necesitan las condiciones iniciales en velocidad. Para conseguirlas se sabe que en el
sistema hay 8 restricciones holénomas y 4 no holénomas que denotamos como sigue

da)/dt .
Clgd=0 — C(C4(q)g=0

Con(q,4) = B(q)q =0

La derivada con respecto al tiempo de las restricciones holénomas puede escribirse también en términos de las
coordenadas dependientes e independientes junto con las restricciones no holénomas para poder resolver el
problema de velocidad.

Cqu(@qa + Cq,(q)q; =0
Ba(q)qq + Bi(@)q; = 0

Lo que da lugar al siguiente problema

[qu(q)]. _ [Cal@,
Ba(@)1 %~ T lBy(g) | ®

Por lo que para el instante inicial tenemos

day = —(Da(40)) ™ Di(40)di,

- Dg(q)4a = —Di()¢;
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Las matrices D; y D; se calcularan a partir de los valores de las coordenadas en el instante inicial calculadas
anteriormente, q,. Para el problema de velocidades en el instante incial se tienen 12 ecuaciones de restriccion,
por lo que habra 12 coordenadas dependientes y solo 5 independientes. Estas 5 coordenadas independientes no
tienen por qué coincidir con las del problema incial de posicion. Para darles valor se utilizara un nuevo
parametro v que representa la velocidad lineal del patinete, que dividiendolo por el radio de la rueda delantera
obtenemos la velocidad angular de la misma. Este serd el valor que utlizaremos para las coordenadas
independientes en el problema de velocidad en el instante incial. Las coordenadas de traslacion estan
expresadas en m/s y las coordenadas de giro en rad/s.

1% . 4 . %

Gig=[72=0 ¢2=0 05 Rp + ep & Rp +ep &7 RR+eR]

!

) 1 ] . . v . . . ; . . .
dag = —(Da(q0)) Di(q0)diy = [¥2 =V 076 = Ry top 22727 02= 082 =052 =062 =0
=543 =15 =17 =0]
Como se puede observar tiene sentido que despues de calcular las velocidades dependientes en el instante
inicial, la velocidad en direccion x del patinete es el parametro v, ya que como dijimos con anterioridad este

representa la velocidad lineal del patinete, asi como también tiene sentido que la velocidad angular de la rueda
trasera sea el parametro v dividido por su radio como impusimos en las dependientes para la rueda delantera.

Una vez obtenidas todas las condiciones iniciales, se pueden integrar las ecuaciones para obtener las
coordenadas y los multiplicadores de Lagrange a lo largo del tiempo. En este estudio sobre el mecanismo del
patinete se van a hacer varios experimentos de simulacion para entender mejor la dindmica del mismo. Se hara
una primera simulacion “lanzando” el patinete a una velocidad v constante. Una segunda y tercera simulacion
en la que se le aplicard un par a la rueda delantera para ver como actuaria el patinete bajo la accién de un motor
eléctrico y bajo la accion de los frenos. Por ultimo, una cuarta y quinta simulacion en la que se hara oscilar al
humano (sélido 8) respecto a los ejes yg y xg, respectivamente, para ver como se comportan las coordenadas
del mecanismo bajo estas oscilaciones.

( Patinete a v constante
Aceleracion del motor eléctrico
Simulaciones Maniobra de frenado

LOscilacién del humano respecto al eje yg
Oscilaciéon del humano respecto al eje xg

4.1. Patinete a v constante

El objetivo de este experimento es “lanzar’ el patinete con una condicion inicial de v constante para ver
como avanza el patinete y analizar las coordenadas del mecanismo a lo largo del tiempo. El patinete va a
avanzar con un movimiento rectilineo uniforme a una velocidad inicial y constante de v = 5 m/s y unas
condiciones iniciales iguales a las explicadas al inicio de este apartado. El tiempo de simulacion va a ser
de 10 segundos.

Una primera comprobacion de que la simulacion cinematica se ha realizado correctamente es ver si las
restricciones holonomas y no holénomas se cumplen a lo largo del tiempo.
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Holonomic constraints

-2

4l

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 4-1. Restricciones holonomas a lo largo del tiempo.

No-Holonomic constraints

H||n||‘l|\||\‘ i l l H ‘ ‘

|\Il\nm m”\“ Wl |Im\\ it ‘\|| II it | ‘I || lll “ ‘H II “ ‘\h | l ” ‘I“ l“ || ‘| H‘ h lJ : ‘l“ I “ 1

\|I|\| TR e |‘\ Rl I‘IU ||l ||l|l| ‘r| “ l|| ' ”l “ LT H” II“ ‘l‘\ \”l ['

I l\ \ H*

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 4-2. Restricciones no holéonomas a lo largo del tiempo.

Se puede observar como tanto las restricciones holonomas como las no holénomas son practicamente
iguales a cero durante toda la simulacion. El valor de las restricciones holonomas esta multiplicado por
107? y el valor de las restricciones no holénomas esta multiplicado por 10~> por lo que ambos valores se
pueden tomar como practicamente iguales a cero.

Una vez se ha visto que las ecuaciones de restriccion se cumplen, se pueden analizar las coordenadas a lo
largo del tiempo para entender mejor el funcionamiento del mecanismo. Un buen primer analisis podria
ser comprobar que el patinete sigue un movimiento rectilineo uniforme, para ello se analizaran las
coordenadas x, y X,.
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X, frente al tiempo

60 | | | | | |
1 S T T
T e e e S
= ] |
PCP‘I
20 gt U O —
10+ e e —— — e .
0 | | \ \ \ \ \ \ |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)
Figura 4-3. x, en patinete a v constante.
V}; frente al tiempo
Y S T T T .
T e T T .
LTl e T T T .

& 505 H B B i, i O .
=l
IR
4.95 ﬂ oo I I i it I f
L B U R - s B L .
L B i i, Al .- .
| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiemi)o (s)
Figura 4-4. X, en patinete a v constante.

Como se puede observar la coordenada x, aumenta con una pendiente constante y la velocidad x, es
siempre igual a 5 a lo largo del tiempo como habiamos impuesto con el parametro v, por lo que queda
comprobado que el patinete se mueve con un movimiento rectilineo uniforme. Para comprobar que el
patinete se mantiene estable en ese movimiento, se puede analizar la coordenada z, para comprobar que
sea constante y se puede analizar la coordenada ¢, (giro del solido 2 respecto al eje x) para comprobar
que sea cero, asi se verifica que el patinete no se cae ni se inclina en ningiin momento.
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z, frente al tiempo
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Figura 4-5. z, en patinete a v constante.

. ¢)2 frente al tiempo

08 S

0.6 S S—

0.4 . —
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Figura 4-6. ¢, en patienete a v constante.

La coordenada z, después de un breve periodo inicial de oscilaciones se acaba haciendo constante
alrededor de 0,141 m que es aproximadamente el valor de zg, ademas la coordenada ¢, es siempre cero
por lo que se verifica que el patinete ni se cae ni se inclina en ningin momento. Otra comprobacion que
puede hacerse es analizar si la trayectoria del patinete es rectilinea como habiamos impuesto. Esto lo
podemos comprobar viendo si las coordenadas 6 (giro del manillar) y 1, (giro del solido 2 respecto a z)
son siempre igual a cero.
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Figura 4-7. § en patienete a v constante.
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Figura 4-8. 1, en patienete a v constante.

Como se puede observar el patinete si mantiene una trayectoria rectilinea ya que ambas coordenadas son 0
en toda la simulacion. Finalmente, se pueden analizar las coordenadas correspondientes a las dos
suspensiones. Se analizaran las coordenadas 6, correspondiente a la suspension rotacional trasera y Sy

correspondiente a la suspension lineal delantera.
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Figura 4-9. 6, en patienete a v constante.
107 843 frente al tiempo
S0 001 5 —
I T o T e R P PP e PR EEPEEEEE ST P EEEE PR —
B T e B e T A —
-1.5

843 (m)
I

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 4-10. S43 en patienete a v constante.

En ambas suspensiones ocurre lo mismo, primero hay un breve periodo de oscilaciones en el que actia la
amortiguacion y posteriormente el mecanismo encuentra una posicion de equlibrio. Este breve periodo de
oscilaciones seguramente se deba a que el patienete inicialmente no empieza en una posicion de total
equilibrio.

4.2.  Aceleracion del motor eléctrico

Para esta simulacion lo que se va a hacer es aplicar un par a la rueda delantera (solido 5) respecto al eje y5
de manera que actiie como un motor eléctrico que vaya acelerando el patinete. Debido al principio de
accion y reaccion se le aplica el mismo par pero de sentido contrario al amortiguador lineal (sélido 4). La

magnitud del par se ha establecido en 2 - ¢, es decir, el par sera cada vez mayor a medida que avanze el
tiempo de simulacion. Al tener un nuevo par externo para los solidos 4y 5, la matriz Qp,; cambiara:
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0 0

My=1|-2-t Mg =12t
0 0

El patinete nuevamente comienza con una velocidad incial de v = 5 m/s y con unas condiciones

iniciales en posicion iguales a las explicadas al comienzo de este apartado. El tiempo de simulacion
seguira siendo de 10 segundos.

Para comprobar que el patinete se ha acelerado se van a comparar la coordenada x, y la velocidad x, con
el par aplicado respecto a las del patinete a v constante que realizaba un movimiento rectilineo uniforme,
es decir, con una aceleracion nula.

X, respecto al tiempo
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Figura 4-11. x, en aceleracion del motor eléctrico.
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Figura 4-12. x, en aceleracion del motor eléctrico.
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Se puede observar como la coordenada x, para t = 10 s tiene un valor muy diferente en ambas
simulaciones. Para v constante x,(t = 10 s) = 50 m, en cambio con el par de aceleracion aplicado

x,(t = 10 s) = 80 m. Ademas, la velocidad x, pasa de tener forma constante a parabdlica llegando a un
valor de x,(t = 10 s) = 14 m/s por lo que queda comprobado que el patinete se acelera en esta
simulacion.

Se debe analizar si la aplicacion de este par externo afecta de alguna manera a la trayectoria rectilinea del
patinete. Para ello vamos a comparar las coordenadas & (giro del manillar) y ¥, (giro del sélido 2 respecto
a z) con el par aplicado respecto a las de v constante.

3 (rad)

v, (rad)

5 frente al tiempo
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M| R S U S ST _— ]
D -
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Figura 4-13. § en aceleracion del motor eléctrico.
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Figura 4-14. Y, en aceleracion del motor eléctrico.
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Coémo se puede observar las dos coordenadas vuelven a ser cero en toda la simulacion como en la
simulacion a v contante, por lo que se puede verificar que el par externo aplicado no afecta a la trayectoria
rectilinea del patinete. Sin embargo, se ha observado cémo otras coordenadas si se han visto afectadas por
la aplicacion de este par. La estabilidad que encuentran los valores de las coordenadas z,, 84, v S43 en la
simulacion a v constante se ve afectada en esta simulacion debido al par de aceleracion aplicado.
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Figura 4-15. z, en aceleracion del motor eléctrico.
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Figura 4-16. 8, en aceleracion del motor eléctrico.
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Figura 4-17. S43 en aceleracion del motor eléctrico.

Se observa como la suspension delantera experimenta una expansion a medida que aumenta la velocidad.
En cambio, la suspension rotacional trasera sufre una compresion con el aumento de velocidad y esto hace
que el c.d.g. del bastidor inferior disminuya verticalmente a medida que avanza el tiempo cémo se puede
observar en la grafica de la coordenada z,.

4.3. Maniobra de frenado

La maniobra de frenado consiste en aplicar un par a la rueda delantera (sélido 5) segiin el eje ys como se
hizo para la aceleracion del motor eléctrico, pero en este caso en sentido negativo para ir decelerando el
patinete. Debido al principio de accioén y reaccion se le aplica el mismo par pero de sentido contrario al
amortiguador lineal (s6lido 4). La magnitud del par se ha establecido en 1 - t, es decir, el par sera cada vez
mayor a medida que avanze el tiempo de simulacion. Al tener un nuevo par externo para los sélidos 4 y 5,

la matriz Qam cambiara:
0 0
M4=[1-t] Ms=|-1-¢t
0 0

El patinete nuevamente comienza con una velocidad incial de v = 5 m/s y con unas condiciones
iniciales en posicion iguales a las explicadas al comienzo de este apartado. El tiempo de simulacion
seguira siendo de 10 segundos.

Para comprobar que el patinete se ha decelerado se van a comparar la coordenada x, y la velocidad X, con
el par aplicado respecto a las del patinete a v constante que realizaba un movimiento rectilineo uniforme,
es decir, con una deceleracion nula.
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Figura 4-18. x, en maniobra de frenado.
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Figura 4-19. x, en maniobra de frenado.

Se puede observar como la coordenada x, para t = 10 s tiene un valor muy diferente en ambas
simulaciones. Para v constante x,(t = 10 s) = 50 m, en cambio con el par de deceleracion aplicado
x,(t = 10 s) = 35 m. Ademas, la velocidad x, pasa de tener forma constante a parabdlica llegando a un
valor de x,(t = 10 s) = 0,5 m/s por lo que queda comprobado que el patinete se frena en esta
simulacion.

Para esta simulacion se han hecho las mismas comprobaciones, para ver si la trayectoria rectilinea del
patinete se ve afectada, que en la simulacion de la aceleracion del motor eléctrico y se observa de igual
modo que la trayectoria rectilinea no se ve afectada ya que las coordenadas 6 y 1, son cero en toda la
simulacion. Ademas, de igual modo que en la simulacion anterior, la estabilidad que encuentran los
valores de las coordenadas z,, 8¢, v S,3 para la simulacion a v constante se ve afectada.
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Figura 4-20. z, en maniobra de frenado.
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Figura 4-21. 8¢, en maniobra de frenado.
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Figura 4-22. S5 en maniobra de frenado.

En esta simulacion ocurre totalmente lo contrario que en la aceleracion del motor eléctrico. En este caso,
la suspension delantera experimenta una compresion, mientras que la suspension rotacional trasera sufre
una expansion que hace que el c.d.g. del bastidor inferior aumente verticalmente con el tiempo como se
observa en la grafica de la coordenada z.

4.4. Oscilacion del humano respecto al eje yg

En esta simulacion se hara oscilar al humano respecto al eje yg haciendo como si este se estuviera
balanceando hacia delante y hacia detras, volviendo a “lanzar” el patinete a una velocidad constante de

v = 5m/sy con un tiempo de simulacién de 10 segundos. Para realizarlo se impondra una restriccion de
movilidad a la coordenada fg, de tal forma que 8g, = A - sen(wt). Al tener ahora una restriccion de
movilidad, la matriz E dejaria de ser nula. Hay que recordar que la restriccion g, = 0 corresponde a la
restriccion numero 8 del vector de restricciones holénomas Cp,, por lo que el nuevo vector de restricciones
de movilidad sera de la siguiente manera:

C(t) = 0751 ]

—A - sen(wt)

Por lo que al tener 12 restricciones en total, las matrices E y E seran:

C(t) 07x1 ) 07x1
E = [0 =|—A-w-cos(wt) ; E =|A-w?sen(wt)
4x1 O4x1 O4x1

Debido a que ahora hay restricciones de movilidad la resolucion del problema inicial en velocidad
cambiara.

day = —(Da(90)) " (Di(q0)ds, + E(t = 0))

Si se vuelve a dar el mismo valor a las coordenadas independientes que en los otros apartados.

) . v . v . v
Gig =[2=0 ¢2=0 05 Rp + ep & Rp +ep &7 Rp + eR]

Se obtiene el siguiente valor de las coordenadas dependientes:

Ogy =A-w Zz=1]J2=92=¢82=962=S=S43=775=777=0]

S L
qdo [xz v 76 RR+eR
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Estos valores tienen sentido ya que si fg, = A - sen(wt), entonces fg,(t = 0) = A - w. Ademas de la

resolucion del problema inicial en velocidad, la nueva restriccion de movilidad cambiaria las ecuaciones de

movimiento del patinete.

T ..
Mi7x17 Di7x12 d17x1

D 0 [A ] = Zjox1
12X17 12X12139x29 /"12X1129x1

Qapll7X1 + Q1717X1

Zyox1 = | - . : [ Cy, Cy C(t
—D12x17G17x1 — E1201 — 2@ 8X1 | 4 [Eypp] | — B2 ( 8X1] + [ g)sm])
| “nhax1 O4x1 4x1

Para realizar una primera prueba se daran unos valores pequefios tanto a la amplitud como a la velocidad
angular de la funcion senoidal para que el balanceo del humano no sea tan brusco. A = 0,2radyw =
2 rad/s. Por lo que la coordenada g, seria de la siguiente manera:

0 2 frente al tiempo
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S [ 1] [ /

N \__J /

/ \

-02 \/
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Figura 4-23. 84, en oscilacion del humano respecto al eje yg(1).

Para analizar las consecuencias del balanceo del humano hacia delante y hacia detras se va a estudiar la
coordenada z, para ver si el c.d.g. del bastidor inferior se ve afectado, las coordenadas 8¢, y S43 para ver
como afecta el balanceo a las suspensiones y los multiplicadores de Lagrange correspondientes a las
restricciones r# y g para ver si oscilan debido al efecto del balanceo.
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Figura 4-24. z, en oscilacion del humano respecto al eje yg(1).

¢} 2 frente al tiempo

0.1

0.02

2 3 4 5 6 7 8

Tie].ui)o (s)

Figura 4-25. 6, en oscilacion del humano respecto al eje yg(1).
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Figura 4-26. S, en oscilacion del humano respecto al eje yg(1).

Se observa como las coordenadas oscilan debido al efecto del balanceo del humano. Ademas, se observa que
cuando el humano se inclina hacia delante la suspension delantera experimenta una compresion y por el
contrario la suspension rotacional trasera sufre una expansion que hace que el c.d.g. del bastidor inferior
aumente verticalmente como se observa en la grafica de la coordenada z,. En cambio, cuando el humano se
inclina hacia detras la suspension delantera experimenta una expansion y la suspension rotacional trasera sufre
una compresion que hace que el c.d.g. del sdlido 2 disminuya verticalmente.

A continuacion, se van a estudiar los multiplicadores de Lagrange previamente nombrados.
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Figura 4-27. A, en oscilacion del humano respecto al eje yg(1).
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Figura 4-28. A, en oscilacion del humano respecto al eje yg(1).

Como se puede observar, la fuerza normal que se tiene que ejercer para que se cumpla la restriccion es mayor
cuando el humano se inclina hacia el lado correspondiente a cada rueda.

Para finalizar esta simulacion, se hara una segunda prueba aumentando la amplitud y la velocidad angular de la
funcién senoidal para ver como afecta esto a la oscilacion de las coordenadas. A = 0.3 rad yw = 4 rad/s.
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Figura 4-29. z, en oscilacion del humano respecto al eje yg(2).
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Figura 4-31. S43 en oscilacion del humano respecto al eje yg(2).

Como se podia esperar, al aumentar la amplitud y la velocidad angular de la restriccion de movilidad, las
oscilaciones de las coordenadas a lo largo del tiempo también tienen mayores amplitudes.
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4.5. Oscilacion del humano respecto al eje xg

En esta utlima simulacion se hara oscilar al humano respecto al eje xg haciendo como si este se estuviera
balancenado hacia los lados, volviendo a “lanzar” el patinete a una velocidad constant de v = 5 m/s y con un
tiempo de simulacion de 2 segundos, mucho més corto que en los casos anteriores ya que seguramente el
patinete se caiga debido al balanceo hacia los lados y MATLAB dara problemas de compilacion. Para realizar
esta simulacion se impondra una restriccion de movilidad a la coordenada ¢g, de tal forma que ¢pg, = A -
sen(wt).

Como en el apartado anterior se tiene una nueva restriccién de movilidad, por lo que se resolveran las
ecuaciones de movimiento del patinete y el problema inicial en velocidad de la misma manera, pero teniendo
en cuenta que la restriccion ¢g, = 0 corresponde a la restriccion niimero 7 del vector de restricciones
holénomas.

06x1 C(t) 06x1 . 06x1
c(t) = —A-sen(wt)] : E:[O ]: —A-w-cos(wt)] ; E=|A-w?-sen(wt)
0 4xl 05x1 05x1

Se realizara una primera prueba dandole unos valores pequefios tanto a la amplitud como a la velocidad
angular de la funcion senoidal para que el balanceo hacia los lados no sea muy brusco y el patinete no se caiga
tan rapidamente. A = 0,05 rad y w = 0,5 rad/s. Para analizar cuanto tarda en caerse el patinete se va a
estudiar la coordenada z,.

z, frente al tiempo
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Figura 4-32. z, en oscilacion del humano respecto al eje xg(1).

En este caso el patinete se termina cayendo al suelo cuando han pasado 2 segundos. Ahora se comprobara que
si aumentamos la amplitud y la velocidad angular de la restriccion de movilidad el patinete se caera antes, ya
que si el balanceo es mas brusco, el patinete se desestabiliza més rapido. A = 0,5rady w = 1 rad/s.
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z, frente al tiempo
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Figura 4-33. z, en oscilacion del humano respecto al eje xg(2).

Como se puede observar, en este caso el patinete cae al suelo alrededor de 1 segundo desde el comienzo de la
simulacion. Por lo que queda comprobado que el balanceo del humano hacia los lados hace que el patinete se
desestabilize y caiga al suelo, y también que cuanto mas brusca y mas rapida es esa oscilacion del humano,
menos tarda el patinete en caer.
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5 CONCLUSIONES

Este estudio del patinete eléctrico permite que se entienda mejor su funcionamiento, permite conocer como
funcionan entre si todos sus solidos y como se desarrollan todas sus coordenadas a lo largo del tiempo.
Ademas, se ha entendido coémo funcionan y cémo afectan las suspensiones en el mecanismo del patinete y se
ha entendido coémo se modelan las ruedas toroidales. Para simular el mecanismo del patinete se ha realizado
una dinamica directa en el que se le aplican al mecanismo una serie de acciones (gravedad, suspensiones,
acciones exteriores. ..) para posteriormente integrar las ecuaciones y calcular las coordenadas a lo largo de un
tiempo determinado.

El analisis de las simulaciones realizadas ha generado un mayor conocimiento de como funciona el patinete
eléctrico. Inicialmente, se han visto el desarrollo de las coordenadas cuando “lanzamos” el patinete con un
movimiento rectilineo uniforme. Posteriormente, se ha visto como acelerando o frenando el patinete, este se
comporta de distintas maneras afectando al desarrollo de ciertas coordenadas. Por tltimo, se ha conseguido
estabilizar el patinete eléctrico partiendo desde una posicion que sin la accion de fuerzas exteriores caeria al
suelo inmediatamente.

Una continuacion a estos estudios podria ser la eliminacion de las restricciones holénomas 7 y 8 en las que
restringimos los posibles giros del humano respecto al patinete con lo que conseguimos que el patinete no se
descontrole. Si se eliminan estas restricciones seria interesante estudiar las acciones exteriores que se podrian
aplicar para que el humano (so6lido 8) sea capaz de no caerse y de controlar el patinete, y asi estabilizar la
trayectoria.
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ANEXO0 |. CODIGOS DE MATLAB

Archivo de Generacion de Funciones

gen = false;

fprintf ('Defining symbolic variables...\n'")

syms x2 y2 z2 psi2 tetaz fi2 fi82 teta82 teta62 teta76 delta s43 tetab4 xi5 xi7 etab
eta’7 real

syms x2p y2p z2p psi2p tetalp fi2p £i82p teta82p tetablp teta76p deltap s43p tetabdp
xi5p xi7p etabp etaT7p real

syms X2pp y2pp z2pp psilpp tetalpp fi2pp f£i82pp teta82pp tetab6lpp teta76pp deltapp
s43pp tetabidpp xiSpp xi7pp etabpp eta7pp real

fprintf ('Defining constants...\n')

syms grav lamda L H xB zB d xH zH RR RF z43 z54 k4 k6 d4 d6 acelofren establ estab2
estab3 real

syms m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 real

syms I2xx I2yy I2zz I2xz I3xx I3yy I3zz I3xz Id4xx Idyy I4zz I4xz I5xx Ibyy I6xx Ioyy
I6zz I6bxz I7xx I7yy I8xx I8yy I8zz real

fprintf ('Building transformation matrices...\n"')

q = [x2, y2, z2, psi2, tetaz, fi2, £fi82, teta82, tetab62, teta76, delta, s43, tetab4,
xi5, xi7, etab5, eta’]l;

ap = [x2p, y2p, z2p, psi2p, tetalp, fi2p, £i82p, teta82p, teta62p, teta76p, deltap,
s43p, tetabdp, xib5p, xi7p, etabp, etalp]l;

par = [grav lamda L H xB zB d xH zH RR RF z43 z54 k4 k6 d4 d6 acelofren establ estab2
estab3 m2 m3 m4 mS m6 m7 m8 I2xx I2yy I2zz I2xz I3xx I3yy I3zz I3xz I4xx Idyy Idzz
I4xz Ibxx IbSyy I6xx I6yy I6zz I6xz I7xx I7yy I8xx I8yy I8zz];

wvar = 2*pi-lamda; %lamda=pi/10
A lamda = [ cos(wvar), 0, sin(wvar);
0, 1, 0;
-sin(wvar), 0, cos(wvar)];

A psi2 = [cos (psi2), -sin(psi2), O;

sin(psi2), <cos(psi2), 0;

0, 0, 11;

A teta2 = [cos(teta2), 0, sin(teta2);
0, 1, 0;

-sin(teta2), 0, cos(teta2)];

A fi2 = [1, 0, 0;
0 cos(fi2), -sin(fi2);
0 sin(fi2), cos (fi2)1;

A fig82 = [1, 0, 0;
0 cos(fi82), -sin(fi82);
0 sin(fi82), ~cos(fi82)1];

A teta82 = [cos(teta82), 0, sin(teta82);
0, 1, 0;
-sin(teta82), 0, cos(teta82)];

A teta62 = [cos(teta62), 0, sin(teta62);
0, 1, 0;
sin(teta62), 0, cos(teta62)];

A teta76 = [cos(teta76), 0, sin(teta76);
0, 1, 0;
-sin(teta76), 0, cos(teta76)];
A delta = [cos(delta), -sin(delta), O0;
sin(delta), cos (delta), O;
0, 0, 11;

)



A tetab4 = [cos(tetab4), O,
0, 1,
-sin(tetab4), 0,
A xi5 = [cos(xi5), 0, sin(xi5);

-sin(x1i5), 0,

0;

0;

cos (x1i5)1;

sin(tetab4) ;

cos (tetab4) ];

, 'Vars', {qg,par});

'Vars', {q,par});
'Vars', {q,par});
'Vars', {q,par});
'Vars', {q,par});
'Vars', {q,par});

'Vars', {q,par});

A xi7 = [cos(xi7), 0, sin(xi7);
0, 1, 0;
-sin(xi7), 0, cos(xi7)]1;
A etab = [cos (etab5), -sin(etab), 0;
sin(etab), cos (etab), 0;
0, 0, 11;
A etal = [cos(eta7), -sin(eta7), 0;
sin(eta?7), cos (eta7), 0;
0, 0, 11;
A2 = A psi2*A teta2*A fi2;
if gen, matlabFunction(A2,'file', 'A2'
A8=A2*A fi82*A teta82;
if gen,_matlabfunction(AS,'file','AS',
A6=A2*A tetab2;
if gen, matlabFunction(A6,'file','A6"',
A7=A6*A teta’6;
if gen, matlabFunction(A7,'file','A7"',
A3=A2*A lamda*A delta;
A4=A3;
if gen, matlabFunction(A3,'file', 'A3"',
if gen, matlabFunction(A4,'file','Ad"',
AS5=A3*A tetab4;
if gen, matlabFunction (A5,'file','A5"',
% Body-2
fprintf ('Creating G2, G2p, H2 and H2p...\n')
syms A2p real; A2p = 0;

for i=1:length(q)
A2p =
end
Wskew2 =(A2')*A2p ;
wl 2 =
w2 2 =
w3 2 =

Wskew2 (3,2) ;
Wskew2 (1, 3);
Wskew2 (2,1);
w2 = [wl 2,w2 2,w3 2];
w2 = simplify(w2);
G2 = jacobian(w2,qgp);
syms g2 real; g2 = 0;
for i=1l:length(q)

gz =
end
if
if

gen,

gen,

r2 = [x2;y2;22];

H2 = jacobian(r2,q)

syms h2 real; h2 =

for i=1l:length(q)
h2 =

end

if gen,

if gen,

0;

g2 + diff(G2,q(i))*qgp (i

h2 + diff (H2,q(i)) *gp (i

A2p + diff (A2,g (1)) *agp(i);

) ;

)

matlabFunction (G2, 'file','G2", 'Vars', {q,par});
matlabFunction (g2, 'file','G2p', 'Vars', {q,qp,pazr});

matlabFunction (H2, 'file', 'H2', '"Vars', {g,par});
matlabFunction (h2, 'file', 'H2p', '"Vars', {q,qp,par});

43

end

end

end

end

end

end

end

end

end

end

end



% Body-8
fprintf ('Creating G8, G8p, H8 and H8p...\n'")

syms

A8p real; A8p = 0;

for i=1l:length(q)

end

A8p = A8p + diff (A8,qg(i)) *gp (i)

Wskew8 =(A8') *A8p ;

wl 8
w2 8
w3 8

w8 =
w8
G8
syms

= Wskew8(3,2);
= Wskew8(1,3);
Wskew8 (2,1) ;

[wl 8,w2 8,w3 8];
simplify (w8);

= jacobian (w8, gp

)
g8 real; g8 = 0;

for i=1l:length(q)

end

g8 = g8 + diff(G8,qg(i))*gp(i);

if gen, matlabFunction(G8,'file','G8"','Vars', {q,par});

if gen,

rg8 =

r2 + A2*[-L;0;0;] + A8*[0;0;H];

if gen, matlabFunction(r8,'file','r8','Vars', {q,par});

H8 =
syms

jacobian(r8,q) ;
h8 real; h8 = 0;

for i=1:length(q)

end

h8 = h8 + diff (H8,q(i))*qgp(i);

if gen, matlabFunction(H8,'file', 'H8','Vars', {q,par});

if gen,

% Body-6
fprintf ('Creating G6, Gép, H6 and Hép...\n')

syms

Abp real; A6p = 0;

for i=1:length(q)

end

A6p = A6p + diff (A6, q(i))*gp(i);

Wskew6 =(A6')*A6p ;

wl 6
w2 6
w3 6

wo =
w6 =
G6 =
syms

= Wskew6(3,2);
= Wskew6 (1, 3);
= Wskew6(2,1);

[wl 6,w2 6,w3 6];
simplify (w6);

jacobian (w6,gp) ;
g6 real; g6 = 0;

for i=1l:length(q)

g6 = g6 + diff(G6,qg(i))*gp(i);

end

matlabFunction (g8, 'file', 'G8p', '"Vars', {q,qp,par});

end

end

matlabFunction (h8, 'file', "H8p', 'Vars', {q,qp,par});

end
if gen, matlabFunction (G6,'file','G6"','Vars',{q,par}); end
if gen, matlabFunction(g6,'file', 'Go6p', 'Vars', {qg,qgp,par});
r6 = r2 + A2*[-(xB-d);0;0;] + A6*[-d/2;0;0];
if gen, matlabFunction(ré6,'file','r6','Vars',{q,par}); end
H6 = jacobian(r6,q);
syms h6 real; he = 0;
for i=1:length(q)
h6 = h6 + diff (H6,g(i))*gp(i);
end
if gen, matlabFunction(H6,'file', 'H6', ' 'Vars', {qg,par}); end

if gen,

% Body-7
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matlabFunction (he, 'file', "Hép', '"Vars', {q,qp,par});

end

end

end

end



fprintf
syms A7
for i=1

Alp
end

Wskew?7

wl 7

('Creating G7, G7p, H7 and H7p...\n")

p real; ATp 0;
:length (q)

A7p + diff(A7,9(1))*gp(i);

=(A7')*ATp ;

Wskew7 (3,2);

Wskew7 (1,3);
Wskew7 (2,1);

w2 7
w3 7

w7 [wl 7,w2 7,w3 7];
w7 simplify(w7);

G7 = jacobian(w7,gp
syms g7 real; g7
for i=1:length(q)

)
= 0;

g7 = g7 + diff(G7,q(i))*gp(i);
end
if gen, matlabFunction(G7,'file','G7','Vars', {qg,par}); end
if gen, matlabFunction(g7,'file','G7p','Vars', {q,qp,par}); end
r7 = r6 + A6*[-d/2;0;0];
if gen, matlabFunction(r7,'file','r7','Vars', {qg,par}); end
H7 = jacobian(r7,q):;
syms h7 real; h7 = 0;
for i=1l:length(q)
h7 = h7 + diff (H7,g(i))*gp(1);
end
if gen, matlabFunction(H7,'file','H7', 'Vars', {qg,par}); end
if gen, matlabFunction (h7,'file', 'H7p"','Vars', {g,qp,par}); end
% Body-3
fprintf ('Creating G3, G3p, H3 and H3p...\n')
syms A3p real; A3p = 0;
for i=1l:length(q)
A3p = A3p + diff(A3,qg(i))*gp(i);
end
Wskew3 =(A3') *A3p ;
wl 3 = Wskew3(3,2);
w2 3 = Wskew3(1,3);
w3 3 = Wskew3(2,1);
w3 = [wl 3,w2 3,w3 3];
w3 = simplify(w3);
G3 = jacobian(w3,qgp);
syms g3 real; g3 = 0;
for i=1l:length(q)
g3 = g3 + diff(G3,q(i)) *ap (i)’
end
if gen, matlabFunction(G3,'file','G3', 'Vars', {qg,par}); end
if gen, matlabFunction(g3,'file','G3p','Vars',{g,qp,par}); end
r3 = r2 + A2*[(xH-xB);0; (zH-2zB) 1;
if gen, matlabFunction(r3,'file','r3','Vars', {qg,par}); end
H3 = jacobian(r3,q):
syms h3 real; h3 = 0;
for i=1l:length(q)
h3 = h3 + diff (H3,g(i)) *gp(i);
end
if gen, matlabFunction(H3,'file', 'H3', 'Vars', {qg,par}); end
if gen, matlabFunction(h3,'file', 'H3p','Vars', {g,qp,par}); end
% Body-4

fprintf ('Creating G4, G4p, H4 and H4p...\n'")
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syms Adp real; Adp = 0;
for i=1l:length(q)

Adp = Adp + diff (A4, q(i))*qgp(i);
end

Wskewd =(A4')*Adp ;

wl 4 = Wskewd (3,2);
w2 4 = Wskew4 (1,3);
w3 4 = Wskewd (2,1);

wd = [wl 4,w2 4,w3 4];
w4 = simplify(w4);
G4 = jacobian (w4, qgp);
syms g4 real; g4 = 0;
for i=1l:length(q)
g4 = g4 + diff(G4,q(i))*gp(i);
end
if gen, matlabFunction (G4, 'file','G4','Vars',{qg,par}); end
if gen, matlabFunction(g4,'file', 'G4p','Vars',{g,qp,par}); end

r4d = r3 + A3*[0;0;-(2z43+s43)1];
if gen, matlabFunction(r4, 'file','rd','Vars', {qg,par}); end
H4 = jacobian(r4,q):;
syms h4 real; hd4 = 0;
for i=1:length(q)
h4 = h4 + diff (H4,q(i)) *qp(i);
end
if gen, matlabFunction(H4,'file','H4','Vars', {g,par}); end
if gen, matlabFunction(h4, 'file', "H4p', 'Vars', {q,qgp,par}); end

% Body-5
fprintf ('Creating G5, G5p, H5 and HS5p...\n')

syms AbSp real; AS5p = 0;
for i=1:length(q)

ASp = ASp + diff(A5,g(i))*gp(i);
end

Wskew5 =(A5')*Ab5p ;

wl 5 = Wskew5(3,2);
w2 5 Wskewb (1, 3) ;
w3 5 = Wskewb5(2,1);

wS = [wl 5,w2 5,w3 5];
w5 = simplify(w5);
G5 = jacobian(wb5,gp);
syms g5 real; g5 = 0;
for i=1l:length(q)
g5 = g5 + diff(G5,q(i))*qp (i);
end
if gen, matlabFunction (G5, 'file','G5'",'Vars', {q,par}); end
if gen, matlabFunction(g5,'file', 'G5p', 'Vars', {q,gp,par}); end

r5 = r4 4+ A4*[0;0;-2z547;
if gen, matlabFunction(r5,'file','r5','Vars', {q,par}); end
H5 = jacobian(r5,q);
syms h5 real; h5 = 0;
for i=1:length(q)
h5 = h5 + diff (H5,g(i))*gp(i);
end
if gen, matlabFunction(H5,'file', 'H5','Vars', {qg,par}); end
if gen, matlabFunction (h5,'file', "H5p', 'Vars', {q,qgp,par}); end
% Constraints
fprintf ('Computing holonomic constraints...\n'")
eR = 0.2*RR;
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el 0.2*RF;

rR r7 + A7*A xi7*[RR;0;0] + AT7*A xi7*A eta7*[eR;0;0];
rF = r5 + A5*A xi5*[RF;0;0] + AS*A xi5*A etab*[eF;0;0];

tLR = A7*[- (RR+eR*cos (eta7)) *sin(xi7);0;- (RR+eR*cos (eta7)) *cos (x1i7)1]1;
tTR = A7*[-eR*cos (x17) *sin(eta’);eR*cos (eta7);eR*sin(eta’) *sin(xi7)];

tLF A5* [- (RF+eF*cos (etab) ) *sin(xi5) ;0; - (RF+eF*cos (etab) ) *cos (xi5) 1;
tTF = AS5*[-eF*cos (x15) *sin (etab) ;eF*cos (etab) ;eF*sin(etab) *sin(xi5) ];

Cl = rF(3);
C2 = rR(3);
C3 = tLF(3);
C4 = tTF(3);
C5 = tLR(3);
C6 = tTR(3);
C7 = £i82;

C8 = teta82;

C = [Cl;C2;C3;C4;C5;C6;C7;C8];

fprintf ('Creating function C...\n")
if gen, matlabFunction(C,'file','C','Vars', {gq,par}); end
syms Cpunto real; Cpunto = 0;
for i=1:length(q)
Cpunto = Cpunto + diff (C,g(i)) *gp(i);
end
if gen, matlabFunction (Cpunto, 'file', 'Cpunto', 'Vars', {q,qp,par}); end

Cqg = jacobian(C,q);
Cqg = simplify(Cq);
syms Cgpunto real; Cgpunto = 0;
for i=1:length(q)
Cgpunto = Cgpunto + diff (Cqg,q(i)) *gp (i)
end
if gen, matlabFunction (Cgpunto, 'file', 'Cgpunto', 'Vars', {gq,qgp,par}); end

fprintf ('Computing non-holonomic constraints...\n')
syms v/G7 real; v7G7 = 0;
for i=1:length(q)
v7G7 = v7G7 + diff(r7,g(i))*gp (i)
end
vR = v7G7 + A7*cross (w7', [ (RR+eR*cos (eta7)) *cos(xi7);eR*sin (eta’7) ;-
(RR+eR*cos (eta7)) *sin(xi7) 1) ;

syms v5G5 real; v5G5 = 0;
for i=1:length(q)
v5G5 = v5G5 + diff(r5,g(i))*gp(i);
end
vE = v5G5 + AS5*cross(w5', [ (REF+eF*cos (etab)) *cos (xi5);eF*sin(etab) ;-
(REF+eF*cos (etab)) *sin(xi5) 1) ;

vp = [VF(1);VvF(2);vR(1);VR(2)];

fprintf ('Creating function vp...\n')
if gen, matlabFunction (vp,'file','vp','Vars',{q,qp,par}); end

B jacobian (vp,gp) ;
B = simplify(B);

D = [Cq;B];
fprintf ('Creating function D...\n'")
if gen, matlabFunction(D, 'file','D','Vars', {q,par}); end
Dpunto = [
(jacobian(Cg* (gp'),q));
(jacobian (B* (gp'),q))1:
fprintf ('Creating function Dpunto...\n'")
if gen, matlabFunction (Dpunto,'file', 'Dpunto', 'Vars', {q,gp,par}); end
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DpuntoXgp = [
(Jacobian(Cg* (gqp'),q)) *(gp');
(Jacobian (B* (gp'),q)) *(gp') 17
fprintf ('Creating function DpuntoXgp...\n'")
if gen, matlabFunction (DpuntoXqp, 'file', 'DpuntoXgp', 'Vars', {q,gp,par}); end

velocidades = [Cpunto;vp];
fprintf ('Creating function velocidades...\n'")

if gen, matlabFunction(velocidades, 'file', 'velocidades', 'Vars', {q,qp,par}); end

$Ecuaciones Newton-Euler

fprintf ('Assembling equations...\n"')
m(l,1:3) = [m2, 0, 0];
m(2,1:3) = [0, m2, 0];
m(3,1:3) = [0, 0, m2];
m(4,4:6) = [m3, 0, 0];
m(5,4:6) = [0, m3, 0];
m(6,4:6) = [0, 0, m3];
m(7,7:9) = [m4, 0, 0];
m(8,7:9) = [0, m4, 0];
m(9,7:9) = [0, 0, m4d];
m(10,10:12) = [m5, 0, 0];
m(11,10:12) = [0, m5, O],
m(1l2,10:12) = [0, 0, m5];
m(13,13:15) = [m6, 0, 0];
m(14,13:15) = [0, m6, Q];
m(1l5,13:15) = [0, 0, mo6];
m(16,16:18) = [m7, 0, 0];
m(l7,16:18) = [0, m7, Q0];
m(18,16:18) = [0, 0, m7];
m(19,19:21) = [m8, 0, 0];
m(20,19:21) = [0, m8, 0],
m(21,19:21) = [0, 0, m8];
I(1,1:3) = [I2xx, 0, I2xz];
I(2,1:3) = [0, I2yy, O01;
I1(3,1:3) = [I2xz, 0, I2zz];
I(4,4:6) = [I3xx, 0, I3xz];
I(5,4:6) = [0, I3yy, 01;
I(6,4:6) = [I3xz, 0, I3zz];
I(7,7:9) = [I4xx, 0, I4xz];
I(8,7:9) = [0, Id4yy, 01;
1(9,7:9) = [I4xz, 0, I4zz];
I(10,10:12) = [I5xx, 0, 01;
I(11,10:12) = [0, Ibyy, O];
I(12,10:12) = [0, 0O, Ibxx];
I(13,13:15) = [Ie6exx, 0, Ioxz];
I(14,13:15) = [0, I6yy, O];
I(15,13:15) = [Ie6exz, 0, I6zz];
I(16,16:18) = [I7xx, 0, 0];
I(17,16:18) = [0, I7yy, O];
I1(18,16:18) = [0, 0, I7xx];
1(19,19:21) = [I8xx, 0, 0];
I(20,19:21) = [0, I8yy, 0];
I1(21,19:21) = [0, 0, I8zz];

Mgorro =[m zeros (21);
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zeros (21) I1:
if gen, matlabFunction (Mgorro, 'file', "Mgorro', 'Vars', {par}); end

fprintf ('Creating function L...\n'")

L = [H2;H3;H4;H5;H6;H7;H8;G2;G3;G4,;G5;G6;G7;G8];

if gen, matlabFunction(L,'file','L','Vars', {gq,par}); end

fprintf ('Creating function Lpunto...\n'")
1=[h2;h3;h4;h5;h6;h7;h8;92;93;94;95;96;97;98];

if gen, matlabFunction(l, 'file', 'Lpunto','Vars',{q,qgp,par}); end

F2=[0;0;-m2*grav];
F3=[0;0;-m3*grav]+A3*[0;0;-k4* (s43) ]+A3*[0;0;-d4*s43p];
F4=[0;0;-md*grav]+A4*[0;0;k4* (s43)]1+RA4*[0;0;d4*s43p];
F5=[0;0;-m5*grav];

F6=[0;0;-m6*grav];

F7=[0;0;-m7*grav];

F8=[0;0;-m8*grav];

M2=[estab3;k6*teta62+d6*teta62p;0];
M3=[establ;0;estab2];

M4=[0;-acelofren;0];

M5=[0;acelofren;0];

M6=[0;-k6*tetab62-d6*tetab2p;0];

M7=[0;0;01;

M8=[-estab3;0;0];
Qaplgorro=[F2;F3;F4;F5;F6;F7;F8;M2;M3;M4;M5;M6;M7;M8];

v2 = [I2xx 0 I2xz;

0 I2yy O;

I2xz 0 I2zz]*(w2');
Mv2 = cross(-w2',v2);

v3 = [I3xx 0 I3xz;

0 I3yy 0;

I3xz 0 I3zz]*(w3');
Mv3 = cross(-w3',v3);

vd = [I4xx 0 I4xz;

0 Idyy O;

I4xz 0 TI4zz]*(wd');
Mv4 = cross(-wd',v4);

v5 = [I5xx 0 0;

0 I5yy O;
0 0 Ibxx]*(w5");
Mv5 = cross(-w5',v5);

vo = [Ioxx 0 I6xz;

0 Ieyy O;

Ioxz 0 I6zz]l*(wo');
Mv6 = cross(-w6',vo6);

v7 = [I7xx 0 0;

0 I7yy 0;
0 0 I7xx]1*(w7");
Mv7 = cross(-w7',v7);

v8 = [I8xx 0 0;

0 I8yy O;
0 0 I8zz]*(w8'");
Mv8 = cross(-w8',v8);
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fprintf ('Creating function Qvgorro...\n')
Qvgorro = [Fv2;Fv3;Fv4;Fv5;Fv6;EFv7;Fv8;Mv2;Mv3;Mv4;Mv5;Mv6;Mv7;Mv8];
if gen, matlabFunction (Qvgorro,'file', 'Qvgorro','Vars',{q,qp,par}); end

fprintf ('Creating function M...\n'")
M = L'*Mgorro*L;
if gen, matlabFunction(M, 'file','M',6 'Vars', {q,par}); end

fprintf ('Creating function Qapl...\n'")
Qapl = L'*Qaplgorro;
if gen, matlabFunction(Qapl,'file','Qapl', 'Vars', {q,qp,par}) ;end

fprintf ('Creating function A...\n'")

Qv = L'* (Qvgorro-Mgorro*1l* (qgp'));

A = [M D';D zeros(12)1;

if gen, matlabFunction(A,'file','A','Vars', {gq,par}); end

Archivo de Integracién de Ecuaciones

%constantes
grav = 9.81;
lamda= pi/10;

1L=0.2;

H=1;
xB=0.528;
zB=0.149;
d=0.115;
xH=0.733;
zH=0.696;
RR=0.096;
RF=0.105;

eR = 0.2*RR;
eF = 0.2*RF;
z43=0.5164;
z54=0.105;

k4=122.05e3;
k6=53.43e3*d"2;
d4=221.61;
d6=545.8*d"2;
acelofren=0;
establ=0;
estab2=0;
estab3=0;

m2=2;

I2xx=0.01;
I2yy=0.17;
I2zz=0.17;
I12xz=0.03;

m3=7.5;
I3xx=0.42;
I3yy=0.63;
I13zz=0.23;
I3xz=0.3;

m4=0.5;
I4xx=0.002;
I4yy=0.003;
T4zz=0.0005;
I4xz=0.001;

m5=1.5;
I5xx=0.004;
I5yy=0.008;

mé6=0.5;

I6xx=0.0005;
I6yy=0.003;
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I6zz=0.003;
I6xz=0.001;

m7=0.65;
I7xx=0.002;
I7yy=0.004;

m8=74.6;
I8xx=13.0982;
I8yy=12.6357;
I8zz=0.965;

A theta=0.3;
A fi=0;
w_theta=4;

w fi=0;

par = [grav lamda L H xB zB d xH zH RR RF z43 z54 k4 k6 d4 d6 acelofren establ estab2
estab3 m2 m3 m4 mS m6 m7 m8 I2xx I2yy I2zz I2xz I3xx I3yy I3zz I3xz Idxx Idyy Idzz
I4xz Ibxx IbSyy I6xx I6yy I6zz I6xz I7xx I7yy I8xx I8yy I8zz];

ts=0:0.01:10;
q0=[0;0;2zB+1;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;pi/2;pi/2;2%pi;3*pi/2];

v = 5;

options = optimset ('Display','iter'");

C(l 790 (4);X(2);90(6);X(3);X(4);90(9:13);X(5);X(6);X(7);X(8)]",par), [q0(3);
q0(5);90(7:8);90(14:17)]1,0ptions)

q0(3) = X0(1);

g0 (5) = X0(2);

q0(7) = X0(3);

g0 (8) = X0(4);

q0(14) X0(5);

g0 (15) = X0 (6);

q0(1le) = X0(7);

g0 (17) = X0(8);

P=D(q0',par);

Ddep=[P(:,1),P(:,3:5),P(:,7:12),P(:,16:17)]1;

Dindep=[P(:,2),P(:,6),P(:,13),P(:,14:15)];

gpunto0indep=[0;0;v/ (RF+eF) ;-v/ (RF+eF) ;-v/ (RR+eR) ] ;

gpuntoOdep=Ddep\ (-Dindep*gpunto0indep-[0;0;0;0;0;0;-A fi*w fi;-

A theta*w theta;0;0;0;0])

gpunto0=[
gpuntoOdep (1) ;
gpunto0indep (1)
gpuntoOdep (2:4)
gpunto0indep (2)
gpuntoOdep (5:10
gpuntoOindep (3:5) ;
gpuntoOdep (11:12) ];

rank (Ddep)

’

’

)

$return
[t,yl=0ded5 (@ (t,X) ecs(t,X,par,A theta,A fi,w theta,w fi),ts, [g0;gpunto0]);
return
res = [];
for j = 1l:length(t)
x = y(3,1:17);
res = [res;C(x,par)']l;
end
figure
plot (t, res)
title ('Holonomic constraints')
resl = [];
for j = 1l:length(t)
x = y(3,1:17);
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v =vy(j,18:34);
resl = [resl;vp(x,v,par)'];
end
figure
plot (t, resl)
title ('No-Holonomic constraints')

figure
plot(t,y(:,1));grid on;title('x {2} (m)")
figure
plot(t,y(:,2));grid on;title('y {2} (m)")
figure

plot(t,y(:,3));grid on;title('z {2} (m)")

%$return
for j=1:length(t)

z(j,:)=(multiplicadores(y(j,:),par,ts(j),A theta,A fi,w theta,w fi))"';
end

function f=ecs(t,X,par,A theta,A fi,w theta,w fi)
=X(1:17,1)"
=X (18:34,1)"
alfa=50;
beta=50;
$par (18)=2*t;
=[Qapl (x,v,par)+L(x,par) '* (Qvgorro (x,Vv,par) -Mgorro (par) *Lpunto (x,v,par) *v');
-DpuntoXgp (x, Vv, par) -
[0;0;0;0;0;0;A fi*w fi"2*sin(w_fi*t);A theta*w theta”2*sin(w_theta*t);0;0;0;0]-
2*alfa* (velocidades (x,v,par)+[0;0;0;0;0;0;-A fi*w fi*cos(w_fi*t);-
A theta*w theta*cos(w_theta*t);0;0;0;0])-beta*beta* ([C(x,par);0;0;0;0]+[0;0;0;0;0;0;-
A_fi*sin(w fi*t);-A theta*sin(w_theta*t);0;0;0;0])1];
N=(A(x,par))\Z;
f=[v';N(1:17,1)1;

function f=multiplicadores (X,par,t,A theta,A fi,w theta,w fi)
=X(1,1:17);
=X (1,18:34);
alfa=50;
beta=50;
Spar (18)=-1*t;
=[Qapl (x,v,par)+L(x,par) '* (Qvgorro (x,v,par) -Mgorro (par) *Lpunto (x,v,par) *v');
-DpuntoXagp (x, v, par) -
[0;0;0;0;0;0;A fi*w fi®2*sin(w_fi*t);A theta*w theta”2*sin(w_theta*t);0;0;0;0]-
2*alfa* (velocidades (x,v,par)+[0;0;0;0;0;0;-A fi*w fi*cos(w_fi*t);-
A theta*w theta*cos (w_theta*t);0;0;0;0])-beta*beta* ([C(x,par);0;0;0;0]+[0;0;0;0;0;0;-
Aﬁfi*sin(w fi*t);-A theta*sin(w_theta*t);0;0;0;0])1;
N= (A (x,par))\z;
=N (18:29);

Archivo de Animacién del Patinete

fid = figure;

uA2 = [-(xB-d);-0.1;0];

uB2 = [-(xB-d);0.1;0];

uC2 = [0;-0.1;0];

ub2 = [0;0.1;0];

uE2 = [xH-xB;-0.1; (zH-zB)/2]1;
uF2 = [xH-xB;0.1; (zH-zB)/2];
udA6 = [d/2;0.1;0];

uB6 = [d/2;-0.1;0];

uC6 = [-d/2;0.1;01];

ub6 = [- d/2 -0.1;01;

uA8 = [0; H];

uB8 = [0,0,0];

uC8 = [0;0;0.3];
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uA3 = [0;0;-2z43];

uB3 = [0;0;0.2];

uC3 = [0;0.3;0.27;

ubD3 = [0;-0.3;0.2];

A21 = A2(y(1,1:17),par);
A31 = A3(y(1,1:17),par);
A4l = A4(y(1,1:17),par);
A51 = A5(y(1,1:17),par);
A6l = A6(y(1,1:17),par);
A71 = A7(y(1,1:17),par);
A81 = A8(y(1,1:17),par);

R2 = [y(1,1),y(1,2),y(1,3)]";

r3s=r3(y(l1,1:17),par);
R3=[r3s(1l);r3s(2);r3s(3)1;

rds=r4(y(1,1:17),par);
R4=[rd4s(1);rd4s(2);r4s(3)];

r5s=r5(y(1,1:17),par);
R5=[r5s(1l),r5s(2),xr5s(3)]1"';

r6s=r6(y(l1,1:17),par);
R6=[r6s(1l);r6s(2);r6s(3)]1;

r7s=r7(y(1,1:17),par);
R7=[r7s(1l);r7s(2);xr7s(3)];

r8s=r8(y(l1,1:17),par);
R8=[r8s(1l);r8s(2);r8s(3)1;

B2=[R2+A21*uA2,R2+A21*uB2,R2+A21*uD2,R2+A21*uF2,R2+A21*ukE2,R2+A21*uC2,R2+A21*uA2];
B6=[R6+A61*uhA6,R6+A61*uB6,R6+A61*uD6,R6+A61*uC6,R6+A61L*uh6] ;
B3=[R4,R3+A31*uA3,R3+A31*uB3,R3+A31*uC3,R3+A31*uD3];
B8=[R8+A81*uA8,R8+A81*uB8,R8+A81*uC8];

th54 = 0;
th76 = 0;

B5 = R5;

B7 = R7;

npr = 50;

for 1 = 1l:npr

B5 = [B5,R5+A51* [ (RF+eF) *cos (th54+2*pi* (1-1) /npr) ;0; - (RF+eF) *sin (th54+2*pi* (1-
1) /npr)11;

B7 = [B7,R7+A71*[ (RR+eR) *cos (th76+2*pi* (1-1) /npr) ;0; - (RR+eR) *sin (th76+2*pi* (1-
1) /npr)11;
end

B5 = [B5,R5+A51*[ (RF+eF) *cos (th54+2*pi) ;0; - (RF+eF) *sin (th54+2*pi)1];
B7 = [B7,R7+A71*[ (RR+eR) *cos (th76+2*pi);0; - (RR+eR) *sin (th76+2*pi)]11;

p2 = plot3(B2(1,:),B2(2,:),B2(3,:),"'o-");
grid on

hold on
pS5=plot3(B5(1,:),B5(2,:),B5(3,:),"'r-");
hold on
p3:plOt3(B3(ll:)IB3(2I:)IB3(3I:)I 'Og_');
hold on
p6:plOt3(B6(ll:)IB6(21:)IB6(3I:)I 'Og_');
hold on
p7=plot3(B7(1,:),B7(2,:),B7(3,:),"'r=");
hold on
p8=plot3(B8(1,:),B8(2,:),B8(3,:), 'or-");
axis equal

set (gca, 'nextplot', 'replacechildren');

v = VideoWriter ('wave.avi');

open (v)
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for k = 2:length(t)

A21 = A2(y(k,1:17),par);
A3l = A3(y(k,1:17),par);
A4l = Ad(y(k,1:17),par);
A51 = A5(y(k,1:17),par);
A6l = A6(y(k,1:17),par);
A71 = A7(y(k,1:17),par);
A81 = A8(y(k,1:17),par);

R2 = [y(k,1),y(k,2),y(k,3)]";
B2=[R2+A21*uA2,R2+A21*uB2,R2+A21*uD2, R2+A21*uF2, R2+A21*uE2, R2+A21*uC2, R2+A21*uA2];

r3k=r3(y(k,1:17),par);

R3=[r3k(1l);r3k(2);r3k(3)];

rdk=r4 (y(k,1:17),par);

R4=[rdk (1) ;rd4k(2);rd4k(3)];
B3=[R4,R3+A31*uA3,R3+A31*uB3,R3+A31*uC3,R3+A31*uD3];
réek=r6(y(k,1:17),par);

R6=[r6k(1l);r6k(2);r6k(3)];
B6=[R6+A61*uA6,R6+A61*uB6,R6+A61*uD6, R6+A61*uC6, R6+A61*uh6] ;

r8k=r8(y(k,1:17),par);
R8=[r8k(1l);r8k(2);r8k(3)];
B8=[R8+A81*uA8,R8+A81*uB8,R8+A81*uC8];

r5k=r5(y(k,1:17),par);
R5=[r5k(1);r5k(2);r5k(3)];
r7k=r7(y(k,1:17),par);
R7=[r7k(1);r7k(2);xr7k(3)];
th54 = y(k,13);

th76 = y(k,10);

B5 = R5;

B7 = R7;

for 1 = l:npr
B5 = [B5,R5+A51*[ (RF+eF) *cos (th54+2*pi* (1-1) /npr) ; 0; - (RF+eF) *sin (th54+2*pi* (1-
1) /npr)11;
B7 = [B7,R7+A71*[ (RR+eR) *cos (th76+2*pi* (1-1) /npr) ;0; - (RR+eR) *sin (th76+2*pi* (1-
1) /npr)11;
end
B5 = [B5,R5+A51*[ (RF+eF) *cos (th54+2*pi);0; - (RF+eF) *sin (thb4+2*pi)]11];
B7 = [B7,R7+A71*[ (RR+eR) *cos (th76+2*pi);0; - (RR+eR) *sin (th76+2*pi)]11];

set (p2, 'XbData',B2(1,:),'YData',B2(2,:),"'ZData',B2(3,:));
set (p3, 'XData',B3(1,:), 'YDbata',B3(2,:),"'ZData',B3(3,:));
set (p5, 'Xbata',B5(1,:), 'Ybata',B5(2,:),"'ZData',B5(3,:));
set (p6, 'XData',B6(1,:), 'YData',B6(2,:),"'ZData',B6(3,:));
set (p7, 'XData',B7(1,:), " 'Ybata',B7(2,:),"'ZData',B7(3,:));
set (p8, 'XData',B8(1,:), 'YData',B8(2,:),"'ZData',B8(3,:));

pause (0.0000000001) ;
axis equal
drawnow;

oe

frame = getframe (gcf);
writeVideo (v, frame) ;

end
close (V) ;
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