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Calculo de placas mediante asimilaciéon a emparrillados:

1. INTRODUCCION

En las circunstancias en que se mueve la
construccién en Espafia actualmente, tanto por
cuestiones de ritmo de obra como por otras
cuestiones econdmicas y estéticas, la eleccion de
forjados planos de hormigén ha ido tomando
un auge cada vez mayor. Dentro de los mismos
y en funcién de su comportamiento estructural
se puede elegir entre dos opciones bésicas: for-
jados unidireccionales con vigas planas o forja-
dos bidireccionales de placa maciza o aligerada.
Cada uno de estos dos tipos tiene sus ventajas e
inconvenientes:

—El forjado plano unidireccional encuentra
sus mayores ventajas en la simplicidad cons-
tructiva, el uso de elementos prefabricados rela-
tivamente baratos y en su menor necesidad de
encofrado.

—Las ventajas de los forjados del segundo
tipo se derivan fundamentalmente de su com-
portamiento bidireccional: mayor rigidez trans-
versal debida a una respuesta mas continua y
homogénea del forjado frente a cargas horizon-
tales; mejor comportamiento frente a cargas
puntuales, ya que su transmision es més directa
e involucra a mas elementos; posibilidad de
menores cantos a igualdad de cajas y luces (o
lo que es lo mismo, posibilidad de soportar
mayores cargas a igualdad de luces y canto, o
posibilidad de mayores luces a igualdad de car-
gas y canto); mayor libertad en la colocacién de
los pilares, que no tienen que estar alineados, y,
por tanto, mayor libertad para los disefiadores.
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El analisis estructural de placas de compor-
tamiento bidireccional, puede efectuarse median-
te métodos aproximados, como el de Porticos
Virtuales o el de Disefio Directo, o mediante
métodos mas exactos, como el de Elementos
Finitos; este Gltimo método resulta demasiado
complejo y poco accesible para su aplicacion
indiscriminada en proyectos arquitecténicos,
por lo que normalmente se utilizan los métodos
aproximados, que a su vez tienen la desventaja
de ser aplicables solamente en placas de geome-
tria sencilla; todo esto trae como consecuencia,
bien un empobrecimiento del disefio, bien una
aplicacién més alld de lo permitido de los
métodos aproximados, previo aumento de los
coeficientes de seguridad (o peor aun sin ese
aumento).

El método de calculo de placas por asimila-
cién a emparrillado es un caso particular de
analisis por elementos finitos, en el que el ele-
mento elegido es del tipo barra lineal, con un
comportamiento en su proceso de deformacion
bajo carga perfectamente determinado por la
teoria general de vigas. Basicamente, el método
consiste en sustituir un medio continuo (placa)
por un medio discreto (emparrillado de vigas)
tal que, sometido a las mismas cargas y con las
mismas condiciones de apoyo, tenga idéntica
deformada y esfuerzos. Las mayores ventajas de
este método se derivan de su generalidad de
aplicacién (cualquier tipo de forma, de apoyos,
de cargas) y de la facilidad de célculo del empa-
rrillado virtual por métodos, como el matricial
de malla de barras, que requieren ordenadores
de una capacidad relativamente pequefia (com-



parada con la necesaria para resolver el mismo
problema por el método general de elementos
finitos). Una dificultad es la falta de programas
de célculo de emparrillados en los cuales la
entrada de datos sea sencilla y rapida y los
resultados sean facilmente comprensibles y
directamente utilizables por el diseflador.

El método de célculo de placas mediante
asimilacién a emparrillados de barras no es de
aplicaciéon directa e inmediata, sino que
requiere el uso de una metodologia que propor-
cione tanto la manera de pasar de un tipo
estructural a otro (teniendo en cuenta la dificul-
tad afiadida de que uno es continuo y el otro
discreto) como la de interpretar los resultados
obténidos en este ultimo de forma que sean
aplicables al primero. Actualmente, en la utili-
zacion practica de este método se recurre a unos
criterios, compilados de diversos autores y
publicaciones, que en muchos casos dan lugar a
errores que caen incluso del lado de la insegu-
ridad.

Los principales problemas que se plantean al
aplicar este método de asimilacién son los
siguientes:

—Discretizacién de la placa: nimero de
barras que ha de utilizarse y disposicidn de las
mismas.

—Reproducciéon de las caracteristicas elas-
tomecanicas: rigideces a flexién y torsién que
han de asignarse a cada una de las barras del
emparrillado virtual; efecto del médulo de Pois-
son.

—Reproduccién del estado de cargas: distri-
bucidn de las cargas reales actuantes en la placa
entre los nudos y/o barras del emparrillado vir-
tual.

—Interpretacién de resultados (deformacio-
nes y esfuerzos): apariciéon de discontinuidades
en las leyes de esfuerzos en los nudos del empa-
rrillado virtual; en el caso de placas de hormi-
gbén armado, composicién de esfuerzos en cada
punto para hallar esfuerzos de armado.

En el presente estudio se pretenden elaborar
las bases para una correcta aplicacion del
método de calculo de placas mediante asimila-
cién a emparrillados de barras, demostrando
que puede proporcionar una exactitud similar a
la obtenida con el método general de elementos
finitos, utilizando un esfuerzo computacional
mucho menor. Para facilitar el andlisis, en el
Centro de Informética de la Escuela Técnica
Superior de Arquitectura de Sevilla se ha elabo-
rado un programa que posee una entrada de
datos interactiva, sencilla y rapida, y propor-
ciona unos resultados de calculo féacilmente
interpretables y directamente utilizables por el
proyectista.

Vamos en primer lugar a analizar el caso de
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placas macizas, y después generalizaremos al
caso de placas aligeradas (normalmente deno-
minados forjados reticulares).

2. PLACAS MACIZAS

2.1. Formulacién basica de placas macizas y
de emparrillados

Segun la teoria elastica cldsica de placas del-
gadas, isétropas y homogéneas, los valores de
los momentos actuantes son:

M E - h? 62w 6w
= . + .

12-(1 —w?) 6x? 6y?

M _ E-h 6w 'u.é‘zw

¥

(1]

12-(1 — ) by? 6 x2
M __ E - h? .62w
¥ 12 (1 + ) 6x by

y la ecuacidon diferencial que gobierna el com-
portamiento de la placa en flexién es:

4 4 4 . — 2
6W+2.6W+5W:12 (1 ,u)'
x4 620y Oyt E - h?

(2]

En el caso de un emparrillado de vigas de
seccion rectangular, de canto mucho menor que
las luces en ambas direcciones y con deforma-
ciones verticales pequefias en comparacién con
el canto, las expresiones anteriores toman la
forma:

M E W &
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2.2. Planteamiento de condiciones iniciales
2.2.1. Discretizacion de la placa

A la hora de proceder a la discretizacién de
una placa hay que tener muy en cuenta cual va a
ser su comportamiento real, bajo las cargas a
que va a estar sometida y con sus condiciones
de sustentacién; cada placa tendra su discreti-
zacioén 6ptima y s6lo pueden darse unas reglas
genéricas, e incluso, en determinados casos,
algunas de ellas pueden no seguirse para encon-



trar la mejor solucion.

—Las armaduras de refuerzo de las placas se
disponen normalmente segin dos direcciones
ortogonales; esta circunstancia introduce una
cierta ortotropia en su comportamiento. Para
reproducir esta circunstancia de la mejor
manera posible, es conveniente disponer las
barras del emparrillado virtual segiin esas dos
direcciones, formando una reticula ortogonal.

—Deberan disponerse barras que pasen en
ambas direcciones por los apoyos puntuales de
la placa, de forma que es en el nudo de intersec-
¢ién donde se introducen las condiciones de
borde correspondientes. En el caso de apoyos
continuos segiin una linea (por ejemplo apoyos
sobre muros) deberan disponerse lineas de
barra segin sus ejes.

—Deberan disponerse barras coincidiendo
con los bordes de la placa; el eje de estas barras
debera colocarse alli donde el flujo de tensiones
tangenciales debidas a la torsién de la placa
tenga su componente vertical, es decir, alejadas,
aproximadamente, 0,3 veces el canto de la
placa; en caso de existencia de soportes a lo
largo de los bordes, en cambio, la mejor coloca-
cién de las barras sera siguiendo los ejes de
dichos soportes.

—Es conveniente disponer barras que pasen
en ambas direcciones por los puntos donde exis-
tan cargas concentrads importantes, para facili-
tar su aplicacion sobre el emparrillado virtual y
conseguir que los resultados sean lo mas pare-
cidos posible a los que realmente se producen.
En el caso de cargas lineales (muros de cerra-
miento, por ejemplo) es conveniente disponer
lineas de barras que las recojan.

—En cuanto al niimero de barras que hay
que disponer, dependerda mucho del grado de
exactitud requerido y de la capacidad de alma-
cenamiento y velocidad de proceso del ordena-
dor: a mayor nimero de barras, mayor exacti-
tud de los resultados, pero también mayor
requerimiento de almacenamiento y mayor
tiempo de proceso. Normalmente, vamos a
hablar, méds que de nimero de barras, de dis-
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tancia entre ellas, expresando esta distancia
como fraccidon de la luz entre ejes de apoyo, L.
El minimo razonable (como queda demostrado
en 2.4.1) puede ser una disposicién cada L/4,
que corresponde a colocar 2 lineas de barras
que pasan por los apoyos, una por el centro del
vano y otras dos entre las anteriores (esta dispo-
sicién, ademas, nos permite conocer los resul-
tados en los puntos clave de la placa: apoyos y
centros de vano); a partir de aqui se pueden
usar discretizaciones més tupidas, en funcién
tanto de la importancia de la exactitud de los
resultados que se van a obtener como de la dis-
ponibilidad de tiempo y dinero.

—Es conveniente, cuando sea posible en fun-
cién de las disponibilidades anteriores, tupir
més la malla de barras en las zonas donde los
esfuerzos varian mas rapidamente (como por
ejemplo los apoyos interiores) y en las cercanias
de cargas importantes; esta operacién, no obs-
tante, habra que realizarla con precaucién y
analizando cuidadosamente los resultados que
produce, puesto que la coexistencia de barras de
muy distinta longitud y ancho de influencia
puede dar lugar a errores de condicionamiento
de la matriz de rigidez del emparrillado, al mez-
clar nameros de muy distinta magnitud. Otro
peligro latente en las discretizaciones locales es
que las zonas del emparrillado virtual en que
eso se produce casi no trabajen, y que los
esfuerzos se concentren en los bordes de dichas
“sobrediscretizaciones”. Para evitar esta cir-
cunstancia, lo conveniente es prolongar las
barras adicionales que se introduzcan, hasta
que se intersecten con otras que pasen por pun-
tos de apoyo.

2.2.2. Asignacion de caracteristicas
elastomecdnicas a las barras del emparrillado.
Efecto del Modulo de Poisson

Las rigideces a flexién y torsién que han de
asignarse a las vigas del emparrillado virtual
deben ser iguales a las correspondientes a la
zona de placa que sustituyen; en el caso general
de discretizacion segun una malla ortogonal

b(2)
et

b(1)

PLANTA

Fig. 1. Asignacién de caracteristicas elastomecanicas.
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(Fig. 1), a cada viga se le asignan unas rigideces
a flexién y torsion, iguales a las del trozo de
placa comprendido entre las lineas medias de
los dos recuadros contiguos de la reticula.

El valor de la rigidez a torsién de una viga de
dimensiones b - h es:

M=K b h
siendob<h

donde K, es un coeficiente cuyo valor, obtenido
por Timoshenko y Goodier (1), depende de la
relacién entre b y h:

Kt—.L. 1_'1_9%.}3_.
3 m h
3

1 n-m-h
_— .tanh ——
[nS tan Th H [5]

El valor de la rigidez a torsién que debe
asignarse a cada barra del emparrillado virtual
es igual a la mitad del correspondiente a la viga,
debido a que en su determinacién en el caso de
vigas aisladas se integran tanto las tensiones
tangenciales longitudinales como las verticales,
mientras que en las placas (que es el tipo estruc-
tural real que estamos asimilando) sélo se inte-
gran las longitudinales (Fig. 2).

.

n=1,3, ..

7 N

A A

PLACA

Fig. 2. Tensiones tangenciales en placas y
vigas.

Asi pues:
M= L. K b-h
2

Aunque K depende de la relacion b/h,
debemos darle un valor fijo igual a 1/3, que
corresponde a la relacidén b/h — o0, que es la
que se da en la placa real. De esta manera, el
valor de M,/b sera igual al de la placa e inde-
pendiente de la discretizacién méas o menos
tupida que hayamos realizado (en el caso de que
se tomaran los valores de K, en funcién de la
relacién b/h de cada viga del emparrillado vir-
tual, a discretizaciones mas tupidas correspon-
derian valores de M,/b menores —véase 2.4.1—).
Asi pues, el valor de la rigidez a torsién que
asignaremos a cada viga sera:

M:_I,.b.h3
6

t
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VIGA

El valor de la rigidez a flexi6n de una viga de
dimensiones b - h es:

_ b-h
21—

Observamos que interviene el valor del
médulo de Poisson del material. La manera
normal, hasta el momento, de introducir el
efecto del modulo de Poisson en el calculo de
placas mediante asimilacién a emparrillados
calculados mediante métodos matriciales, ha
sido no tenerlo en cuenta en el calculo de las
rigideces a flexiéon de las barras del emparri-
llado virtual e incluirlo en el del médulo de elas-
ticidad transversal usado en el calculo de las
matrices de rigidez:

b s E

12 2-(1+w

Esta manera de operar, aunque aproximada,
es errénea. Comparando dos placas exacta-
mente iguales que s6lo varian en el valor de su
coeficiente de Poisson u (y haciendo esta com-
paracién para distintos tipos de sustentacion
—véase 2.4,1—), observamos que en la que tiene
un g mayor, las flechas son inferiores en todos los
puntos y los momentos superiores en casi todos;
haciendo la misma comparaciéon con los dos
emparrillados virtuales correspondientes, obser-
vamos que en el que i es mayor, las flechas son
mayores, mientras que los momentos son gene-
ralmente inferiores (dependiendo del tipo de
sustentacién). Vemos pues que el efecto produ-
cido en una placa por un cambio de valor de u
es diferente e incluso opuesto al producido en el
emparrillado virtual calculado segin la manera
normal de operar hasta el momento.

Si comparamos las ecuaciones [2] y [4], que
gobiernan el comportamiento de placas vy
emparrillados, respectivamente, observamos
que sélo se diferencian en el coeficiente del
segundo término (2 y 4 - G/E, respectivamente)
y en el término independiente (la ecuacion de la
placa incluye el factor 1 — u2). Si calculamos el
emparrillado haciendo:

3
4G ) E-2.Gop=0-1=2"
E 12

hallaremos un campo de flechas w°, (x, y); las

flechas de la placa, w (x, y), se hallaran,

siguiendo con la comparacion de las ecuaciones

anteriormente citadas, aplicando la siguiente
formula:

W, y)=w,(xy) (I — ) (6]

Para hallar el valor de los momentos en la
placa en funcion de los obtenidos en el emparri-
llado, sustituimos [6] en [1]:




E - h’ P w, 62we]

= - + M. =

12.-(1—w) | 6% oy* |
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L h3 2wt
Moo OV
T (14 u) 6x by
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Operando y teniendo en cuenta [3], obtene-
mos:

Mx: Mexo—l— # ’ Meyo
M, =1 —u- M, (7]

My: MCYO = # ’ Mexo

Asi pues, para analizar una placa de un
material con un coeficiente de Poisson cual-
quiera, se debe proceder, en primer lugar, a cal-
cular matricialmente el emparrillado equiva-
lente supuesto de un material tal que y sea 0;
posteriormente, los valores buscados de flechas
y momentos en la placa se calculan en funcién
de los hallados para el emparrillado y del
moédulo de Poisson real, mediante las formulas
[7] y [6]. En el caso de nudos situados sobre
bordes libres hay que realizar algunas conside-
raciones especiales. En un nudo situado en un
borde paralelo al eje Y, un momento M*, pro-
duce una elongacién €y subsiguientemente
otra € = i - € en la direccion perpendicular
pero no se prodvuce un incremento de M, al exis-
tir un borde libre que no coacciona la existencia
de €. En el mismo nudo, un momento M | si
produce un incremento de M, al no exisur
libertad para que se produzca la elongacion € =

= u - €. Asi pues, en nudos situados sobre .
X0

bordes libres paralelos al eje Y hay que modifi-
car una de las férmulas [7], que queda de la
forma:

M, =M,

De igual forma, en nudos situados sobre bor-
des libres paralelos al eje X:

M = M
X X0
En fin, en nudos situados en esquinas libres:

MX = MEXD

M = M

2.2.3. Reproduccidn de las condiciones de apoyo

Todos los puntos, tanto de una placa como
del emparrillado virtual equivalente, tienen tres
grados de libertad: el corrimiento vertical, w, y
un giro alrededor de cada eje horizontal, @x y
@y. En los apoyos, uno o varios de estos grados
de libertad es coaccionado, bien de forma total,
impidiendo radicalmente alguno de los corri-
mientos anteriores, o bien de forma parcial,
oponiendo resistencia pero no impidiendo
totalmente dichos corrimientos.

Los tipos de apoyos mas normales en los que
se coaccionan totalmente algunos o todos los
grados de libertad son los empotramientos per-
fectos y las articulaciones. También aparecen
coacciones totales cuando aprovechamos la
existencia de ejes de simetria en las placas anali-
zadas, para calcular solamente la porcion de
placa comprendida entre ellos. La reproduccion
de coacciones completas es facil y directa, y se
realiza en los nudos correspondientes del empa-
rrillado virtual, impidiéndoles totalmente los
corrimientos.

La presencia de pilares aislados de dimensio-
nes finitas se introduce coaccionando los
nudos correspondientes del emparrillado vir-
tual, de forma parcial los giros alrededor de
ambos ejes y de forma total los corrimientos
verticales (consideramos despreciables los acor-
tamientos de los pilares). El modo de introducir
estas coacciones parciales es mediante unos fac-
tores, llamados coeficientes de balasto (CB),
que relacionan, en cada sentido, los momentos
actuantes con los giros que inducen. El valor de
estos coeficientes en cada punto y para cada
sentido es igual a la suma de las rigideces a
flexién de los pilares inferior y/o superior a la
placa.

2.2.4. Reproduccidn de los estados de carga

Las cargas puntuales se aplican como tales en
los nudos correspondientes del emparrillado
virtual (Fig. 3a). En el caso de que no se haya
cumplido lo dicho en 2.2.1 y no haya nudo bajo
la carga (es decir, no existan 2 lineas de barras
que se crucen en el punto de aplicacién de la
carga), ésta se aplicar4, bien de forma puntual
sobre la barra que pase por su punto de aplica-
ciéon (Fig. 3b) o bien, en el caso de que tampoco
se haya dispuesto una barra bajo ella, se repar-
tird proporcionalmente entre los cuatro nudos
mas proximos (Fig. 3c).

Las cargas lineales, en el caso normal de que
se haya dispuesto una linea de barras bajo ellas,
se aplican directamente sobre las barras (Fig.
4a); en caso contrario, se aplicardn de forma
puntual en los puntos de cruce de la linea de
carga con las barras (Fig. 4b); en caso extremo,
podrian aplicarse de forma puntual sobre los
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nudos mas préximos a los puntos de cruce del
caso anterior (Fig. 4¢).

La mejor manera de aplicar las cargas super-
ficiales es de la forma indicada en la figura 5a,
es decir, distribuyendo la carga correspondiente
a cada recuadro del emparrillado virtual entre
las cuatro barras que lo rodean, de forma que
cada barra quede cargada con una distribucién
friangular; otra manera menos exacta de aplicar

este tipo de cargas (aunque proporciona resul-
tados muy aproximados a los del método ante-
rior en caso de mallas muy tupidas), es distri-
buirlas entre los cuatro nudos del recuadro,
aplicandolas de forma puntual (Fig. 5b). Un
estudio comparativo de estas dos formas de dis-
tribuir las cargas superficiales puede verse en
24.1.
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Fig. 3. Aplicacién de cargas puntuales.
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Fig. 5. Aplicacion de cargas superficiales.
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2.3. Obtencién de los resultados de la placa

Las flechas en los nudos de la placa se hallan
en funcion de las de los nudos correspondientes
del emparrillado virtual y del médulo de Pois-
son del material, aplicando la férmula [6].

Las reacciones en los soportes de la placa
coinciden con las obtenidas en los nudos
correspondientes del emparrillado virtual.

La resolucién del emparrillado virtual nos
proporciona los esfuerzos en los dos extremos
de cada barra; para obtener esfuerzos en puntos
intermedios puede suponerse que las leyes de
variacién de esfuerzos entre ellos son lineales
(hipétesis suficientemente aproximada en el
caso de haber realizado discretizacién ade-
cuada). Para obtener el campo de esfuerzos de
la placa real, en primer lugar habrd que calcular
los esfuerzos por unidad de anchura en cada
barra, para obtener resultados comparables en
el caso de no usar una discretizacién en malla
cuadrada (y aiin en el caso de usarla, puesto que
las barras de borde tienen una zona de influen-
cia mitad que las demas).

Una vez hecho esto, si dibujamos una ley de
esfuerzos tipica (Fig. 6), podemos observar que
se producen discontinuidades en los nudos del
emparrillado, mientras que en la realidad de la
placa, l6gicamente, no se producen; vamos a
usar, como esfuerzos de calculo en cada nudo,
los valores promedios de los de las barras que
en él concurren, consiguiendo de esta manera
una ley continua a través de la placa y un
campo concreto de esfuerzos en cada nudo;
naturalmente, este procedimiento se seguira en
todos los nudos excepto en los correspondientes
a soportes, en los cuales ¢l salto en las leyes de
esfuerzos no es atribuible a la asimilacion a

emparrillado sino a la propia presencia del
soporte que es el que absorbe la diferencia (esto
también sucede en los nudos donde hay
cambios bruscos de seccion de la losa, como por
ejemplo en las esquinas de huecos interiores).
Una vez hecho esto, para hallar los momentos
en cualquier punto de la placa real, basta con
aplicar las férmulas [7].

Para proceder al armado de una placa de
hormigén sometida a momentos flectores y tor-
sores, tedricamente la solucién es determinar el
valor de los momentos principales, y disponer
las armaduras necesarias siguiendo las direc-
ciones principales. Esta solucion no es viable en
la practica, por demasiado costosa, aparte de
que diferentes estados de carga darian lugar a
momentos y direcciones principales distintos.
La soluciéon normal es disponer las armaduras
en dos direcciones ortogonales, y es por esto
que se han desarrollado métodos que determi-
nan el valor de los momentos flectores
(“momentos de armado’’) que, actuando segin
dos direcciones (ortogonales normalmente),
cubren un campo dado de flectores y torsores.
La solucién que adoptamos es la obtenida por
Wood® y.Gupta®, siguiendo caminos ligera-
mente distintos. Posteriormente, Gupta® la ha
desarrollado para tener en cuenta la interaccién
entre armaduras inferiores y superiores, pero la
complejidad del método, que requiere iteracio-
nes sucesivas, y la muy poco frecuente existen-
cia de armaduras negativas y positivas traba-
jando al mismo tiempo (sélo en caso de torsores
superiores a los flectores), nos lleva a quedarnos
con la solucién primitiva, resumida a continua-
cion:

Dado un campo de momentos M, M, M_,
los momentos de armado M* . M* | son: ’

Fig. 6. Discontinuidades en las leyes de esfuerzos.
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—Armaduras superiores:

M* =M —|M,_|
(8]

M* =M —|M_|

y y Xy

A) Sitanto M* como M” son positivos en la
féormula anterior, no hace fafta colocar armadu-
ras en la cara superior de la placa.

B) Sien [8] M* es mayor que 0:

M* =0

[9]

Si M*y es positivo no hay que colocar arma-
dura superior.

C) Sien [8] M*y es mayor que 0:

2
M =M | Mo [10]
MX
M* =0

Si M* es positivo no hay que colocar arma-
dura superior.

—Armaduras inferiores:

MY, =M +| M|
(11]
M* =M+ | M, |

A) Sitanto M*, como M" son negativos, no
hay que colocar armadura en la cara inferior de
la placa.

B) Sien [11] M* es menor que 0:

[12]

Si M*y es negativo no hay que colocar arma-
dura inferior.

C) Sien [11] M* es menor que 0:

2
M*X:M + —LMX'

X

[13]

X

M* =0
y
Si M” es negativo no hay que colocar arma-
dura inferior.

Férmulas parecidas a las anteriores existen
para calcular los momentos de armado segin
dos direcciones no ortogonales (Wood®), Mills®,
y Armer(™), e incluso segin tres direcciones cua-
lesquiera (Gupta®).

2.4. Comprobacién de resultados

Para comprobar la validez del método,
hemos comparado los resultados obtenidos con
él, en diversas placas, con los obtenidos por
diversos autores usando otros métodos (Bares®
utiliza el método de las diferencias finitas y el de
desarrollos en serie simple; Stiglat y Wippel®
utilizan el método de las diferencias finitas) y
con los proporcionados por el método de ele-
mentos finitos (utilizando el programa HP-FE-
I, realizado por Hewlett-Packard Desktop
Computer Division e implementado en un
ordenador Hewlett-Packard serie 9000).

2.4.1. Placas cuadradas con doble simetria de
sustentacion

Hemos calculado tres placas cuadradas,
sometidas a cargas uniformemente repartidas
en toda su superficie, con las siguientes condi-
ciones de vinculacién: la primera, empotrada a
lo largo de sus cuatro lados; la segunda, articu-
lada, también en todo su perimetro; y la tercera,
articulada en las cuatro esquinas (Fig. 7).

Los resultados (momentos y flechas en el
centro de las placas y en los puntos medios de
los bordes) obtenidos con 6 discretizaciones dis-
tintas y dos formas distintas de reproducir el
estado de carga, estan reflejados en las tablas 1,

..... - @ .

Lo L

VA A
¢l Bl

Fig. 7. Placas cuadradas, con doble simetria de vinculacion. L=10m; h=0,2 m; E=2.100.000

t/m?% u=0;q=2t/m
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TABLA 1

Placa cuadrada empotrada en los cuatro lados

Momentos flectores y flechas en el centro de la placa y en el punto medio de los lados.
L =10 m; h = 0,20 m; E = 2.100.000 t/mk u=0; q=2t/m?

A) Reparto de la carga: puntual en los nudos

. M M
D . ) z

Iscret mt/m £ (%) mt/m € (%) cm € (%)
L/2 6,250 + 77,56 — 6,250 —39,32 1,860 + 2,14
L/4 4,507 + 28,04 — 9,495 — 7,82 1,918 + 5,33
L/6 3,996 + 13,52 — 9,984 — 3,07 1,865 + 2,42
L/8 3,795 + 7,81 —10,114 — 1,81 1,842 + 1,15
L/10 3,699 + 5,08 —10,169 — 1,27 1,830 + 0,49
L/20 3,567 + 1,34 —10,239 — 0,59 1,813 —0,43

B) Reparto de la carga: triangular en las barras

. M M
D t. o z1

1sere mt/m € (%) mt/m € (%) cm £ (%)
L/2 3,646 + 3,58 — 8,854 —14,04 1,860 + 2,14
L/4 3,856 + 9,55 —10,146 — 1,50 1,918 + 5,33
L/6 3,707 + 5,31 —10,275 — 0,24 1,865 + 2,42
L/8 3,632 + 3,18 —10,277 — 0,22 1,842 + 1,15
L/10 3,595 + 2,13 —10,273 — 0,26 1,830 + 0,49
L/20 3,541 + 0,60 —10,265 — 0,34 1,813 —0,43
HP-EF-1 3,606 + 244 —10,040 —2,52 1,314 —0,38
Stiglat 3,521 + 0,03 —10,309 + 0,09
Bares 3,520 —10,300 1,821

£ = Diferencia en % respecto a los valores obtenidos por Bares.

TABLA 2
Placa cuadrada articulada en los cuatro lados

Momentos flectores y flechas en el centro de la
placa. L =10 m; h= 0,20 m; E = 2.100.000 t/m?;
u=0;q=2t/m

A) Reparto de la carga: puntual en los nudos

Discret M, W,
’ mt/m € (%) cm € (%)
L/2 9,375 + 27,384,650 —19,80
L/4 8,053 + 9,42|5547 — 4,33
L/6 7685 + 4,425,690 — 186
L/8 7,547 + 2,545,740 — 1,00
L/10 7,483 + 1,67|5,763 — 0,60
L/20 7,388 + 0,385,788 — 0,17
B) Reparto de la carga: triangular en las barras
. M W
Discret. mt/m € (%) em £ (%)
L/2 8,073 + 9,69(5813 +0,26
L/4 7,727 + 49915874 + 131
L/6 7,540 + 2,455,840 +0,72
L/8 7,466 + 1445824 + 0,45
L/10 7431 + 09653817 +0,33
L/20 7,375 + 0,20 5801 +0,05
Stiglat 7,353 —0,10
Bares 7,360 5,798

¢ = Diferencia en % respecto a los valores obte-
nidos por Bares.

2y 3, yen los graficos 1 y 2. Como resultados de
comparacién hemos usado los proporcionados
por Bares, que son muy parecidos a los de Sti-
glat y Wippel.

Tanto en los casos de momentos flectores
como en los de flechas y para los tres tipos de
vinculacién estudiados, podemos comprobar
observando los graficos que, conforme la dis-
cretizacion se hace mas tupida, los resultados se
van aproximando a los correctos segin una ley
asintotica, llegando casi a coincidir para L/20
(error inferior al 1% en todos los casos).

Los resultados obtenidos con una discretiza-
cién de L/2, es decir, introduciendo una sola
barra virtual en el vano, son bastante irregula-
res, sorprendentemente buenos en algunos
casos y muy mediocres en otros; como norma
general, este tipo de discretizacién minima no es
aconsejable.

Podemos observar que los resultados obteni-
dos con un reparto triangular de la carga son
bastante mejores que los que proporciona un
reparto puntual en los nudos (el error es entre 2
y 4 veces menor, segin los casos). En los restan-
tes ejemplos del articulo se utiliza siempre el
reparto triangular de la carga.

En las tres placas analizadas se produce una
mayor exactitud en los resultados obtenidos
para las flechas que para los momentos flecto-
res, como era de esperar. En todo caso, a partir
de una discretizacién de L/4 los errores son
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TABLA 3
Placa cuadrada articulada en las cuatro esquinas

Momentos flectores y flechas en el centro de la placa y en el punto medio de los lados.
L =10 m; h= 0,20 m; E = 2.100.000 t/m* u = 0; q = 2 t/m’

A) Reparto de la earga: puntual en los nudos.

. M, M, W, W,
Diseret. | m " e @) | m/m e (%) em € (%) em £ (%)
L2 16667 —21,01 | 33333 +391 | 29762 —26.12 | 18.601  —25.60
L/4 19423 — 795 | 33999  +598 | 37.643 — 6.56 | 23705 — 518
L/6 20324 — 3.68 | 33466  +432 | 39230 — 262 | 24570 — 172
L/8 20,671 — 2,03 33,158 + 3,36 39,766 — 1,29 24,833 — 0,67
L/10 20,838 — 124 | 32943  +269 | 40012 — 068 | 24932 — 027
L./20 21,068 — 0,15 32,410 + 1,03 40,257 — 0,07 24,986 — 0,06

B) -Reparto de la carga: triangular en las barras

Discret. M, M, W, W,

mt/m £ (%) mt/m £ (%) cm £ (%) cm £ (%)
L/2 16.667 —21,01 33,333 + 3,91 34,412 —14,58 20,926 —16,30
L/4 19.423 — 7,95 33,999 + 5,98 38,806 — 3,67 24,287 — 2,85
L/6 20.324 — 3,68 33,466 + 4,32 39,746 — 1,34 24,828 — 0,69
L/8 20.671 — 2,03 33,158 + 3,36 40,067 — 0,54 24,978 — 0,09
L/10 20.838 — 1,24 32,943 + 2,69 40,202 — 0,21 25,026 + 0,10
L/20 21.068 — 0,15 32,410 + 1,03 40,313 + 0,07 25,001 0,00
HP-EF-1 21,080 — 0,09 31,840 —0,75 40,010 —0,68 24,750 — 1,00
Stiglat 20,986  — 0,54 31,596 —1,51 40,584 + 0,74
Bares 21,100 32,080 40,286 25,000

€ = Diferencia en % respecto a los valores obtenidos por Bares.

VINCU. REP.CARGA

- EMPOT. PUNTUAL

PS EMPOT. TRIANG.

=] ARTIC. PUNTUAL

- ARTIC. TRIANG.

a 4 ESQ. PUNTUAL

A 4 ESQ. TRIANG.

Wo / Wo(BARES)
]

L/2 L/4 L/6 L/8 L/10 L/20
DISCRETIZACION

Gréfico 1. Placas cuadradas con doble simetria de vinculacion. Flechas en el centro de las
placas. L =10 m; h =0,2 m; E = 2.100.000 t/m? u = 0; q = 2 t/m>.
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Grafico 2. Placas cuadradas con doble simetria de vinculacion. Momentos en el centro de las
placas. L =10 m; h = 0,2 m; E = 2.100.000 t/m?* u =0, q =2 t/m2.
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Grafico 3. Efecto del moédulo de Poisson. Placas cuadradas con doble simetria de vincula-
cion. Flechas en el centro de las placas. L =10 m; h=0,2 m; E = 2.100.000 t/m? q =2 t/m?
Discr.: L/10.
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Momentos y flechas en el centro de las placas. L = 10 m; h = 0,20 m; E = 2.100.000 t/m? q = 2 t/m”.

TABLA 4

Efecto del médulo de Poisson.

Discretizacion: L/10

A) Placa cuadrada empotrada en los cuatro lados.

M, (método I) M, (método II) M, (método III)
M mt/m Q mt/m Q mt/m Q
0,0 3,699 1,000 3,699 1,000 3,699 1,000
0,1 3,799 1,026 3,804 1,028 4,069 1,100
0,2 3,877 1,048 3,915 1,058 4,439 1,200
0,3 3,951 1,068 4,034 1,091 4,809 1,300

W, (método I) W_ (método II) W, (método IIT)
H cm © cm © cm ©
0,0 1,830 1,000 1,830 1,000 1,830 1,000
0,1 1,868 1,021 1,853 1,013 1,812 0,990
0,2 1,901 1,039 1,839 1,005 1,757 0,960
0,3 1,929 1,054 1,785 0,975 1,665 0910

B) Placa cuadrada articulada en los cuatro lados.

u

M, (método I)

M, (método II)

M, (método III)

mt/m Q mt/m Q mt/m Q
0,0 7,483 1,000 7,483 1,000 7,483 1,000
0,1 7,849 1,049 7,889 1,054 8,231 1,100
0,2 8,184 . 1,094 8,342 1,115 8,980 1,200
0,3 8,491 1,135 8,848 1,182 9,728 1,300
u W, (método I) W, (método II) W (método III)
cm o cm €] cm ©
0,0 5,762 1,000 5,762 1,000 5,762 1,000
0,1 6,036 1,048 6,005 1,042 5,704 0,990
0,2 6,286 1,091 6,147 1,067 5,532 0,960
0,3 6,514 1,131 6,169 1,071 5,243 0,910
C) Placa cuadrada articulada en las cuatro esquinas.

M, (método 1)

M, (método II)

M, (método III)

mt/m Q mt/m Q mt/m Q
0,0 20,842 1,000 20,842 1,000 20,842 1,000
0,1 20,488 0,983 20,460 0,982 22.926 1,100
0,2 20,155 0,967 20,008 0,960 25,010 1,200
0,3 19,852 0,952 19,445 0,933 27,095 1,300
P W, (método T) W, (método II) W, (método TIT)
cm O] cm (C) cm ©
0,0 39,991 1,000 39,991 1,000 39,991 1,000
0,1 40,211 1,006 39,866 0,997 39,591 0,990
0,2 40,441 1,011 39,948 0,974 38,391 0,960
0,3 40,689 1,017 37,242 0,931 36,392 0,910
Q- MW
M, (1= 0)
A7
W, (u=0)
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inferiores al 6% en la mayoria de los resultados
analizados.

Podemos observar, asimismo, que los resul-
tados obtenidos con el programa HP-FE-I,
usando el elemento 2BH4 (plano y rectangular
con tres grados de libertad en cada uno de los
cuatro nodos, y con una formulacién lineal de
momentos), con una discretizaciéon L/10, refle-
jan una gran coincidencia con los obtenidos por
el método de asimilacién a emparrillado.

Efecto del médulo de Poisson

Como dijimos en 2.2.2., una manera inco-
rrecta de introducir el médulo de Poisson en el
calculo nos puede llevar a resultados errdneos;
enla tabla 4 y los graficos 3 y 4 estan reflejados
los resultados obtenidos en los emparrillados
virtuales correspondientes a los tres tipos de
sustentacion, con una discretizacién de L/10,
introduciendo el efecto de u de tres formas
diferentes:

III) Método propuesto en 2.2.2.

Observamos que los resultados obtenidos con
el segundo método son mejores que los que
proporciona el primero, como era previsible,
pero en ambos casos sucede que a mayores
valores de u se van obteniendo flechas mayores
en el centro de la placa, contrariamente al com-
portamiento real de la placa, que es emulado
perfectamente con el tercer método; asimismo,
podemos ver que los momentos flectores en el
centro de la placa aumentan bastante menos de
lo que deberian al aumentar u (en los casos de
placa articulada y empotrada en el perimetro) e
incluso disminuyen (placa articulada en las 4
esquinas). Asi pues, vemos que, partiendo de
errores de 1 + 2% en momentos y de 0,2 + 0,4%
en flechas, para g4 = 0, para 4 = 0,3 con el
método I se llega a errores de 28% y 24%, res-
pectivamente, y con el método Il a 29% y 17%,
mientras que con el método III los errores se
mantienen en los mismos valores que para y = 0.

Efecto de la geometria de las barras virtuales

01 E-h? G E .
=5 Y 1+ ) Hemos visto que los resultados son mejores
conforme la discretizacién es mas tupida; es
E -k’ E evidente que esto es debido al mayor nimero de
I I= (1 > G =2 n barras y a la menor distancia entre_ellas, pero
(1 — ) (1 +w) pudiera pensarse que se debiera también a una
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Grafico 4. Efecto del modulo de Poisson. Placas cuadradas con doble simetria de
vinculaciéon. Momentos flectores en el centro de las placas. L=10m; h=0,2 m; E=2.100.000

t/m?; q = 2 t/m? Discr.: L/10.
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especial relacidon ancho-canto de las barras vir-
tuales (para discretizaciones L/10 esta relacion
es 5/1, mientras que para L/4 es 12,5/1).
Viendo la tabla 5, en la que se reflejan los resul-
tados de cinco placas cuadradas articuladas en
las esquinas calculadas con una misma discreti-
zacién (L/10) y en las que sélo varia su canto,
podemos comprobar que, aunque la relacién
ancho-canto de las vigas del emparrillado vir-
tual varia entre 1/0,1 y 1/2, los resultados obte-
nidos son practicamente iguales (las pequefias
diferencias son achacables a errores numéricos
de redondeo en el ordenador).

Esta falta de conexidén entre la relacidon
ancho-canto de las vigas del emparrillado vir-
tual y la bondad de los resultados es posible
porque, como comentamos en 2.2.2., tomamos

un valor del coeficiente K, constante e igual a
1/3. En los graficos 5y 6 podemos observar las
distorsiones que se producen al calcular los
emparrillados virtuales correspondientes a las
mismas tres placas de los apartados anteriores,
con 3 discretizaciones distintas, calculando la
rigidez de las barras virtuales con los valores
estrictos de K dados por Timoshenko y Good-
ier®® (menores siempre a 1/3). Comprobamos
que el hecho de tomar menores rigideces a tor-
sién, da lugar a un aumento de las flechas y
momentos flectores en el centro de las placas;
asimismo, es resaltable que se pierde la conver-
gencia de la solucién, como puede verse perfec-
tamente en los graficos, ya que los resultados
obtenidos con L/6 (e incluso con L/4 en algu-
nos casos) son generalmente mejores que los
obtenidos con L/10.

TABLA §

Efecto de la geometria de las barras.

Placa cuadrada articulada en las cuatro esquinas. L = 10 m; E = 2.100.000; « = 0; ¢ = 2 t/m’.
Discretizacién: L/10

h M, ) 3 W 3
m mt/m mt/m W, .h . 100 - L100
0,1 20,834 32,943 32,158 20,020
0,2 20,838 32,945 32,162 20,021
0,5 20,847 32,948 32,171 20,025
1,0 20,847 32,948 32,168 20,023
2,0 20,850 32,951 32,168 20,024
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Grafico 5. Efecto de larigidez torsional. Placas cuadradas con doble simetria de vinculacion.
Flecha en el centro de las placas. L=10m; h=0,2m; E=2.100.000 t/m?% u=0; q = 2 t/m2.
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Grafico 6. Efecto de la rigidez torsional. Placas cuadradas con doble simetria de vinculacion.
Momentos flectores en el centro de las placas. L=10m; h=0,2m; E=2.100.000 t/m% u=0;
g =2t/m.
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Grafico 7. Placa cuadrada empotrada en dos lados contiguos. Flecha en la esquina libre de
laplaca. L=10m; h=02m; u=0;q=2t/m2
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2.4.2. Placa cuadrada empotrada en dos lados
contiguos

También hemos calculado una placa cua-
drada, con dos lados contiguos empotrados y
los otros dos libres, sometida a una carga uni-
formemente repartida en toda su superficie.
Huang y Conway!® calcularon la solucién
exacta de la flecha en la esquina libre de esta
placa y Stiglat y Wippel® tabularon los valores
de dicha flecha utilizando el método de las dife-
rencias finitas. En el grafico 7 podemos
comprobar como la exactitud en la solucién
obtenida con el método de asimilacién a emparrillado
es mucho mayor que la obtenida por Stiglat y
Wippel (los errores respecto al valor dado por
exacto por Huang y Conway, son, respectiva-
mente, 4% y 15% para una discretizacién de
L/3, bajando a 1% y 2,5% para L/8).

2.4.3. Placa circular

Asimismo, se ha calculado una placa circular
empotrada en todo el perimetro, sometida a dos
estados de carga: carga superficial uniforme-
mente repartida y carga puntual en el centro;
los resultados, obtenidos con una discretizacién
R/5 y comparados con los obtenidos por Gar-
cia Monge, estan reflejados en la tabla 6. En
el caso de carga uniforme, la coincidencia de
resultados es casi total (errores inferiores al 2%

en todos los puntos, tanto en flechas como en
momentos); las cargas puntuales inducen
mayores distorsiones en los puntos situados en
su cercania, pero en el resto de la placa la situa-
cion es similar a lo comentado para la carga
uniforme (diferencias del 1% en flechas y entre
1% y 10% en momentos).

2.4.4. Placa continua sobre apoyos interiores
aislados

Un nuevo cdlculo de comprobacién se ha
realizado sobre una placa de extensién infinita
sustentada sobre apoyos aislados dispuestos
segun una reticula cuadrada, sometida a dos
estados de carga: carga uniformemente repar-
tida en toda su superficie y cargas puntuales
aplicadas en los puntos centrales de los vanos.
Los resultados obtenidos (tabla 7) podemos
compararlos con los proporcionados por Stiglat
y Wippel® (momentos en tres puntos singula-
res), comprobando que las diferencias son
menores al 7% con discretizaciones L/8 y L/10.

3. PLACAS ALIGERADAS
3.1. Formulacién basica

Segun la teoria clasica de placas ort6tropas,

TABLA 6

Placa circular empotrada en el perimetro.
Momentos flectores y flechas a lo largo de un radio. R = 5 m; h = 0,20 m; E = 2.100.000 t/m?% u = 0,15.

A) Carga uniformemente repartida: 2 t/m?

Nud M, (mt/m) M, (mt/m) W (cm)
U9 | G. Monge M.AE.  £(%) | G.Monge M.AE. &(%) | G. Monge M.A.E. £ (%)
0 3,595 3,614 +0,53 3,595 3,614  +0,53 1,362 1,373 + 0,81
1 3,200 3,222 + 0,69 3,410 3,431 + 0,62 1,257 1,266 + 0,72
2 2,020 2,043  + 1,14 2,870 2,882 4+ 0,42 0,960 0,969 + 0,94
3 0,050 —0,015 1,965 1,958 + 0,36 0,559 ° 0,562 + 0,54
4 —2,705 —2,664 —1,52 0,695 0,698  + 0,43 0,175 0,179 +2,29
5 —6,250 —6,351 +162 | —0,935 —0,953 +1,93 0,000 0,000
B) Carga puntual en el centro: 100 t.
Nudo M, (mt/m) M, (mt/m) W (cm)
G. Monge M.A.E. € (%) | G. Monge M.A.E. € (%) | G. Monge M.A.E. £ (%)
0 29,235 29,235 3,474 3,526 + 1,50
1 6,770 5,383 —20,49 13,530 14,574 + 7,72 2,880 2,929 + 1,70
2 0,430 —0,074 7,190 7,095 —1,32 1,903 1,918 + 0,79
3 —3,280 —3,676 + 12,07 3,480 3,395 —2,44 0,943 0,950 + 0,74
4 —5,920 —5909 — 0,19 0,850 0,884 + 4,00 0,262 0,260 —0,76
5 —7960 —7996 + 045 —1,190 —1,199 + 0,76 0,000 0,000

€ = Diferencia en % respecto a los valores obtenidos por Garcia Monge.
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TABLA 7

Placa infinita sobre apoyos aislados.

Momentos flectores en apoyo, centros de vano y puntos medios entre apoyos. L. = 10 m; u =0

A) Carga uniformemente repartida: 2 t/m’

Di t Mo MZ le Mxl

iseret. mt/m € (%) mt/m € (%) mt/m € (%) mt/m € (%)
L/4 4,453 ;20,51 —33,880 —29,70 13,203  + 13,54 | —5,130 —17,40
L/6 4,994 —10,85 | —40,547 —15,87 12,141 + 441 | —5495 —11,53
L/8 5,222 — 6,78 | —45,239 — 6,13 11,890 + 2,25 | —5,753 — 7,37
L/10 5,330 — 486 | —48.834 + 1,33 11,755+ 1,09 | —5,830 — 6,13
Stiglat 5,602 —48,183 11,628 —6,211

B) Cargas puntuales en centros de vanos: 20 t.

Discret Mo Mz le M’d

iseret. |\ t/m  e(%) | mt/m  £(%) | mt/m  £(%) | mt/m € (%)
L/4 3,833 —28,70 | —3,833 —28,70 1,833 + 2,63 —1,833 + 2,63
L/6 4,554 —1529 | —4,554 —15,29 1,764 —1,23 —1,764 —1,23
L/8 5,046 — 6,14 | —5,046 — 6,14 1,764 —1,23 | —1,764 —1,23
L/10 5,416 + 0,74 | —=5416 + 0,74 1,758 —1,57 | —1,758 —1,57
Stiglat 5,376 —5,376 1,786 —1,786

¢ = Diferencia en % respecto a los valores obtenidos por Stiglat.

. los momentos actuantes pueden expresarse de
la forma:

2 2
M - D 0 w+’u ' 0w
’ ’ oxz Y by?
_p_.9¥ [14]
Y Y bx by
2 2
M,-D,. 6W+,u'6 w
: by> X 5x2

siendo D, y D, las rigideces a flexién de la placa
ortétropa segun las direcciones X e Y,y D la
rigidez torsional:

_ Eh
TR (—pem)

"E - h?

a2 (I — e p)

. h3
b _Gy-h

Xy 6

Si llamamos 2 - H a la rigidez torsional efec-
tiva de la placa ortétropa, la ecuacion diferen-
cial general de una placa ortétropa, o Ecuacién
de Huber, queda de la siguiente manera:

4
p.o%%, 2. u. oV

x4 6x? Oy?

4
D ,éﬁzq

15
R [15]

siendo:

2-H:DX-,uy+Dy.yx+2.ny:
=D +D,+2-D,

La determinacién de las rigideces D D,D,
y 2 - H de una manera lo mas exacta posible es
uno de los factores mdas determinantes en la
resolucién del problema de las placas ortétro-
pas.

Vamos a referirnos a partir de aqui a un tipo
especifico de placa ortotropa: la placa de hor-
migén rigidizada por dos sistemas ortogonales
de nervios rectangulares del mismo material
(Fig. 8). Al venir la ortotropia dada por la
forma y no por el material, tenemos que:

E,=E,=E
H=p,= [
G,=G

3.1.1. Rigideces a flexion

Las féormulas generalmente usadas para el
calculo de las rigideces a flexiéon de la placa
nervada (Szilard(?, Manterola®®) son:

p_EL
bX

p_ Bl
b
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Los valores de los coeficientes que aparecen
en estas formulas son:

DX: D,X+ D*.\'

Dy: D’y+ D*Y
s h3

pop E h
12
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Fig. 8. Secciones-tipo de una placa nervada.
donde I eI, son los momentos de inercia de la
seccién tipo T de la placa con respecto al eje E* .t
-neutro de la misma. Como vemos, se ha despre- D" =. *.[2-h —2-e+h? (2-h+e +h)—
ciado el efecto del modulo de Poisson, al consi- 24 - b,
derarlo muy pequeflo. — (2 e,—h)y - (e, + h)]
Cusens, Zeidan y Pama®? realizaron un ana-
lisis exhaustivo de las rigideces de las placas « E".t 2
nervadas en estado eldstico, considerando el b y:24 b [2'h>‘—2'e.\'+h) (2. h}_+e)+h)_
efecto del modulo de Poisson tanto en toda la Ty —(2.e —h)?.(e 4 h)
losa superior como en la superficie de contacto ¥ Y
entre los nervios que se cruzan. s « t
D A+ D . ot
s
2 2 - Y
MX:DX.é_.\j/+Cy.M,DV_6W C. = D
6x? T 6y? ¥
[16] x ot
) 52 D+ D7, .=
s
My:Dy.ﬁ_Wchx.y,Dx. hd C, = x
Ox? ox? D,

Los valores de e_y e (distancia entre los ejes
neutros de la placa nervada en cada direccién
y el centro de la placa superior) dependen de las
curvaturas de la placa en cada punto, es decir,
no tienen unos valores fijos sino que dependen
de las cargas actuantes y de las deformaciones
por ellas inducidas, y por tanto el problema se
vuelve indeterminado (Trenks'¥ propone una
solucidon que lleva a una ecuacién diferencial de




octavo orden). Sin embargo, esta dependencia
es muy pequefia y en los casos normales encon-
trados en la préactica, con médulos de Poisson
pequefios, podemos despreciarla. De esta
manera, los valores de ey e, son:

t -h - (h +h)

e = _
2,PE_. h.b 4t h]
E* o

. _ th i+
y rEs
2. .h.by+ty.h;]
E* J

Kennedy y Bali'9 analizaron las rigideces de
las placas nervadas tanto en estado eldstico
como después de producirse la fisuracion. Los
valores que dan para las rigideces a flexién en
estado eldstico (féormulas [19]) son muy pareci-
dos a los anteriores, incluyendo ademas la
influencia (muy pequefia) de las armaduras
situadas en la parte inferior de los nervios.

3.1.2. Rigidez torsional

La rigidez torsional calculada segun la
férmula obtenida por Huber® para placas
ortotropas, da lugar a valores muy superiores a
los reales en el caso de placas nervadas:

nyz(l__,u).\/Dx.Dy

El método generalmente usado para el cal-
culo de la rigidez torsional de este tipo de placa
nervada (Rowe(!? y Manterola®), consiste, sim-
plemente, en sumar los valores de la rigidez tor-
sional de la placa y de los nervios, por separado:

. h3 . . 13
D _G-h _|_G Ky b, tX,paratXShX [171

Y6 b

X

siendo K, el coeficiente cuyo valor esta expre-
sado en [5]. Esta simple adicién de rigideces no
tiene en cuenta, en absoluto, el efecto del
modulo de Poissorn.

Timoshenko y Woinoswsky-Krieger® inclu-
yen dicho efecto en la placa, pero no en los
nervios.

Giencke?, en su evaluacion de la rigidez tor-
sional efectiva, exagera el efecto del modulo de
Poisson, ya que realiza la formulacién como si
los nervios transversales estuvieran enteramente
en contacto con los longitudinales, cuando en
realidad la superficie de contacto es normal-
mente muy pequefia.

Jackson® propuso una técnica para el cal-
culo de la rigidez torsional de placas nervadas,
consistente en realizar una analogia a una
membrana, basandose en que la ecuacion dife-
rencial de una membrana sometida a una pre-
sién constante y a una tension uniforme en sus
bordes y la ecuacién diferencial dada por
Timoshenko y Goodier" para la torsién son
muy parecidas.. Esta técnica, que divide la sec-
cién tipo del forjado en rectangulos, cortindola
por planos verticales, no considera la continui-
dad de la placa superior sobre los nervios y lleva
a unos valores de la rigidez torsional superiores
a los reales.

Cusens, Zeidan y Pama®®, en el estudio
citado anteriormente, incluyeron el efecto del
médulo de Poisson tanto en la placa como en
los nervios; el valor por ellos obtenidos para la
rigidez torsional, aun proporcionando valores
proximos a los reales, se queda un poco por
debajo ensuevaluacién,segin Kennedyy Bali¥®.
Estos autores, en su estudio tedrico ya citado
anteriormente (comprobado mediante ensayos
de laboratorio con modelos a escala reducida)
sostienen que en las férmulas [17] no se tiene en
cuenta el efecto rigidizador que sobre la rigidez
torsional de la placa en una direccion tiene la
presencia de nervios en la direccidn transversal;
ademas incluyen la contribucién (muy pequefia)
de las armaduras situadas en la parte inferior de
los nervios. Las férmulas que proponen pode-
mos expresarlas de la siguiente forma:

2-H=Dr_+Dr _+D +Dr +D" +D" +

+H-D,+H. D [18]

siendo:

3
b, b K ch ot

Dpx:G.h3. 6 by
Y6 b - h?
_y
6
b -h* K -h -t
+ X X
D? _ G 6 b,
6 b, - h?
6
G-K-h. ¢t
any: t hx tX
bX
. . 3
D"X,:G K, -h -t
b

y
_4-G-Kl-(n——l)-A2
B b,

Da 5X

xy
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4G K- (n—1) A

3.2.1. Discretizacion de la placa

P T b
y En principio, son validas las consideraciones
hi? basicas enunciadas en 2.2.1 para placa macizas,
E.h. {C’x ——} , pero ademds podemos afiadir algunas maés,
— E. b’ + 2 + E.- T derivadas de la existencia de los nervios rigidi-
121 — ) 1 — u? b, zadores y de borde:

2
E.h.{e’y—-i
E - h’ 2] E-r,

—La disposicion de las barras del emparri-
llado virtual deberd seguir direcciones paralelas
a las de los nervios; a efectos del presente estu-
dio, sélo estamos considerando las placas rigi-

D, = + + dizadas por nervios en dos direcciones ortogo-

12.(1—w?) 1 — b, nales, pero en general pueden darse casos de

5 , placas rigidizadas por dos. familias de nervios

I =t .h.|hg h, _e N t b n no ortogonales o por nervios dispuestos segtin
ooxoox 2 * 12 mds de dos direcciones.

+A, -@—=1.ht+h—r —¢)

, h N
Iy:ty.hy.[h+_2l._eyJ +_TL+

s \2
_|_Asy.(n_1).(h+hy_ry_,ey)

—Deberan disponerse barras que coincidan
con los ejes de los nervios de borde, sean éstos
paralelos a los nervios principales o no.

—En cuanto al nimero de barras que con-
viene disponer, la situacién ideal seria aquella
en que hubiera un nervio de cdlculo por cada
nervio real (o aiin mas, en caso de que estuvie-

2
b hell pA . hph ey BB
e 2 2-(1—=)
t.h+ A(n_ 1y D
1 — w2
h b, - h?
t.h. hy i LA (m—-D.(heh _r)4_—v —~
, 2 ¢ U 21— w)
- € y= 5 m
t,oh A (n — Dy
1 — 2
t <h ran muy separados), pero esto a veces sera irrea-
t <h lizable por problemas de capacidad de almace-
y=— Ty

donde Ay A son las 4reas de las armaduras
situadas en la parte inferior de los nervios, en
cada direccién, yr_y r, los recubrimientos res-
pectivos. En la practica, los valores de A_ y A,
no se saben de antemano, y como ademas su
influencia en los valores de D_y D, es minima,
lo normal es no tenerlos en cuenta.

3.2. Planteamiento de condiciones iniciales

Todo lo dicho en 2.2 sobre reproduccidn de
condiciones de apoyo y de estado de cargas en
placas macizas es aplicable directamente a las
placas nervadas; en lo referente a los otros dos
temas tratados en ese apartado (disposicion
espacial de las barras y calculo de las caracteris-
ticas elastomecanicas de las mismas incluido el
efecto del médulo de Poisson), describimos a
continuaciéon una serie de normas especificas.
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namiento o de velocidad del ordenador dispo-
nible, por lo que habrd que agrupar varios ner-
vios reales en cada nervio de calculo.

3.2.2. Asignacion de caracteristicas
elastomecdnicas a las barras del emparrillado.
Efecto del Mddulo de Poisson

Como sabemos, las rigideces a flexién y tor-
sién que han de asignarse a las vigas del empa-
rrillado virtual, deben ser iguales a las de la zona
de placa que sustituyen. En el caso de placas
nervadas, primero hay que distribuir las rigide-
ces a lo largo y ancho de la placa, es decir,
repartir uniformemente el efecto rigidizador de
los nervios; para ello calcularemos las rigideces
de las secciones-tipo de la placa en cada direc-
cién, y las dividiremos por la distancia entre
nervios (naturalmente, esto serd tanto mas
valido cuanto mds cercanos estén los nervios



entre si; en el caso de los forjados reticulares
normalmente usados en la edificacién, esta
hipoétesis simplificativa estd plenamente justifi-
cada).

El calculo del momento de inercia de la sec-
cién tipo no presenta ningin problema. El
médulo de torsidn se calcula de acuerdo con la
férmula de Timoshenko y Goodier, ya citada
anteriormente:

M=

it <
! x, sit =h

Gh G Kbt
6 b

X

Para estudiar las condiciones en que pode-
mos realizar la asimilacién a emparrillado de
una placa nervada, vamos a proceder, igual que
en 2.2.2, comparando las ecuaciones diferencia-
les que gobiernan el comportamiento de los dos
tipos estructurales, [15] y [4] respectivamente.
Podemos expresar ambas ecuaciones de la
siguiente forma (hacemos D, = D =D, que es
la situacién normal en forjados reticulares):

4 4
D.(1—w [T OV o H.a_w».
ox* oyt
otw
: =q-(1—#)
ox2 oy?
4 3 4 e 4 €
E.Ie.éw+éw+4.Ge.Ie.6w=q
ox4 oy* 0x? by?

Ambas ecuaciones serian idénticas, excepto
en el término independiente, si se cumplieran
simultaneamente las dos condiciones siguientes:

D.-(1—p)=E- I
2.H- (1 —p@)=4-G-I

La primera condicion es facil de cumplir, bas-
tando con tomar como valor de la inercia de las
vigas del emparrillado equivalente, el cociente:

. D= [20]
E

La segunda condicién podemos expresarla de
la forma:

_2-HU—w)
4.

G* [21]

El cumplimiento de [21] implicaria el uso de
un moédulo de deformacion transversal, G¢,
variable en cada barra, lo cual no es compatible

con la filosofia de los programas de célculo
matricial. No obstante, en este tipo de calculo,
el valor de G va siempre multiplicado por el del
modulo de torsion M, de cada barra; basando-
nos en esta circunstancia, podemos cumplir la
segunda condicién anterior tomando un médulo
de torsién ficticio en cada barra, Met, tal que:

M. G =M, G

Asignandole a G el valor expresado en [21] y
sustituyendo los valores de I¢ y G, obtenemos:

M -H-(0—) M- -H-(+4)
2-G-I° D

Me

t

(22]

Asi pues, tomando estos valores de I y M,
(calculados con los valores de D y H expresados
en [19] y [18]) como caracteristicas elastome-
canicas de las vigas del emparrillado virtual,
calcularemos las flechas w* y los momentos M*,
M,y M¢, de dicho emparrillado.

Las flechas de la placa nervada se hallardn en
funcién de las del emparrillado, afectdndolas
del coeficiente (1 — 42) en que difieren los tér-
minos independientes de las dos ecuaciones
diferenciales:

w (X, y) =w(x,y) - (I — ) (23]

Calculemos a continuacién la relacidn entre
los momentos del emparrillado y los de la placa.
Sustituyendo [23] en [16] y [14] obtenemos,
respectivamente, las expresiones de los momen-
tos flectores y torsores de la placa nervada en
fncion de we:

62 e
M=_D.( -—#2)-6—:V+Cy-u-D«(1—;f).
X

62 we
62y
2 e
M ——D_.(1—w). LY [24]
i Y 6 6
x Ty

» 02 we
My:_D.(I_;l),_+Cx.ﬂ.D.(l_,uz).
. 6y2

02 we

o x

Segtin [3], los momentos obtenidos en el
emparrillado son:
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62 we

M= _E.I°
' ox?
2 e
Mo ——2.Go. 1 2V
0x - Oy
2 we
M - _E.1. 0
: o

Sustituyendo en estas expresiones los valores
de I¢ v G calculados en [20] y [21] resulta:

6% we
M= —D . (1—p).

) 6x?
2 e

Mexy:_H ‘ (1 "‘—/'12) 6 d
b6x 6y

2 e

M= —D. (1 — ). 2"

oy?

Introduciendo estos valores en [24] y
teniendo en cuenta [23] obtenemos las relacio-
nes que buscamos entre los momentos en la
placa nervada y los del emparrillado virtual:

Mx: Mcx+ Cylj ’ Mey

M, =Duome, [25]
- H

M, =M, +C, - u- M,

Siguiendo el mismo razonamiento que en
2.2.2, en nudos situados sobre bordes paralelos
al eje Y:

C =0

X

en nudos situados sobre bordes paralelos al eje X:
C,=0
y
y en nudos de esquina:

C,=0
C, =0
¥

En resumen, para analizar una placa nervada
por el método de asimilacién a emparrillado, se
procede a calcular matricialmente el emparri-
llado equivalente formado por vigas de inercia y
moédulo de torsidn ficticios, cuyos valores vie-
nen dados por [20] y [22]; posteriormente, los
valores de flechas y momentos en la placa se
calculan en funcidén de los obtenidos en cada
barra del emparrillado, mediante las relaciones
(23} y [25].

Como puede verse, el método es muy pare-
cido al desarrollado para las placas macizas; de
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hecho, podemos considerar esas placas como

un caso particular de las nervadas en las que:
t,=t=h=h =0, [26]

y comprobar que aplicando la formulacién de

placas nervadas se llega a las mismas conclusio-
nes que en 2.2.2.:

Los valores de las rigideces D, D, D,y Hde
una placa maciza podemos calcularlos sustitu-
yendo [26] en [19], [17] y [18]:

. h3
D-D-D-_2 1
T2 (1— )
E-h

D, WIS T LN
12 (14w

E-h

2-H:—-——-—
6 (1 — )

Las formulas [20] y [22] quedan de la forma:
h3

BV
Me = M, . (1 +p)

IE

Estas expresiones son equivalentes a la ope-
racién que haciamos en 2.2.2, consistente en
tomar un valor del coeficiente de Poisson igual
a 0, con lo cual desaparecia el factor (1 — u?) de
la formula de la inercia (igual que aqui), y el
factor (1 + u) de la del médulo de deformacion
transversal (equivalente a multiplicar el médulo
de torsién por el mismo factor, como aqui, al ir
siempre asociados en el calculo).

3.3. Obtencién de los resultados de la placa

Las flechas en los nudos de la placa se hallan
en funcién de las de los nudos correspondientes
del emparrillado virtual y del médulo de Pois-
son del material, aplicando la férmula [23]. Las
reacciones en los soportes de la placa coinciden
con las obtenidas en los nudos correspondientes
del emparrillado virtual.

Aligual que en la asimilacién de placas maci-
zas, vamos a suponer que las leyes de variacion
de esfuerzos entre los nudos extremos de las
barras del emparrillado es lineal; también de
igual manera, obtendremos los esfuerzos por
unidad de anchura y evitaremos las disconti-
nuidades que se producen en las leyes tomando
en cada nudo los valores promedio de las barras
concurrentes en ¢l (excepto en los nudos que
sean soportes o en los que haya cambios brus-
cos de seccion).

Una vez hecho todo esto, los momentos de
armado definitivos en cada punto de la placa



nervada los hallaremos aplicando las férmulas
(8], [9], [10], [11], [12] y [13].

3.4. Comprobacién de resultados

3.4.1. Placa cuadrada empotrada en el perimetro
Se ha calculado una placa nervada, de forma

cuadrada, empotrada en los cuatro lados y

sometida a una carga superficial uniforme.
Como resultados de comparacioén usaremos los

TABLA 8

proporcionados por Bares; este autor tabuld los
momentos flectores en el centro de la placa y en
el punto medio de los lados de una placa orto-
tropa, en funcién de un coeficiente K, que
depende de las rigideces H, D y D,, y cuyo
valor oscila entre 1 (en el caso de losa maciza
sin ningn rigidizador: h = 0) y 0 (en el caso de
emparrillado puro, sin capa de compresidon que
una las barras entre si: h = 0).

K__ H

VD, D,

Placa nervada cuadrada empotrada en el perimetro.

Momentos flectores en el centro de la placa y en el punto medio de los lados.L =10 m; 4 = 0; q =2 t/m?

K M, (mt/m) M, (mt/m)
Bares L/10 £ (%) L/6 € (%) Bares L/10 £ (%) L/6 £ (%)
1,00 3,348 3,595 + 7,38 3,707 +10,72 | —10480 —10,273 —197 —10,275 —1,96
0,95 3,406 3,688 + 8,28 3,790 +11,27 | —10,512 —10,362 —1,43 —10,354 —1,50
0,90 3,467 3,790 + 9,32 3,881 + 11,94 | —10,546 —10,455 —0,86 —10,437 —1,03
0,80 3,600 3,993 + 10,92 4,063 + 12,86 | —10,620 —10,633 40,12 —10,597 —0,22
0,70 3,748 4,178 + 11,47 4,228 + 12,81 | —10,702 —10,786 + 0,78 —10,734 + 0,30
0,60 3,915 4,352 + 11,16 4,383 + 11,95 | —10,795 —10,921 +1,16 —10,855 +0,56
0,50 4,104 4,523 + 10,21 4,535 + 10,50 | —10,900 —11,046 +134 —10968 +0,62
0,40 4,320 4,664 + 7,96 4,660 + 7,87 | —11,020 —11,144 +1,13 —11,056 + 0,33
0,30 4,466 4,783 + 7,10 4,766 + 6,71 | —I11,105 —11,223 +1,06 —11,127 +0,20
0,20 4,637 4877 + 5,18 4,850 + 4,59 | —11,203 —11,284 +0,72 —11,181 —0,20
0,10 4,838 4,966 + 2,64 4,929 + 1,88 | —11,320 —11,339 40,17 —11,231 0,79
0,05 4,953 5,033 + 1,62 4,988 + 0,71 | —11,387 "—11,379 —0,07 —11,267 —1,05
0,00 5,080 5,050 — 0,59 5,003 — 1,52 | —11,460 —11,389 —0,62 —11,276 —1,60
€ = Diferencia en % respecto a los valores obtenidos por Bares.
(Valores obtenidos por Bares para losas macizas [K = 1]: M, = 3,520 mt/m, M, = — 10,300 mt/m).
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Grafico 8. Placa nervada cuadrada empotrada en el perimetro. Momento flector en el centro

delaplaca. L=10m; u=0,2, 9 =2 t/m2
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Gréfico 9. Placa nervada cuadrada empotrada en el perimetro. Momento ﬂector en el punto
medio de los lados. L=10m; u=0,2; g = 2 t/m?.

Enla tabla 8 y los graficos 8 y 9 estan refleja-
dos los resultados obtenidos variando el espesor
h de la capa de compresiéon para conseguir
cubrir todo el campo de variacién de K.

Lo primero que es necesario resaltar es que
los momentos flectores proporcionados por
Bares® para K = | no son iguales a los que él
mismo da para placas macizas (tabla 1), sino
que son un 5% inferiores en el centro de la placa
y un 2% superiores en el punto medio de los
lados; los resultados obtenidos con el método
de asimilacién a emparrillado son mejores, ya
que esas diferencias, calculando con una discre-
tizacién L/10, son bastante menores (+ 2% vy
—0,2%, respectivamente). Asi pues, partimos
de diferencias entre Bares y M.A.E. (L/10) para
K =1, del 7% en momentos flectores en el cen-
tro de la placa y del 2% en el punto medio de los
lados; en el centro, las diferencias aumentan
conforme disminuye K hasta un valor de 0,6,
donde son del 12%, para después disminuir
hasta hacerse practicamente nulas para K = 0;
en el punto medio de los lados, las diferencias se
mantienen siempre en valores inferiores al 2%
para cualquier valor de K, haciéndose también
casi nulas para K = 0. Es también resaltable el
hecho de que los resultados obtenidos con una
discretizacién L/6 sean casi idénticos a los
obtenidos con L/10.
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Los valores que tiene el coeficiente K en los
forjados reticulares normalmente usados en la
construccién (todos los recogidos en la Norma
NTE/EHR) oscilan entre 0,08 y 0,17, es decir,
en el ambito donde los resultados de Bares y los
obtenidos mediante el M. A E. mas se asemejan.

3.4.2. Placa cuadrada articulada en el perimetro

Deb y Booton®" calcularon, mediante el
método de los elementos finitos, la flecha en el
punto medio de una placa cuadrada, articulada
en los cuatro lados, sometida a una carga super-
ficial uniforme y con un nimero variable de
nervios rigidizadores; para ello usaron dos ele-
mentos distintos: el propuesto por Mukho-
padhyay®?y® y el formulado por ellos mismos.
En el grafico 10 podemos ver cémo las flechas
calculadas con el método de asimilacion a
emparrillado son muy semejantes a las calcula-
das con los dos tipos de elementos finitos, acer-
candose incluso més (sobre todo en el caso de
pocos rigidizadores) a las proporcionadas por
el elemento de Mukhopadhyay (mdas exacto)
que las del elemento de Deb y Booton, basado
en una formulacién aproximada que desprecia
la contribucién a la rigidez a torsién que pro-
porcionan los nervios rigidizadores.
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Grafico 10. Placa nervada cuadrada articulada en el perimetro. Flecha en el centro de la
placa. L=2m; E=21.000.000t/m?* 4=0,2;q=61t/m* h=0,02m; h,=h =0,1m;t =t =0,01m.

4. CONCLUSIONES

1. El método de calculo de placas por asimi-
lacién a emparrillados consiste, como todos los
métodos de asimilacién, en un proceso de ida y
vuelta, que podemos dividir en tres partes:

—Sustitucién de la estructura que se va a
analizar (placa de espesor constante o placa
nervada) por otra en la cual el proceso de cal-
culo es conocido (emparrillado de barras).

—Realizacién del calculo de esta estructura
virtual.

—Calculo de los resultados de la placa real en
funcién de los obtenidos en el emparrillado vir-
tual.

La resolucién por métodos matriciales de un
emparrillado es un problema perfectamente
conocido y resoluble ficilmente mediante orde-
nador; los problemas se plantean al hacer y
deshacer la asimilacién.

2. La disposicién de las barras del emparri-
llado virtual debe hacerse siguiendo direcciones
paralelas a las de los nervios (en caso de placas
nervadas) o las de las armaduras (en caso de
placas macizas). Deben disponerse barras coinci-
diendo con los ejes de los nervios de borde de
las placas, sean éstos paralelos o no a los ner-

vios o armaduras principales. Deben disponerse
barras en ambas direcciones que pasen por los
ejes de los soportes en que reposa la placa; en
caso de apoyos continuos no puntuales, deben
colocarse barras segln sus ejes. Es conveniente
colocar barras que pasen en ambas direcciones
por los puntos donde existen cargas concentra-
das importantes; en el caso de cargas lineales,
las barras se colocaran segiin sus ejes de aplica-
cion. Todas las lineas de barras que no pasen
por soportes deben disponerse de manera que
intersecten lineas que si lo hagan, para lograr
una correcta transmision de cargas y evitar el
efecto ‘shear lag’ que puede producirse en caso
contrario.

3. El numero total de barras que habrd que
disponer depende del grado de exactitud reque-
rido y de las caracteristicas del ordenador que
se vaya a utilizar. Es necesaria, al menos, una
discretizacién L/4, que corresponde a colocar,
ademas de las lineas de barras que pasan por los
apoyos, una linea de barras por ¢l centro de los
vanos y otras dos lineas entre las anteriores (que

_pasaran por bordes de abacos en caso de placas

nervadas); se ha comprobado que ya con esta
minima discretizacién se consiguen resultados
suficientemente aproximados a los reales. Tam-
bién se ha comprobado la convergencia del
método, ya que discretizaciones mas tupidas
proporcionan mejores resultados.
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4. Las rigideces a torsién y flexién que se
asignen a las vigas del emparrillado virtual
deben ser iguales a las de la zona de placa que
sustituyen (con la salvedad que se indica mas
adelante); en el caso de placas rigidizadas
mediante nervios dispuestos de una manera uni-
forme y con una separacién pequefla entre ellos
(que es lo mas normal en edificacion), el reparto
uniforme del efecto rigidizador entre toda la
superficie es la solucidon mas cémoda y propor-
ciona resultados muy cercanos a los reales.

5. Tal como se ha venido aplicando hasta
ahora el método de cédlculo de placas por asimi-
laciéon a emparrillado, no se tenia adecuada-
mente en cuenta el efecto que el Mdbdulo de
Poisson tiene en el comportamiento de las pla-
cas, produciéndose errores de cierta importan-
cia en los resultados, tanto cuantitativamente
como conceptualmente, puesto que un aumento
del Médulo de Poisson, que debe producir un
aumento de los flectores y una disminucién
de las flechas, producia el efecto contrario
(aumento de flechas y disminucién de flectores).

Los cambios que se proponen en la aplicacién
del método de asimilacién para incluir correc-
tamente el efecto del Mdédulo de Poisson, inci-
den en tres aspectos:

—En el célculo de las rigideces a flexién y
torsion de las placas nervadas, que debe hacerse
segln las formulas [18] y [19].

—En el cédlculo de las caracteristicas elasto-
mecdnicas (inercia y médulo de torsion) de las
barras del emparrillado virtual, que debe
hacerse asignidndoles unos valores ficticios cal-
culados segun las férmulas [20] y [21], en fun-
cién de los reales.

—En el calculo de los corrimientos y esfuer-
zos de la placa real, que debe hacerse en funcién
de los obtenidos en el emparrillado virtual,
aplicando las férmulas de conversion [23] y [25]
(con las correcciones correspondientes en caso
de bordes).

6. En el calculo del médulo de torsién de las
barras interviene el valor del coeficiente K, de
Timoshenko y Goodier, que es variable en fun-
cion de la relaciéon entre las dos dimensiones de
la seccién de la barra considerada; por tanto,
una diferente discretizaciéon de una placa de
espesor constante daria lugar a diferentes
moddulos de torsidon globales. La solucién que
debe adoptarse es asignar siempre a K, un valor
de 1/3 (correspondiente a secciones de ancho
infinito). De igual modo hay que proceder en el
caso de la capa de compresién de las placas
nervadas.

7. Las condiciones de apoyo de las placas
deben introducirse en los nudos correspondien-
tes del emparrillado virtual; las coacciones tota-
les de algin desplazamiento (empotramientos,
articulaciones, ejes de simetria, etc.) se introdu-
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cen facilmente; en el caso de soportes aislados
de dimensién finita, la reproduccidn fiel de las
condiciones de apoyo se consigue coaccionando
totalmente el desplazamiento vertical (hipotesis
normalmente admitida) y parcialmente los giros
de los nudos-soportes, mediante coeficientes de
balasto, de valor igual al de las rigideces de los
soportes.

8. Las cargas puntuales y lineales que actian
sobre la placa deben aplicarse sobre los nudos y
barras correspondientes del emparrillado vir-
tual. Las cargas superficiales es mejor distri-
buirlas en forma de cargas triangulares sobre
las barras; una distribucion en forma de cargas
puntuales sobre los nudos proporciona peores
resultados y s6lo es igual de admisible cuando
la discretizacién es muy tupida.

9. Las leyes de esfuerzos obtenidas en el
emparrillado virtual son discontinuas (tienen
saltos en los nudos); como esfuerzos en la placa
real deben considerarse los valores promedio de
los obtenidos a cada lado de los nudos, excepto
cuando la discontinuidad tiene una razén de ser
estructural (nudos-soportes, nudos-esquina,
etc.).

10. El calculo nos proporciona momentos
flectores y torsores en los nudos; el armado de
la placa a partir de los momentos-principales en
cada nudo siguiendo sus direcciones no es via-
ble, como tampoco lo es disponer armaduras
distintas que absorban por separado flectores y
torsores. El cdlculo de las armaduras necesarias
para absorber cualquier campo de momentos
generados por una combinacién dada de flecto-
res y torsores debe hacerse a partir de unos
“momentos de armado”, calculados seglin las
férmulas [8], [9], [10], [11], [12] y [13] en fun-
cion de los flectores y torsores en cada nudo.

11. Los resultados obtenidos en el anélisis de
placas con diversas condiciones de sustenta-
ciéon, forma y cargas, mediante el presente
método de asimilacién a emparrillados, han
sido excelentes, inciuso con discretizaciones
muy poco tupidas.

NOTACION:

u: Desplazamiento segun direcciéon X.

v: Desplazamiento segin direccién Y.

w: Desplazamiento segin direccién Z.

£, Deformacion lineal relativa, en direccion
X.

£ Deformacion lineal relativa, en direccion
Y.

'8 Coeficiente de Poisson.

L: Inercia de seccion perpendicular a eje X.

I: Inercia de seccidén perpendicular a eje Y.



M: Moédulo de torsién.

I Inercia de las vigas del emparrillado virtual.

Me: Mbobdulo de torsion de las vigas del empa-
rrillado virtual.

M.: Momento flector de eje X.
M_: Momento flector de eje Y.

M, Momento torsor.
we: Flecha en emparrillado virtual.
we :  Flecha en emparrillado virtual (u = 0).

M: : Momento flector de eje X, en emparri-
llado virtual (u = 0).

M:¢ : Momento flector de eje Y, en emparri-
Hado virtual (u = 0).

M: : Momento torsor, en emparrillado virtual
(u = 0).
M*. Momento de armado de eje X.

M* . Momento de armado de eje Y.
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RESUMEN

El método de calculo de placas mediante
asimilacién a emparrillados de barras no es de
aplicacion directa e inmediata, sino que requiere
el uso de una metodologia que proporcione
tanto la manera de pasar de un tipo estructural
a otro como la de interpretar los resultados
obtenidos en este ultimo, de forma que sean
aplicables al primero; actualmente, en la utili-
zacién practica de este método se recurre a unos
criterios, compilados de diversos autores y
publicaciones, que en muchos casos dan lugar a

errores que caen incluso del lado de la inseguri-
dad.

El presente trabajo pretende sentar las bases
para una correcta utilizacidén del método en el
célculo de placas planas de forma cualquiera,
sometidas a cualquier tipo de cargas perpendi-
culares a su plano y sustentadas de cualquier
manera. La bondad del método se ha compro-
bado mediante comparaciones de los resultados

*

obtenidos, en diversos tipos de placas, con los
proporcionados por otros autores y métodos.

SUMMARY

The method of calculating slabs by grillage
analogy does not lend itself to direct or inme-
diate application, but requires the use of a metho-
dology which provides both the means of
passing from one structural type to another,
and the manner of interpreting the results
obtained in the latter case in such a way that
they are applicable to the former. Currently, the
practical utilization of this method involves
falling back on certain criteria, compiled from
various authors and publications, and wich in
many cases give rise to errors wich can actually
lie on the side of unsafeness.

This paper endeavours to establish a basis for
the correct use of the method in calculating flat
slabs of any shape subjected to loads of any
type acting perpendicular to their plane and
supported in any way. The worth of the method
has been demonstrated by comparing the
results obtained on various types of slabs with
those provided by other authors and methods.
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Dado el éxito obtenido por las anteriores
ediciones de esta obra durante mas de veinte
afios, los autores se han visto obligados a pre-
parar una nueva edicién de la misma, revisando
y actualizando su contenido.

En la redaccién de la misma se han tenido en
cuenta la “Instrucciéon Espafiola para el pro-
" yecto y la ejecucion de obras de hormigén en
masa o armado - EH-91”", de reciente aparicion;
el Pliego para la Recepcién de Cementos RC-
88, asi como la normativa europea e internacio-
nal mas actual, en especial el Eurocédigo EC-2
de 1991 y el Cédigo Modelo MC-90 del CEB.

Se han revisado en profundidad los capitulos
de cementos, de preparaciéon del hormigén, del
control de calidad y de deformaciones, en los
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que se han producido los mayores cambios al
aparecer las nuevas normas indicadas.

En el tomo II se ha redactado de nuevo el
apartado dedicado a programas de ordenador,
introducido a partir de la 12* edicién, que ha
sido ampliado hasta su extension actual de 150
paginas. Se presentan en total 10 programas
para el calculo de esfuerzos en porticos y para el
armado de secciones y piezas de hormigén. Si
bien los programas son andlogos a los de la
ediciéon anterior, se han introducido en los
mismos cambios importantes que facilitan su
uso.

Por otra parte, los programas se presentan
ahora en lenguaje GW-BASIC para ordenado-
res personales compatibles, incluyendo una
documentacién completa y detallada de cada
uno de ellos, que abarca organigramas, descrip-
cién de datos y resultados, formulacién apli-
cada, listados fuente y ejemplos numéricos. De
estos programas es posible solicitar un disco
que contiene los listados fuente en GW-BASIC
y, optativamente, versiones compiladas y opti-
mizadas de los mismos para su uso profesional.
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