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RESUMEN 

El prop6sito de este trabajo es dar una construcci6n explicita del test de m~ixi- 
ma potencia para un constraste de hip6tesis param&rico en el que tanto la hi- 
p6tesis nual como la hip6tesis alternativa son simples; utilizando para ello t~c- 
nicas de Amilisis Funcional y de Programaci6n Matem~itica. 

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y NOMENCLATURA (1) 

Sea una  variable aleatoria unidimensional  con funci6n de distribuci6n 

F(x; 0). Supongarnos conocida la forma funcional  de F(x; 0) salvo el 
par~tmetro 0. Con una  muestra aleatoria simple de tamafio n: X = 

= (xx, x2, . . . .  x,,), cuya funci6n de verosimilitud es: 

n 

dF(X; O) = 1"[ dF(xi; O) 
i = 1  

(*) Recibido. Mayo. 1982 
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vamos a contrastar  la hip6tesis nula: 

H0: 0 = 0 o  

contra  la hip6tesis alternativa: 

/ - / 1 : 0 = 0 1  

Si representamos el funcional  tama~o de una funci6n 

p ~ L 1 (R n, dF(X; 0o)) 

por: 

T(p) = ELo/O = 001 = ~Rn P dF(X; 0o) 

y el funcionalpotencia de una funci6n 6 del conjunto  LI(R n, dF(X; 00) 
por: 

P(~k) = E[~k/O = 01] = ~m ~ dF(X; 01) 

entonces la clase de los test de tamago a para  el contraste anterior con 
0 < o L <  1 es: 

ck~ = { p: R" ~ R/O es medible; 0 ~< p(X) ~< 1; T(p) ~< o~ } 

Entonces,  el problema de hallar el test m~ts potente  de tamafio c~ para 
contrastar  Ho eontra/- /1,  puede formularse:  

Maximizar P(p) 

Sujeto a p e ck~ 

o, mils desarroilado: 

Maximizar  P(p) 

Sujeto a TO) ~< oL 
0 6 p(X) .< ] para  todo X ~ R n 

PROPOSICIONF~ Bh, SICAS 

Proposici6n 1. ~ es un 
Ll(Rn, dF(X; 0o)). 

con junto  convexo y cerrado en 
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DEMOSTRACION. Si l l amamos  v a la m e d i d a  de  Borel-St ie l t jes  induci-  

da  en R n po r  la func i6n  de d i s t r ibuc i6n  de p r o b a b i l i d a d  F(X; 0o), 
v(R ~) = 1; entonces :  

a) Si o ~ r ~ O <~ p(X)  <~ 1 V X  E Rn ~ p estzi aco tada :  p ~ L ~ 
(R", dF(X ,  00)). P e r o  v(R n) = 1 y e n  ese caso:  L~(R n, dF(X; 00)) c_ 
c_ L I(R n, dF(X; 0o)) = o ~ L ~(R n, dF(X; 00)) de d o n d e  6,~ G L *(R n, 

dF(X; 0o)). 
b) Si pl,P2EOc, y 0~<~,~< 1 al ser ol Y /92 medibles ,  es ),p, + (1 - 

- )002 medible .  

P o r  o t r o  lado:  

T(KOl + (1 - )~)p2) = ),T(01) + (1 - )~)T(a2) ~< hot + (1 - )~)ot = ot 

y p o r  t i l t imo: 

0 ~< ~o l (X)  + (1 - )~)p2(X) = (hal + (1 - )0p2)(X) ~< )~ + (1 - )0 = 1 

p a r a  t o d o  X e R n. 
P o r  t a n t o  4~= es convexo .  

c) E n  LI(R n, dF(X; 00)) t e n e m o s  de f in ida  la n o r m a :  

I1 111 = dF(X; 0o) 

Sea (pn)~*= 1 ~- ~ ,  u n a  suces i6n conve rg en t e  a o, v e a m o s  que  p e ~ .  

C o m o  (On) conve rge  a p e n  I1" II 1, existe u n a  subsuces i6n  (Onk) que  

conve rge  a O casi u n i f o r m e m e n t e ,  p o r  t a n t o  conve rge  en casi t o d o ,  de 

d o n d e  O es medib le .  

Lue go ,  salvo Z c R n con  v(L0 = 0 es 

l im pn(X) = p(X)  ~ p ( X ) ~  [0, 1] u  

El ig iendo  un  r ep re sen tan t e  de p que  ver i f ique  0 ~< p(X)  ~< 1 p a r a  X ~ Z 

t e n d r e m o s :  

O <~ o(X)  <~ I V X  e R n 

Adem~is 0 ~< T(pn) = ]l o,, [I 1 ~< a p a r a  t o d o  n e N p o r  ser On pos i t ivas ,  
c o m o  se t iene 

lim lion - o II, = 0 es 0 T(p) .< 
n ---~ o o  
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por ser p tambi6n positiva. [] 

Proposid6n 2. El funcional  P: 4),~ ~ R definido: 

P(P) = fu, p dF(X; 01) 

verifica: 

P(4)~) es un cerrado contenido en [0, 1]. 

DEMOSTRACI6N. 

p ~ 4 ) ~ = O ~ < p ( X ) ~ < l  p a r a t o d o  X~R"=O<. ImpdF(X:Ol )< .  

[0 ,  1] 

Consideremos el espacio de medidas (R ~, (g, #) siendo ~ = dF(X; 0o) + 
+ dF(X; OIL entonces dF(X; 0o) y dF(X; 0~) son absolutamente conti- 
nuas respecto de ~; por tanto,  existen dos funciones g, h~  L~(R ", #) ta- 
les que: 

dF(X; 0o) = g d# y 
dF(X; 01) = h dl~ 

(como se sigue del teorema de Radon-Nikodym: (2 ) )con  lo que 

P ( p ) =  ~w, pdF(X;O,)= ~R,,phd# Y 

T(p) = ~m p dF(X; Oo) = ~e.pg d # 

verificfindose a d e m ~  que P es un funcional lineal y cominuo de L~176 ", I~) 
en R(IP(p)I ~< Ipl �9 g h U , ) .  

Dotemos a L| ", #) de la topologia d~bil o[LO~ n, ix), L I(R ", #)] que 
denotamos o[L | L n] entonces P es <(cr[L 0~, Ll]-continuo>>. Sea adem~is 
4)0 = [f: ] (p , f ) ]  ~< 1 para todo p ~ 4)~ } el polar de 4)~ en la dualidad 
[L| 

Si ~fll,<~ l =  ~e.[f[dl~<~ l =  lSw, pfd#l <<. fw, Lfld#<~ l u 
= f ~  4) ~ O sea, la bola B(0, 1) c_ 4)0, podemos aplicar el teorema de 
Alaoglu-Bourbaki (3)y concluir que 4)~ es a[L ~176 Ll]-compacto. 
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Probemos que ~ es o[L ~, Lll-cerrado: como ~ = 0~ II (3), si (pi)i~t 
es una red convergente a p e n  la topologia o[L ~176 L L] como g �9 Lt(R ",/D 
e s l  

~s" ]pi - Pl dF(X; 0o) = ~R" IPi -- Pig d# -* 0 

y, por [a Proposici6n 1, es p � 9  = ~ es a[L~176 O~ 
a[L | L1]_compacto y q~ c_ ~ = 4)~ es o[L | Ll]-corapacto = P(O.) es 
cerrado en [0, 1]. [ ]  

CONSTRUCCION DEL TEST M~S POTENTE 

Vamos a aplicar t6cnicas de programaci6n al problema: 

Maximizar 
Sujeto a 

Lema 1. Existe un  test p* que alcanza el mfiximo del problema ante- 
rior. 

DF~,IOSTgACI6N. A1 ser P ( ~ )  cerrado en [0, 1] tiene m~iximo =* existe 
un test p* que alcanza dicho mAximo. [] 

Lema 2. El test p* obtenido en el lema anterior verifica T(p*) = ix. 

DEMOSTRACION. LOS funcionales T y P son lineales, por tanto son 
Gateaux-diferenciables y su G-diferencial coincide con ellos. R tiene un 
cono positivo [0, + oo), asi que podemos aplicar el teorema de Kuhn y 
Tucker. (4), y entonces para la soluci6n, p*, del problema 

Maximizar P(p) 

Sujeto a T(p) ~< 

O <~ p(X)  ~ l p a r a t o d o  X �9 R n 

existen tres multiplicadores de Lagrange: kj, k2, )~3 �9 R tales que: 

) ~ I ( T ( p * )  - Of) + )~2( ,0"  - -  I) + X3(-p*) = 0 

Xi/>0 i = 1 , 2 , 3 ,  y n o t o d o s n u l o s .  
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Si k~ = 0 resul ta  k260" - 1) + ks ( - /3*)  = 0, pe ro  p* - 1 y - p *  son 

nf imeros  nega t ivos  no  nulos  a la vez po r  t an to ,  a! ser k2 y k3 posi t ivos,  

a lguno  es t r i c t amente ,  t l egar iamos  a u n a n  con t r ad i cc i6n .  Asi  pues, 

k ~ > 0 .  

Si T(p*) < or, XI(T(p*) - o0 + k2(p* - 1) + k 3 ( - p * )  < 0 luego debe 

ser T(#*) -- ot y, en tonces ,  nos  queda :  

k2(p* - 1) = k 3 ( - p * )  = 0. 

p* (X)  no  puede  ser s iempre  igual a 1 pues  se t endr i a  TO*)  -- 1 > o~ 

asi pues existe Y r  tal  que  p * ( Y ) -  1 < 0 ~, k2 = 0. A s im i sm o  si 

p* ( X)  = 0 p a r a  t o d o  X r  R"  es TO*)  = 0 < o~ c o n t r a  TO * )  = o~ > 0, en- 

tonces  existe Z r R" tal  que  p*(Z) > 9 de  d o n d e  k3 = 0. 

P e r o  el t e o r e m a  de  K u h n  y T u c k e r  t ambi6n  asegura  que  p* es t am-  
bi6n so luc i6n  del  p r o b l e m a :  

M a x i m i z a r  H ( a )  = P(#)  - kT(#)  

Sujeto a T(p) = 

O ~ < p ( X ) ~ < l  p a r a t o d o  X ~ R n 

Notamos: 

f o ( X )  d X  = dF(X;  00) 

f ~(X) d X  = dF(X;  01) 

66 serfin funciones de densidad o de probabilidad segtin la var iab le  
aleatoria sea continua o discreta). 

Entonces: 

H ( . )  = P ( f ,  - Xfo) clX 

S i l l ( X )  > k fo (X) ,  p* debe  t o m a r  el m a y o r  va lor  posible:  p * (X )  = 1. 

S i f j ( X )  < k fo (X) ,  p* debe  t o m a r  el m e n o r  va lor  posible:  p*(X)  = O. 

Si f l ( X )  = k fo (X) ,  p* puede  t o m a r  cua lqu ie r  va lor  en el in te rva lo  
[0, 1]. Veamos  que  existe un  va lor  ~/~ [0, 1] tal  que  si p*(X)  = .y p a r a  

t o d o  X / f l ( X )  = k f o ( X )  # 0 es T(p*) = ol (hemos  supues to  f 0 ( X )  # 0 

p o r q u e  si no  fue ra  asi en este t i l t imo caso  no  inf luye  el va lor  p ( X )  ni 
en el func iona l  P ni en el T) 

ot = T(p*) = ~nn p*f0(X) d X  = 
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= P r o b  [ X : f I ( X )  > )~fo(X)/O = 0ol + P r o b  { X : f ~ ( X )  = X fo (X) /O  = 0ol 

= 1 - P r o b  IX:  ( f l ( X ) / f o ( X ) )  <<. ),; 0 = 0o1 + 

+ 7 P r o b  {X: ( f i ( X ) / f o ( X ) )  = ),; 0 = 0ol 

Si existe X = ),o tal  que:  

P r o b  {X: ( f l ( X ) / f o ( X ) )  <~ Xo; 0 = 0o1 = 1 - o~ 

se t o m a  7 = O. (Es to  ocu r r e  con  func iones  de  d i s t r ibuc i6n  con t inuas ) .  

Si no  existe el va lor  an te r io r  si existe o t t o ,  que  seguimos  n o t a n d o  ),o 

que  ver i f ica:  

P r o b  IX." ( f l ( X ) / f o ( X ) )  < X0; 0 = 0o1 ~< 1 - r < 

< P r o b  IX:, ( f l ( X ) / f o ( X ) )  <<. Xo; 0 = 0o1 

y t o m a m o s :  

P r o b  IX." (fl(X)/fo(X) ~< Xo; 0 = 0o1 - (1 - ~ )  

"Y = P r o b  I X :  (f,(X)/fo(X)) = Xo; 0 = 0ol  

Asi que  el test  de mfixima po tenc ia  b u s c a d o  es: 

f l  si f~(X) > kofo(X) 
p*(X) = si fl(X) = kofo(X) 

si f l (X )  < kofo(X) 

elegidos 7 Y k0 c o m o  se ha  expues to .  [ ]  
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