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RESUMEN

El propdsito de este trabajo es dar una construccion explicita del test de maxi-
ma potencia para un constraste de hipotesis paramétrico en el que tanto la hi-
pétesis nual como la hip6tesis alternativa son simples; utilizando para ello téc-
nicas de Andlisis Funcional y de Programaciéon Matematica.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y NOMENCLATURA (1)

Sea una variable aleatoria unidimensional con funcién de distribucién
F(x; 8). Supongamos conocida la forma funcional de F(x; 6) salvo el
parametro 8. Con una muestra aleatoria simple de tamafio n: X =
= (X1, X2, . . . , Xn), Cuya funcién de verosimilitud es:

n

dF(X;0) = TI dF(x;0)

i=1

(*) Recibido. Mayo. 1982
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vamos a contrastar la hipétesis nula:
Hy: 6=200
contra la hipoétesis alternativa:
Hy: 6 =06,
Si representamos el funcional famarnio de una funciéon
pel' (R",dF(X;0o))
por:
T(o) = Elp/8 = 60l =, [, 0 AF(X; 60)

y el funcional potencia de una funcién ¢ del conjunto L'(R", dF(X; 1))
por:

P() = ElY/0 = 01] = (,, ¥ dF(X; 6)

entonces la clase de los test de tamafio o para el contraste anterior con
O<a<les:

¢a = [p: R" = R/p es medible; 0< p(X) < 1; T(p) <}

Entonces, el problema de hallar el test mds potente de tamafio « para
contrastar Ho contra H;, puede formularse:

Maximizar P(p)
Sujeto a p € ¢,

0, mas desarrollado:

Maximizar P(p)
Sujeto a T(p) < @
0<p(X)<1 paratodo XeR"

PROPOSICIONES BASICAS

Proposiciéon 1. ¢, es un conjunto convexo y cerrado en
L'(R", dF(X; 60)).
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DEMOSTRACION, Sillamamos » a la medida de Borel-Stieltjes induci-
da en R"” por la funcién de distribucién de probabllldad F(X; 6y),
»(R™) = 1; entonces:
a) Sipeds=20<pX) < vX eR" = p estd acotada: pe L™
(R", dF(X, 60)). Pero V(R") = 1 yen ese caso: L*(R", dF(X; 60)) <
c L'(R", dF(X; 80)) = p € L'(R", dF(X; 6)) de donde ¢, < L'(R",
dF(X; 69)).

b) Sipi,p2€0. Yy 0K N1 al ser p; vy p2 medibles, es Aoy + (1 —
— Np2 medible.

Por otro lado:
Tho1 + (1 = Np2) =NT(p1) + (1 = NT(p2) <A + (1 - Na =«
y por tltimo:
SMiX) + (1 = Np2(X) = o1 + (1 = Ne)X) <A+ (1 -V =1

para todo X € R".
Por tanto ¢, es convexo.
¢) En LY(R", dF(X; 60)) tenemos definida la norma:

19112 = [ga [¥] dF(X; 60)

Sea (pn)n=1 S ¢ Una sucesién convergente a p, veamos que p € ¢..

Como (pn) converge a p en |-|, existe una subsucesion (pn,) que
converge a p casi uniformemente, por tanto converge en casi todo, de
donde p es medible.

Luego, salvo Z < R" con »(Z) = 0 es

lim pn(X) = p(X) = p(X)€[0,1] vXeR™Z.
Eligiendo un representante de p que verifique 0 < p(X) < 1 para Xe Z
tendremos:
0<p(X)<1 VXeR"

Ademas 0 < T(pn) = |pn|1 < a para todo n € N por ser p, positivas,
como se tiene

lim |p, —p|1=0 e 0<Tp)<

n—o
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por ser p también positiva. [

Proposicién 2. El funcional P: ¢, — R definido:

Pp) = [ a0 dF(X; 0))
verifica:

P(¢$.) es un cerrado contenido en [0, 1].

DEMOSTRACION.

pEP=>0<p(X)<1 paratodo XeR"=0< jR,,de(X: 1) <
S |@mdF(X;0)=1=20< P(p) < 1= P(pa) S [0, 1]

Consideremos el espacio de medidas (R", B, x) siendo p = dF(X; 6o) +

+ dF(X;6,), entonces dF(X; 6y) y dF(X; 8;) son absolutamente conti-

nuas respecto de p; por tanto, existen dos funciones g, ~'€ L'(R", p) ta-
les que:

dF(X;00) = gdp y
dF(X;0,) = hdu

(como se sigue del teorema de Radon-Nikodym: (2)) con lo que

P(p) = [ p dF(X; 01) = [paphdu y

T(0) = [4np dF(X;00) = [0 08 d

verificandose ademas que P es un funcional lineal y continuo de L™(R", p)
en R(|P(p)| < ol - [ 2] D).

Dotemos a L™(R", x) de la topologia débil o[L™(R", 1), L'(R", u)] que
denotamos o[L>, L") entonces P es «o[L™, L']-continuo». Sea ademas
%= (£ |<p,| <1 para todo p € ¢} el polar de ¢, en la dualidad
[L>, LY.

Si If1i<1= [oulflde<1=| [uofdu| < [plflde< 1 ¥oede

= fe ¢2. O sea, la bola B(0, 1) < ¢%, podemos aplicar el teorema de
Alaoglu-Bourbaki (3) y concluir que ¢% es ¢[L%, L']-compacto.
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Probemos que ¢. es o[L*, L']-cerrado: como ¢% = ¢1! (3), sli (Piier
es una red convergente a p en la topologia ¢[L°, L'} como g e L'(R", p)
es:

[ 103 = o1 AF(X; 80) = [ 10i = plgdp—0

y, por la Proposicion 1, es pe ¢ = ¢, es o[L®, L']-cerrado, ¢%
a[L™, L']-compacto y ¢ S ¢ = ¢ s o[L®, L'l-compacto = P(¢a) es
cerrado en [0,1]. [0

CONSTRUCCION DEL TEST MAS POTENTE

Vamos a aplicar técnicas de programacién al problema:
Maximizar P(p)
Sujeto a p € ¢,

Lema 1. Existe un test p* que alcanza el maximo del problema ante-
rior.

DEMOSTRACION. Al ser P(¢,) cerrado en [0, 1] tiene maximo = existe
un test p* que alcanza dicho maximo. O

Lema 2. El test p* obtenido en el lema anterior verifica T(p*) = a.

DEMOSTRACION. Los funcionales 7'y P son lineales, por tanto son
Gateaux-diferenciables y su G-diferencial coincide con ellos. R tiene un
cono positivo [0, + o), asi que podemos aplicar el teorema de Kuhn y
Tucker. (4), y entonces para la solucién, p*, del problema

Maximizar P(p)
Sujetoa T(p)<
0<p(X)<1 paratodo XeR"

existen tres multiplicadores de Lagrange: A\, A2, \; € R tales que:

M(T(*) — o) + Xa(p* — 1) + Ms(—p*) =0
Nz20 i=1,2,3, yno todos nulos.
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Si A = 0 resulta \a(p* — 1) + Aa(—p*) =0, pero p* — 1 y —p* son
numeros negativos no nulos a la vez por tanto, al ser A, y A3 positivos,
alguno estrictamente, llegariamos a unan contradiccion. Asi pues,
A > 0.

Si T(p*) < a, M(T(p*) — @) + A2(p* — 1) + A3(—p*) < 0 luego debe
ser T(p*) = a y, entonces, nos queda:

Me* — 1) = Ma(—p*) = 0.

p*(X) no puede ser siempre igual a 1 pues se tendria T(p*) =1 > «
asi pues existe Ye R" tal que p*(Y) — 1 <0 =X\, =0. Asimismo si
p*(X) = Oparatodo X e R"es T(p*) = 0 < a contra T(p*) = a > 0, en-
tonces existe Z € R" tal que p*(Z) > 0 de donde A\; = 0.

Pero el teorema de Kuhn y Tucker también asegura que p* es tam-
bién solucién del problema:

Maximizar H(p) = P(p) — \T(0)
Sujeto a Tp)=«
0<p(X)<1 paratodo XeR"

Notamos:

Jo(X) dX = dF(X; 6o)
SHi(X)dX = dF(X; 6,)

(i seran funciones de densidad o de probabilidad segin la variable
aleatoria sea continua o discreta).
Entonces:

H(p) = [, o(fi = Mo)dX

Sifi(X) > Mfo(X), p* debe tomar el mayor valor posible: o*(X)=1.

Si fi(X) < Mo(X), p* debe tomar el menor valor posible: p*(X)=0.

Si fi(X) = Mo(X), p* puede tomar cualquier valor en el intervalo
[0, I]. Veamos que existe un valor v € [0, 1] tal que si p*(X) = v para
todo X/fi(X) =M fo(X) # 0 es T(p*) = o (hemos supuesto fo(X) #= 0
porque si no fuera asi en este ultimo caso no influye el valor o(X) ni
en el funcional P ni en el T)

a=T(p* = [ . 0*fo(X)dX =

9
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= Prob [ X: fi(X) > No(X)/0 = 8o} + Prob { X: fi(X) = Nfo(X)/8 = 6o}
=1-Prob {X: (A(X)/fo(X)D <\, 60=00} +
+ yProb {X: (LX) fo(X) =N\, 6 =00}
Si existe A = Ao tal que:
Prob {X: (filX)/fo(X)) <ho; O0=60} =1 -«

se toma v = 0. (Esto ocurre con funciones de distribucion continuas).
Si no existe el valor anterior si existe otro, que seguimos notando Ao
que verifica:

Prob {X: (fitX)/fo(X)) <ko; O=6} <1 -a<
< Prob {X:, (fu(X)/fo(X)) < Xho; 6 = 6o}

y tomamos:

_ Prob {X: (ilX)/fo(X) <ho; 0=100} — (1 — o)
~ Prob {X: (i(X)/fo(X)) =ho; 0 =60}

Asi que el test de maxima potencia buscado es:

I si fi(X) > Nofo(X)
p¥(X) =9 v si SilX) = Nofo(X)
0 si fi(X) < hofo(X)

elegidos v y Ao como se ha expuesto. [J
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