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Dedicado a la memoria de Mirian. “Companera del alma, tan temprano...”

RESUMEN. En este trabajo se introduce un marco abstracto para la forma-
lizacién de la Topologia Simplicial en el sistema ACL2. Este marco permite
expresar en lenguaje de légica de primer orden propiedades sobre conjuntos
simpliciales y sobre complejos de cadenas que habitualmente se enuncian en
términos de légica de orden superior. La formalizacién en ACL2 lleva a la no-
cién de polinomio simplicial. Se desarrolla en ACL2 una teoria de polinomios
simpliciales, que se aplica para obtener demostraciones en dicho sistema de
algunos resultados esenciales en Topologia Simplicial.

ABSTRACT. In this paper an abstract framework to formalize Simplicial Topol-
ogy in the ACL2 system is introduced. The aim of the framework is to allow
the modeller to express in the language of first-order logic properties on sim-
plicial sets and chain complexes, which usually are stated in higher-order
logic. The formalization in ACL2 led us to the concept of simplicial poly-
nomial. A theory of simplicial polynomials is then developed in ACL2, and
applied to obtain ACL2 proofs of some essential Simplicial Topology results.

1. INTRODUCCION

Este trabajo se inscribe en el mismo ambito en el que Mirian
Andrés estaba desarrollando su actividad investigadora: “Demos-
tracién automatizada en Topologia Algebraica, con aplicacién a
la correccion de sistemas de Célculo Simbdlico”. Como se obser-
va en las referencias utilizadas, sus contribuciones son la base de
una buena parte del contenido de este articulo. Aunque aqui se
efectia un cambio de enfoque respecto al modo en que en el pro-
yecto de doctorado de Mirian se estaban abordando estos mismos
problemas, es voluntad de los autores presentar esta contribucion
como la continuacién natural de su proyecto de Tesis Doctoral. De
hecho, algunos de los resultados que aparecen en este trabajo ya
estaban practicamente alcanzados por Mirian, aunque usando una
infraestructura distinta de demostracion.
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Kenzo [7] es un sistema software que estd dedicado al Célculo Simbdlico en
Topologia Algebraica. Fue desarrollado en la década de los noventa bajo la di-
reccién de F. Sergeraert, usando como lenguaje de programacién Common Lisp.
Su utilizacién ha permitido obtener algunos resultados (invariantes topolégicos de
espacios; en concreto, cdlculos en homologfa) que todavia no han sido probados
por otros medios, ni tedricos ni computacionales. Este hecho hace que el andlisis
de la correccion de los algoritmos que usa Kenzo se convierta en una tarea de gran
interés, que ademds requiere aportaciones desde diferentes ambitos de lo que se
denominan métodos formales en Informatica.

En [10] y [6] se desarrolla y fundamenta una formalizacién de las estructuras
de datos utilizadas en Kenzo (aunque dirigida hacia su antecesor, el sistema EAT
[14]). En particular, se obtiene una caracterizacién en términos categoriales de la
implementacién en el sistema EAT de dichas estructuras de datos. En [3], [5] ¥ [2]
se usan asistentes para la demostracién (Isabelle, Coq y ACL2, respectivamente)
con el objetivo de garantizar la correccién de ciertos algoritmos fundamentales del
sistema Kenzo. A partir de las demostraciones proporcionadas por dichos asisten-
tes es posible generar el correspondiente cédigo asociado (al menos en el caso de
Isabelle y Coq), quedando por resolver el dificil problema de estudiar la equivalen-
cia entre dicho “cédigo certificado” y el “cédigo real” de Kenzo. Como alternativa,
parece natural usar asistentes de demostracién para verificar el propio codigo de
Kenzo. En esta linea, el demostrador ACL2 [8] se erige como un candidato apropia-
do, ya que es a la vez un lenguaje de programacion, una légica computacional y un
demostrador de teoremas. Como lenguaje de programacion, ACL2 puede ser en-
tendido como un subconjunto de Common Lisp (extendido con algunas funciones
relacionadas con la 16gica del sistema), de ahf su adecuacién para ser relaciona-
do con Kenzo. Siguiendo esta direccién, en [12] se da una prueba certificada de
un fragmento concreto de cédigo presente en Kenzo. No obstante, ACL2 presenta
ciertas limitaciones que impiden que esta direccién pueda usarse de forma gene-
ralizada sobre la totalidad del cédigo presente en Kenzo. Las restricciones vienen
determinadas por el hecho de que la légica subyacente en el sistema ACL2 es basi-
camente légica de primer orden, lo que en términos de lenguaje se traduce en un
estilo de programacion aplicativa en el que las funciones no son elementos de pri-
mera clase (es decir, no pueden ser pasadas como argumentos ni devueltas como
valores de otras funciones). Por contra, buena parte de las construcciones presen-
tes en Kenzo, y las propiedades topolégicas en las que se basan, se establecen en
términos de légica de orden superior, lo que lleva implicito que en su implementa-
cién se hayan usado de forma esencial los mecanismos de programacion funcional
de orden superior del lenguaje Common Lisp. Para superar este obstdculo, en [1]
se propone como estrategia trabajar sobre versiones modificadas, programadas en
ACL2, de cbédigo real de Kenzo. Esta linea de trabajo conduciria hacia una ver-
sién certificada (que es esperable que sea mds ineficiente que el sistema real), que
permitiria la realizacién de testing de los resultados obtenidos por Kenzo. Con
ello se incrementa la fiabilidad del sistema, pero sin abordar de forma directa su
correccion.
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El presente trabajo sigue la linea que se acaba de describir. Sin separarse esen-
cialmente del objetivo inicial (la prueba de la correccién del sistema Kenzo), el
foco se fija en el desarrollo de la infraestructura necesaria para poder desarrollar
Topologia Algebraica en el sistema ACL2, lo que necesariamente exige superar las
limitaciones impuestas por la logica del demostrador. El trabajo se circunscribe
al ambito de la Topologia Simplicial. Se presenta un marco abstracto, inspirado
por la definicién de los objetos simpliciales en términos de prehaces, que permite
desarrollar los conceptos y construcciones caracteristicos de la Topologia Simpli-
cial, evitando la necesidad de expresar propiedades que requieran légica de orden
superior. Ademads, se realiza la correspondiente modelizacién y representacién en
ACL2, mostrando su adecuacién para el desarrollo de una Topologia Simplicial
certificada en dicho sistema. Como aplicacién, se obtiene una prueba en ACL2
del resultado que establece que el operador borde, definido sobre el complejo de
cadenas asociado a un conjunto simplicial, constituye un verdadero morfismo di-
ferencial; es decir, su cuadrado es nulo.

Este articulo se organiza de la siguiente forma. Se dedica la siguiente seccién a
presentar algunas nociones y construcciones bésicas de Topologia Simplicial, que
serdn objeto de estudio en el resto del trabajo. En la seccién 3 se plantea un
modelo formal que resulta adecuado para representar en el sistema ACL2 dichos
conceptos y construcciones de caracter topoldgico. La seccion 4 constituye una
breve presentacién del sistema ACL2. En la seccién 5 se crea la infraestructura
necesaria en ACL2 para poder representar esos objetos de cardcter simplicial,
dando lugar a la nocién de polinomio simplicial. Se desarrolla la correspondiente
teoria como instancia de una teoria més general, la de combinaciones lineales
sobre un monoide. En la seccién 6 se aplica dicha infraestructura para obtener
una prueba certificada de la propiedad d?> = 0, donde d es el operador borde. El
trabajo concluye con un apartado de conclusiones y trabajo futuro.

2. TOPOLOGIA SIMPLICIAL: CONJUNTOS SIMPLICIALES

La esencia de la Topologia Simplicial [13] radica en la sustitucién de los espacios
topoldgicos por modelos combinatoriales de los mismos, en los que se puedan estu-
diar més facilmente las propiedades topoldgicas y realizar calculos de los invarian-
tes algebraicos; por ejemplo, calculo de los grupos de homologia y de homotopia.
Los modelos combinatoriales méas simples son los complejos simpliciales. Consti-
tuyen una abstraccion de los espacios topoldgicos triangulados, los cuales forman
una clase suficientemente grande en la que desarrollar las nociones y técnicas de la
topologia general y algebraica. Sin embargo, para la realizacién de célculos resulta
mas apropiada la nocién de conjunto simplicial. En este trabajo se va a usar una
definicién de conjunto simplicial més abstracta que la que habitualmente aparece
en la literatura [13], presentando los conjuntos simpliciales como un caso particular
de prehaces sobre una categoria.

Para llegar a la nocién de conjunto simplicial, se considera la categoria simpli-
cial, habitualmente denotada por A*. Sus objetos estdn parametrizados por los
ntimeros naturales n € N, concretamente son la coleccién {n;n > 0}, donde n
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representa el conjunto n = {0,1,...,n}. Sus morfismos son las aplicaciones con-
juntistas crecientes.

Entre los morfismos de A* hay dos familias particularmente importantes. Las
aplicaciones que pertenecen a la primera de ellas se denominan morfismos cara y
las de la segunda morfismos de degeneracion. Los morfismos cara son la familia
{6F:n—->n+4+1;0<i<n+1},siendo 07 (j) =jsij<iydl(j)=7+1sij>i.
Por su parte, los morfismos de degeneracién son la familia {o7": n — n-1;0 <i <
n—1}, siendo o (j)=jsij<iyol(j)=j—1sij>i.

Entre los morfismos anteriores se cumplen las siguientes igualdades (en la no-
tacién se prescinde deliberadamente del objeto n que juega el papel de origen del
morfismo):

(1) (5](51 = (5i+16]’ sit Zj
(2) 0j0; = 040541 Sit S]
(3) ajdi = (51'0']‘_1 sii<j
(5) 0]62-:51-_10]- SI’L>‘7+1

Caras y degeneraciones generan todos los morfismos de A*, es decir, cualquier
aplicacién creciente se puede describir como composicion de aplicaciones de estos
dos tipos. Ademsds, dicha factorizacién es tnica sujeta a ciertas restricciones. Asi,
todo morfismo p: n — m en A*) se expresa de forma tnica como:

uzajs...(Sleit...O'il,COD 0<i <...<i1 y0<1<...<Js

Esta propiedad es un caso particular de factorizacién monomorfismo-epimorfismo,
y es la clave para el modelo simplicial que se va a desarrollar en este trabajo.

Los conjuntos simpliciales se definen como prehaces sobre A* ([4] es una re-
ferencia sobre Teorfa de Categorias suficiente para seguir este trabajo). Asi, un
conjunto simplicial K es un funtor contravariante K : A* — Set, donde Set de-
nota la categorfa de conjuntos (sus objetos son los conjuntos y sus morfismos son
las funciones conjuntistas). Puede pensarse entonces que un conjunto simplicial
es una interpretacion conjuntista de la propia categoria simplicial. Aplicando la
propiedad de factorizacién de morfismos en A* que se acaba de referir, se con-
cluye que un conjunto simplicial K viene determinado de la siguiente forma: Un
conjunto graduado { K, },en. Cada elemento x € K, se denomina n-simplice, y se
indica diciendo que z tiene dimension n. En cada dimensién, hay dos familias de
aplicaciones distinguidas, {07": K,, — K,_1;0 <ny 0 < i <n}, que se denomi-
nan operadores cara, y {ni': K, — K,+1;0 < i < n}, denominados operadores de
degeneracion.

De esta forma, identificamos el conjunto simplicial (un funtor) con la imagen
de A* que proyecta sobre Set. Los conjuntos K, constituyen la realizacién en el
conjunto simplicial K de los objetos de la categoria simplicial. Los operadores cara
y de degeneracion constituyen la interpretacion en K de los morfismos cara y dege-
neracion, respectivamente. Desde este punto de vista, las identidades presentadas
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para la categoria simplicial se entienden ahora como propiedades que deben cum-
plir los operadores cara y de degeneracion de todo conjunto simplicial, dando lugar
a la siguiente relacién de igualdades (se debe tener en cuenta la contravarianza y
que se prescinde de indicar la dimensién en los operadores):

(6) 0;0; = 0;0;11 sii >

(7) NN = Nj+17 sii<j

(8) dinj =nj-10; sii<j

9) Oimj = id sii=j6i=j+1
(10) 9im; = ;01 sii>j+1

Las igualdades anteriores son llamadas identidades simpliciales y, como se ob-
serva, emanan directamente de la propia categoria simplicial. Interpretadas como
reglas (lefdas de izquierda a derecha) de un sistema de reescritura cuyos términos
son las composiciones de caras y de degeneraciones (coherentes respecto a la di-
mensién), dan lugar a un sistema confluyente. La forma normal de una composicién
de caras y de degeneraciones se obtiene al trasladar a los conjuntos simpliciales
la propiedad de factorizacién unica que se verifica en A*. Asi, todo endomorfis-
mo de un conjunto simplicial que venga definido como composicién de caras y de
degeneraciones, admite una expresién canénica del tipo:

nil...nl-pajl...ajq,con Og’ip<...<7:1 y 0§j1<...<jq

De aqui en adelante, se llamara operador simplicial a cualquier secuencia vélida
(respetando la dimensién) de operadores cara y de degeneracién. Con ello, todo
operador simplicial puede ser expresado en forma candnica. Dicha forma candnica
serd denominada término simplicial.

El objeto de la Topologia Algebraica es asociar a los espacios topoldgicos una
serie de invariantes algebraicos que permiten estudiar y caracterizar algunas de
sus propiedades geométricas. Para el cdlculo de los invariantes algebraicos de un
conjunto simplicial el primer paso necesario es la construccion de su complejo de ca-
denas asociado. La forma de realizarlo consiste en la obtencion, en cada dimensién
n, del grupo abeliano libre generado por los n-simplices del conjunto simplicial de
partida. Traducido al lenguaje de los términos simpliciales, algunos operadores to-
polégicos definidos sobre el complejo de cadenas asociado a un conjunto simplicial,
pueden ser presentados como combinaciones lineales (sumas formales) con coefi-
cientes enteros de términos simpliciales. Dichas combinaciones serdan denominadas
polinomios simpliciales. Es, por ejemplo, el caso del propio morfismo diferencial,
el operador borde, que se define como el polinomio d,, = 9y — 01 + ...+ (—=1)"0,,.

El punto de vista que se adopta en este trabajo es que las nociones y propiedades
topoldgicas de caracter simplicial, las cuales constituyen una parte fundamental
del sistema Kenzo, pueden formularse usando inicamente operadores y polinomios
simpliciales, con lo que definiciones, construcciones y demostraciones admiten una
expresiéon en el lenguaje de los términos simpliciales, usando las identidades como
reglas de reescritura.
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3. FORMALIZACION DEL MODELO SIMPLICIAL

En esta seccion se justifica la correcciéon del modelo con el que se va a traba-
jar en el sistema ACL2 para desarrollar partes de la Topologia Simplicial. No se
pretende mostrar todos los detalles sobre la formalizacién matematica que subya-
ce, sino explicar las simplificaciones realizadas sobre el modelo matematico real
y las razones por las que dichas simplificaciones pueden ser llevadas a cabo. El
objetivo es poder obtener pruebas en ACL2 de propiedades relacionadas con cons-
trucciones propias de la Topologia Simplicial que estdn presentes en Kenzo. Para
centrar el problema, se van a tratar propiedades que responden a enunciados del
tipo: Para cualquier conjunto simplicial K, para cualquier dimensidn n (mayor
que una dada) y para cualquier simplice x € K,, se cumple T(z) = T'(x), donde
T y T’ son combinaciones lineales (sumas formales) de operadores simpliciales. O
formalmente:

VK VnVz € K,,T(z) =T'(z)

El modelo adoptado en [2] para abordar pruebas en ACL2 de propiedades de
ese tipo, va en la direccién de prescindir del primero de los tres cuantificadores
universales que aparecen en dichos enunciados. Para ello, se usa la existencia de
un conjunto simplicial universal, que en la literatura se denota habitualmente por
A. Aunque admite otras descripciones (la que se da justo a continuacién difiere
levemente de la usada en [2]), se puede considerar que los n-simplices en A son
listas crecientes de niimeros naturales de longitud n + 1. Respecto de los operado-
res, la cara i-ésima de un simplice es la lista que resulta de eliminar el natural que
ocupa la posicién i (comenzando los indices en 0), mientras que la degeneracién
i-ésima de un simplice es la lista que resulta de duplicar el natural que ocupa la
posicién ¢. Su caracter universal como conjunto simplicial se traduce en el hecho
de que cualquier propiedad valida en A, y que s6lo dependa de las identidades sim-
pliciales, es necesariamente valida en cualquier otro conjunto simplicial (A posee
el menor numero de identificaciones entre simplices, sélo posee las inducidas por
las identidades). Por tanto, es suficiente realizar pruebas en A de los enunciados
del tipo planteado. En el lenguaje de la Teoria de Categorias, este resultado inter-
preta el hecho de que A es un cierto colimite de los prehaces representables de la
categoria simplicial, lo que permite extender a A los morfismos que representan
los simplices de los conjuntos simpliciales.

La siguiente simplificacién que se plantea es la no utilizaciéon de elementos, lo que
lleva implicito no usar la evaluacién de los operadores simpliciales. Asi, el sistema
de reescritura definido por las identidades simpliciales va a ser la herramienta de la
que emanen todos los patrones de prueba. En el presente trabajo todavia se lleva
a cabo una tercera simplificacién del modelo matematico de partida, prescindir
de la dimensiéon. Aunque la notacion utilizada puede llevar a engano, cada una de
las identidades simpliciales no es una unica regla, sino que representa a toda una
familia numerable de reglas (una en cada dimensién). Por ejemplo, la primera de
las reglas, “0;0; = 0;0;41”, representa al conjunto:

azﬂ—lajﬂ = 8;?_15'&_1 con 0<j<i<n.
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Asi, la validez de una prueba basada en reescritura deberd incorporar la justifi-
cacién de su propia correccién respecto a la dimensién. En principio, lo natural es
incorporar una nociéon de tamano de una prueba, es decir, una dimensién a partir
de la cual la prueba formal define una verdadera demostracién sobre el modelo
matematico de partida. Sobre esta base se desarrolla una infraestructura en ACL2
que resulta adecuada para la representacién de nociones y construcciones de tipo
simplicial y permite la realizacién de demostraciones que certifiquen la correccién
de enunciados referidos a ellas.

4. EL sisSTEMA ACL2

ACL2 [9] es simultdneamente un lenguaje de programacion, una légica compu-
tacional y un demostrador de teoremas. Este sistema constituye un entorno en el
que se pueden definir y ejecutar algoritmos, se pueden especificar formalmente sus
propiedades, y se pueden demostrar éstas ultimas con la ayuda de un sistema de
demostracion automatizado.

Como lenguaje de programacién, ACL2 es una extensiéon de un subconjunto
aplicativo de Common Lisp, sin efectos secundarios, de primer orden y sin variables
globales. Por otro lado, las primitivas basicas ACL2 se comportan exactamente de
la misma manera que en Common Lisp. De esta forma, cualquier programa ACL2
puede ser ejecutado en cualquier entorno Common Lisp estdndar extendido con
un pequeno conjunto de funciones.

La 1é6gica de ACL2 es una légica de primer orden, en la que las férmulas se
escriben en notacion prefija y en la que las variables de las férmulas estan cuan-
tificadas universalmente de forma implicita. Las conectivas proposicionales vienen
definidas por las funciones implies, and, or y not, y la funcién equal define la
igualdad. Entre los axiomas de la logica se encuentran los habituales de la 16gi-
ca proposicional, de la igualdad y otros que describen el comportamiento de las
primitivas basicas Common Lisp soportadas por ACL2. Sus reglas de inferencia
incluyen la instanciaciéon de variables de una férmula y un principio de demos-
tracién de teoremas por induccion. Las definiciones de funciones introducidas por
el usuario (mediante defun) se consideran axiomas en la légica (lo que se conoce
como principio de definicion). Por ese motivo, y para mantener la consistencia,
antes de que una definicién sea aceptada debe ser demostrado que termina para
todo dato de entrada.

El principio de encapsulado (mediante encapsulate) es otra manera, alterna-
tiva al principio de definicién, de introducir nuevas funciones en la légica. En este
caso, una funcién no se introduce definiéndola completamente, sino a través de
una serie de propiedades que se asumen sobre la misma. Para mantener la consis-
tencia, se debe asegurar que al menos existe una funcion testigo que verifica dichas
propiedades. Dentro de un encapsulado, estas propiedades se demuestran para el
testigo, pero fuera del mismo actian como propiedades generales asumidas sobre
la funcién que se introduce en el encapsulado. Una regla de inferencia derivada,
la instanciacion funcional, permite simular el razonamiento de segundo orden en
ACL2: una vez demostrado un teorema sobre una funcién introducida mediante
encapsulado, es posible instanciar ese resultado sustituyendo dicha funcién por
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otra, siempre que se demuestre que ésta ultima cumple las mismas propiedades
que se asumieron para la funcién sustituida.

Como demostrador automatico, ACL2 es un asistente para la demostracion de
teoremas en la logica. Bésicamente, el usuario introduce una férmula en el mismo
(mediante defthm) y esto inicia un intento de demostracién. Si el intento concluye
con éxito, el teorema es almacenado y se puede usar en la demostracion de nuevos
teoremas. Las principales técnicas que el demostrador utiliza para demostrar un
teorema son simplificacion por reescritura e induccién. Las reglas de simplificacion
se obtienen a partir de las definiciones de funciones y de los teoremas previos
demostrados por el usuario.

Aunque el demostrador de ACL2 es automatico (en el sentido de que una vez co-
mienza un intento de demostracion, no hay interaccién con el usuario), en realidad
se trata de un demostrador interactivo en cierto sentido. Usualmente, el primer
intento de demostracién de un resultado no trivial es fallido, y es tarea del usuario
el encontrar un conjunto de definiciones y lemas que hagan finalmente que el in-
tento de demostracién termine con éxito. Estos lemas suelen sugerirse a partir de
una demostracién a mano ya conocida o de la inspeccién de un intento de prue-
ba fallido. A su vez, la demostracion de estos lemas puede requerir también este
tipo de interaccion, y por tanto necesitar de nuevos lemas. Como consecuencia, el
producto final de una formalizacion suele ser un conjunto de definiciones y lemas
que proporcionan las suficientes herramientas de simplificacién para que los teore-
mas finales puedan demostrarse. Esta manera de interactuar con el sistema para
obtener una demostracion es la que los autores del sistema llaman “El Método”.

En lo que sigue, se presenta una teoria de los términos y polinomios simpliciales
en ACL2. Es decir, las definiciones que formalizan estos conceptos, y los teoremas
demostrados sobre ellos. Para obtener todas las demostraciones en ACL2, se ha
interactuado con el sistema siguiendo “El Método”. No se incluyen detalles técnicos
sobre esta interaccion, ya que la exposicién estard mas centrada en las cuestiones
relativas a la formalizacién.

5. FORMALIZACION DE POLINOMIOS SIMPLICIALES EN ACL2

En esta seccién se presentard la formalizacién en ACL2 de la nocién de polino-
mio simplicial y se demostrard que el conjunto de polinomios simpliciales con las
operaciones de suma y composicion tiene estructura de anillo. La presentacién de la
formalizacién realizada se hard de forma progresiva. En primer lugar se introducen
las definiciones y propiedades del monoide de los términos simpliciales. Después
de esto, y antes de definir los polinomios simpliciales, se define una teoria general
y abstracta sobre el conjunto de las combinaciones lineales de los elementos de
un monoide, con las operaciones de suma y la extensiéon a combinaciones lineales
del operador del monoide. De esta forma, en segundo lugar se presenta la forma-
lizacion de esta situacién mas general y la demostracion de que el resultado tiene
estructura de anillo. Finalmente, el anillo de los polinomios simpliciales se obtiene
como una instancia funcional de la formalizacién del anillo de las combinaciones
lineales.
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Debido a las limitaciones de espacio, aqui sélo apareceran las definiciones y
propiedades mas relevantes de nuestra formalizacién. El contenido completo de la
misma se puede consultar en la pagina Web
http://www.glc.us.es/fmartin/acl2/simplicialtopology

5.1. Términos simpliciales. La caracterizacién de los términos simpliciales vis-
ta en la seccién 2, permite la siguiente definicién. Un término simplicial en ACL2
es una lista formada por una lista estrictamente decreciente de niimeros naturales,
representando una secuencia de operadores de degeneracion, y una lista estricta-
mente creciente de niimeros naturales, representando una secuencia de operadores
cara. Para formalizar este concepto en ACL2 se utilizan tres funciones: 1d-p,
que comprueba que su argumento es una lista estrictamente creciente de niimeros
naturales; 1n-p, que comprueba que su argumento es una lista estrictamente de-
creciente de numeros naturales; y st-p, que comprueba que su argumento es un
término simplicial tal y como se acaba de describir:

(defun 1ld-p (1d)
(cond ((endp 1d) (equal 1d nil))
((endp (cdr 1d)) (and (equal (cdr 1d) nil)
(natp (car 1d))))

(t (and (natp (car 1d))
(natp (cadr 1d))
(< (car 1d) (cadr 1d))
(ld-p (edr 1d))))))

(defun 1ln-p (1ln)
(cond ((endp 1ln) (equal 1ln nil))
((endp (cdr 1n)) (and (equal (cdr 1ln) nil)
(natp (car 1n))))

(t (and (natp (car 1n))
(natp (cadr 1n))
(> (car 1n) (cadr 1n))
(In-p (edr 1n))))))

(defun st-p (st)
(and (consp st)
(consp (cdr st))
(equal (cddr st) nil)
(ln-p (first st))
(1d-p (second st))))

La composicion de términos simpliciales se define como la composicién de los
operadores que los componen: ([i1, ..., ip, |, [J1, s Jau |) © (115 -y i, ], 715 -5 Jop]) =
Miy - Nip, Oy - gy Mif - N, Ojr ... aj;u, que aplicando las identidades simplicia-
les puede ser transformado de nuevo en un término simplicial. Por ejemplo, la
composicién de los términos simpliciales ([2, 1], [3]) ¥ ([1],[2,4]) es 121105110204,
y aplicando repetidamente las identidades simpliciales obtenemos 727171020204,
NanNan1020204, N3N2n102020,4 y finalmente 131271020504, que es el término simpli-
cial ([3,2,1],[2, 3,4]). Como se demostrara, el conjunto de los términos simpliciales
con esta operacion de composicién tiene estructura de monoide.

La definicién en ACL2 del operador de composicién de términos simpliciales
es bastante compleja, dado que hay que aplicar las identidades simpliciales para
mantener el resultado en forma normal. Para ello se procede como se describe a
continuacion: la composicién de los términos simpliciales (1s,,0s,) ¥ (1)sy, O0s,) €S
s, 0s,Ms,0s,; se aplican primero las identidades simpliciales (8), (9) y (10) para
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componer O, 7, ¥ Obtener asi una lista estrictamente decreciente de operadores
de degeneracién 75, y una lista estrictamente creciente de operadores cara O,
tales que 0s,7s, = 7s30s5; a continuacién se aplica la identidad simplicial (6)
para componer J,,0;, obteniendo una lista estrictamente creciente de operadores
cara 0s,; finalmente basta aplicar la identidad simplicial (7) para componer 7,7,
obteniendo una lista estrictamente decreciente de operadores cara 7,. El resultado
de la composicién de los términos simpliciales iniciales es (ns,, s, )-

Las funciones 1n-cmp-d-1n y ln-cmp-1d-1n implementan la primera parte del
proceso de composicién de una lista estrictamente creciente de operadores cara (0,
en la descripcién del proceso) con una lista estrictamente decreciente de operado-
res de degeneracién (ns, en la descripcién del proceso), aplicando las identidades
simpliciales (8), (9) y (10) para obtener como resultado la lista estrictamente de-
creciente de operadores de degeneracién, primera componente del resultado de la
composicién (n,, en la descripcién del proceso).

(defun ln-cmp-d-1ln (d 1n)
(cond ((endp 1ln) nil)
((< d (car 1n)) (cons (1- (car 1ln)) (ln-cmp-d-ln d (cdr 1ln))))
((>d (1+ (car 1ln))) (cons (car 1ln)
(ln-cmp-d-1n (1- d) (cdr 1n))))
(t (cdr 1n))))

(defun ln-cmp-1d-1ln (1ld 1ln)

(cond ((endp 1d) 1n)

(t (ln-cmp-d-1ln (car 1d) (ln-cmp-ld-1ln (cdr 1d) 1n)))))

Las funciones 1d-cmp-d-1n y 1d-cmp-1d-1n implementan la segunda parte del
proceso de composicién de una lista estrictamente creciente de operadores cara (05,
en la descripcién del proceso) con una lista estrictamente decreciente de operado-
res de degeneracién (7, en la descripcién del proceso), aplicando las identidades
simpliciales (8), (9) y (10) para obtener como resultado la lista estrictamente cre-
ciente de operadores cara, segunda componente del resultado de la composicion
(Os, en la descripcién del proceso).

(defun ld-cmp-d-l1ln (d 1ln)
(cond ((endp 1ln) (list d))
((< d (car 1n)) (ld-cmp-d-ln d (cdr 1n)))
((> d (1+ (car 1ln))) (ld-cmp-d-1ln (1- d) (cdr 1n)))
(t nil)))

(defun ld-cmp-1d-1ln (1ld 1ln)
(cond ((endp 1d) nil)
(t (cmp-1d-1d (ld-cmp-d-ln (car 1d) (ln-cmp-ld-1ln (cdr 1d) 1n))
(1d-cmp-1d-1n (cdr 1d) 1n)))))

Las funciones cmp-d-1d y cmp-1d-1d implementan el proceso de composicion
de listas estrictamente crecientes de operadores cara (Js, ¥ 05, en la descripcién
del proceso), aplicando la identidad simplicial (6) para obtener como resultado
una lista estrictamente creciente de operadores cara:

(defun cmp-d-1d (d 1d)
(cond ((endp 1d) (list d))
((<= (car 1d) d) (cons (car 1d) (cmp-d-1d (1+ d) (ecdr 1d))))
(t (cons d 1d))))

(defun cmp-1d-1d (1d1l 1d2)
(cond ((endp 1d1) 1d2)
(t (cmp-d-1d (car 1dl) (cmp-1d-1d (cdr 1d1l) 1d2)))))
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Las funciones cmp-n-1n y cmp-1ln-1n implementan el proceso de composicién
de listas estrictamente decrecientes de operadores de degeneracién (s, y 7s, en la
descripcién del proceso), aplicando la identidad simplicial (7) para obtener como
resultado una lista estrictamente decreciente de operadores de degeneracion:

(defun cmp-n-ln (n 1ln)
(cond ((endp 1ln) (list n))
((<= n (car 1ln)) (cons (1+ (car 1ln)) (cmp-n-1ln n (cdr 1ln))))
(t (cons n 1n))))

(defun cmp-1ln-1ln (1lnl 1n2)

(cond ((endp 1lnl) 1n2)

(t (cmp-n-1ln (car 1lnl) (cmp-ln-1ln (cdr 1lnl) 1n2)))))

Finalmente la composicion de términos simpliciales se implementa con la funcién
cmp-st-st, que aplica las funciones anteriores de la forma descrita anteriormente
para obtener como resultado un nuevo término simplicial:

(defun cmp-st-st (stl st2)
(list (cmp-1ln-1ln (first stl) (ln-cmp-1ld-1ln (second stl) (first st2)))
(cmp-1d-1d (ld-cmp-1ld-1ln (second stl) (first st2)) (second st2))))

Puesto que la composicion de términos simpliciales se realiza aplicando las iden-
tidades simpliciales para mantener la forma normal, el resultado es a su vez un
término simplicial. Es decir, la composicién es una operacion interna en el conjun-
to de los términos simpliciales. La demostracién de esta propiedad supone probar
que las funciones auxiliares anteriores devuelven como resultado una lista de ope-
radores con el orden correcto, es decir, estrictamente creciente para los operadores
cara y estrictamente decreciente para los operadores de degeneracion.

(defthm st-p-cmp-st-st
(implies (and (st-p tl)
(st-p t2))
(st-p (cmp-st-st tl t2))))

El elemento unidad del monoide de los términos simpliciales es la composicién
vacia de operadores cara y degeneracién. En nuestra formalizacién este elemento
se construye con la funcién st-id y sus propiedades se demuestran facilmente:
(defun st-id ()

(1ist nil nil))

(defthm st-id-st-p
(st-p (st-id)))

(defthm cmp-st-st-identity
(implies (st-p tl)
(and (equal (cmp-st-st tl (st-id)) t1)
(equal (cmp-st-st (st-id) tl1) t1))))

La composicién de términos simpliciales es asociativa, como establece el siguien-

te teorema:

(defthm cmp-st-st-associative
(implies (and (st-p tl)
(st-p t2)
(st-p £3))
(equal (cmp-st-st (cmp-st-st tl t2) t3)
(cmp-st-st tl (cmp-st-st t2 t3)))))

Esta propiedad resulta bastante dificil de demostrar, dado que la definicién de la
operacion de composicion se basa en 8 funciones auxiliares. En concreto, han sido
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necesarios un total de 19 lemas auxiliares y 5 esquemas de induccién explicitos,
no descubiertos por el demostrador.

En resumen, las propiedades anteriores establecen que el conjunto de los térmi-
nos simpliciales, caracterizados por la funciéon st-p, es un monoide con respecto a
la operacion de composicién implementada por la funcién cmp-st-st.

5.2. El anillo de las combinaciones lineales. Dado un monoide (T,0,1), sea
P el conjunto de las combinaciones lineales con coeficientes enteros de los elemen-
tos de T'. Los elementos de P estdn formados por “sumandos” (o “monomios”),
pares formados por un coeficiente entero no nulo y un elemento de 7T'. Denotaremos
este conjunto como M. En el conjunto P se pueden definir una operacién de suma
+ que agrupe los elementos de M cuyos elementos de T' asociados sean iguales,
sumando sus coeficientes. La combinacién lineal vacia, 0, actia como elemento
neutro con respecto a +. Se puede definir también una operaciéon de composicién
entre combinaciones lineales como una extensién natural de la operacién o cum-
pliendo la propiedad distributiva con respecto a +. En esta situacién se tiene que
(P,+,0,0,1) es un anillo.

Este resultado se puede formalizar en el sistema ACL2 como una teoria genérica
[11] en la que a partir de un conjunto de funciones y propiedades que caracterizan
de forma general y abstracta un monoide, se definen las funciones y se demuestran
las propiedades que aseguran que el conjunto de las combinaciones lineales es
un anillo. Una vez hecho esto, esta teoria genérica se puede instanciar para casos
particulares de monoides, como es el caso del monoide de los términos simpliciales.

Un elemento de P se representa facilmente en ACL2 como una lista de pares
formados por un coeficiente entero no nulo y un elemento del monoide T'. Para
evitar que un mismo elemento de P tenga varias representaciones distintas en
ACL2, se exigira que la lista que lo representa esté ordenada con respecto a un
orden total definido sobre el conjunto T, lo cual supone una restriccién adicional
sobre dicho monoide (lo que llamaremos monoide ordenado).

De esta forma, el punto de partida de la teoria genérica del anillo de las com-
binaciones lineales es la introducciéon, mediante un encapsulado, de una serie de
funciones que definen un monoide ordenado genérico: una funciéon ter-p que carac-
teriza los elementos de 7', una funcién cmp-ter-ter que implementa la operacién
o del monoide, una funcién ter-id que construye el elemento unidad del monoide,
y un orden total ter-< entre los elementos de T'. Las tinicas propiedades asumidas

sobre estas funciones son las propias de monoide ordenado:
(encapsulate

(defthm ter-p-cmp-ter-ter
(implies (and (ter-p tl)
(ter-p t2))
(ter-p (cmp-ter-ter tl t2))))

(defthm cmp-ter-ter-associative
(implies (and (ter-p tl)
(ter-p t2)
(ter-p t3))
(equal (cmp-ter-ter (cmp-ter-ter tl t2) t3)
(cmp-ter-ter tl (cmp-ter-ter t2 t3)))))
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(defthm ter-id-ter-p
(ter-p (ter-id)))

(defthm cmp-ter-ter-identity
(implies (ter-p t1l)
(and (equal (cmp-ter-ter tl (ter-id)) t1l1)
(equal (cmp-ter-ter (ter-id) tl1l) tl1))))

(defthm ter—-<-irreflexive
(not (ter—-< tl1 tl1)))

(defthm ter—-<-transitive
(implies (and (ter—-< tl t2)
(ter—-< t2 t3))
(ter-< t1 t3)))

(defthm ter-<-total
(implies (and (not (ter—-< tl t2))
(not (ter—-< t2 tl1)))
(equal tl1 t2))))

A partir de aqui se definen en ACL2 las caracterizaciones de los elementos de M
y P. Los elementos de M se representan como una lista formada por dos elemen-
tos, un nimero entero no nulo y un elemento de T’ la funcién mon-p caracteriza
dicho conjunto. La relacién de orden definida en T se extiende de forma natural al
conjunto M mediante la funcién mon-<. Finalmente los elementos de P son repre-
sentados como una lista ordenada de elementos de M la funcién pol-p caracteriza
dicho conjunto:

(defun mon-p (m)
(and (consp m)
(integerp (car m))
(not (equal (car m) 0))
(ter-p (cdr m))))

(defun mon-< (ml m2)
(ter-< (cdr ml) (cdr m2)))

(defun pol-p (p)
(cond ((endp p) (equal p nil))
((endp (cdr p))
(and (mon-p (car p))
(equal (cdr p) nil)))

(t (and (mon-p (car p))
(mon-< (first p) (second p))
(pol-p (cdr p))))))

La suma de elementos de P se define como la aplicacién recursiva del proceso
de suma de un elemento de M a un elemento de P. Dado que la representacién de
los elementos de P es mediante listas ordenadas, la suma de un elemento de M con

un elemento de P tiene en cuenta esta caracteristica para mantener el resultado
ordenado:

(defun add-mon-pol (m p)
(cond ((endp p) (list m))

((mon-< m (car p))

(cons m p))

((mon-< (car p) m)

(cons (car p) (add-mon-pol m (cdr p))))

(t (if (zerop (+ (car m) (car (car p))))
(cdr p)
(cons (cons (+ (car m) (car (car p))) (cdr m))

(cdr p))))))
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(defun add-pol-pol (pl p2)
(cond ((endp pl) p2)
(t (add-mon-pol (car pl) (add-pol-pol (cdr pl) p2)))))
El elemento neutro de la suma es la lista vacia, y el inverso de una combinacién
lineal se obtiene cambiando el signo de los coeficientes de los sumandos que la

componen:
(defun add-pol-pol-id ()
nil)

(defun neg-mon (m)
(cons (- (car m)) (cdr m)))

(defun inverse-add-pol-pol (p)
(if (endp p)

(cons (neg-mon (car p))
(inverse—-add-pol-pol (cdr p)))))

La operacion o sobre T se extiende a M multiplicando los coeficientes enteros
y componiendo los elementos de 7. La funcién cmp-mon-mon implementa esta
operacién en ACL2:

(defun cmp-mon-mon (ml m2)
(cons (* (car ml) (car m2))
(cmp-ter-ter (cdr ml) (cdr m2))))

La composicién de elementos de P se define como la aplicaciéon recursiva del
proceso de composicion de un elemento de M con un elemento de P y la suma de
los resultados. La funcién cmp-mon-pol implementa la composicion de un elemento
de M con un elemento de P y la funcién cmp-pol-pol implementa la composicién

de dos elementos de P:

(defun cmp-mon-pol (m p)
(cond ((endp p) nil)
(t (add-mon-pol (cmp—-mon-mon m (car p))
(cmp-mon-pol m (cdr p))))))

(defun cmp-pol-pol (pl p2)
(cond ((endp pl) nil)
(t (add-pol-pol (cmp-mon-pol (car pl) p2)
(cmp-pol-pol (cdr pl) p2)))))
Finalmente, el elemento unidad de la composicién de elementos de P es la lista
formada por un unico sumando formado por el coeficiente 1 y el elemento unidad

de la composicién definida en T":

(defun mon-id ()
(cons 1 (ter-id)))

(defun cmp-pol-pol-id ()

(1ist (mon-id)))

A partir de estas definiciones se han demostrado las propiedades que asegu-
ran que el conjunto de las combinaciones lineales, caracterizadas por la funcién
pol-p, es un anillo con respecto a la operacién de suma implementada por la
funcién add-pol-pol y la operacién de composicién implementada por la funcién
cmp-pol-pol.
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Las operaciones son internas en el conjunto caracterizado por pol-p:
(defthm add-pol-pol-id-pol-p
(pol-p (add-pol-pol-id)))

(defthm inverse-—-add-pol-pol-pol-p
(implies (pol-p p)
(pol-p (inverse—add-pol-pol p))))

(defthm pol-p-add-pol-pol
(implies (and (pol-p pl)
(pol-p p2))
(pol-p (add-pol-pol pl p2))))

(defthm cmp-pol-pol-id-pol-p
(pol-p (cmp-pol-pol-id)))

(defthm pol-p-cmp-pol-pol
(implies (and (pol-p pl)
(pol-p p2))
(pol-p (cmp-pol-pol pl p2))))
La operacién add-pol-pol es conmutativa y asociativa:
(defthm add-pol-pol-commutative
(implies (and (pol-p pl)
(pol-p p2))
(equal (add-pol-pol pl p2)
(add-pol-pol p2 pl))))

(defthm add-pol-pol-associative
(implies (and (pol-p pl)
(pol-p p2)
(pol-p p3))
(equal (add-pol-pol (add-pol-pol pl p2) p3)
(add-pol-pol pl (add-pol-pol p2 p3)))))
El elemento add-pol-pol-id es el elemento neutro con respecto a
add-pol-pol:
(defthm add-pol-pol-id-identity
(implies (pol-p p)
(equal (add-pol-pol p (add-pol-pol-id))
P)))

La funcién inverse-add-pol-pol produce el inverso, con respecto a
add-pol-pol, de una combinacién lineal:

(defthm inverse—add-pol-pol-inverse
(implies (pol-p p)
(equal (add-pol-pol p (inverse—add-pol-pol p))
(add-pol-pol-id))))

El elemento cmp-pol-pol-id es el elemento unidad con respecto a
cmp-pol-pol:
(defthm cmp-pol-pol-id-left-identity
(implies (pol-p p)
(equal (cmp-pol-pol (cmp-pol-pol-id) p)
P)))

(defthm cmp-pol-pol-id-right-identity
(implies (pol-p p)
(equal (cmp-pol-pol p (cmp—-pol-pol-id))
p)))

La operacién cmp-pol-pol es asociativa:

(defthm cmp-pol-pol-associative
(implies (and (pol-p pl)
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(pol-p p2)
(pol-p p3))
(equal (cmp-pol-pol (cmp-pol-pol pl p2) p3)
(cmp-pol-pol pl (cmp-pol-pol p2 p3)))))
e La operacién cmp-pol-pol es distributiva con respecto a add-pol-pol, a

izquierda y a derecha:
(defthm cmp-pol-pol-add-pol-pol-distributive-1
(implies (and (pol-p pl)
(pol-p p2)
(pol-p p3))
(equal (cmp-pol-pol (add-pol-pol pl p2) p3)
(add-pol-pol (cmp-pol-pol pl p3)
(cmp-pol-pol p2 p3)))))

(defthm cmp-pol-pol-add-pol-pol-distributive-r
(implies (and (pol-p pl)
(pol-p p2)
(pol-p p3))
(equal (cmp-pol-pol pl (add-pol-pol p2 p3))
(add-pol-pol (cmp-pol-pol pl p2)
(cmp-pol-pol pl p3)))))
Ademaés de estas propiedades se han demostrado otras que facilitan el proceso
de reescritura usado por el demostrador ACL2. De esta forma la teoria genérica

sobre combinaciones lineales proporciona un total de 28 propiedades.

5.3. Polinomios simpliciales. A continuacion, la formalizacién de los polino-
mios simpliciales se obtiene como una instancia de la teoria genérica de combi-
naciones lineales presentada en la subseccién anterior. Para ello, en dicha teoria
genérica se utiliza la macro def-generic-theory, que recibe como argumentos
una cadena nombre identificando la teoria genérica, un bloque de eventos genéri-
cos (en este caso, funciones y propiedades que caracterizan un monoide genérico
con un orden total) y un conjunto de eventos exportados (en este caso, funciones y
propiedades que formalizan la estructura genérica de anillo de las combinaciones
lineales). El efecto de esta macro es el de definir la macro definstance-nombre
que de forma automaética construye instancias concretas de todos los eventos ex-
portados a partir de una instancia de los eventos genéricos. Para mas detalles sobre
este proceso, se puede consultar [11].

Para poder instanciar la teoria genérica de las combinaciones lineales y obtener
el caso concreto de los polinomios simpliciales, se usaran las funciones definidas
en la subseccién 5.1, que definian una estructura de monoide en el conjunto de
términos simpliciales. Ademaés se necesita definir un orden total sobre el conjunto
de los términos simpliciales. Para ello se considera el orden lexicografico, tal y

como define la funcién st-<:
(defun st-< (tl t2)
(and (lexorder tl t2)
(not (equal tl t2))))

(defthm st-<-irreflexive
(not (st-< tl1 tl1)))

(defthm st-<-transitive
(implies (and (st-< tl t2)
(st—< t2 t3))
(st—< t1 t3)))
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(defthm st-<-total
(implies (and (not (st-< tl1l t2))
(not (st-< t2 tl1)))
(equal tl1 t2)))

Finalmente, la formalizacién del anillo de los polinomios simpliciales se obtiene
con la siguiente instruccién, en la que se establece la correspondencia entre los ele-
mentos genéricos que caracterizan un monoide ordenado y las funciones concretas
que formalizan el monoide ordenado de los términos simpliciales:
(definstance-*polynomialsx*

((ter-p st-p)

(cmp-ter-ter cmp-st-st)
(ter—-< st—<)
(ter—-id st-id))

:name-subst (("MON" "SM")

(llPOL" llSP") ) )

El argumento adicional :name-subst proporciona una forma de renombrar los
eventos exportados de la teoria genérica para construir los correspondientes en
la teoria instanciada, reemplazando las ocurrencias de mon y pol por sm y sp
respectivamente. De esta forma, los monomios simpliciales estan caracterizados por
la funcién sm-p, los polinomios simpliciales por la funcién sp-p, las operaciones
de suma y composicion de un monomio simplicial con un polinomio simplicial
estan implementadas por las funciones add-sm-sp y cmp-sm-sp; y las operaciones
de suma y composicién de polinomios simpliciales por las funciones add-sp-sp y
cmp-sp-sp.

Es importante destacar que la llamada a la instruccién anterior va a generar,
de manera completamente automaética, las definiciones de las funciones anterio-
res, junto con demostraciones, por instanciacién funcional, de las propiedades que
formalizan el hecho de que el conjunto de los polinomios simpliciales es un anillo
respecto a la suma y composicién.

6. UNA APLICACION DEL ANILLO DE LOS POLINOMIOS SIMPLICIALES

En esta seccién se usa la infraestructura desarrollada en la seccién anterior,
para obtener una prueba en ACL2 de una propiedad que es esencial en Topo-
logia Simplicial. Para computar los grupos de homologia de un conjunto simplicial
K, el primer paso necesario consiste en la construccion del complejo de cadenas
asociado a K, que denotaremos C,(K). En cada dimensién n, el correspondiente
grupo Cp,(K) es el grupo abeliano libre generado por el conjunto K,,. El opera-
dor diferencial sobre este complejo se define en cada dimensién, como la funcién
dn: Cp(K) — Ch_1(K) tal que d,(z) = Y. 1(—1)'0;(z), cuando z € K,, ex-
tendiéndose de manera lineal a las combinaciones lineales de generadores.

A continuacién formalizamos en ACL2 una demostracién de que d = {d,, }n>0
define un verdadero morfismo diferencial; es decir, para cada n > 0, se cumple
dndn4+1 = 0. Para ello, representamos las funciones d,, en ACL2 como polinomios
simpliciales. Asi, primero definimos la funcién auxiliar d-n que construye el po-
linomio (—1)"9,, donde cmp-scalar-sp multiplica un escalar por un polinomio
simplicial y di construye el polinomio simplicial d,,. A partir de esta, y usando la
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funcién add-sp-sp que suma dos polinomio simpliciales, se define por recursién la
funcién d que construye en ACL2 el polinomio simplicial que representa a d,,:
(defun d-n (n)

(cmp-scalar-sp (if (evenp n) 1 -1) (di n)))

(defun d (n)

(cond ((zp n) (di 0))

(t (add-sp-sp (d-n n) (d (1- n))))))

El siguiente teorema demuestra que la composicién de (d (1+ n)) con (d n)
devuelve el polinomio nulo:
(defthm cmp-d-d=0

(implies (and (natp n)

(< 0 n))
(equal (cmp-sp-sp (d n) (d (1+ n)))
(add-pol-pol-id))))
Este resultado se demuestra usando las propiedades de anillo de los polinomios

simpliciales, junto con las especificas de la composicién de términos simpliciales.

7. CONCLUSIONES Y FUTURAS LINEAS DE TRABAJO

En este trabajo se ha propuesto un modelo que permite desarrollar partes de la
Topologia Simplicial en el sistema ACL2. Dicho modelo estd inspirado en la cons-
truccion de los conjuntos simpliciales como prehaces sobre una categoria y conduce
a las nociones de término simplicial y polinomio simplicial. Permite trabajar con
objetos de la Topologia Simplicial de un modo puramente formal, trasladando de-
finiciones, construcciones y propiedades topoldgicas a operaciones y propiedades
en un anillo de polinomios. En el trabajo se desarrolla la correspondiente teoria
de los polinomios simpliciales en ACL2 y como aplicacion, se muestra el uso de di-
cha infraestructura para probar una sencilla propiedad del d&mbito de la Topologia
Simplicial.

Ya que esta linea de trabajo proviene del interés en tratar la correccién del
sistema Kenzo, una parte del trabajo futuro debe ir encaminado a aprovechar
la infraestructura aqui presentada para la prueba de resultados que impliquen la
correccion de algunas construcciones presentes en Kenzo. Un primer reto puede
ser establecer la correccién de la reduccién explicita entre un complejo de cadenas
y su normalizado. Desde el punto de vista de la formalizacién, otra direcciéon en
la investigacién futura consistird en plantear posibles ampliaciones del modelo,
pretendiendo abarcar un mayor espectro de construcciones topolégicas.

REFERENCIAS

[1] M. ANDRES, L. LAMBAN, J. RuBio. Executing in Common Lisp, Proving in ACL2. Lecture
Notes in Artificial Intelligence, Calculemus 2007 4573, 1-12, 2007.

[2] M. ANDREs, L. LaMBAN, J. RuBio, J. L. Ruiz-REINA. Formalizing Simplicial Topology in
ACL2. En ACL2 Workshop 2007, pp. 34-39. Austin (USA), 2007.

[3] J. AraNsAY, C. BALLARIN, J. RuBIO. A Mechanized Proof of the Basic Perturbation Lemma.
Journal of Automated Reasoning 40, 271-292, 2008.

[4] M. BARR, B. WELLS. Category Theory for Computing Science. Prentice Hall, 1995.

[5] C. DoMINGUEz. Formalizing in Coq Hidden Algebras to Specify Symbolic Computation Sys-
tems. Lecture Notes in Artificial Intelligence, Calculemus 2008 5144, 270284, 2008.



TOPOLOGIA SIMPLICIAL EN ACL2 19

[6] C. DoMiNGUEZ, L. LAMBAN, J. RuBIO. Object Oriented Institutions to Specify Symbolic
Computation Systems. Rairo - Theoretical Informatics and Applications 41, 191-214, 2007.

[7] X. DoussoN, F. SERGERAERT, Y. SIRET. The Kenzo Program. Institut Fourier, 1999.
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~sergerar/Kenzo/.

[8] M. KAUFMANN, P. MaNoOLIOS, J. S. MOORE. Computer-Aided Reasoning: An Approach. Klu-
wer Academic Publishers, 2000.

[9] M. KAUFMANN, J. S. MOORE. ACL2 Home Page.
http://www.cs.utexas.edu/users/moore/acl2.

[10] L. LAMBAN, V. PAscUAL, J. RUuB10. An Object-Oriented Interpretation of the EAT System.
Applicable Algebra in Engineering, Communication and Computing 14, 187-215, 2003.

[11] F. J. MARTIN-MATEOS, J. A. ALONSO, M. J. HiDALGO, J. L. RUIZ-REINA. A generic ins-
tantiation tool and a case study: A generic multiset theory. 3rd International Workshop on
the ACL2 Theorem Prover and Its Applications, 2002.

[12] F. J. MARTIN-MATEOS, J. L. RUiz-REINA, L. LAMBAN, J. RUBIO. Verificacién y eficiencia
para el célculo simbdlico: un caso de estudio. En PROLE 2009; Lucio, Moreno, Pefia (eds.),
pp. 7-14. San Sebastian, 2009.

[13] J. P. MAY. Simplicial Objects in Algebraic Topology. Van Nostrand, 1967.

[14] J. RuBlo, F. SERGERAERT, Y. SIRET. EAT: Symbolic Software for Effective Homology
Computation. Institut Fourier, 1997.
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~sergerar/.

DEPT. DE MATEMATICAS Y COMPUTACION, UNIVERSIDAD DE LA R10JA, EDIFICIO VIVES, LUIS
DE ULLOA S/N. 26004 LOGRONO, SPAIN
Correo electrénico: lalamban@unirioja.es

GRUPO DE L6GicA COMPUTACIONAL, DEPT. DE CIENCIAS DE LA COMPUTACION E INTELI-
GENCIA ARTIFICIAL, UNIVERSIDAD DE SEVILLA, E.T.S.I. INFORMATICA, AvDA. REINA MERCEDES,
S/N. 41012 SEVILLA, SPAIN

Correo electrénico: fjesus@us.es

GRUPO DE L6GicA COMPUTACIONAL, DEPT. DE CIENCIAS DE LA COMPUTACION E INTELI-
GENCIA ARTIFICIAL, UNIVERSIDAD DE SEVILLA, E.T.S.I. INFORMATICA, AvDA. REINA MERCEDES,
S/N. 41012 SEVILLA, SPAIN

Correo electrénico: jruiz@us.es





