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Resumen

Este trabajo presenta la aplicación de una técnica
de control robusto H∞ en el contexto de sistemas
controlados a través de redes (NCS). La aplicación
se lleva a cabo sobre un Veh́ıculo personal basa-
do en Péndulo Invertido (PPCar) que se controla
remotamente a través de una red de comunicacio-
nes inalámbrica tipo Bluetooth. El trabajo realiza
un estudio comparativo del comportamiento de es-
ta técnica de control frente a un control clásico
LQR, presentando resultados experimentales que
ponen de manifiesto las dificultades intŕınsecas de
control a través de redes.

Palabras clave: Péndulo Invertido, Control a
través de redes, Control Robusto.

1. INTRODUCCIÓN

Esta última década ha sido testigo de un nota-
ble desarrollo de las tecnoloǵıas de comunicación
inalámbricas, que han motivado la aparición de
una amplia variedad de aplicaciones en multitud
de disciplinas. La ingenieŕıa de control no es ajena
a estos desarrollos y podemos observar cómo en los
últimos tiempos son cada vez más frecuentes los
trabajos y sesiones técnicas especializadas dedica-
das al control de sistemas dinámicos a través de
redes de comunicaciones, o NCS (Networked Con-
trol Systems) en su denominación anglosajona.

Los sistemas NCS son aquellos en los cuales los
diferentes elementos del lazo de control (sensores,
controladores y actuadores) se encuentran f́ısica-
mente distribuidos y unidos a una red de comuni-
caciones de propósito general, compartiendo ancho
de banda con otras aplicaciones, no necesariamen-
te relacionadas con el control.

El empleo de tecnoloǵıas de control a través de
redes de comunicaciones presenta múltiples ven-
tajas respecto a los sistemas tradicionales, como
son arquitecturas más flexibles, reducción de cos-
tes de instalación y mantenimiento, posibilidades
de control remoto de dispositivos móviles median-
te enlaces inalámbricos, etc.

Consecuentemente, las tecnoloǵıas NCS encuen-
tran aplicación en la actualidad en campos tan
variados como el control de tráfico en autov́ıas [9]
o intervenciones quirúrgicas remotas [8].

Sin embargo el uso de redes de comunicación no
dedicadas, en contraste con los tradicionales en-
laces de comunicaciones independientes dedica-
dos a control, introduce una serie de interesan-
tes desaf́ıos desde el punto de vista del diseño de
controladores, protocolos de comunicaciones, ar-
quitecturas de control, y en general todos los ele-
mentos asociados al lazo de control.

El control NCS surge aśı como una disciplina
h́ıbrida de las, hoy d́ıa bien establecidas, teoŕıa
de control automático y tecnoloǵıa de telecomu-
nicaciones. Tradicionalmente la teoŕıa de control
se ocupa de sistemas dinámicos interconectados
a través de enlaces de comunicaciones ideales
(instantáneos, sin pérdidas, etc), mientras que la
tecnoloǵıa de telecomunicaciones se ocupa de la
transmisión de información sobre canales imper-
fectos. Una combinación de ambos marcos es ne-
cesario para modelar apropiadamente un sistema
NCS.

El presente trabajo trata de poner manifiesto algu-
nas de las peculiaridades asociadas a los sistemas
de control NCS, presentando un análisis compara-
tivo sobre resultados experimentales del compor-
tamiento del comportamiento de una técnica de
control clásico frente a técnicas espećıficas NCS.

Concretamente, se plantea el control de un Veh́ıcu-
lo personal basado en Péndulo Invertido (PPCar)
a través de una red de comunicaciones inalámbrica
tipo Bluetooth. El sistema es especialmente apro-
piado para ejemplificar los problemas asociados al
control NCS, debido a que se trata de un sistema
de dinámica inestable relativamente simple, aun-
que fácil de estabilizar si se aplican las hipótesis
del control clásico. La dificultad de control se pone
de manifiesto en este trabajo al comparar el com-
portamiento de un control clásico LQR diseñado
bajo la hipótesis de enlace de comunicaciones per-
fecto frente a una técnica de control H∞ adaptado
a las condiciones de tiempo de muestreo variable y
pérdida de información asociado a sistemas NCS.



El art́ıculo se ha estructurado del siguiente modo:
En primer lugar, en la sección 2, se describen los
aspectos más relevantes de las arquitectura hard-
ware y software del sistema PPCar. A continua-
ción, la sección 3 describe el modelo dinámico no
lineal del sistema que se empleará para el diseño
de controladores. En la sección 4 se describen las
estrategias de control local LQR y control NCS
H∞ que se ensayan en este trabajo. Para finalizar,
la sección 5 describe los resultados experimenta-
les obtenidos y realiza una breve discusión de los
mismos.

2. DESCRIPCIÓN DEL
SISTEMA

Se ha trabajado con un veh́ıculo personal basado
en péndulo invertido, el PPCar -Personal Pendu-
lum Car-, descrito en [5]. Dicho veh́ıculo, destina-
do al transporte de personas, está montado sobre
dos ruedas paralelas donde el péndulo está cons-
tituido por la persona que está sobre el veh́ıculo,
que se apoya sobre una barra de control. En la fig.
1 se representa un esquema del veh́ıculo. El movi-
miento de avance está provocado por la inclinación
de la persona con respecto a la posición de equi-
librio, la verticalidad. De hecho, los controladores
calculados para lograr la verticalidad se han di-
señado teniendo en cuenta tan sólo el movimiento
en ĺınea recta del veh́ıculo, mientras que el movi-
miento de rotación es controlado directamente por
el piloto mediante un dispositivo eléctrico ubicado
en el puño.

En los trabajos anteriores con este veh́ıculo, se tra-
bajó siempre utilizando como núcleo del sistema
un microcontrolador ubicado en el propio veh́ıcu-
lo, que recoǵıa la información de los sensores y
a partir de dicha información calculaba las accio-
nes de control. Adicionalmente, el microcontrola-
dor se comunicaba con una estación base (un PC)
mediante un software diseñado a tal efecto que
permit́ıa ajustar los parámetros de los controla-
dores en ĺınea y capturar información relevante.
Sin embargo, en este trabajo el microcontrolador
ha quedado como simple intérprete de órdenes: al
PC le sigue llegando la información, pero es éste
(mediante un nuevo software) que calcula las ac-
ciones de control. El PC transmite las consignas
al microcontrolador, que se limita a transferirlas
a los motores. De hecho, si se dispusiera de sen-
sores externos para obtener el estado del sistema,
podŕıamos enviar directamente las consignas a la
controladora de los motores sin necesidad de in-
tervención del microcontrolador.

Figura 1: Esquema del veh́ıculo

2.1. ARQUITECTURA HARDWARE

La plataforma donde debe montarse el piloto va
sostenida por el eje de las ruedas, de radio 17.5
cm, cada una de ellas conectada a un motor ali-
mentado a 24 V y capaces de llegar a 240 rpm.

Figura 2: Diagrama de bloques del sistema

La fig. 2 representa un diagrama de bloques del
conjunto. El núcleo del sistema es un microcon-
trolador de 8 bits de bajo coste, el modelo Atme-
ga128 de Atmel, que se comunica con los distintos
periféricos a través de diferentes puertos. El mi-
crocontrolador lleva incorporado un reloj interno
de 16 Mhz, lo que ha permitido en trabajos ante-
riores utilizar tiempos de muestreo de decenas de
milisegundos.

Al microcontrolador se conectan:

Dos encoders, uno por cada rueda. Se em-
plean para medir las velocidades de ambas.

Un sensor de inclinación MicroStrain, que in-
corpora preprocesamiento de señal basada en
filtro de Kalman.

Un sensor para indicar la consigna de giro,
ordenada por el piloto a través de un puño
con resistencia variable.

Una controladora conectada a los dos moto-
res, Roboteq AX1550, se comunica con el con-



trolador a través de una de las dos UARTs
que posee.

Finalmente, un radio-módem bluetooth
HandyPort HPS-120 que trabaja en la banda
de 2.4 Ghz, se conecta al microcontrolador
a través de la segunda UART y al PC en
el otro extremo mediante el puerto serie
(también con interfaz RS-232).

Una caja de control conectada tanto a la con-
troladora de los motores como al microcon-
trolador y que tiene la potestad de detener la
acción de ambos.

El equipo PC de la estación base es un Pentium
IV a 2.80 Ghz de frecuencia de reloj con 512 MB
de memoria RAM.

La controladora AX1550 permite obviar el pro-
blema de la alimentación de los motores: recibe
las consignas del microcontrolador y se ocupa de
mantener la consigna a ambos motores. En la fig.
3 se ilustra la arquitectura completa del sistema.

Figura 3: Arquitectura del sistema

2.2. SOFTWARE DEL
MICROCONTROLADOR

El software para el microcontrolador se ha basado
en el sistema operativo para sistemas embebidos
TinyOS, programando en lenguaje nescC. Se par-
tió de la base del trabajo original reutilizando gran
parte del código.

TinyOS es un software de código abierto con una
estructura de módulos jerárquica que permite al
programador abstraerse del hardware, aśı como re-
utilizar código de manera sencilla.

NesC permite desarrollar programas compactos
que consuman poca memoria, basados en un
núcleo multihilo con dos tipos de estructuras: ta-
reas y eventos.

Para poder tener un sistema de control en tiempo
real se programó un reloj de tiempo real de 10ms
de peŕıodo que dota al sistema de una base de
tiempo para poder realizar las tareas necesarias.

Para las comunicaciones por puerto serie, tanto
para lectura de datos de los sensores como para
la comunicación con el PC, se han utilizado inte-
rrupciones.

Para el desarrollo del software empleado se apro-
vechó el desarrollo original; tal y como estaba
previsto, la estructura basada en módulos faci-
litó enormemente la reprogramación al abstraer-
nos del nivel de hardware. De este modo, emplea-
mos los módulos de convertidor analógico/digital,
puerto serie, encoder y temporización.

2.3. SOFTWARE DE PLATAFORMA
PC

Como ya se ha mencionado, la comunicación en-
tre microcontrolador y PC se lleva a cabo me-
diante comunicación inalámbrica siguiendo el pro-
tocolo Bluetooth en su versión 1.1 (norma IEEE
802.15.1-2002); sin embargo, al estar conectado ese
módem al puerto serie, el programador trabaja di-
rectamente sobre el interfaz RFCOMM. La capa
de control y adaptación del enlace lógico (L2CAP)
y la capa f́ısica quedan abstraidas del programa-
dor. La tasa de bits (configurable) elegida fue de
19200 bits/s.

Se estudió la posibilidad de emplear TCP/IP sobre
PPP, sin embargo eso hubiera implicado la insta-
lación de dichos protocolos en el sistema operativo
TinyOS y hubiera complicado innecesariamente el
sistema: en su lugar, creamos un protocolo simple
de comunicación que no posee control de flujo ni
de errores (aunque śı detección de éstos).

El protocolo implementado consta de tres tipos de
PDUs: las tramas de conexión, las de asentimiento
y las de datos.

PDU de conexión: son tramas simples, de un
sólo octeto, cuyo objetivo es arrancar o dete-
ner el veh́ıculo; debido a su naturaleza cŕıtica
son las únicas que requieren asentimiento.

PDU de asentimiento: sólo se utilizan en res-
puesta a las anteriores. También de un sólo
octeto.

PDU de datos: compuestas por una cabecera,
un pie, un número par de octetos de informa-
ción (si hace falta se añade un octeto nulo al
final para lograr un número par) y dos octetos
de checksum.

El software instalado en la estación base (PC) se
desarrolló en C empleando el entorno de desarro-
llo Dev-C++. Para la comunicación con el puer-
to serie se utilizó la biblioteca LnxComm [3], que
permite de forma sencilla la programación mul-
tiplataforma (windows o *NIX) del puerto serie



abstrayendo al programador de las particularida-
des del sistema operativo. El programa consta de
dos hilos, el de recepción de datos (prioritario) y
el de generación de consignas: el hilo de recep-
ción controla el flujo del programa, escuchando el
puerto serie a la espera de una trama de datos;
al recibirla, cede brevemente el control del flujo al
hilo de generación de consignas para que, a partir
de la información que acaba de recoger (y proce-
sar), pueda calcular y enviar la señal de control de
vuelta al veh́ıculo. Para la creación de los hilos y
la sincronización entre éstos se empleó el sistema
de eventos de Win32; se plantea la conveniencia
de emplear hilos POSIX para asegurar la portabi-
lidad del código a plataformas *NIX.

Ambos hilos comparten información a través de
una estructura de tipo CARRO, que contiene in-
formación sobre el puerto lógico que soporta la co-
nexión, el estado actual del veh́ıculo y la consigna
que se env́ıa. Dicha estructura puede ser ampliada
de acuerdo con las necesidades del momento con
estados (y consignas) anteriores o futuras.

El programa recibe la información y env́ıa la orden
de control de forma cont́ınua hasta que se cumple
un máximo de iteraciones preestablecido o bien
hasta que el operador de la estación base decida
terminar. Cuando eso ocurre, se almacena en un
fichero de registro toda la información obtenida
(instante de tiempo en que se recogen muestras,
contenido de éstas, señal de control enviada) en un
formato adecuado para su lectura y procesamiento
con software espećıfico (MATLAB, Octave).

Es importante resaltar el hecho de que no existe
temporización en la plataforma PC: sólo el micro-
controlador lleva su propio temporizador que cada
10 ms (un ciclo de reloj) recaba datos, y cada cier-
to número de ciclos env́ıa información. En el desa-
rrollo del software de control y monitorización tan
sólo hemos de preocuparnos de que el programa
reciba la información y procese y env́ıe la respues-
ta lo antes posible: el microcontrolador aplicará la
señal de control de forma aśıncrona. Si una de las
tramas llega con errores, se desecha y se espera
a la siguiente; puesto que el tiempo es cŕıtico en
nuestro sistema, no podemos permitirnos pedir y
esperar un reenv́ıo. El programa incorpora un me-
canismo de seguridad de tal forma que si llega un
número determinado (y configurable) de tramas
erróneas, se detiene el veh́ıculo y se corta la cone-
xión.

El programa incluye una función “controlador”
que devuelve una señal de control entera a partir
de los datos que obtiene; dichos datos, que confor-
man el estado y están almacenados en la estructu-
ra de tipo CARRO, son empleados para calcular la
señal de control. Si se desea programar un nuevo

controlador, es tan sencillo como implementarlo
en dicha función.

3. OBTENCIÓN DEL MODELO
DINÁMICO DEL SISTEMA

En esta sección se detalla el proceso de obtención
del modelo matemático del sistema. En la fig. 1
se ha representado el subsistema constituido por
el péndulo invertido sobre plataforma móvil.

Del balance de fuerzas sobre el eje horizontal, se
obtienen la ecuación (1).

(M + m)ẍ + Mlθ̈cosθ −Mlθ̇2sinθ = F (1)

donde:

M = 70 Kg, masa del péndulo (incluyendo al
piloto).

l = 1m, longitud del brazo del péndulo.

m = 35 Kg, masa del carro.

g = 9.81 m/s2, aceleración de la gravedad.

F = fuerza aplicada por los motores sobre el
carro.

x = desplazamiento lineal del carro.

θ = ángulo de inclinación del péndulo.

Del balance de momentos se obtiene la ecuación
(2).

ẍMlcosθ + Ml2θ̈ −Mglsinθ = 0 (2)

Combinando las ecuaciones anteriores pueden des-
pejarse las segundas derivadas de la posición y la
inclinación. Resulta sencillo comprobar que este
sistema tiene dos equilibrios, el estable (ángulo de
inclinación 180o), y el inestable (ángulo 0o), que
corresponde al péndulo en posición vertical. Si se
linealiza en torno al punto de equilibrio inestable,
se obtiene el siguiente sistema descrito ya en es-
pacio de estados:




θ̇

θ̈
ẍ


 =




0 1 0
(M + m) g

ml 0 0
−Mg

m 0 0







θ

θ̇
ẋ


 +




0
−1
ml
1
m


 F (3)



3.1. MODELADO DE LA RED

A la hora de diseñar cualquier controlador a través
de la red, resulta imprescindible conocer el retra-
so de la red. A lo largo de varias pruebas, se han
recabado datos de tiempos de propagación de pa-
quetes simples (un octeto) a través de la red.

Programamos el PC y el veh́ıculo para enviar y re-
cibir paquetes de forma instantánea, con el menor
procesamiento posible. Se hizo un mı́nimo de 200
env́ıos y recepciones para cada una de las bateŕıas
de pruebas, en las que el veh́ıculo fue desplazado
para simular distintas posiciones con o sin visión
directa.

Finalmente se almacenó un total de 2500 muestras
de tiempos; comoquiera que en ese tiempo se in-
cluyen tanto el env́ıo como el asentimiento, hubo
que dividir cada una de esas medidas por la mitad.
Aśımismo, hubo que restarle el tiempo de env́ıo
asociado al régimen binario. Una vez procesados,
los datos arrojaron los siguientes resultados:

Valor medio: 23.34 ms.

Desviación t́ıpica: 1.8662.

Valor mı́nimo del retraso: 18 ms.

Paquetes perdidos: 0.04

La figura fig:retrasos muestra cómo los datos si-
guen una distribución normal con la media y la
distribución t́ıpica calculada.

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Distribucion de los retrasos de la red

Retraso (ms)

Figura 4: Distribución de los retardos en la red

4. DISEÑO DE
CONTROLADORES

Para poner de manifiesto las peculiaridades de
control a través de redes, se plantea en este traba-
jo una comparación del comportamiento un con-
trol clásico LQR, diseñado para el PPCar bajo
la hipótesis de enlace perfecto de comunicaciones

frente a un control robusto H∞ que si tiene en
cuenta aspectos propios de NCS, tal como tiempos
de muestreo no uniformes y eventuales pérdidas de
paquetes de información. Se describe a continua-
ción el procedimiento de diseño de cada una de
estas técnicas de control.

4.1. DISEÑO DE CONTROLADOR
LOCAL

El controlador LQR es un control por realimenta-
ción de estados de la forma:

u = −Kx (4)

donde la señal de control u, y la constante de reali-
mentación K se obtiene a partir de un problema
de minimización del funcional de costes J , definido
en (5).

J =
∫ ∞

0

(x′Qx + u′Ru)dt . (5)

Las matrices Q y R penalizan respectivamente el
error del estado y el esfuerzo de control.

La solución del problema LQR para el sistema (3)
obtiene el siguiente controlador:

u = F = −Kx = −K1θ −K2θ̇ −K3ẋ (6)

donde los parámetros K vaŕıan en función de los
parámetros de las matrices Q y R.

En este caso, con el objetivo de comparar un con-
trolador clásico diseñado sin tener en cuenta la red
de comunicaciones, se adopta el diseño recogido en
[5]:

Q =




100 0 0
0 100 0
0 0 1


 R = 0,1, (7)

lo que nos lleva a la siguiente solución:

K1 = 2070 K2 = 385 K3 = 3,2. (8)

La fig. 5 muestra el buen comportamiento del con-
trolador LQR obtenido en simulaciones de control
local. Anteriores experiencias aplicando este con-
trol en el microcontrolador dieron lugar a resulta-
dos coherentes con la simulación.



Figura 5: Simulación del controlador LQR

4.2. DISEÑO BASADO EN RED DE UN
CONTROLADOR ROBUSTO H∞

En esta sección se describe el proceso de diseño y
aplicación al de un controlador robusto H∞ basa-
do en red, propuesto en [6]. En la sección 4.2.1,
se detalla el modelado de sistemas para el diseño
del controlador, y se enuncian las hipótesis funda-
mentales. En la sección 4.2.2 se detalla el proce-
dimiento de diseño del controlador. Por último en
la sección 4.2.3, se resuelve el problema de control
para el caso del PPcar.

4.2.1. Modelado para el control

En esta sección se va a considerar un sistema con
incertidumbres paramétricas de la forma:

ẋ(t) = [A +4A(t)]x(t) + [B +4B(t)]u(t) +

Bww(t) (9)

x(t0) = x0

z(t) = Cx(t) + Du(t)

donde x(t) ∈ Rnxn, u(t) ∈ Rm, z(t) ∈ Rq son el
vector de estados, la señal de control y la salida
controlada respectivamente. x0 ∈ Rn denota la
condición inicial; A, B, Bw, C y D son matrices
constantes de dimensiones apropiadas y 4A(t) y
4B(t) son las incertidumbres paramétricas, que
satisfacen:

[4A(t) 4B(t)] = GF (t)[Ea Eb], (10)

donde G, Ea y Eb son matrices constantes de di-
mensiones apropiadas y F (t) es una matriz desco-
nocida variable en el tiempo, que es medible en el
sentido de Lebesque en t y satisface FT (t)F (t) ≤
I. Por otra parte w(t) ∈ L2[t0,∞) denota a las
perturbaciones externas.

La presencia de una red entre el controlador y la
planta causa a menudo retrasos de transmisión y
pérdida de datos que pueden degradar el compor-
tamiento en bucle cerrado del sistema [7]. En pre-
sencia de una red de control, bajo ley de control
lineal, el sistema (9) se puede escribir de la siguien-
te forma:

ẋ(t) = [A +4A(t)]x(t) + [B +4B(t)]u(t) +

Bww(t) (11)

z(t) = Cx(t) + Du(t), t ∈ [ikh + τk, ik+1h + τk+1)

u(t+) = Kx(t− τk), t ∈ ikh + τk, k = 1, 2, ...

donde h es el periodo de muestreo, ik(k =
1, 2, 3, ...) son enteros tal que {i1, i2, i3} ⊂
{1, 2, 3, ...}. Por otra parte τk denota el retraso
temporal desde el instante ikh cuando el sensor
muestrea la planta hasta el instante en el que el ac-
tuador aplica la señal de control correspondiente.
Se asume que u(t) = 0 hasta que la primera señal
de control alcanza la planta. Obviamente se tiene
que

⋃∞
k=1[ikh+τk, ik+1h+τk+1) = [t0,∞), t0 > 0.

Es importante remarcar que {i1, i2, i3, ...} es
un subconjunto de {1, 2, 3, ...}. No se requie-
re por tanto la condición ik+1 > ik. Cuando
i1, i2, i3 = 1, 2, 3, ... significa que no se han produ-
cido pérdidas de paquetes durante la trasmisión.
Si ik+1 = ik + 1 esto implica necesariamente que
h + τk+1 > τk, caso que incluye como condiciones
particulares τk = τ̂ y τk < h, con τ̂ constante.

A continuación se enuncian las dos hipótesis en las
que se basa el desarrollo posterior:

Hipótesis 1. El sensor es periódico, mientras que
el controlador y el actuador se ejecutan tan pronto
como disponen de una nueva señal (basados en
eventos).

Hipótesis 2. Existen dos constantes η > 0 y τm >
0 tal que:

(ik+1 − ik)h + τk+1 6 η, k = 1, 2, ... (12)
τm 6 τk, k = 1, 2, ... (13)

donde η 6 τm. Bajo la Hipótesis 2, el sistema (11)
puede ser escrito de forma equivalente como sigue:

ẋ(t) = [A +4A(t)]x(t) + [B +4B(t)]

×Kx(ikh) + Bww(t), (14)

x(t) = Φ(t, t0 − η)x(t0 − η)
.
= φ(t), t ∈ [t0 − η, t0], (15)

z(t) = Cx(t) + DKx(ikh),

t ∈ [ikh + τk, ik+1h + τk+1) (16)



donde Φ(t, t0−η) es una solución de Φ̇(t, t0−η) =
[A +4A(t)]Φ(t, t0 − η), t ∈ [t0 − η, t0].

Definición. El sistema (14)-(16) es exponencial-
mente estable y robusto con norma H∞ acotada
por γ si se cumplen las siguientes condiciones:

1. El sistema (14)-(16) con w(t) ≡ 0 es expo-
nencialmente estable de manera robusta, es
decir, existen unas constantes α > 0 y β > 0
tal que ‖x(t)‖ ≤ α supt0−η≤s≤t0‖Φ(s)‖e−βt,
t ≥ t0, para todas las incertidumbres admisi-
bles 4A(t) y 4B(t).

2. Bajo condiciones iniciales nulas, la salida con-
trolada z(t) satisface ‖z(t)‖2 ≤ γ‖w(t)‖2 para
toda perturbación w(t) ∈ L2[0,∞).

4.2.2. Diseño del controlador robusto

A continuación se enuncia un teorema que permite
diseñar, teniendo en cuenta la red de comunicacio-
nes, el controlador K del sistema resolviendo un
sistema de LMIs.

Teorema 1 [6]: Dados los escalares ρl(l =
1, 2, 3, 4), τm, η y γ, si existen matrices P̃k (k =
1, 2, 3), T̃j > 0, R̃j > 0 (j = 1, 2), una ma-
triz no singular X y cualesquiera matrices Ñi S̃i

(i = 1, 2, 3, 4) de dimensiones apropiadas, aśı co-
mo un escalar µ > 0 tal que:

(
Φ11 ∗
Φ21 Φ22

)
< 0 (17)

(
P̃1 P̃2

P̃ T
2 P̃3

)
> 0 (18)

donde

Φ11 =




Σ11 ∗ ∗ ∗
Σ21 Σ22 ∗ ∗
Σ31 Σ32 Σ33 ∗
Σ41 Σ42 Σ43 Σ44




Φ21 =




τ0P̃3 0 −τ0P̃3 τ0P̃
T
2

ηÑT
1 ηÑT

2 ηÑT
3 ηÑT

4

δS̃T
1 δS̃T

2 δS̃T
3 δS̃T

4

CXT DY 0 0
−BT

w −ρ2BT
w −ρ3BT

w −ρ4BT
w

EaXT EbY 0 0




Φ22 = diag(−τ0T̃2 − ηR̃1 − δR̃2 − I

−γ2I − µI)

Σ11 = P̃2 + P̃ T
2 + T̃1 + τ0T̃2 + Ñ1

+ÑT
1 −AXT −XAT + µGGT ,

Σ21 = Ñ2 − ÑT
1 + S̃T

1 − ρ2AXT

−Y T BT + µρ2GGT ,

Σ31 = Ñ3 − P̃ T
2 − S̃T

1 − ρ3AXT + µρ3GGT ,

Σ41 = X − Ñ4 − P̃ T
1 − ρ4AXT + µρ4GGT ,

Σ22 = −Ñ2 − ÑT
2 + S̃2 + S̃T

2 − ρ2BY

−ρ2B
T Y T + µρ2

2GGT ,

Σ32 = −Ñ3 + S̃3 − S̃T
2 − ρ3BY + µρ3ρ2GGT ,

Σ42 = −Ñ4 + S̃4 + ρ2X − ρ4BY + µρ4ρ2GGT ,

Σ43 = −S̃4 + ρ3X + µρ4ρ3GGT ,

Σ44 = ρ4X + ρ4X
T + ηR̃1 + 2, δR̃2 + µρ2

4GGT ,

entonces, bajo el controlador u(t) = Kx(t), con
K = Y X−T , el sistema (11) con una red de control
satisfaciendo la Hipótesis 2 es exponencialmente
estable y robusto con norma H∞ acotada por γ.

Demostración: La demostración del Teorema 1
se encuentra desarrollada en detalle en [6].

4.2.3. Aplicación del controlador al
PPcar

El sistema bajo estudio, descrito por (3), puede
escribirse directamente en la forma (9) con sólo
definir de forma adecuada las matrices ∆A, ∆B
y Bw, según las perturbaciones e incertidumbres
que deseen incluirse. En este estudio, se va a consi-
derar incertidumbre en la masa del piloto M , que
se denotará por ∆M . Como perturbación princi-
pal se va a considerar el viento, que influye sobre
el carro y el piloto. Esto se puede modelar como
una fuerza resultante W del perfil de viento, que
se repartirá entre la base del carro con un porcen-
taje cm y el centro de gravedad del péndulo en un
porcentaje cM . La fig. 6 ilustra este fenómeno. De

Figura 6: Viento incidiendo sobre el veh́ıculo

esta forma se obtiene:

∆A =




0 0 0
∆Mg

ml 0 0
−∆Mg

m 0 0




∆B =




0
0
0




Bw =




0
cM

ml − cm

ml
cm

l


 W



Para una incertidumbre de ∆M = 1Kg, se obtie-
ne, resolviendo el problema de LMI planteado en
el Teorema 2, el siguiente controlador:

K1 = 1550 K2 = 412 K3 = 53 (19)

5. PRUEBAS Y RESULTADOS

Tras las simulaciones, se llevaron a cabo dos prue-
bas reales con el veh́ıculo: en ambas, el objetivo
fue, partiendo de unas condiciones de contorno,
estudiar el comportamiento de ambos controlado-
res tratando de estabilizar el sistema.

Es importante advertir que nuestro modelo ma-
temático adolece de una grav́ısima debilidad: no
modela adecuadamente el efecto del piloto. Éste
ejerce un par de fuerzas sobre la base y el péndu-
lo, haciendo que su comportamiento sea imprede-
cible; es por eso que tendemos a considerarlo como
una perturbación, y será la resistencia frente a la
perturbación la que nos informe de la bondad de
nuestro control.

La primera prueba se llevó a cabo programando en
la aplicación de PC un control por realimentación
por espacio de estados: concretamente, el LQR ya
expuesto.

Puede apreciarse que la perturbación hace imposi-
ble estabilizar el sistema: al mantener la consigna
durante 30 ms en lugar de los 10 ms del control
local, ésta no puede reaccionar lo suficientemen-
te rápido a los cambios en el sistema. El sistema
no se inestabiliza, pero tampoco logra alcanzar el
reposo que marcaŕıa la estabilidad asintótica.

La segunda prueba consistió en la programación,
también por realimentación del espacio de estados,
del controlador H∞ mediante LMI ya calculado.
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Figura 7: Estabilización del péndulo

La comparación entre ambas curvas (LQR en ĺınea
punteada, LMI con ĺınea cont́ınua) muestra cómo
el controlador H∞ logra estabilizar el sistema de
forma más rápida, siendo mucho menos sensible a
las perturbaciones. Comoquiera que las perturba-
ciones son consustanciales al sistema, debido a la
inevitable acción del piloto, el controlador resul-
ta mucho más conveniente. Naturalmente, los re-
tardos asociados a la red inalámbrica son los que
convierten en cŕıticas las perturbaciones, ya que
el sistema no es capaz de reaccionar a éstas con
tanta rapidez como en el caso del control local.
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