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Resumen

Se presenta en este articulo una aplicacion del fil-
tro de Kalman para sistemas no lineales. FEl fil-
tro de Kalman es aplicado en el formato exten-
dido para la identificacion de pardmetros de un
sistema dindmico. En concreto se utiliza un sis-
tema mecdnico con friccion en el que se identifican
los parametros del sistema.
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1 Introduccidon

El filtro de Kalman es una herramienta amplia-
mente conocida en la teoria de sistema. Este tra-
bajo tiene como objetivo el ilustrar como se aplica
la técnica del filtro de Kalman a la identificacién
de sistemas no lineales.

En concreto se estudiard como se modifica el algo-
ritmo cldsico del filtro de Kalman y como se aplica
a un caso concreto. El caso practico elegido es la
identificacion de un sistema mecanico con presen-
cia de friccién.

2 El filtro de Kalman

Es bien conocido el algoritmo del filtro de Kalman
aplicado a sistemas lineales del tipo:

{ z(k+1)

Axz(k) + Bu(k) + w(k)
y(k) = Ca(k) +v(k)

El conjunto de ecuaciones para el filtro de Kalman
en su forma discreta es el siguiente:

i(k+1k) = Ai(klk) + Bu(k) (1)
ik+1k+1) = @(k+1[k)
+ K(k)[2(k) - Bz(k)] (2)
K(k) = P(k+1]k)B"
[BP(k+1|k)BT + R] '
P(k+1k) = A(k)PEE)AKT +Q (3)

Plk+1k+1) = [I-K(k)B|P(k+1]k) (4)

donde las matrices Q y R vienen dadas por:
R = Bt (5)
Q = Ewt)w(t)'] (6)

Nuestro interés se centra en sistemas no lineales
que se expresan de la forma:

{:i"(t) = [fa(0),u(t) +w(t)
y(t) = h(zt) +o(t)

Para poder aplicar el filtro de Kalman a este tipo
de sistema se puede proceder a su linealizacién,
dando lugar a lo que se conoce como el filtro
de Kalman Eztendido. Dicha técnica es aplicada
a menudo en sistemas de navegaciéon de robots
moéviles [1].

La linealizacién del sistema puede realizarse en
torno a un punto fijo de trabajo, pero esto puede
producir que la salida del filtro no sea la adecuada
si no estamos cerca de ese punto.

Para intentar evitar este problema, en la técnica
del filtro de Kalman Extendido se recalcula la li-
nealizacion del sistema usando las nuevas estima-
ciones a medida que estan disponibles.

De este modo dado un sistema no lineal podemos
linealizar de la forma:

F)uh) = o fw| ()
Ha(k) = ooh(@)| ®)

El conjunto de ecuaciones que definen el algoritmo
del filtro de Kalman extendido para un sistema
discreto seria:

(k+1lk) = f@(klk), u(k)) (9)

#(k+ 1]k +1) &(k+ 1|k) (10)

+ K(k)[2(k) — Hz(k)] (11)

K(k) = Pk+1k)H" (12)
[HP(k+ 1)k)HT + R]"'

P(k+1k) = F(k)Pkk)F(k)" +Q (13)

P(k+1k+1) = [I—K(k)H]P(k+ 1]k)14)

Se puede ver en las ecuaciones anteriores que en la
ecuacién de prediccién del estado aiin se conserva
el caracter no lineal del sistema.



3 Sistemas con friccién

Como ejemplo de aplicacién del algoritmo del fil-
tro de Kalman Extendido se ha elegido un sis-
tema mecdnico con friccién [3]. En concreto se
aplicard a un motor que mueve una carga donde
el fenémeno de friccién es el dominante y no exis-
ten efectos debidos a la gravedad.

La ecuacién diferencial que gobierna la dindmica
del sistema sera:

df .
T=Jo+ 77(6) (15)

Donde 7; es el par de friccién que se opone al
movimiento, y es una funcién no lineal de la ve-
locidad del sistema. Asi mismo, J es la inercia del
sistema y 7 es el par motor.

El modelo de friccién elegido para este trabajo es
el conocido como estdtico, donde para cada veloci-
dad del sistema se corresponde un par de friccién
determinado, excepto para velocidad cero en el
que el par serd el necesario para mantener la carga
en reposo.

La evolucién del par de friccién cuando la carga
estd en movimiento puede verse en la figura 1. Una
vez el par motor a superado el par de Stribek Fj,
el par inicialmente decae, para después incremen-
tarse linealmente entrado en la zona viscosa. En
general los coeficientes F,, Fs, F,, y B pueden ser
distintos segtn el sentido del movimiento, en este
caso se a elegido el subindice 1 para las veloci-
dades positivas y el subindice 2 para las negati-
vas. La expresion analitica para la caracteristica
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Figura 1: Caracteristica estdtica de friccién

de friccién estética viene dada por:
Ty = [KV1|9| + Fe1 +

+ (Fs1— Fol)e_Bl‘éngnl ) +

+ [KV2|9|+F02+

+ (Fsz = Foa)e =] sgny(6) - (16)

Donde las funciones sigi1() y sig2() estdn definidas
por:

[ 6 >0)
om®={y G2y
w_f 0 (6 >0)

En las ecuaciones anterior los parametros se de-
nominan:

e Fs Friccién de Stribek.
e [ Friccién de Coulomb.
e Ky Coeficiente de friccién viscosa.

e B Exponente del efecto Stribek.

Sustituyendo la expresién 16 del par de friccién en
la ecuacion 15 obtenemos:

\]
I

dé .
JE + [KV1|9| +For +

+ (Fs1 — FCl)e_Bl‘él]sgnl(é) +
+ [Kvalf]+ Foa +
+ (Fsx = Foa)e ] sgna(d) — (17)

4 Formulacion del problema

Nuestro objetivo es implementar el algoritmo co-
rrespondiente a las ecuaciones 9 a 14, al sistema
no lineal de la ecuacién 16.

En primer lugar se necesita un modelo dis-
cretizado del sistema tal y como aparece en la
ecuacién 9 del algoritmo. Para ello podemos usar
una aproximacién de Euler, obteniendo la siguien-
te ecuaciéon para el sistema:

Ok+1) = 9(k)+§u(k)— (18)

T .

— S[EvilB)]+ Fou +

+ (s = For)e™ 1700 | sgn, (6(k)) —
T .

— [ KvaldR)] + Fes +

+ (Fsz = Foa)e™ 100 sgny (8(k)



A continuacién es necesario construir un vector
de estados del sistema ampliado en el que se in-
cluyan los distintos pardmetros que se pretenden
identificar. En nuestro caso se plantea el siguiente
vector de estados:

x = [ rT X2 T3 T4 X5 Tg T7 I8 ]
= [0 LKy, LKy, LFs
%F52 %Fm %Fm %] (19)

Con lo que el sistema quedaria en la forma més
apropiada:

i(k+1) = z(k) +zru(k) - [962\331(79)\ + 6 +
(2 - xﬁ)e—Bl\w1<k)‘]sgn1(:c1 (k) —
- [z3|x1(k)| + g+
+ (s —ae)e” O sgnaa (k)

z2(k+1) = x2(k)

ws(k+1) = as(k) (20)

En el conjunto de ecuaciones anteriores aparecen
las ecuaciones para los pardmetros. Estas ecua-
ciones, Uinicamente expresan que los parametros a
identificar del sistema son constantes.

Con el sistema formulado de esta manera es posi-
ble calcular las matrices F' y H necesarias para el
algoritmo. Para la matriz H se tiene:

Ha®) = 5oh@)| =
= [100 - 0] (21)

y la matriz F se calcula como:

0
Fk)u®) = Z-flau)| =
F F, --- Fg
0 1 0

= : - - |(22)

donde los elementos K; resultan ser:

F = 1- [arg — Bi(z4 — xg)e_Bllxlq sgnl(zy) —
- [Is — By(xs5 — ﬂtfe)emell] sgna (1)

R = - |£1?1| 59n1($1)

F; = —|z1]sgnz(71)

By, = —e Bilnilggn ()

Fs = —e‘Blellsgng(xl)

F = - [1 - 6_81‘“‘] sgni(z1)

F o= - [1 - 6_82‘“‘] sgna(z1)

F = u (23)

Con estas matrices ya se puede programar el al-
goritmo, Unicamente es necesario dar valores ini-
ciales a los distintos estados y a la matriz P de co-
varianzas. En las simulaciones se ha usado como
estado iniciales un vector de ceros, y para la matriz
P de covarianzas se a usado una matriz diagonal
con todos los elementos inicializados a 100.

5 Simulacién del algoritmo

Para poder evaluar el algoritmo se ha implemen-
tado con la herramienta de simulacién de Matlab,
Simulink. En primer lugar se ha simulado el algo-
ritmo frente a un sistema continuo que se puede
modelar segun la ecuacién 17. Para la simulacién
del sistema continuo se ha usado la solucién de
Karnopp y un paso de integracién variable.

Dada la respuesta en bucle abierto del sistema,
se ha elegido un tiempo de muestreo para el al-
goritmo de T=0.01 seg. Los resultados de esta
simulacién se observan en las figuras 3, 4, 5 y 6.

Para el proceso de identificacion se han usado
senales senoidales de entrada, el algoritmo en un
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Figura 3: Estimacién de la inercia del sistema
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Figura 4: Estimacién de la friccién viscosa

par de ciclos de la senal ya tiene unos valores
proximos al estacionario. Para dicha simulacién
se ha usado en el modelo un modelo asimétrico,
a pesar de ello el algoritmo responde identifi-
cando todos los pardmetros con un margen de
error pequeno. El algoritmo también se ha
probado usando datos, que previamente se han
introducido en un algoritmo de identificacién dis-
tinto (minimos cuadrados). En concreto se han
usado datos de un simulador hardware de un ser-
vomecanismo, del cual se conocen los parametros,
pero las seniales estdn contaminadas de ruido. Se
ha podido comprobar que los resultados obtenidos
por uno u otro algoritmo son similares. Las figu-
ras presentan los resultados obtenidos, se puede
ver que la inercia del sistema y los coeficientes
estaticos de friccién convergen mas répidamente
que los otros pardmetros.
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Figura 5: Estimacién de la friccién de Coulomb
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Figura 6: Estimacién de la friccién de Stribek

6 Conclusiones

Con este trabajo se ha estudiado otro posible al-
goritmo de identificacién a parte de los ya tradi-
cionalmente conocidos. Uno de los problemas del
filtro de Kalman extendido puede ser la conver-
gencia ante la presencia de minimos locales, para
evitar estos minimos se podria usar alguna técnica

2).

En el caso préactico en el que se ha implementado
el algoritmo se podrian incluir los términos By y
Bs, sin embargo dado que la zona donde tienen
importancia dichas constantes es pequena la iden-
tificacién es dificil.

Dado el caracter recursivo del algoritmo, su im-
plementacién en tiempo real puede ser inmedia-
ta, aunque para ello habria que incluir comproba-
ciones de tipo practico para evitar problemas de
tipo inestabilidad numérica.

Como desarrollo futuro, el algoritmo se pretende
integrar en un sistema de control adaptativo para
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Figura 7: Resultados de simulacién con simulador hardware.

la compensaciéon de sistemas con friccién. Asi
mismo, se pretende generalizar el método cuando
se utiliza el modelo de LuGre [4] para la friccién.
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