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Resumen

Este articulo presenta una metodologia para el
diseno de un control no lineal de robots manip-
uladores basada en los principios de diseno mo
lineal de Zubov. FEn particular, la estrategia de
control propuesta consiste en regular el ratio de
disipacion energética del robot a lazo cerrado,
ajustandola a una determinada dindmica estable
deseada. Para ello se formulan las ecuaciones
mecdnicas del robot en un marco apropiado y se
propone una forma cerrada para la funcion de Lya-
punov solucion de la ecuacion de Zubov del sis-
tema. De este modo es posible obtener una ex-
presion explicita para la ley de control del sistema.
Para ejemplificar el desemperio del control prop-
uesto, se presentan resultados de simulacion sobre
un robot plano de dos grados de libertad.

Palabras clave: Robots Manipuladores, Control
de Lyapunov, Zubov.

1 INTRODUCCION

El propésito del control de trayectorias de robots
manipuladores es lograr que las articulaciones
del robot se muevan de acuerdo con trayectorias
prestablecidas aplicando los pares y/o fuerzas cor-
rectivas necesarias.

En el caso de un robot manipulador, esta tarea
se ve dificultada por la dindmica no lineal que go-
bierna el comportamiento del mismo asi como la
influencia de perturbaciones externas al sistemas
o dindmicas no modeladas.

Diversas estrategias de control se han formulado
en la literatura para este problema en particular.
Dejando a un lado las técnicas clasicas de con-
trol articular lineal descentralizado, las técnicas
de ”Linealizacién exacta” y su aplicacién a robots
manipuladores despertaron un considerable in-
terés tanto en los campos tedricos ([7] y [9])
como en sus aplicaciones précticas ([6]). Debido
a que estos métodos se basan en la cancelacion de
términos no lineales mediante realimentacién de
estados, presentan problemas ante la incertidum-
bres de modelado siempre presentes en todo sis-

tema real.

Otros enfoques méas exitosos se derivaron de
la aplicacion de técnicas de control adaptativo
([5],[14],[2] y [3]), para ajustar en linea los
parametros del controlador en funcién del compor-
tamiento observado del robot, o técnicas de con-
trol Robusto como las presentadas en el contexto
lineal en [10] o [13]. Mads recientemente enfoques
robustos no lineales han sido también presentados
en [4], donde se adapté el problema de control de
robots manipuladores al marco tedrico del control
H, no lineal.

En este articulo presentamos un enfoque para el
control articular de robots manipuladores basado
en la teorfa de andlisis de estabilidad de Lya-
punov. En la literatura pertinente al respecto
pueden encontrarse dos enfoques diferenciados:
Por un lado, un estrategia consiste en disenar una
ley de control apropiada para el sistema no lin-
eal de modo que satisfaga ciertos requerimientos
de desempeno, para posteriormente determinar la
estabilidad del sistema construyendo un funcién
de Lyapunov del sistema ([8]). Un segundo en-
foque consiste en determinar en primer lugar una
funciéon de Lyapunov para el sistema a lazo cer-
rado para garantizar la estabilidad del sistema,
para posteriormente disenar una ley de control
apropiada que incorpore los requerimientos de de-
sempeno fijados. Trabajos relevantes en este sen-
tido pueden encontrarse en [1], [11] o [12].

La filosofia de control presentada en este trabajo
se enmarca dentro del segundo de estos enfoques.
En primer lugar planteamos la construcciéon de
una funciéon de Lyapunov a lazo cerrado para el
seguimiento de trayectorias basada en argumen-
tos energéticos, que satisfaga la ecuacién de Zubov
del sistema. En segundo lugar, y aqui reside
la principal contribucién de este trabajo, formu-
lamos el calculo de una ley de control explicita no
lineal basandonos en el control del ratio de disi-
pacién de energia a lazo cerrado del robot. De
este modo se obtiene una ley disipaciéon de en-
ergia exponencialmente decreciente que garantiza
estabilidad asintética global del sistema.

El articulo estd organizado como sigue: En el



apartado 2 se presenta el planteamiento del prob-
lema donde se introduce un descripcién apropiada
de espacio de estados de la dindamica de un robot
manipulador. En este mismo apartado se recuerda
brevemente el principio de control de Zubov y la
ecuacion que lo define, asi como la forma que adop-
tamos para la funcién de Lyapunov del sistema
que proponemos como solucién de la misma.

En el apartado 3 se plantea el diseno de la
ley de control donde se proporciona una ex-
presiéon explicita para la misma acorde con los
planteamientos previos de control. El articulo
finaliza presentando en el apartado 4 resultados
simulacién para el desempeno de la estrategia
propuesta sobre un robot tipico de dos grados de
libertad, asi como ciertas conclusiones y comen-
tarios.

2 PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

Modelaremos un robot manipulador aplicando los
principios mecanicos de Lagrange, para obtener
las ecuaciones dindmicas estandar

7= M(q)j+ C(g,9)q + G(q) (1)

donde como es habitual ¢ € R™ representa las co-
ordenadas generalizadas del robot, M(q) € R**"
es la matriz simétrica definida positiva de términos
de inercia, C(q,q) € R™™ es la matriz de
términos de Coriolis y Centrifugos, y G(¢) € R®
es la matriz de términos gravitatorios.

En lo que sigue, asumiremos que tenemos medidas
de las posiciones, ¢ y velocidades articulares ¢, no
asi de las aceleraciones, ¢. Asimismo, asumiremos
que el par articular, 7, estd disponible como senal
de control y las matrices M, C' y G se supondran
de estructura conocida, conteniendo pardametros
constantes.

Adicionalmente, podemos definir un trayectoria de
referencia ¢, (t) € C, que podemos asumir se en-
cuentra dentro de los limites fisicos y cinematicos
alcanzables por robot en particular. Las variables
Gr(t), ¢-(t) v q-(t) pueden tipicamente generarse
mediante un modelo de referencia de la forma

‘jr + Kd(jr + Kp‘]r = Kf’r(t) (2)

donde 7(t) es una senial acotada genérica. De este
modo podemos definir las variables de error como
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El objetivo de control serda por tanto encontrar
una ley de realiementacién de estados u(z) que
permita seguir de forma estable una determinada
trayectoria de referencia g, (t), g, (t).

2.1 Descripcion de espacio de estados

Para formular el control propuesto dentro del
marco estandar de la teoria de control de Lya-
punov, es necesario formular una descripcién de
espacio de estados para las ecuaciones dinamicas
del robot.

Es inmediato obtener
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Con definiciones obvias para las matrices, Ag, By
y B.

Con el objeto de plantear una funcién de Lya-
punov para el sistema a bucle cerrado, es intere-
sante sin embargo transformar las ecuaciones (4)
para que adopten una forma mas conveniente.

Aplicando el siguiente cambio de coordenadas in-
spirado en los resultados de ([4]).

e B AT A D q
ZT()I( 0 Ian>(§> (6)

Donde T3; ,T12 € R™, son, en principio, matrices
invertibles arbitrarias. Con este cambio podemos
expresar el sistema (4) como

donde N(q, ) es la matriz antisimétrica definida
a partir de los términos de M(q) como

L& (Oma(e)  Omr(9) .
nij—22< o,  a )qk (8)

k=1



donde la relacién entre v y 7 viene implicitamente
definida a partir del cambio de accién de control

) ©

La ecuacién (7) podemos escribirla en forma com-
pacta como

ISIERSIT

siendo Z definidida como en (6).

i(t) = A1(q,4)% + Bi(q)u (10)

Con las definiciones correspondientes para las ma-
trices, A1 y Bj.

Una vez obtenida la representacién de espacio
de estados del sistema, podemos formular una
funcién de Lyapunov que garantice la estabilidad
global del sistema y formular la ley de control
apropiada.

2.2 Meétodo de Zubov
Consideremos la siguiente ecuacion diferencial en

derivadas parciales de primer orden

oV (i
i

)(As(q.@)F + Bulg)w) = —Q()  (11)

Donde V(&) es la solucién, en principio descono-
cida, de la ecuacién (11), y Q(Z) es una funcién
escalar definida positiva en R™ y Q(0) = 0.

Es interesante destacar que si la ecuacién (11) ad-
mite una solucién V(Z) definida positiva, entonces
V() es una funcién de Lyapunov del sistema (10).

Como se mostrard en la seccién (3) el enfoque
propuesto en este trabajo se basa en estos re-
sultados, proponiendo una forma cerrada para
solucién para la ecuacién (11), en la cual se toma
Q(z) = a(Z)V (&), con a(z) definida positiva.

Esto equivale a plantear una dindmica deseada es-
table para la evolucién temporal de la funcién de
Lyapunov V(Z).

2.3 Funcién de Lyapunov para el sistema

Para el sistema expresado en (11) podemos postu-
lar una funcién de Lyapunov de lazo cerrado del
sistema como

V(#(1),1) = ;fTTOT( Méq) e >T0;z (12)

funcién que es definida positiva siempre y cuando
la matriz de ponderacién K lo sea.

La estabilidad del sistema a lazo cerrado estard
garantizada si podemos asegurar que V(t) < 0
Vt. Calculando esta derivada temporal podemos
expresar

W (0,0 _ VD0
dt i ot
s VO (4 (0,003 4+ Bia) (13

Nuestro objetivo es determinar la ley de con-
trol w(Z) que garantice la estabilidad del sis-
tema, cumpliendo con unas especificaciones de de-
sempeno determinadas.

3 Determinacion de la ley de
control

Para determinar la ley de control del sistema,
planteamos una dindmica deseada a lazo cerrado
para la evoluciéon temporal de la funcién de Lya-
punov V() de la forma

AV (3(t),1)

2 @)V (3() = 0 (14)

donde a(Z) > 0 VZ # 0. Esto es equivalente a im-
poner una funcién Q(Z) = a(Z)V(Z) en la ecuacién
(11).

La ecuacién (14) puede resolverse de forma
explicita mostrando una evolucién temporal de

V(z(t) de la forma

V(@) = V(o)) o “F

(15)
Evolucién que es mondtona no creciente para
a(Z(t)) > 0y por tanto una dindmica estabilizante
para el sistema a lazo cerrado.

De este modo, y partiendo de la solucién genérica
propuesta para V (Z) en (12), podemos desarrollar
los términos de (14) como

dV(E(t)t) _ IV(EQ),Y) & ()

dt ot 0T

El primer término de esta expresién puede calcu-
larse como

WV (&(t),t) 1 _p o CMED
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Por otro lado tenemos
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Luego podremos expandir (18) como
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Para el segundo término de (17) podemos escribir
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Agrupando términos en (18) y (21) podemos ex-
presar

AV @ED).1) _ g (( Mlg) 0 o
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donde sustituyendo en (22) la expresién para i en
(7) tenemos

WEDY _or (D 0

—#T'TIBN(q,q) B " Tox + 37Ty Bu (23)

En esta ultima expresion podemos eliminar el se-
gundo término en virtud de la antisimetria de la
matriz N(q, ) para obtener

dv (z(t),t)

0 0N\, | 7ot
pm =7 (K O)x+x Ty Bu (24)

De este modo, y sustituyendo la expresién en (24)
en la ecuacién de dindmica deseada para V(%) en
(14) tendremos

- 0 0\. .
mT<K O)erxTTOTBu

+£TT0T< MSQ) IO( )Togzzo (25)

Ecuacién que proporciona implicitamente la ex-
presion de u() para la ley de control. En notacién
compacta para (25) podemos escribir X (Z)u +
Y(z,t) =0.

De esta igualdad podemos obtener una expresién
explicita para u(Z) como

w(@) = X(2)TY (2,t) =
X@)"(X(@) - x@)") Y (@) (26)

b

donde X (Z)T es la pseudo-inversa o inversa de
Moore-Penrose de X (Z).

desarrollando la expresién en (26) obtenemos la
expresion para u(Z) como

u(i) = —8F(.f, t)[TllTlQ}j (27)

donde I'(Z,t) es la funcién escalar dada en (16).

Es interesante resaltar que la expresién asi
obtenida mediante la aplicacién de la matriz
pseudo-inversa presenta la minima norma 2 para
u(Z) solucién de (14), y por tanto serd la ”menor”
senal de control aplicable para obtener el compor-
tamiento deseado a lazo cerrado.

3.1 Propiedades de la ley de control

La forma genérica de la ley de control en (27) ad-
mite particularizaciones notables, como la que se
obtiene en el caso de tomar

1 .
T =Ky = gdzag{kvi} (28)

1 .
T12 = KP = gdwg{kpi} (29)

donde k,; y kp; son ganancias positivas.



En este caso, podemos expresar

u(@) = ~I(,t)(Kpg + Kvq) (30)

ley de control que puede identificarse como un con-
trol PD no lineal de ganancias variables modu-
ladas por el término I'(Z,t), que fija el ratio de
decrecimiento de la energia del sistema.

La ley de control asi formulada tiene un clara in-
terpretacion en términos fisicos al proporcionar a
diferencia de otras estrategias de control al uso, un
ratio de disipacién de energia variable en funcién
de la lejania del sistema a la situacién de equilib-
rio deseada. Este ratio puede ademéas modularse
incorporando funciones a(Z) > 0 apropiada (Ej:
valores constantes, formas cuadréticas, etc).

Es interesante comentar sin embargo que la ganan-
cia no lineal I'(Z,t) es un valor indefinido para
T = 0. Esta indeterminacién puntual puede ser
facilmente solventada sin embargo en la imple-
mentacion del controlador, conmutando a control
u(Z) = 0 en las proximidades del punto de equi-
librio.

En el apartado siguiente se muestran resultados de
la aplicacién de esta estrategia de control a robot
simple de dos grados de libertad.

4 Una aplicacion de simulacion

Consideramos en este ejemplo de simulacion el
problema de seguimiento de trayectorias para un
robot plano de dos grados de libertad como se rep-
resenta en la figura 1.

El robot estd compuesto por dos masas puntuales
my y meo en los extremos de las articulaciones
de longitudes l; y l5. La configuracion del robot
vendra dada por las variables articulares ¢; y go.
El robot esta actuado mediante dos pares aplica-
dos en sendas articulaciones, 71 y 7o.

Las ecuaciones de movimiento para este robot se
pueden obtener mediante la formulaciéon de Euler-
Lagrange teniendo en cuenta las expresiones de la
energia cinética y potencial

T(q,q) =
Ul =

1.
quM(q)q

(m1 4+ ma)glici + maglacy (31)

expresiones en las que se ha empleado la notacién
compacta ca = cos(g2), s1 = sin(q1), etc. Adi-
cionalmente la matriz de inercias, M(q), puede
calcularse como

M(q) (m1 + mz)l% malila(s152 + cic2)
= malila(s182 + cic2) mal?
(32)

Figura 1: Robot de dos grados de libertad como
ejemplo de aplicacion

Con esta configuracion puede disenarse una ley de
control para el sistema siguiendo el procedimiento
expuesto en el apartado 3.

Para simplificar, consideraremos a(Z) = a. Es de-
cir, un valor constante que inducird un ratio de
disipacién exponencial la la funcién de Lyapunov
V(Z).

De este modo, para un conjunto de valores tipicos
de los parametros fisicos de este robot puede
obtenerse un comportamiento como se muestra en
la figura 2.
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Figura 2: Resultado de simulacién del control
propuesto sobre un robot de dos grados de lib-
ertad

Es resultado es acorde con lo que cabria esperar
teniendo en cuenta que la estructura de control
propuesta no considera incertidumbres de mode-
lado e incluye implicitamente en su planteamiento
un linealizacién parcial por realimentacién de la
estructura de control.



5 Conclusiones

Este trabajo presenta una aplicacién de los princi-
pios de control de Zubov, intimamente relaciona-
dos con las técnicas de control de Lyapunov, a un
robot manipulador genérico.

El método de diseno se basa en la construccién
de un funcién de Lyapunov, V(Z), solucién de la
ecuacion de Zubov para un robot manipulador,
imponiendo una dinamica para el ratio de decrec-
imiento de dicha funcién.

El control asi planteado para un robot sin in-
certidumbres de modelado, permite obtener una
solucién explicita para la ley de control que
garantice el desempeno descrito en términos de
dindmica de lazo cerrado de V().

Adicionalmente, se muestra que la estructura del
control puede particularizarse, mostrando que el
control resultante presenta una estructura PD
clésica, de ganancias variables no lineales.

El desempeno de esta estrategia de control, se
muestra en resultados de simulacién sobre un
robot tipico de dos grados de libertad.
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