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Resumen

Este art́ıculo presenta una metodoloǵıa para el
diseño de un control no lineal de robots manip-
uladores basada en los principios de diseño no
lineal de Zubov. En particular, la estrategia de
control propuesta consiste en regular el ratio de
disipación energética del robot a lazo cerrado,
ajustándola a una determinada dinámica estable
deseada. Para ello se formulan las ecuaciones
mecánicas del robot en un marco apropiado y se
propone una forma cerrada para la función de Lya-
punov solución de la ecuación de Zubov del sis-
tema. De este modo es posible obtener una ex-
presión expĺıcita para la ley de control del sistema.
Para ejemplificar el desempeño del control prop-
uesto, se presentan resultados de simulación sobre
un robot plano de dos grados de libertad.

Palabras clave: Robots Manipuladores, Control
de Lyapunov, Zubov.

1 INTRODUCCIÓN

El propósito del control de trayectorias de robots
manipuladores es lograr que las articulaciones
del robot se muevan de acuerdo con trayectorias
prestablecidas aplicando los pares y/o fuerzas cor-
rectivas necesarias.

En el caso de un robot manipulador, esta tarea
se ve dificultada por la dinámica no lineal que go-
bierna el comportamiento del mismo aśı como la
influencia de perturbaciones externas al sistemas
o dinámicas no modeladas.

Diversas estrategias de control se han formulado
en la literatura para este problema en particular.
Dejando a un lado las técnicas clásicas de con-
trol articular lineal descentralizado, las técnicas
de ”Linealización exacta” y su aplicación a robots
manipuladores despertaron un considerable in-
terés tanto en los campos teóricos ([7] y [9])
como en sus aplicaciones prácticas ([6]). Debido
a que estos métodos se basan en la cancelación de
términos no lineales mediante realimentación de
estados, presentan problemas ante la incertidum-
bres de modelado siempre presentes en todo sis-

tema real.

Otros enfoques más exitosos se derivaron de
la aplicación de técnicas de control adaptativo
([5],[14],[2] y [3]), para ajustar en ĺınea los
parámetros del controlador en función del compor-
tamiento observado del robot, o técnicas de con-
trol Robusto como las presentadas en el contexto
lineal en [10] o [13]. Más recientemente enfoques
robustos no lineales han sido también presentados
en [4], donde se adaptó el problema de control de
robots manipuladores al marco teórico del control
H∞ no lineal.

En este art́ıculo presentamos un enfoque para el
control articular de robots manipuladores basado
en la teoŕıa de análisis de estabilidad de Lya-
punov. En la literatura pertinente al respecto
pueden encontrarse dos enfoques diferenciados:
Por un lado, un estrategia consiste en diseñar una
ley de control apropiada para el sistema no lin-
eal de modo que satisfaga ciertos requerimientos
de desempeño, para posteriormente determinar la
estabilidad del sistema construyendo un función
de Lyapunov del sistema ([8]). Un segundo en-
foque consiste en determinar en primer lugar una
función de Lyapunov para el sistema a lazo cer-
rado para garantizar la estabilidad del sistema,
para posteriormente diseñar una ley de control
apropiada que incorpore los requerimientos de de-
sempeño fijados. Trabajos relevantes en este sen-
tido pueden encontrarse en [1], [11] o [12].

La filosof́ıa de control presentada en este trabajo
se enmarca dentro del segundo de estos enfoques.
En primer lugar planteamos la construcción de
una función de Lyapunov a lazo cerrado para el
seguimiento de trayectorias basada en argumen-
tos energéticos, que satisfaga la ecuación de Zubov
del sistema. En segundo lugar, y aqúı reside
la principal contribución de este trabajo, formu-
lamos el cálculo de una ley de control expĺıcita no
lineal basándonos en el control del ratio de disi-
pación de enerǵıa a lazo cerrado del robot. De
este modo se obtiene una ley disipación de en-
erǵıa exponencialmente decreciente que garantiza
estabilidad asintótica global del sistema.

El art́ıculo está organizado como sigue: En el



apartado 2 se presenta el planteamiento del prob-
lema donde se introduce un descripción apropiada
de espacio de estados de la dinámica de un robot
manipulador. En este mismo apartado se recuerda
brevemente el principio de control de Zubov y la
ecuación que lo define, aśı como la forma que adop-
tamos para la función de Lyapunov del sistema
que proponemos como solución de la misma.

En el apartado 3 se plantea el diseño de la
ley de control donde se proporciona una ex-
presión expĺıcita para la misma acorde con los
planteamientos previos de control. El art́ıculo
finaliza presentando en el apartado 4 resultados
simulación para el desempeño de la estrategia
propuesta sobre un robot t́ıpico de dos grados de
libertad, aśı como ciertas conclusiones y comen-
tarios.

2 PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

Modelaremos un robot manipulador aplicando los
principios mecánicos de Lagrange, para obtener
las ecuaciones dinámicas estándar

τ = M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + G(q) (1)

donde como es habitual q ∈ Rn representa las co-
ordenadas generalizadas del robot, M(q) ∈ Rn×n

es la matriz simétrica definida positiva de términos
de inercia, C(q, q̇) ∈ Rn×n es la matriz de
términos de Coriolis y Centŕıfugos, y G(q) ∈ Rn

es la matriz de términos gravitatorios.

En lo que sigue, asumiremos que tenemos medidas
de las posiciones, q y velocidades articulares q̇, no
aśı de las aceleraciones, q̈. Asimismo, asumiremos
que el par articular, τ , está disponible como señal
de control y las matrices M , C y G se supondrán
de estructura conocida, conteniendo parámetros
constantes.

Adicionalmente, podemos definir un trayectoria de
referencia qr(t) ∈ C1, que podemos asumir se en-
cuentra dentro de los ĺımites f́ısicos y cinemáticos
alcanzables por robot en particular. Las variables
q̈r(t), q̇r(t) y qr(t) pueden t́ıpicamente generarse
mediante un modelo de referencia de la forma

q̈r + Kdq̇r + Kpqr = Krr(t) (2)

donde r(t) es una señal acotada genérica. De este
modo podemos definir las variables de error como



¨̃q
˙̃q
q̃


 =




q̈ − q̈r

q̇ − q̇r

q − qr


 ; x̃ = x−xr =

(
q̇ − q̇r

q − qr

)

(3)

El objetivo de control será por tanto encontrar
una ley de realiementación de estados u(x) que
permita seguir de forma estable una determinada
trayectoria de referencia qr(t), q̇r(t).

2.1 Descripción de espacio de estados

Para formular el control propuesto dentro del
marco estándar de la teoŕıa de control de Lya-
punov, es necesario formular una descripción de
espacio de estados para las ecuaciones dinámicas
del robot.

Es inmediato obtener

˙̃x(t) =
( −M−1(q)C(q, q̇) 0n×n

In×n 0n×n

)
x̃(t)

+
( −q̈r −M−1(q)(G(q) + C(q, q̇)q̇r)

0n×n

)

+
(

In×n

0n×n

)
M−1(q)τ (4)

O en notación compacta

˙̃x(t) = A0(q, q̇)x̃ + B0(q̈r, q̇r, q̈, q̇) + BM−1(q)τ
(5)

Con definiciones obvias para las matrices, A0, B0

y B.

Con el objeto de plantear una función de Lya-
punov para el sistema a bucle cerrado, es intere-
sante sin embargo transformar las ecuaciones (4)
para que adopten una forma más conveniente.

Aplicando el siguiente cambio de coordenadas in-
spirado en los resultados de ([4]).

z̃ = T0x̃ =
(

T11 T12

0 In×n

)( ˙̃q
q̃

)
(6)

Donde T11 ,T12 ∈ Rn, son, en principio, matrices
invertibles arbitrarias. Con este cambio podemos
expresar el sistema (4) como

˙̃x(t) = T−1
0

(
−M−1(q)( 1

2
Ṁ(q) + N(q, q̇)) 0n×n

−T−1
11 −T−1

11 T12

)

·T0x̃(t) + T−1
0

(
−M(q)−1

0n×n

)
u (7)

donde N(q, q̇) es la matriz antisimétrica definida
a partir de los términos de M(q) como

nij =
1
2

n∑

k=1

(
∂mik(q)

∂qj
− ∂mjk(q)

∂qi

)
q̇k (8)



donde la relación entre u y τ viene impĺıcitamente
definida a partir del cambio de acción de control

u =
(

M(q) 1
2Ṁ(q, q̇) + N(q, q̇)

)( ˙̃z
z̃

)
(9)

siendo z̃ definidida como en (6).

La ecuación (7) podemos escribirla en forma com-
pacta como

˙̃x(t) = A1(q, q̇)x̃ + B1(q)u (10)

Con las definiciones correspondientes para las ma-
trices, A1 y B1.

Una vez obtenida la representación de espacio
de estados del sistema, podemos formular una
función de Lyapunov que garantice la estabilidad
global del sistema y formular la ley de control
apropiada.

2.2 Método de Zubov

Consideremos la siguiente ecuación diferencial en
derivadas parciales de primer orden

∂V (x̃)
∂x̃

(A1(q, q̇)x̃ + B1(q)u) = −Q(x̃) (11)

Donde V (x̃) es la solución, en principio descono-
cida, de la ecuación (11), y Q(x̃) es una función
escalar definida positiva en Rn y Q(0) = 0.

Es interesante destacar que si la ecuación (11) ad-
mite una solución V (x̃) definida positiva, entonces
V (x̃) es una función de Lyapunov del sistema (10).

Como se mostrará en la sección (3) el enfoque
propuesto en este trabajo se basa en estos re-
sultados, proponiendo una forma cerrada para
solución para la ecuación (11), en la cual se toma
Q(x̃) = a(x̃)V (x̃), con a(x̃) definida positiva.

Esto equivale a plantear una dinámica deseada es-
table para la evolución temporal de la función de
Lyapunov V (x̃).

2.3 Función de Lyapunov para el sistema

Para el sistema expresado en (11) podemos postu-
lar una función de Lyapunov de lazo cerrado del
sistema como

V (x̃(t), t) =
1
2
x̃T TT

0

(
M(q) 0

0 K

)
T0x̃ (12)

función que es definida positiva siempre y cuando
la matriz de ponderación K lo sea.

La estabilidad del sistema a lazo cerrado estará
garantizada si podemos asegurar que V̇ (t) < 0
∀t. Calculando esta derivada temporal podemos
expresar

dV (x̃(t), t)
dt

=
∂V (x̃(t), t)

∂t
+

+
∂V (x̃(t), t)

∂x̃
(A1(q, q̇)x̃ + B1(q)u) (13)

Nuestro objetivo es determinar la ley de con-
trol u(x̃) que garantice la estabilidad del sis-
tema, cumpliendo con unas especificaciones de de-
sempeño determinadas.

3 Determinación de la ley de
control

Para determinar la ley de control del sistema,
planteamos una dinámica deseada a lazo cerrado
para la evolución temporal de la función de Lya-
punov V (x̃) de la forma

dV (x̃(t), t)
dt

+ a(x̃)V (x̃(t) = 0 (14)

donde a(x̃) > 0 ∀x̃ 6= 0. Esto es equivalente a im-
poner una función Q(x̃) = a(x̃)V (x̃) en la ecuación
(11).

La ecuación (14) puede resolverse de forma
expĺıcita mostrando una evolución temporal de
V (x̃(t) de la forma

V (x̃(t) = V (x̃(t0))e
−

∫ t

t0
a(x̃(τ))dτ

(15)

Evolución que es monótona no creciente para
a(x̃(t)) > 0 y por tanto una dinámica estabilizante
para el sistema a lazo cerrado.

De este modo, y partiendo de la solución genérica
propuesta para V (x̃) en (12), podemos desarrollar
los términos de (14) como

dV (x̃(t), t)
dt

=
∂V (x̃(t), t)

∂t
+

∂V (x̃(t), t)
∂x̃

˙̃x (17)

El primer término de esta expresión puede calcu-
larse como

∂V (x̃(t), t)
∂t

=
1
2
x̃T TT

0

(
(∂M(x̃,t)

∂t 0
0 0

)
T0x̃

(18)

Por otro lado tenemos



Γ(x̃, t) =

x̃T

(
a(x̃)T T

11M(q)T11 K + a(x̃)T T
11M(q)T12

K + a(x̃)T T
11M(q)T12 a(x̃)[K + T T

12M(q)T12]

)
x̃

x̃T

(
T T

11T11 T T
11T12

T T
12T11 T T

12T12

)
x̃

(16)

dM(q)
dt

=
dM(q̃ + qr(t))

dt
=

dM(x̃ + xr(t))
dt

=

2n∑

k=1

∂M(x̃, t)
∂x̃

˙̃xk +
∂M(x̃, t)

∂t
(19)

Luego podremos expandir (18) como

∂V (x̃(t), t)

∂t
= (20)

1

2
x̃T T T

0

(
Ṁ(x̃, t)−∑2n

k=1

∂M(x̃,t)
∂x̃

˙̃xk 0
0 0

)
T0x̃

Para el segundo término de (17) podemos escribir

∂V (x̃(t), t)
∂x̃

˙̃x = x̃T TT
0

(
M(x̃, t) 0

0 K

)
T0

˙̃x

+
1
2

2n∑

k=1

x̃T TT
0

(
∂M(x̃,t)

∂x̃k

˙̃xk 0
0 0

)
T0x̃ (21)

Agrupando términos en (18) y (21) podemos ex-
presar

dV (x̃(t), t)
dt

= x̃T TT
0

(
M(q) 0

0 K

)
T0

˙̃x

+
1
2

2n∑

k=1

x̃T TT
0

(
Ṁ(q, q̇) 0

0 0

)
T0x̃ (22)

donde sustituyendo en (22) la expresión para ˙̃x en
(7) tenemos

dV (x̃(t), t)
dt

= x̃T

(
0 0
K 0

)
x̃

−x̃T TT
0 BN(q, q̇)BT T0x̃ + x̃T TT

0 Bu (23)

En esta última expresión podemos eliminar el se-
gundo término en virtud de la antisimetŕıa de la
matriz N(q, q̇) para obtener

dV (x̃(t), t)
dt

= x̃T

(
0 0
K 0

)
x̃ + x̃T TT

0 Bu (24)

De este modo, y sustituyendo la expresión en (24)
en la ecuación de dinámica deseada para V (x̃) en
(14) tendremos

x̃T

(
0 0
K 0

)
x̃ + x̃T TT

0 Bu

+x̃T TT
0

(
M(q) 0

0 K

)
T0x̃ = 0 (25)

Ecuación que proporciona impĺıcitamente la ex-
presión de u(x̃) para la ley de control. En notación
compacta para (25) podemos escribir X(x̃)u +
Y (x̃, t) = 0.

De esta igualdad podemos obtener una expresión
expĺıcita para u(x̃) como

u(x̃) = X(x̃)+Y (x̃, t) =
X(x̃)T (X(x̃) ·X(x̃)T )−1Y (x̃, t) (26)

donde X(x̃)+ es la pseudo-inversa o inversa de
Moore-Penrose de X(x̃).

desarrollando la expresión en (26) obtenemos la
expresión para u(x̃) como

u(x̃) = −8Γ(x̃, t)[T11T12]x̃ (27)

donde Γ(x̃, t) es la función escalar dada en (16).

Es interesante resaltar que la expresión aśı
obtenida mediante la aplicación de la matriz
pseudo-inversa presenta la mı́nima norma 2 para
u(x̃) solución de (14), y por tanto será la ”menor”
señal de control aplicable para obtener el compor-
tamiento deseado a lazo cerrado.

3.1 Propiedades de la ley de control

La forma genérica de la ley de control en (27) ad-
mite particularizaciones notables, como la que se
obtiene en el caso de tomar

T11 = KV =
1
8
diag{kvi} (28)

T12 = KP =
1
8
diag{kpi} (29)

donde kvi y kpi son ganancias positivas.



En este caso, podemos expresar

u(x̃) = −Γ(x̃, t)(KP q̃ + KV
˙̃q) (30)

ley de control que puede identificarse como un con-
trol PD no lineal de ganancias variables modu-
ladas por el término Γ(x̃, t), que fija el ratio de
decrecimiento de la enerǵıa del sistema.

La ley de control aśı formulada tiene un clara in-
terpretación en términos f́ısicos al proporcionar a
diferencia de otras estrategias de control al uso, un
ratio de disipación de enerǵıa variable en función
de la lejańıa del sistema a la situación de equilib-
rio deseada. Este ratio puede además modularse
incorporando funciones a(x̃) > 0 apropiada (Ej:
valores constantes, formas cuadráticas, etc).

Es interesante comentar sin embargo que la ganan-
cia no lineal Γ(x̃, t) es un valor indefinido para
x̃ = 0. Esta indeterminación puntual puede ser
fácilmente solventada sin embargo en la imple-
mentación del controlador, conmutando a control
u(x̃) = 0 en las proximidades del punto de equi-
librio.

En el apartado siguiente se muestran resultados de
la aplicación de esta estrategia de control a robot
simple de dos grados de libertad.

4 Una aplicación de simulación

Consideramos en este ejemplo de simulación el
problema de seguimiento de trayectorias para un
robot plano de dos grados de libertad como se rep-
resenta en la figura 1.

El robot está compuesto por dos masas puntuales
m1 y m2 en los extremos de las articulaciones
de longitudes l1 y l2. La configuración del robot
vendrá dada por las variables articulares q1 y q2.
El robot está actuado mediante dos pares aplica-
dos en sendas articulaciones, τ1 y τ2.

Las ecuaciones de movimiento para este robot se
pueden obtener mediante la formulación de Euler-
Lagrange teniendo en cuenta las expresiones de la
enerǵıa cinética y potencial

T (q, q̇) =
1
2
q̇T M(q)q

U(q) = (m1 + m2)gl1c1 + m2gl2c2 (31)

expresiones en las que se ha empleado la notación
compacta c2 = cos(q2), s1 = sin(q1), etc. Adi-
cionalmente la matriz de inercias, M(q), puede
calcularse como

M(q) =

(
(m1 + m2)l

2
1 m2l1l2(s1s2 + c1c2)

m2l1l2(s1s2 + c1c2) m2l
2
2

)

(32)

τ1

τ2

q2

q1

m1

m2

l2

l1

Figura 1: Robot de dos grados de libertad como
ejemplo de aplicación

Con esta configuración puede diseñarse una ley de
control para el sistema siguiendo el procedimiento
expuesto en el apartado 3.

Para simplificar, consideraremos a(x̃) = a. Es de-
cir, un valor constante que inducirá un ratio de
disipación exponencial la la función de Lyapunov
V (x̃).

De este modo, para un conjunto de valores t́ıpicos
de los parámetros f́ısicos de este robot puede
obtenerse un comportamiento como se muestra en
la figura 2.
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Figura 2: Resultado de simulación del control
propuesto sobre un robot de dos grados de lib-
ertad

Es resultado es acorde con lo que cabŕıa esperar
teniendo en cuenta que la estructura de control
propuesta no considera incertidumbres de mode-
lado e incluye impĺıcitamente en su planteamiento
un linealización parcial por realimentación de la
estructura de control.



5 Conclusiones

Este trabajo presenta una aplicación de los princi-
pios de control de Zubov, ı́ntimamente relaciona-
dos con las técnicas de control de Lyapunov, a un
robot manipulador genérico.

El método de diseño se basa en la construcción
de un función de Lyapunov, V (x̃), solución de la
ecuación de Zubov para un robot manipulador,
imponiendo una dinámica para el ratio de decrec-
imiento de dicha función.

El control aśı planteado para un robot sin in-
certidumbres de modelado, permite obtener una
solución expĺıcita para la ley de control que
garantice el desempeño descrito en términos de
dinámica de lazo cerrado de V (x̃).

Adicionalmente, se muestra que la estructura del
control puede particularizarse, mostrando que el
control resultante presenta una estructura PD
clásica, de ganancias variables no lineales.

El desempeño de esta estrategia de control, se
muestra en resultados de simulación sobre un
robot t́ıpico de dos grados de libertad.
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