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Resumen

En este art́ıculo se presenta una aplicación de con-
troladores diseñados mediante técnicas QFT a un
robot manipulador RM-10 de 6 grados de libertad,
disponible en los laboratorios del departamento.
Primeramente se diseñara un control de tipo PID
al que posteriormente se le añadirá un prefiltro,
práctica habitual en este tipo de diseño para cum-
plir especificaciones de seguimiento.
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1. Introducción.

La robustez en el funcionamiento de manipulado-
res, especialmente cuando están involucrados fac-
tores variables como pueden ser carga ó veloci-
dad, juega un importante papel, sobre todo en el
caso de que exista una incertidumbre apreciable
en alguno de los parámetros. La Teoŕıa de Reali-
mentación Cuantitativa (QFT) [3] [2], introducida
por Horowitz en los años 70 es una manera muy
eficaz, a la vez que intuitiva de resolver los efec-
tos que estas incertidumbres pudieran tener en el
funcionamiento global del sistema considerado.

En este art́ıculo, se parte del hecho conocido de
que para unos valores elevados de las reducto-
ras entre los actuadores y las articulaciones del
manipulador, se puede aproximar la dinámica del
robot a uno lineal y desacoplado, afectado eso śı,
por una cierta perturbación, que agrupa una serie
de efectos que se desean minimizar. A este pro-
blema simplificado se le va a aplicar la técnica
QFT, primero para diseñar un controlador de ti-
po PID, para después pasar a un control algo más
complejo, formado por un controlador y un prefil-
tro para cada una de las articulaciones. Esta técni-
ca se aplicará a un robot de 6 grados de libertad
RM-10.

2. La dinámica del Manipulador.

La dinámica de un manipulador [1] de n grados
de libertad está representada por la conocida
ecuación

τ = M(q) · q̈ + V (q, q̇) · q̇ + F (q̇) + G(q) + τp

(1)

donde

M(q): Matriz de inercia, de dimensiones n x n

V(q,q̇) : Vector de términos centŕıpetos y de
Coriolis de dimensión n x 1

F(q̇) : Vector de n x 1 que modela las friccio-
nes de las articulaciones

G(q) : Vector n x 1 de términos gravitatorios.

τ : Vector de fuerzas generalizadas de las ar-
ticulaciones. Será un par si la articulación es
de rotación y una fuerza si es prismática.

La dinámica no modelada, por su parte, va inclui-
da en el par de perturbación τp, el cual incluye
también cualquier acción externa.

En lo que al actuador se refiere, se trata de un
motor de corriente continua con inductancia des-
preciable, lo que dará lugar a n ecuaciones des-
acopladas, una para cada articulación.

u− kb · q̇m = Ra · i (2)

τm = Jm · q̈m + B · q̇m + R · τ (3)

Teniendo en cuenta que τm = Kv · i y agrupando
términos se pueden poner las ecuaciones anteriores
en una forma similar a la del manipulador:

Jm · q̈m + (B +
Kv ·Kb

Ra
) · q̇ (4)

+ R · τ Kv

Ra
· u = Km · u

donde en este caso, las variables articulares que
aparecen representan posiciones, velocidades y



aceleraciones de giro del eje del motor correspon-
diente, mientras que R es un término multiplica-
tivo de reducción debido al acoplamiento entre el
actuador y el manipulador.

Debido a estas mismas reductoras, se tiene que
qi = R · qmi donde como ya se ha mencionado an-
teriormente qi representan las variables articulares
del manipulador y qmi las del motor. Aśı, introdu-
ciendo la ecuación de la dinámica del manipulador
en la ecuación del motor, se tiene:

Jm · q̈ + Bm · q̇ + R2 · τ = Km ·R · u (5)

(Jm + R2 ·M(q)) · q̈ + (Bm + R2 · V (q, q̇)) · q̇ (6)
+R2 · F (q̇) + R2 ·G(q) + R2 · τ = Km ·R · u

En el caso del robot manipulador RM-10 los va-
lores de los coeficientes de reducción son bastante
menores que la unidad (entre 1/50 y 1/153) por lo
que la ecuación anterior puede simplificarse aun
más, agrupando en un término de perturbación,
los términos no diagonales aśı como los gravitato-
rios y los debidos a la fricción, quedando el siguien-
te conjunto de ecuaciones:

(Jmi + r2
i ·mii) · q̈i + Bi · q̇i =

ri ·Kvi

Rai
· ui − r2

i · di

(7)

donde Bi se define a partir de Bm = diag{Bi}
mientras que el término de la perturbación di vie-
ne dado por

di =
∑

i 6=j

mij · q̈j

∑

j,k

Vjki · q̈j · q̇k + Fi + Gi (8)

siendo Vjki las componentes del tensor V ′, Fi la
fricción en la articulación i, mij los coeficientes
de la matriz M que no pertenecen a la diagonal y
Gi la i-ésima componente del vector de términos
gravitatorios.

Para valores de reducción pequeños, se puede des-
preciar en primera aproximación el término de
perturbación quedando el sistema completo re-
presentado por unas inercia y fricción efectivas:

Jef · q̈ + Bef · q̇ + τp = KM · u (9)

Para el robot de seis grados de libertad RM-10, al
que se aplicará el control diseñado en los siguientes
apartados, estos parámetros aparecen en la tabla
1.

3. Diseño de un controlador PID
mediante QFT para el RM-10.

A partir de las ecuaciones obtenidas en el apar-
tado anterior, se tiene, para cada una de las

n K Je Be R
1 54.4 227 74.4 1/121
2 68.9 150 27.2 1/153
3 64.1 20.7 38.8 1/105
4 53.1 0.3 8.5 1/54
5 64.4 0.2 6.548 1/80
6 40.1 0.06 4.734 1/50

Cuadro 1: Parámetros caracteŕısticos del modelo
de las distintas articulaciones

articulaciones, el modelo mostrado en la figura 1,
al que se le ha añadido un bloque de control de
tipo PID.
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Figura 1: Diagrama simplificado de Control

Teniendo el controlador la forma GPID =
Kp · e + Kv

de
dt + Ki ·

∫
edτ , cerrando el bucle e

imponiendo condiciones para la sobreoscilación
y frecuencia natural, se obtendrán los valores de
Kp, Kv y Ki, como es práctica habitual.

Para hacer esto mismo pero mediante técnicas de
diseño QFT, habŕıa que imponer unas especifica-
ciones de comportamiento en bucle cerrado, que
se quiere que limiten la respuesta del sistema ob-
jeto de estudio. Normalmente estas especificacio-
nes representarán un sistema de segundo orden sin
sobreoscilación y con dos valores distintos de fre-
cuencia natural, ambos menores que la mitad de la
frecuencia de resonancia. Aśı, el problema a resol-
ver para el controlador podrá ser enunciado como
sigue:

Diseñar un controlador, de tipo PID para cada
una de las articulaciones del robot de manera que
∀Pε{P} se obtengan las siguientes especificacio-
nes [4]

Atenuación de perturbaciones a la entrada de
la planta

∣∣∣∣
P

1 + PG

∣∣∣∣ < 1,2

Seguimiento

TL <

∣∣∣∣
PG

1 + PG

∣∣∣∣ < TU

con



TL(jω) = 752

s2+150s+752

TU (jω) = 1002

s2+200s+1002

En la figura 2 puede verse una representación en
frecuencia de los ĺımites de seguimientos impues-
tos como especificación, entre los que se desea que
esté la función de sensibilidad complementaria del
conjunto, tanto para el caso nominal como para
todo el rango de incertidumbres.
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Figura 2: Especificaciones impuestas representa-
das en frecuencia.

{P} seŕıa en este caso el conjunto de todas las
plantas, que incluiŕıa a la nominal y aquellas re-
sultado de las incertidumbres en los parámetros
(Jef , Bef y Km) consecuencia del un modelo
aproximado que se utiliza.

Para cuantificar esto en el desarrollo que sigue se
estimaron las incertidumbres efectivas de la forma

Jei = Jnom ±∆J

Bei = Bnom ±∆B

Kmi = Knom ±∆K

siendo los valores con el sub́ındice nom los que
aparećıan en la tabla mostrada en el apartado an-
terior y los valores incrementales variables según
la articulación en particular.

En las figuras 3 y 4 se muestran las curvas repre-
sentativas de las especificaciones propuestas para
las dos primeras articulaciones, aśı como la fun-
ción de transferencia en bucle abierto L = PG.

En el Toolbox del Matlab no se puede especificar
que el control sea de tipo PID, sino simplemente
añadir elementos hasta que el controlador tenga la
forma deseada caracteŕıstica

G(s) =
Kvs2 + Kps + Ki

s
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Figura 3: Controlador para la primera articulación
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Figura 4: Controlador para la segunda articulación

Esto se puede conseguir con un integrador puro
de orden uno y dos ceros reales o bien un cero
complejo, siempre eso śı, de tal manera que no
se incumplan para ninguna de las frecuencias de
trabajo las especificaciones solicitadas.

Los controladores aśı diseñados para cada una de
las articulaciones, se muestran en la tabla 2.

n Kp Kv Ki

1 18545 181.8 36364
2 8966 172.4 17241
3 3510 66.225 9434
4 340.2 0 8504.5
5 345.7 0 3457
6 71.46 0 5002

Cuadro 2: Parámetros de los PID’s de las distintas
articulaciones

Los resultados obtenidos, para dos de las articula-
ciones del robot RM-10 se muestran en las figuras
5, 6, 7 y 9. En estas figuras, en trazo discontinuo se
representan las trayectorias de referencia para ca-



da articulación, mostrándose en cada caso además
un detalle de la zona más importante, pudiéndose
comprobar la robustez del controlador diseñado.
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Figura 5: Seguimiento de la primera articulación
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Figura 6: Detalle del seguimiento de la primera
articulación

4. Inclusión de un Prefiltro en el
Sistema de Control

La especificación antes definida, por śı sola única-
mente asegura que el valor máximo de incertidum-
bre para cada frecuencia, (esto es, la diferencia en-
tre los valores máximos y mı́nimos de la planta)
sea menor que la diferencia entre los valores ĺımite
de la planta para esa misma frecuencia.

|TB(jω)− TA(jω)| < |TU (jω)− TL(jω)|

con
T∗ =

P∗G
1 + P∗G
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Figura 7: Seguimiento de la segunda articulación
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Figura 8: Detalle del seguimiento de la segunda
articulación

Para que efectivamente se cumpla que para todo
Pε{P}, la función de transferencia en bucle ce-
rrado esté contenida entre las dos definidas en las
especificaciones, habrá que incluir un prefiltro en
el diseño anterior, de manera que el esquema de
control quedaŕıa como aparece en la figura 9.
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Figura 9: Controlador y Prefiltro

El proceso de diseño de los prefiltros con la herra-
mienta QFT de Matlab es similar al utilizado pa-
ra los controladores. Los controladores y prefiltros



obtenidos son los siguientes:

G1(s) = 182,65
s2 + 102s + 200

s

G2(s) = 172,4
s2 + 52s + 100

s

G3(s) = 44,663
s2 + 39,82s + 5542,3

s

G4(s) =
340,2s + 8504,5

s

G5(s) =
345,7s + 3457

s

G6(s) =
71,46s + 5002

s

F1(s) =
94080

s3 + 108,6s2 + 5088s + 94080

F2(s) =
3804

s2 + 134s + 3804

F3(s) =
5160

s2 + 160,2s + 5160

F4(s) =
9241

s2 + 234,5s + 9241

F5(s) =
5613

s2 + 150s + 5613

F6(s) =
5537

s2 + 150s + 5537
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Figura 10: Seguimiento de la primera articulación

Añadiendo estos nuevos elementos al control del
RM-10, se obtienen los resultados mostrados en
las figuras 10, 11, 12 y 13 para las dos primeras
articulaciones. La ĺınea discontinua, representa la
trayectoria de referencia impuesta, mientras que
las continuas la trayectoria seguida por la articu-
lación correspondiente para valores nominales y
dentro del rango de las incertidumbres. Se mues-
tran también detalles de las zonas más interesan-
tes del seguimiento, correspondientes al final de la
trayectoria.
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Figura 11: Detalle del seguimiento de la primera
articulación
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Figura 12: Seguimiento de la segunda articulación
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Figura 13: Detalle del seguimiento de la segunda
articulación

Para el resto de las articulaciones que no se mues-
tran en las figuras, el comportamiento es similar.



5. Conclusiones

En este art́ıculo se muestra la aplicación del pro-
ceso de diseño de controladores tipo QFT para
el robot RM-10 disponible en los laboratorios del
Instituto de Automática y Robótica de Sevilla. Se
ha ilustrado como esta técnica mejora la robustez
de los controladores cuando se tienen incertidum-
bres en los parámetros del modelo del sistema.
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