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Resumen

El controlador para robots manipuladores presen-
tado en [5] recuerda al cldsico control PID por par
calculado con una diferencia: las matrices de ga-
nancia son variables con la posicion y la velocidad
de las articulaciones del robot. El efecto integral
de la ley de control permite rechazar perturbacio-
nes persistentes tales como un peso en el elemen-
to final del robot. El objetivo de este trabajo es
mostrar como se puede abordar la sintonizacion
de este controlador con el apoyo de las simulacio-
nes que han sido realizadas para un robot de dos
grados de libertad, llegando a la conclusion de que
pueden utilizarse las mismas ideas intuitivas que
las usadas para sintonizar un PID lineal cldsico.
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1 INTRODUCCION

Una cuestién interesante en control automaético es
en que medida las leyes de control son capaces de
rechazar las perturbaciones que pueden acaecer.
En este trabajo un vector de senales de perturba-
cién actuando sobre los canales de entrada (pa-
res) del robot es usado para representar el efecto
combinado de los errores de modelado y las per-
turbaciones externas. La capacidad del sistema de
control para rechazar esas perturbaciones y man-
tener pequeno el error de seguimiento (sin excesivo
esfuerzo de control) serd medida en el sentido de
la ganancia Ly. Con el objetivo de realizar un re-
chazo éptimo de las perturbaciones, se propone un
diseno de la ley de control formulada dentro de un
problema de optimizacién Hy no lineal ([6], [7]).
Con base en esta formulacién, se obtiene una ley
de control H., no lineal sub6ptima provista de una
estructura de prealimentacién/realimentacién. La
sintonizacion de este controlador, que puede ha-
cerse actuando directamente sobre los pesos que
ponderan los errores de seguimiento en una deter-
minada funcién de coste, ha sido estudiada toman-
do como ejemplo el diseno de un sistema de control
para un robot planar de dos grados de libertad.

El trabajo estd organizado como sigue: una apro-

ximacién a los conceptos de la ganancia Lo y la
problematica de la optimizacién H, en el contex-
to de los sistemas no lineales es introducida en la
secci6n 2. Un controlador no lineal subéptimo es
presentado en la seccién 3, con el objetivo de maxi-
mizar la capacidad del manipulador robético para
rechazar perturbaciones externas actuantes sobre
el canal de entrada, asumiendo un modelo perfec-
to del sistema. Asi mismo se pondrd de manifies-
to la relacién existente entre el clasico controlador
PID por par calculado y los resultados presenta-
dos. Como aplicacién se han disefiado controlado-
res Hy, no lineales para un robot de dos grados
de libertad. El resultado de las simulaciones rea-
lizadas es mostrado en la seccién 4, junto con un
estudio detallado de las matrices de ganancia que
definen la ley de control. Finalmente las principa-
les conclusiones son expuestas en la secciéon 5.

2 APROXIMACION AL
CONTROL H,, NO LINEAL

Las ecuacion dindmica de un sistema no lineal sua-
ve de orden n afectado por perturbaciones desco-
nocidas puede expresarse de la forma

i‘:f(.’L‘,t)+G(l‘,t)U+K(l‘,t)d, (1)

donde u € RP es el vector de senales de entrada,
d € R? es el vector de perturbaciones externas y
x € R” es el vector de estados. El indice de com-
portamiento puede definirse usando la variable de
coste z € R™*+P) dada por la expresién

z:W[th)], 2)

donde h (z) € R™ es el vector de errores que ha de
ser controlado y W € R(m+P)x(m+p) o5 una matriz
de ponderacién. Si se asume que los estados z
son medibles entonces el problema de optimizacién
H ., puede plantearse como sigue:

Encontrar el menor v* > 0 tal que, para cual-
quier v > ~* exista un realimentacion del estado
u = u(z,t) tal que, la ganancia Lo del sistema
—calculada tomando d como senal de entrada y z
como senal de salida— sea menor o igual que -y,



esto es:
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Desarrollando la expresién subintegral del lado iz-
quierdo de (3) se tiene

Izl = 272 = [ hT(z) o7 |WTW { hS;U) ] .

La matriz WTW puede particionarse en la forma
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donde @ y R son simétricas y definidas positivas
con Q —CR™'CT > 0.
Para el sistema descrito en (1) se puede obtener la

senal de entrada éptima u* resolviendo la siguiente
ecuacion de Hamilton-Jacobi, véase [3].
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+5hT (@) (Q =CR'CT)h(x)=0. (4)

Para cada v > y/omax (R) se tendra una solucién
V (z,t) y la ley de control éptima por realimenta-
cién del estado ([2]) se obtiene como

u*=—-R! <0Th( )+ GT (z,1) g‘;) (5)

3 OPTIMIZACION H, NO
LINEAL PARA EL CONTROL
DE ROBOTS
MANIPULADORES

Para describir el comportamiento de un robot ma-
nipulador de n grados de libertad se usaran las
ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange:

M(@)i+V (2,9 +G(@) =7+dr,  (6)

donde se supondrd que son medibles tanto el vec-
tor de posiciones de las articulaciones ¢ como el
vector de velocidades ¢. El vector 7 (pares aplica-
dos sobre los ejes de las articulaciones) es la senal
de entrada al sistema y d, representa el efecto con-
junto de los errores de modelado del sistema y
las perturbaciones externas. La matriz de inercia

M (q) es simétrica y definida de positiva, V (g, q)
es el vector de términos centripetos y de Corio-
lis y G (q) es un vector que contiene los términos
gravitacionales.

Para el sistema (6) se va a considerar una ley de
control con la siguiente estructura
T=M(q)i+V(g,9)+G(9) - (7)

=5 (M (q)Té + Cg,¢)Tx) + Su,

donde
C(q,4) = +M (q) + N (¢,49),

y las matrices M (¢) y N (¢, ¢) han de ser calcula-
das con las siguientes expresiones

: d 8M” BM”
Mij = - Mij = Z ar,  (8)
k=1
I~ (OMy,  OMy)\ .
Ny == -2
; ka( o - O )qk, o)

pudiéndose demostrar ([1], [4]) que
Vg, q) = Clg,d)q-

Denotando por ¢, ¢- y ., respectivamente, las
posiciones, velocidades y aceleraciones deseadas
de las articulaciones, el vector de errores = y su
derivada & vienen dados por

é é
x = e y =1 ¢é |, (10)
Jedt
donde
é:d_dra
é:q_QTa
e=q—q,

Jedt = / (g —gr) dt.

El vector u representa el esfuerzo de control adi-
cional necesario para atenuar las perturbaciones.

La matriz T de la ecuacién (7) puede particionarse
en la forma

T=[TW T, Ts], (11)

con T = pI, donde p es un escalar positivo e I la
matriz identidad de orden n.

Sustituyendo la expresién de la ley de control (7)
en la ecuacién del modelo del robot y definiendo
d = pd, se llega a

MTi 4+ CTz =u+d, (12)



que es la ecuaciéon de un sistema no lineal de di-
mension 3n. El problema de control es ahora mini-
mizar el error de seguimiento x en presencia de las
perturbaciones d sin excesivo esfuerzo de control
U.

La ecuacién (12) puede reescribirse en la forma
normalizada de la ecuacién (1) con

f(z,t) =T, ® (z,1) T,x, (13)

donde

{ —-M~C @] (0] -|
P = %I I—%T2 —I—%(T3—T2)

[ @] I —I J

M—l
G(z,t) =K (2,t) =T, " 0
0]

donde I es la matriz identidad, O la matriz nula,
ambas de orden n y

T, T Ty
T,=| 0 I I
0O 0 I

En este caso, el vector de errores a controlar es
precisamente h (z) = x y la solucién de la ecuacién
de Hamilton-Jacobi (4) queda

1 M 0] 0]
Vig,t)==2"TI | O Y S-Y | Tz,
2 O S-Y Z+Y
(14)
donde las matrices Y, S, Z y T = [ n Ty, T; ]
pueden obtenerse resolviendo la ecuacién matricial

0O Y S
Y 25  Z+25 |+ (15)
S Z+25 O

+Q + %TTT @+ ) R (CT+T) =0

Sustituyendo el valor de V (z,t) en la ecuacién
(5), la ley de control éptima u* correspondiente al
indice Hy, de funcionamiento -y es

u* = —-R7! (C_'Ta: +GT (z,1) g—g) =

=-R ' (C"+T)u.
Para una prueba de estos resultado véase [5].

Sustituyendo las expresiones de T', u*, # y x en
(7), y tras algunos célculos la ley 6ptima de control
puede escribirse:
™ =M(q)Gr+V (2,9 +G () -
—(KDé+Kp6+K]f6dt), (16)

donde

Kp=1(CTi+ R (C +Th) + MTy),
Kp=1(CTy+ R™" (CF +To) + MT3),
Kr=L(CTs+ R (C] +T3)).

Para dar a la ley de control la estructura clasica
de un controlador PID por par calculado puede
reescribirse la ecuacién (17) en la forma

™ = M (q) (Gr — kaé — kpe — k; [edt) +

+V(2,9) +G(9), (17)
con
ka=2 (M 'CTi+ M 'R (O +T\) +T»),
kp =1 (M~'CT + MT'R™' (C) +To) + Ts)
ki= 2L (M~'CTy3 + M~'R™' (CF +T3)).

En el caso de que la matriz de ponderacién W que
aparece en la expresién (2) de la funcién de coste
sea diagonal y escalar por bloques, esto es

wl O 0 0
0] ’U)QI 0] 0]
0] 0] UJ3I 0]
) ) 0 w,I

se tiene que los bloques que componen la matriz
WIW satisfacen Q1 = wil, Q2 = w3l, Qs = w3,
R=w,l, Qa2 =Q3=Q3=0,C =0 =
C3 = O y las matrices de ganancia toman la forma

Vw2 +2 1
KD:wM_‘_C_{_T[’
w

w1

W =

u

249 1
Kp = W3y VW5t 2wiws (C+_21>,
w1 w1 wy,

w3

1
K1:—<C+—2I>,
w1 w

u

y para el controlador escrito en la forma més
cldsica —ecuacién (17)— se tiene

N 1
fy = VW2 WIS g <C+—2I>,

w1 @

242 1
By = W p oy YWt 2w <c+_21>’

w1 w1 ”

k= 2! <c + %I) .
w

w1 u

Las expresiones obtenidas verifican una importan-
te propiedad: no dependen del indice subéptimo
de funcionamiento . Por lo tanto, se ha obteni-
do expresiones algebraicas que permiten calcular
la solucién éptima general del caso particular que
ha sido estudiado. Por otra parte en importante
resaltar que tomando ws = 0 en las expresiones
anteriores se obtiene un controlador PD no lineal
por par calculado, lo cual concuerda plenamente
con los resultados de [2].



4 SIMULACIONES PARA UN
ROBOT DE 2 GRADOS DE
LIBERTAD

Han sido llevados a cabo estudios de simulacién
para verificar el comportamiento del esquema de
control descrito en las secciones anteriores. En
particular se ha implementado un sistema de con-
trol para un robot plano de dos grados de libertad
como el de la figura 1.

y por tanto se tiene que

C = %M+N = malyleo sengs R _q20_ N

q1
La tabla 1 muestra los valores nominales de los
parametros del robot y que han sido utilizados en
el disenio del controlador.

Tabla 1: Pardmetros del robot de dos grados de

libertad.
Parametro Valor Nominal
Longitudes li=1lb=1m

Posiciones de los
centros de masa
Masas

lcl = lcz = 0,5m
m; = mg = 3kg

Figura 1: Robot de dos grados de libertad.

Las matrices y vectores que aparecen en las ecua-
ciones de Euler-Lagrange (6) para este robot son

| My Ms

My = mil? +ma (l% + 12, + 2111(3202) + 1 + I,
mo (132 + lllCQCQ) + [2,
Moy = mal2, + I,

=
Il

(9 2
V (q,q) = malyles sen o { (2‘12‘_11 + (I2) ] ,

qr
miler + mali)er + maleacia
Gla) =g | (Mt et |
20¢c2C12
con
¢ = cosqi,
o = COSq2,

c12 = cos (q1 + q2) -

Las matrices M y N, calculadas usando las expre-
siones (8) y (9) estan dadas por

M = —moalyleo sen qo { 2.q2 2 } ,

0

. . 0 -1
N =malileasengs (41 + $¢2) [ 1 0 } )

Momentos de inercia | I); = I, = 0,2536 kg - m?

En la implementacion de la planta (el modelo del
robot a controlar) ha sido considerada como in-
certidumbre una desviacién pseudoaleatoria de los
pardmetros del sistema en torno a sus valores no-
minales, siendo las desviaciones maximas conside-
radas de un +20 %.

Ademas se ha considerado que sobre el robot ac-
tuaba una carga consistente en escalones de par de
7N-m parael eje 1 y 2N -m para el eje 2 aplicados
alos 1,255y 0,75 s, respectivamente, de comenzar
las simulaciones.

Para las simulaciones se dispone de un generador
de trayectorias que suministra al controlador las
referencias de posicién, velocidad y aceleracién.
Las referencias de posicién para cada eje son poli-
nomios de quinto grado entre la posiciones inicia-
les (Orad en ambos ejes) y finales (7 rad también
en ambos ejes) con velocidades y aceleraciones ini-
ciales y finales nulas.

Para el disefio del controlador se ha tomado una
matriz de ponderacién W diagonal y escalar por
bloques. La tabla 2 muestra la relacién existente
entre los pesos que definen la ley de control y las
senales sobre las que se estd interesado en actuar.

Tabla 2: Pesos asociados a las senales que forman
parte de la funcién de coste.

Senales Pesos
Error en velocidad é wi
Error en posicién e Wy
Error integral [edt w3
Esfuerzo de control adicional v | w,,

Se han ensayado varios controladores, siguiendo
un proceso légico de sintonizacién del sistema de
control. Los pesos que se adoptaron para cada uno
de ellos se muestran en la tabla 3.



Tabla 3: Pesos para los controladores PID H,
ensayados

Controladores Hy, | wy | wy | ws | wy
Controlador 1 1 1 1 1
Controlador 2 1 1 1 0,01
Controlador 3 0,51 1 0,01
Controlador 4 1 1 2 0,01
Controlador 5 051 2 0,01

Para cada uno de estos controladores se presentara
graficamente la evolucién temporal de los errores
de posicién de ambas articulaciones, esto es, las
diferencias entre las posiciones reales y sus refe-
rencias.

Para el primer controlador ensayado —el controla-
dor 1- se tomé la eleccién més sencilla, todos los
pesos iguales a la unidad y se obtuvo el resultado
de la figura 2.
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Figura 2: Error de posicién para el controlador 1.

Para mejorar el comportamiento del controlador
debe permitirse que el esfuerzo de control adicio-
nal u sea grande. Para ello basta hacer que su
ponderacién en la funcién de coste sea pequenial.
Reduciendo el valor de w, desde 1 hasta 0,01 se
obtiene el controlador 2 y los resultados que mues-

tra la figura 3.

Puede verse como la respuesta mejora de forma
muy notable, pero si se desea reducir el error en
régimen transitorio y el tiempo de establecimiento
aun puede mejorarse el controlador utilizando las
ideas clasicas de sintonizacién de un PID lineal.
Partiendo del controlador 2, si se reduce a la mi-
tad el peso w; correspondiente al error derivativo
se obtiene el controlador 3 y los resultados de la
figura 4 donde se puede comprobar que el error

!En la practica w, debe tomar el minimo valor que
no provoque saturacién de las senales de control.

Error de posicion en los ejes 1y 2
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Figura 3: Error de posicién para el controlador 2.

méaximo del eje 1 se ha reducido a algo mas de la
mitad.

Error de posicion en los ejes 1y 2
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Si partiendo de nuevo del controlador 2 se dupli-
ca el valor del peso w3 asociado al error integral
se obtiene el controlador 4 y los resultados de la
figura 4 donde se comprueba que el tiempo de es-
tablecimiento ha disminuido, al menos para el eje
2 en aproximadamente 1s.

Finalmente, si a un mismo tiempo se reduce a la
mitad w; y se duplica w3 se obtiene el controla-
dor 5 para el cual se muestran los resultados de
la figura 5. Respecto del controlador 2 ha habi-
do una mejora del error maximo en el eje 1 que
ha sido reducido a algo menos de la mitad. Tam-
bién ha disminuido el tiempo de establecimiento
en aproximadamente 2s.

Para el controlador 5, la figura 6 muestra los pares
calculados (senales de control) que se aplican al
robot.

En las figuras 7, 8 y 9 se muestra la evolucién
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Figura 4: Error de posicién para el controlador 4.
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Figura 5: Error de posicién para el controlador 5.

temporal de los elementos de las matrices de ga-
nancia kq, k, y k; obtenidas para el controlador 5.
Estas matrices afectan, respectivamente, al error
en velocidad, de posicién e integral. En concreto
estudiaremos las matrices que aparecen en la ex-
presién del controlador escrito? en la forma de la
ecuacion (17) para que sea comparable con los va-
lores que tomarian las matrices homélogas de un

hipotético controlador PID lineal por par calcula-
do.

Puede observarse que las matrices de ganancia del
controlador obtenido no son diagonales, es decir el
control no es desacoplado. Por otra parte se ob-
serva una superposiciéon de las gréaficas correspon-
dientes a los elementos no diagonales de las ma-

’La implementacién informatica del controlador
debe hacerse en la forma de la ecuacién (16). En caso
de utilizar la forma de la ecuacién (17) es necesario
invertir la matriz de inercia del robot en cada ciclo de
control.

Par calculado (sefial de control) para los ejes 1y 2
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Figura 6: Par calculado para el controlador 5.
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Figura 7: Elementos de la matriz k4 para el con-
trolador 5.

trices de ganancia. Un estudio cuidadoso de estos
elementos permite observar que solo son exacta-
mente iguales® en los instantes iniciales y finales,
precisamente cuando la matriz C' de términos cen-
tripetos y de Coriolis se anula al ser nulas las con-
diciones iniciales y las referencias finales de velo-
cidad. Cuando esto ocurre las matrices de ganan-
cia se hacen simétricas pero no digonales, es decir
adoptan la misma forma que la inversa de la ma-
triz de inercia M ~!. Todo esto no ha de resultar
extrano si se tiene en cuenta que en el controlador
utilizado las matrices de ganancia k4, k, y k; se
obtienen como una combinacién lineal de M, el
producto M ~'C y la matriz identidad T.

Finalmente la figura 10 muestra la evolucién con el
tiempo de la norma 2 de las matrices de ganancia

3La diferencia entre los elementos no diagonales de
las matrices de ganancia es muy pequena y no puede
ser observada en las gréficas.
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Figura 8: Elementos de la matriz k, para el con-
trolador 5.

5 Elementos de la matriz k.
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Figura 9: Elementos de la matriz k; para el con-
trolador 5.

anteriores, esto es, los valores maximos singulares
de kq, kp y ki. Se observa como el control se hace
menos enérgico a medida que el sistema alcanza
las condiciones finales de posicién y velocidad.

Como dltima aportacién se hard una compara-
cién de los resultados obtenidos con el controlador
PID/H, con un tradicional PID por par calcula-
do con matrices diagonales y constantes. Buscan-
do un tiempo de establecimiento similar al que ha
sido obtenido con el controlador 5 se ha sintoniza-
do un controlador por par calculado con un PID
constante y desacoplado (matrices diagonales) en
el bucle externo. Las matrices de ganancia elegi-

x10° Norma de las matrices de ganancia
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Figura 10: Normas ||kq4|l,, [|kpll, v [|kill, para el
controlador 5.

das vienen dadas por

b (200 0

=1 0 240 |’
= [ 10000 0
P70 14400 |°
b = [ 24000 0

g 0 24000 |’

y los resultados que se obtienen al utilizar este
controlador son mostrados en la figura 11.
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Figura 11: Error de posicién para un control PID
lineal por par calculado.

Se observa que para una rapidez comparable, el
error de seguimiento con el controlador H,, no
lineal que ha sido sintonizado es bastante menor.

5 CONCLUSIONES

Han sido obtenidas expresiones algebraicas ex-
plicitas para calcular una ley de control éptima



para robots manipuladores con las propiedades del
clasico controlador PID por par calculado. La in-
clusion del efecto integral permite rechazar pertur-
baciones mantenidas como un peso en el elemen-
to final del robot. La sintonizacién del contro-
lador puede hacerse actuando directamente sobre
las elementos de la matriz de ponderacion corres-
pondientes al error que se desea minimizar. Se ha
mostrado como abordar la sintonizacién del con-
trolador PID/H,, tomando como ejemplo las si-
mulaciones realizadas para un robot plano de dos
grados de libertad. El resultado de las simulacio-
nes muestra un buen comportamiento del contro-
lador propuesto y ventajas comparativas frente a
esquemas de control similares con matrices de ga-
nancia constantes.
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