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Resumen

La necesidad de reducir el tiempo de vuelo y el consumo de combustible de la aeronave ha sido
siempre un interés para el ser humano por los beneficios en términos económicos y ambientales

que reporta. Entre los muchos fenómenos que influyen en el tiempo y en el consumo de combustible
de una aeronave está la incertidumbre debida a la meteorología existente. La meteorología no
se puede conocer con exactitud ni mucho menos controlar, pero sí que se pueden planificar las
trayectorias en base a una predicción dada para un instante de tiempo determinado. Por esta razón, la
planificación de trayectorias en espacios aéreos estructurados sujeta a incertidumbre meteorológica
es abordada en este trabajo. En primer lugar, se define el espacio aéreo a través de la Teoría de
Grafos y se realizan tratamientos sobre el mismo para mejorar la eficiencia y la optimalidad de
la herramienta planificadora. Posteriormente, se presentan las ecuaciones del movimiento de la
aeronave en las que se introduce la incertidumbre meteorológica proporcionada por el ECMWF a
través de distintos escenarios; estas ecuaciones permiten calcular el tiempo de vuelo, el consumo
de combustible y otras variables de interés. A continuación, se emplea un enfoque combinatorio
para llevar a cabo la planificación en sí misma de la trayectoria, esto es, la determinación de la ruta
más adecuada que conecta el origen con el destino. De esta forma, se pueden resolver no sólo los
problemas clásicos como minimizar el tiempo de vuelo promedio y el consumo de combustible
promedio, sino también combinaciones entre escenarios o problemas como el worst-case. Una
novedad que presenta este trabajo es la introducción de las variaciones temporales que experimenta
la función objetivo. Otra serie de asuntos como la limitación del ángulo de viraje de la aeronave
y la consideración de regiones prohibidas, restringidas y peligrosas para el vuelo son abordadas
mediante este enfoque. Todos estos problemas son resueltos de forma práctica para una trayectoria
con origen en Málaga y destino en Arlanda, comparando las ventajas e inconvenientes de utilizar el
enfoque combinatorio frente a los algoritmos clásicos de búsqueda de caminos en grafos como el
algoritmo de Dijkstra. Finalmente, se resumen las conclusiones extraídas de todos los análisis y se
proponen líneas de mejora para la continuidad futura del proyecto.
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Abstract

The need to reduce flight time and fuel consumption of aircraft has always been an interest for
human beings due to the economic and environmental benefits which it provides. Among the

many parameters that influence in the time and fuel consumption of an aircraft, is the uncertainty
due to existing meteorology. Meteorology cannot be exactly known, much less controlled, but we
are able to plan the trajectories based on a estimated prediction for a given instant of time. For this
reason, the planning of trajectories in structured airspaces subject to meteorological uncertainty is
addressed in this work. First, the airspace is defined through the Graph Theory and several treatments
are carried out on it to improve the efficiency and optimality of the planned tool. Then, the aircraft
motion equations are presented in which the meteorological uncertainty is provided by the ECMWF
through different scenarios. In this way, we calculate the flight time, fuel consumption and other
interesting variables. A combinatorial approach is used to find the optimal route to fly the aircraft.
With this approach, we can solve not only classic problems like average flight time and average
fuel consumption, but also any combinations between scenarios or other types of problems like
worst case. A novelty that this work presents is the introduction of the temporal variations which
the objective function experiences. Other issues such as constraints to the turn angle of the aircraft
and prohibited, restricted and dangerous regions are addressed through this approach. All these
problems are solved in a practical way for a trajectory with origin in Malaga and destination in
Arlanda, comparing the advantages and disadvantages of using the combinatorial approach against
the classic algorithms for critical path like Dijkstra. Finally, we summarize the conclusions and
propose several lines of improvement for the future continuity of this work.
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Notación

|X | Valor absoluto de X .

[X ] Vector X .

X̄ Valor promedio de la variable X .

λ Longitud de un punto de la superficie terrestre.

φ Latitud de un punto de la superficie terrestre.

γa Coeficiente de dilatación adiabática del aire.

Ra Constante de los gases ideales para el aire.

χg Curso entre dos puntos.

χ Rumbo entre dos puntos.

M Número de Mach.

AT M Air Traffic Management.

RNAV Navegación de Área.

SID Standard Instrumental Departure.

STAR Standard Terminal Arrival Route.

ISA International Standard Atmosphere.

EPS Ensemble Prediction System.

ECMWF European Centre for Medium-Range Weather Forecast.

ILP Integer Linear Programming.
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XIV Notación

INLP Integer Non-Linear Programming.

MILP Mixed-Integer Linear Programming.

MIQP Mixed-Integer Quadratic Programming.

MINLP Mixed-Integer Non-Linear Programming.

PSD Positive Semi-Definite Matrix.
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1 Introducción

El sistema ATM (Air Traffic Management) está atravesando un nuevo cambio dirigido a reducir
el impacto ambiental de las emisiones de gases contaminantes, principalmente CO2 y NOx.

Para ello, una correcta planificación en la trayectoria de la aeronave que permita minimizar el
consumo de combustible, es uno de los pilares fundamentales con los que debe contar el sistema
ATM para cumplir con sus objetivos propuestos. Por este motivo, este trabajo se centra en estudiar
los problemas que minimizan el consumo de combustible promedio de forma directa, sin utilizar el
tiempo de vuelo como variable intermedia. La razón para resolver el problema directamente es que
la relación no lineal entre ambas variables puede provocar que el camino óptimo para minimizar el
tiempo de vuelo no coincida con el camino obtenido de minimizar el consumo de combustible. Por
ello, establecer las diferencias entre ambas funciones objetivos será uno de los asuntos importantes
a tratar en este trabajo.

Por otro lado, la incorporación de la incertidumbre meteorológica y su posterior estudio desde
el punto de vista de sus efectos en la trayectoria es crucial para elegir trayectorias con un menor
impacto ambiental. Una tendencia actual en el modelado de la incertidumbre meteorológica es
el uso de la predicción meteorológica por conjuntos o EPS (Ensemble Prediction System). Con
estos conjuntos, las variables meteorológicas que intervienen en la optimización de la trayectoria
no vienen dadas por un único valor, ni siquiera por una distribución de probabilidad que refleja su
comportamiento, sino por un conjunto de valores discretos obtenidos mediante una ligera alteración
de las condiciones iniciales y/o los parámetros del modelo, o incluso modificando el horizonte
temporal de la predicción. De esta forma, se contemplan una serie de evoluciones atmosféricas
posibles en función de una combinación de valores entre la meteorología y el resto de parámetros
del problema. Además, el hecho de que la meteorología dependa del instante temporal, provocará
cambios en las funciones objetivo consideradas. Las implicaciones cualitativas y cuantitativas que
dichas variaciones temporales tienen en el camino óptimo de la trayectoria, serán abordadas a lo
largo de este trabajo.

En el problema de optimización de trayectorias planteado, sólo se estudiará el perfil de vuelo
horizontal de una aeronave durante la fase de crucero, al considerar que el consumo en esta fase
es mucho más importante que en otras fases como pueden ser las subidas tras despegue o los
descensos para aterrizaje. Además las salidas y llegadas suelen estar normalizadas mediante las
cartas aeronáuticas SID y STAR, por lo que el margen de elección de la trayectoria en dichas fases
está muy limitado por estos procedimientos.

Los métodos empleados para la resolución de los problemas de optimización de trayectorias,
se basan en la Teoría de Grafos; en ellos, la aeronave recorre una ruta dentro de un espacio aéreo
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6 Introducción

estructurado definido por una serie de puntos de paso (waypoints) y aerovías (conexiones entre los
waypoints). El hecho de volar una conexión supondrá un determinado coste en tiempo de vuelo o
consumo de combustible, por lo que la trayectoria estará caracterizada por la suma de las contribu-
ciones al coste de cada uno de los segmentos que abarque la trayectoria.

La formulación del problema se realiza empleando un enfoque de optimización combinatoria.
Este enfoque permite resolver problemas en los que la función objetivo no es sólo el promedio
del tiempo de todos los miembros del EPS, sino que permite minimizar una combinación de los
tiempos de llegada asociados a miembros específicos del ensemble. Dichos problemas admiten una
formulación de programación lineal entera o entera-mixta (ILP o MILP en inglés). Sin embargo,
al introducir el consumo de combustible como función objetivo, el problema se convierte en no
lineal (INLP o MINLP), complicando aún más su resolución. Además, se comparará dicho enfoque
combinatorio con otros enfoques que emplean algoritmos clásicos como el algoritmo de Dijkstra.
Con este análisis se pondrán de manifiesto las ventajas que supone usar el enfoque combinatorio
frente al enfoque clásico a la hora de la planificación.

Otras nuevas funcionalidades de carácter práctico son incluidas en este trabajo. Entre ellas, cabe
destacar la capacidad de la herramienta para restringir el ángulo de rumbo de la aeronave a lo largo
de una trayectoria concreta.

Tras desarrollar los conocimientos teóricos, se resolverán los problemas descritos con anterioridad
aplicados a una trayectoria. Los resultados obtenidos permitirán sacar conclusiones que serán de
ayuda no sólo para dejar constancia de las ventajas que presenta esta herramienta frente a otras, sino
para poder elegir con mucho más criterio, la trayectoria óptima que debe volar la aeronave, que es
en definitiva, el objetivo primordial de toda planificación de trayectorias.



2 Estructura del trabajo

En este capítulo se resume la estructura básica del trabajo, con el objetivo de dar al lector una
visión rápida de las partes de las que consta el proyecto, pudiendo identificar el mismo la/s

partes que más le interese conocer. La estructuración del trabajo será por capítulos divididos a su
vez en secciones y subsecciones. En adelante, el contenido propiamente dicho será el que sigue:

• En el Capítulo 3 se estudia todo lo referente al Espacio Aéreo Estructurado utilizado para
definir los distintos nodos por los que puede pasar la trayectoria. Todo el tratamiento realizado
al espacio aéreo se aplica de forma práctica sobre la ruta Málaga-Arlanda.

• En el Capítulo 4 se describen todas las hipótesis y características de la Predicción de Trayecto-
rias, para una trayectoria genérica. Se obtienen las ecuaciones necesarias para calcular algunas
de las variables de interés, como pueden ser el tiempo y el consumo de combustible. También
se muestra tanto la integración de la incertidumbre en la trayectoria, como la resolución
numérica de la misma.

• En el Capítulo 5 se desarrollan las principales características de la herramienta de Planificación
de Trayectorias presentada en este trabajo. Se describen de forma teórica todos los problemas
que la herramienta es capaz de resolver, y cuáles son sus diferencias y sus ventajas sobre los
algoritmos clásicos de planificación de caminos óptimos.

• En el Capítulo 6 se analizan de forma práctica los problemas teóricos planteados en el
capítulo anterior. A partir de los resultados obtenidos, se extraen conclusiones acerca del
comportamiento de la trayectoria y del funcionamiento de la herramienta planificadora.

• En el Capítulo 7 se recogen las conclusiones generales obtenidas y una serie de mejoras
futuras para abordar una posible continuación del proyecto.
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3 Espacio Aéreo Estructurado

En este capítulo se explicará el modelo de espacio aéreo que se utilizará en la predicción de la
trayectoria posterior. Se detallarán las operaciones necesarias a realizar sobre el espacio aéreo

de tal manera que sea lo más adecuado posible para poder llevar a cabo su computación de una
forma eficiente.

3.1 Características del Espacio Aéreo

Como ya se dijo en la introducción, el modelo de espacio aéreo se basa en la Teoría de Grafos. De
esta manera, el espacio aéreo está formado por una serie de waypoints o nodos i ∈ {1,2,3...m} y por
un conjunto de conexiones o arcos j ∈ {1,2,3...l}. A su vez cada uno de los waypoints está definido
por una pareja de valores de latitud-longitud (φi,λi). Por otro lado, cada conexión involucra un
waypoint inicial, I y otro final, F. Así por ejemplo, la conexión j será aquella en la que la aeronave
pueda volar desde el nodo inicial (φI,λI) hasta el nodo final (φF ,λF). El sentido en que se recorren
las conexiones no es indiferente sino que está definido: del nodo inicial al nodo final. Así, el espacio
aéreo se estaría modelando como un grafo dirigido. Para modelar las conexiones que pueden ser
recorridas tanto en un sentido como en el contrario, es necesario definir cada sentido de vuelo como
una conexión diferente dentro del conjunto de conexiones. Además, un determinado waypoint podrá
estar conectado con uno o varios nodos adyacentes.

Cabe destacar que dicho modelo no sólo permite definir rutas convencionales sino también vuelos
basados en RNAV o vuelos Free Route.

La única información conocida antes de planificar la trayectoria será el origen y el destino de
la misma (Origin and Destination). Definidas las coordenadas de esos puntos mediante su latitud-
longitud (φO,λO); (φD,λD), se pueden representar en cualquier proyección todos los waypoints que
intervienen a priori en la optimización de la trayectoria.

En la siguiente figura, se representa en una proyección Lambert (paralelos automecoicos [15 75])
todos los waypoints que definen las conexiones de las que puede constar una determinada trayectoria
con origen en Málaga (MLG.D) y destino en Estocolmo-Arlanda (AT19.L). Se ha utilizado un
espacio aéreo estructurado correspondiente al ciclo de AIRAC comprendido entre el 3 y el 30 de
Enero de 2019.
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10 Capítulo 3. Espacio Aéreo Estructurado

  20°W 
  10°W    0°    10°E   20°E 

  30°E 

  36°N 

  42°N 

  48°N 

  54°N 

  60°N 

Figura 3.1 Nodos de un espacio aéreo estructurado. Los asteriscos rojos representan los puntos de
origen y destino de la trayectoria.

3.1.1 Reducción del Espacio Aéreo

El hecho de considerar un espacio aéreo definido mediante unos valores mínimos y máximos de
latitud y longitud φmin,λmin,φmax,λmax, puede implicar que el número de waypoints y conexiones
a tener en cuenta en el proceso de cálculo de la trayectoria sea muy elevado. Además, todas esas
conexiones tendrán que ser integradas en un optimizador que debe de ser capaz de proporcionarnos
una solución eficiente en un intervalo de tiempo razonable. Por este motivo, se ha decidido realizar
una reducción del espacio aéreo a través de un filtrado del mismo. El criterio para que un nodo
esté dentro de la región de interés, es que cumpla que la suma de las distancias ortodrómicas desde
dicho nodo hasta el punto de origen (φO,λO) y hasta el punto de destino (φD,λD), sea menor o igual
que una distancia umbral. La distancia umbral se calcula multiplicando la distancia ortodrómica
entre los puntos de origen y destino de la trayectoria.

di−O +di−D ≤ K ·dO−D (3.1)

En caso de que un nodo no cumpla con la condición anterior será eliminado del grafo, junto con
todas las conexiones que impliquen al mismo. El valor de la constante K se elige con el objetivo de
alcanzar una solución de compromiso entre optimalidad (que podría mejorar si se considerase todo
el grafo) y eficiencia computacional del proceso (que mejora cuanto menos nodos y conexiones
contenga el área de búsqueda). De esta forma, los puntos que pasen el filtro, quedarán confinados
en una elipse esférica cuyos focos se corresponderán con los aeropuertos de origen y destino de la
trayectoria.
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Figura 3.2 Filtrado del espacio aéreo (K = 1.1). Los asteriscos rojos representan los puntos de
origen y destino de la trayectoria.

Antes de realizar el filtrado el número de nodos era de 18372, mientras que el de conexiones
posibles era de 50001. Simplemente observando la Figura 3.2 se puede comprobar que el número
de puntos se ha reducido notablemente pasando a ser de 6031, así como el número de conexiones,
que ahora son 14836.

3.1.2 Eliminación de Nodos Inconexos

Una vez reducida la región de interés del espacio aéreo a una elipse, es adecuado tener presente
que existirán nodos por los que seguro que no pasará la trayectoria buscada. Estos waypoints serán
aquellos que no tienen ninguna posibilidad de conectarse con el punto de origen O. La presencia de
estos nodos es debido a las características del grafo que define el espacio aéreo. Por un lado, el grafo
puede ser no conexo, y eso implica que dentro del mismo grafo existan subgrafos, los cuales pueden
no contener al origen. Todos esos puntos han de ser eliminados, puesto que jamás se conectarán con
el nodo de salida O. Por otro lado, el grafo es dirigido (sólo se permiten conexiones en un sentido),
por lo que puede darse el caso de que muchos de los nodos del mismo subgrafo no tengan conexión
definida con el nodo O. Tampoco esos puntos intervendrán en la trayectoria de la aeronave.

Para encontrar dichos waypoints de forma numérica, puede emplearse un algoritmo de Dijkstra,
dando cualquier peso (por ejemplo la distancia al origen) a cada uno de los nodos de la región
elíptica. Los nodos para los cuales no se encuentre una solución óptima, serán aquellos que cumplen
con las dos condiciones descritas anteriormente.
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Figura 3.3 Filtrado tras eliminar los nodos inconexos.

Aunque no se aprecie en la figura anterior, el número de nodos se ha reducido a 4817, mientras
que el de conexiones alcanza un valor de 11868. Esto supone una reducción de aproximadamente
un 18.5% en el número de nodos y de un 20% en el número de conexiones. Dicha reducción, se
traducirá en una potencial disminución del tiempo de ejecución de los posteriores problemas de
optimización.

3.1.3 Zonas de Espacio Aéreo D-P-R

También es importante tener en cuenta que existen regiones del espacio aéreo en las cuales la
aeronave tiene prohibido o limitado el vuelo. Estas regiones son denominadas como peligrosas,
prohibidas o restringidas (D-P-R).

Figura 3.4 Regiones D-P-R en España. Fuente: Insignia (Enaire).
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A la hora de realizar la planificación, hay que asegurarse de que ninguna de las conexiones por
las que pasa la trayectoria de la aeronave atraviesan las regiones anteriormente citadas. Para ello, es
conveniente realizar un filtrado del grafo que elimine tanto los nodos pertenecientes al interior de
dichas regiones, como las conexiones entre nodos (los cuales están fuera de la región D-P-R), en la
que alguna de ellas atraviesa esas porciones del espacio aéreo.

Figura 3.5 Región D-P-R. Nodos y conexiones a eliminar (color rojo).

Al realizar el filtrado se han eliminado todas o parte de las conexiones entre algunos de los
nodos, sin que estos tengan por qué ser descartados. Esta acción puede provocar que algunos de
esos waypoints queden no conectados con el origen. Por este motivo, es adecuado volver a eliminar
los nodos inconexos mediante el proceso descrito en el apartado anterior.

Para terminar, cabe decir que muchas de las regiones D-P-R, no tienen por qué estar activas
permanentemente, ni siquiera durante todo un día completo. Sin embargo, ese cambio dinámico de
la estructura del espacio aéreo a lo largo del tiempo conlleva una mayor complejidad y no será tenido
en cuenta en este trabajo. Por tanto, se limitará el espacio aéreo a un instante temporal concreto.





4 Predicción de la Trayectoria

En este capítulo se desarrolla toda la teoría necesaria para comprender cómo se puede llegar
a calcular el tiempo de vuelo y el consumo de combustible de una trayectoria sujeta a incerti-

dumbre meteorológica. En primer lugar, se establecen las ecuaciones que definen el movimiento del
avión. Posteriormente, se explica el modo en el que se introduce la incertidumbre en el problema.
Por último, a partir de los resultados anteriores se plantean las funciones que calculan el tiempo de
vuelo y el consumo de combustible.

4.1 Ecuaciones del movimiento del avión

Tal y como se comentó en la introducción, la trayectoria que se va a estudiar en este trabajo desacopla
la cinemática y la dinámica del avión en el plano vertical y horizontal; sólo teniendo en cuenta
las ecuaciones en el plano horizontal. Por otra parte, la única fase que se considera es la fase de
crucero. La explicación de esto es que la aeronave estará volando la mayor parte del tiempo en
esta fase. Aunque el resto de fases como subidas tras despegue, descensos para aterrizaje o virajes
pueden constituir un porcentaje importante de la trayectoria, el margen de maniobra a la hora de
planificar dichos segmentos es muy escaso, ya que la definición de esos segmentos está sujeta a
procedimientos normalizados a través de las cartas aeronáuticas (SID y STAR); o bien por las
servidumbres aeronáuticas u otra restricción similar.

Las ecuaciones del movimiento de un crucero para un segmento de vuelo j son las siguientes:

dr
dt

=Vg
dm
dt

=−cT FT

FT = D L = mg

(4.1)

donde FT , D y L son el empuje, la resistencia aerodinámica y la sustentación; m es la masa de la
aeronave; g, es la aceleración de la gravedad y cT es el consumo específico de combustible. En
principio, se asumirá que dicho consumo específico es constante, y su valor será el correspondiente
a la velocidad y a la temperatura de referencia (proporcionada por la ISA a la altitud de crucero).
El vuelo de crucero se va a realizar asumiendo como ligaduras de vuelo que el número de Mach
y la presión son ctes (M = cte; p = cte). Cabe comentar que, en presencia de una atmósfera real,
un crucero a p = cte no implica necesariamente un vuelo a h = cte, ya que volar a través de una
superficie isobara implica cambios en la altitud geométrica. Sin embargo, a efectos prácticos se
considerará como la presión proporcionada por la atmósfera ISA a una altitud determinada.

15
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Figura 4.1 Superficie isobara y de altitud geométrica constante.

La sustentación y la resistencia pueden ser escritas en función de las ligaduras de vuelo como
L = 1/2γa pM2SCL y D = 1/2γa pM2SCD, donde γa = 1.4 es la relación entre los calores específicos
del aire a presión constante y volumen constante, respectivamente; S, es la superficie del ala del avión
en cuestión; yCD yCL son los coeficientes de resistencia y de sustentación del avión respectivamente.

Por otro lado, el modelo de avión considerado en este trabajo viene definido a través de la base de
datos BADA de Eurocontrol. El coeficiente de resistencia puede relacionarse con el coeficiente de
sustentación a través de una polar parabólica de coeficientes constantes CD =CD0

+CD2
C2

L, donde
CD0

es el coeficiente de resistencia parásita y CD2
es el coeficiente de resistencia inducida.

Si se sustituyen las expresiones de la resistencia y de la sustentación en la ecuación de la variación
de masa se obtiene la siguiente expresión.

dm
dt

=−(A+Bm2) (4.2)

Donde A y B son dos constantes que dependen de los parámetros aerodinámicos y propulsivos
del problema, y vienen dadas por las expresiones siguientes.

A =
1
2

γa pM2SCD0
cT

B =
2cTCD2

g2

γa pM2S

(4.3)

Nótese que A y B son constantes porque se está asumiendo que el consumo específico, cT , también
lo es. Dividiendo la derivada de la distancia con respecto al tiempo entre la variación de la masa
con respecto al tiempo e integrando a lo largo del segmento j, se tiene la siguiente relación.∫ (m f ) j

(mi) j

dm
A+Bm2 =−

∫ (r f ) j

(ri) j

dr
Vg(r)

(4.4)

En este trabajo se va a considerar que la masa inicial es conocida (mi)1 = mi, y que se cumple
continuidad de masas para el resto de segmentos (mi) j = (m f ) j−1, 2≤ j ≤ q, siendo q, el número
de segmentos de los que consta la trayectoria. Para cada segmento, la integral de la derecha de
la ecuación anterior representa el intervalo de tiempo, t j que la aeronave tarda en recorrer dicha
conexión.

Por tanto, si se resuelve la ecuación para cada segmento el resultado es una expresión explícita
para la masa final.

arctan

[√
B
A
(m f ) j

]
= arctan

[√
B
A
(mi) j

]
−
√

ABt j (4.5)
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Sumando todas las conexiones, se puede obtener el tiempo de vuelo total.

t f =
q

∑
j=1

t j (4.6)

Por otro lado, la masa final viene dada por m f = (m f )q. Entonces, la cantidad de fuel consumida
durante todo el crucero, mF = mi−m f , tiene el siguiente valor.

mF = mi−
√

A
B

tan

{
arctan

(√
B
A

mi

)
−
√

ABt f

}
(4.7)

4.2 Introducción de la Incertidumbre Meteorológica

La novedad que introduce este trabajo es la incorporación de la incertidumbre meteorológica en
el problema de planificación de trayectorias, con el objetivo de que la trayectoria que finalmen-
te se decida volar tenga en cuenta las posibles variaciones en tiempos de vuelo y en consumo
de combustible debidas a la meteorología presente durante el vuelo. Las variables que se van
a introducir son: el campo de temperaturas, T y los valores del viento zonal (viento oeste-este)
y del viento meridional (viento sur-norte), wu y wv, respectivamente. Es habitual no considerar
valores únicos para las variables meteorológicas sino utilizar predicciones por conjuntos denomina-
das EPS (Ensemble Prediction System). Cada uno de los miembros del conjunto es denominado
ensemble member y es proporcionado por el European Centre for Medium-Range Weather Fore-
cast (ECMWF). El ECMWF proporciona un grupo de predicciones obtenidas mediante ligeras
variaciones de las condiciones iniciales de uno o varios modelos. El resultado es un conjunto de
predicciones futuras que permiten cuantificar la incertidumbre existente en la naturaleza, ya sea
por los posibles errores en la medición o por el desconocimiento de gran parte de la dinámica
terrestre, [5] [6]. Cada una de esas predicciones será también denominada con el nombre de escena-
rio con el objetivo de enfatizar que se trata de una predicción entre múltiples predicciones abordadas.

A su vez, los valores de vientos y temperaturas serán proporcionados para una determinada malla
en latitud y longitud delimitada por las coordenadas φmin,λmin,φmax,λmax; y con un determinado
paso, ∆φ y ∆λ . Las predicciones se cierran con los datos disponibles en un día y en un instante
determinado T0, pero pueden hacer referencia a un horizonte temporal diferente ( +6 horas ,+12
horas,+24 horas ...), lo que se denomina time-lagged. Téngase en cuenta que el ECMWF no es
capaz de proporcionarnos la predicción hasta 7 horas después de haberla cerrado, por lo que si se
desea conocer la predicción meteorológica de la trayectoria con un día de antelación, habrá que
utilizar predicciones con un horizonte temporal de 31 horas.

Por lo tanto, los vientos y la temperatura , wu(φ ,λ ,n,t), wv(φ ,λ ,n,t) y T (φ ,λ ,n,t), serán función
de 4 parámetros: los dos primeros hacen referencia a los valores de latitud y longitud del punto de
la malla en cuestión; el tercero indica el escenario que se utiliza y el último parámetro define el
instante temporal de la predicción que se emplea en el cálculo.

4.3 Vuelo de un segmento a curso constante

La ruta a seguir por la aeronave estará compuesta por una serie de segmentos, los cuales serán
recorridos a curso constante. Por este motivo, para llegar al nodo final de cada una de las conexiones
habrá que recorrer una distancia en línea recta r j, con un curso χg j

. Los valores de la distancia
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recorrida r j y del curso χg j
pueden ser calculados empleando las expresiones de la ruta loxodrómica.

χg j
= arctan

 λF −λI

ln
[

tan(π/4−φI/2)
tan(π/4−φF/2)

]
 (4.8)

r j


(RE +h)(φF −φI)

cos χg j

si φF 6= φI

(RE +h)cosφI|λF −λI| si φF = φI

(4.9)

con RE el radio de Tierra, que se toma constante e igual a 6371 km.

El conocimiento de estos parámetros será fundamental para el cálculo posterior de la velocidad
con respecto de tierra, Vg, a lo largo de cada uno de los segmentos que contiene la trayectoria.

4.4 Cálculo del tiempo de vuelo

En secciones anteriores se ha desarrollado la expresión que permite calcular la masa de combustible
consumida durante la trayectoria de crucero de una aeronave. Para obtener dicho valor de consumo
es necesario conocer el tiempo de vuelo, t f , además de la masa inicial y otra serie de parámetros
aerodinámicos y propulsivos. El tiempo de vuelo es el resultado de calcular la integral derecha de
la ecuación (4.4). ∫ (r f ) j

(ri) j

dr
Vg(r)

(4.10)

Sin embargo, la definición de la integral anterior sólo es válida si el problema es autónomo, es
decir, si la velocidad con respecto de tierra depende sólo de la distancia recorrida Vg(r) y no del
tiempo de vuelo. La dependencia con el tiempo puede ser posible puesto que la velocidad con
respecto de tierra dependerá de la meteorología presente en cada punto de integración, la cual
a su vez viene condicionada por el instante temporal en el cual han sido calculados los vientos
y temperaturas. Por lo tanto, es conveniente definir el cálculo del tiempo de vuelo para un caso
genérico, el cual vendrá dado por la resolución de la siguiente ecuación diferencial.

dt
dr

=
1

Vg(r,t)
= f (r,t) (4.11)

A lo largo de esta sección nos centraremos tanto en el cálculo del integrando Vg(r,t), a partir de
los datos que son conocidos como en la descripción del método elegido para la resolución de la
ecuación diferencial.

4.4.1 Cálculo de la Velocidad con respecto de Tierra

En este apartado se explicará todo el desarrollo que es necesario seguir para calcular la velocidad
con respecto de tierra, Vg(r,t). El valor de dicha velocidad servirá para obtener el tiempo de vuelo
t f , que tarda la aeronave en recorrer el crucero propuesto.



4.4 Cálculo del tiempo de vuelo 19

Para calcular el tiempo de vuelo de cada conexión habrá que dar un número total de pasos Np j
,

hasta recorrer el segmento completo. Para cada paso de integración, np j
, la distancia recorrida según

el curso del segmento χg j
se llamará rnp, j

. Por otro lado, los únicos datos que se conocen a priori
son los puntos inicial y final (I,F) de cada conexión y la hora asignada para el despegue tDep. De
acuerdo a ello, para calcular la Vg(r,t) habrá que seguir una serie de pasos:

1. Conociendo el punto inicial del segmento (φI,λI) y el curso χg j
, se calcula el punto (φint ,λint)

al que se llegaría siguiendo una loxodrómica hasta una distancia rnp, j
.

2. Con las coordenadas del punto obtenido se realiza una interpolación bilineal de la meteorología
(vientos y temperaturas) en el espacio. Para ello, se definen una serie de coeficientes a partir
de las coordenadas del punto (φint ,λint) y de sus puntos adyacentes (anterior y posterior), de
la malla de predicciones de las que se disponga.

a1 =
(λ j+1−λint)(φi+1−φint)

(λ j+1−λ j)(φi+1−φi)
(4.12)

a2 =
(λ j+1−λint)(φint −φi)

(λ j+1−λ j)(φi+1−φi)
(4.13)

a3 =
(λint −λ j)(φi+1−φint)

(λ j+1−λ j)(φi+1−φi)
(4.14)

a4 =
(λint −λ j)(φint −φi)

(λ j+1−λ j)(φi+1−φi)
(4.15)

Figura 4.2 Interpolación de los vientos en la malla.

La temperatura y los vientos interpolados espacialmente se obtienen de multiplicar las cons-
tantes por los valores de las esquinas de la malla.

wu,esp = a1wui, j
+a2wui+1, j

+a3wui, j+1
+a4wui+1, j+1

(4.16)

wv,esp = a1wvi, j
+a2wvi+1, j

+a3wvi, j+1
+a4wvi+1, j+1

(4.17)

Tesp = a1Ti, j +a2Ti+1, j +a3Ti, j+1 +a4Ti+1, j+1 (4.18)
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3. A partir de la hora de despeque, tDep, se calculan los vientos y temperaturas que actúan en el
instante actual sobre la aeronave. Para obtenerlos, se realiza una interpolación lineal entre las
predicciones de vientos y temperaturas interpoladas espacialmente para los instantes anteriores
y posteriores al instante inicial de la trayectoria.

tint = tDep

b1 =
tk+1− tint

tk+1− tk

b2 =
tint − tk
tk+1− tk

wu,int = b1wu,esp(tk)+b2wu,esp(tk+1)

wv,int = b1wv,esp(tk)+b2wv,esp(tk+1)

Tint = b1Tesp(tk)+b2Tesp(tk+1)

(4.19)

4. Se descompone el viento interpolado en dos componentes: una en la dirección de la trayectoria,
wl , y otra de viento cruzado, wx. Esta descomposición es bastante simple, ya que es solamente
un giro de ángulo igual al curso del segmento que está volando la aeronave. La transformación
queda como:

Figura 4.3 Cálculo del viento longitudinal y cruzado.

wl = wv,int cos χg j
+wu,int sin χg j

wx = wv,int sin χg j
−wu,int cos χg j

(4.20)

Por tanto, para poder volar con el curso χg j
, orientamos el rumbo de nuestra aeronave, χ , de

manera que la composición del vector velocidad aerodinámica, V , y del viento w, coincida
en módulo, dirección y sentido con la velocidad con respecto de tierra, Vg, la cual lleva la
dirección del curso a seguir. Dicho esto, la velocidad con respecto de tierra puede calcularse
mediante el siguiente triángulo.
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Figura 4.4 Triángulo de vientos.

Vg =
√

V 2−w2
x +wl =

√
(γRaT )M2−w2

x +wl (4.21)

4.4.2 Método de Heun

Existen numerosos métodos para la resolución de ecuaciones diferenciales. Son muy típicos los
métodos que utilizan un paso de integración variable, ya que pueden ser más eficientes de cara a la
computación cuando la función que constituye el integrando es continua y derivable. En nuestro
caso, la velocidad con respecto de tierra, Vg(r,t), depende de los vientos y temperaturas, los cuales
están definidos para una malla con unas dimensiones concretas. Como es necesario conocer la
velocidad en puntos intermedios del segmento, habrá que interpolar la meteorología para obtener
su valor en ese punto. Además, cualquier segmento j que pertenezca a la trayectoria, puede estar
contenido entre dos valores de latitud y longitud cuya diferencia sea mayor que el paso de la malla
|φF −φI| ≥ ∆φ , |λF −λI| ≥ ∆λ . Estos dos hechos provocan que la función f (r,t) sea continua a
lo largo del segmento (porque así lo es la interpolación), pero que no sea derivable en los puntos
de la malla donde se proporcionan los valores de los vientos y de las temperaturas. Por lo tanto,
usar métodos de paso variable puede hacer que sean más lentos a causa de las zonas donde no
es derivable la función, ya que la falta de derivabilidad se intenta cubrir con una acumulación de
puntos de integración en dicha zona.

Como solución a este problema se utilizarán los métodos de paso fijo. La distancia del paso, ∆r,
será un parámetro a seleccionar en el problema. Una vez elegida dicha distancia, el número total
de pasos de integración para cada conexión vendrá dado por Np j

= d r j
∆re. El resultado del cociente

será redondeado al entero superior, recalculándose la nueva distancia de paso para cada conexión
como ∆r = r j

Np j
. Por tanto, la distancia recorrida hasta el paso de integración, np j

será rnp, j
= ∆r ·np j

.
Fíjese que puesto que el número de pasos total depende de cada conexión, habrá que considerar una
distancia de paso, ∆r, lo suficientemente pequeña para que la precisión en media del problema sea
aceptable.

Figura 4.5 Ejemplo de un segmento de trayectoria.
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Entre todos los métodos de paso fijo que existen se ha elegido el método de Heun. Este método
permite calcular la variable dependiente, en nuestro caso el tiempo, mediante un promedio de la
derivada en el punto (ri,ti) y en el punto (ri+1,ti+1).

t∗i+1 = ti +∆r · f (ri,ti)

ti+1 = ti +
∆r
2
·
(

f (ri,ti)+ f (ri+1,t∗i+1)
) (4.22)

Figura 4.6 Método de Heun. Fuente: ETSII ([9]).

Hay que tener presente que cuando se avanza un paso de integración np, j, el tiempo actual
necesario para el cálculo de la velocidad con respecto de tierra, tint , debe ser actualizado como
tint = tDep + tnp, j

. Finalmente, el tiempo final para cada conexión se corresponde con el valor del
tiempo obtenido para el último paso, t j = tNp j

. Sumando los tiempos de todas las conexiones que
forman parte de la ruta que sigue la aeronave se obtiene el tiempo de vuelo final t f .

t f =
q

∑
j=1

t j (4.23)

Para afrontar de una manera ordenada los problemas de optimización que se resolverán más
adelante, se almacenarán los tiempos de vuelo de cada conexión, t j, y de cada uno de los escenarios
considerados, en una matriz de costes ct (l×n).

ct =


c[1]t1 c[2]t1 · · · c[n]t1

c[1]t2 c[2]t2 · · · c[n]t2
...

...
...

...
c[1]tl c[2]tl · · · c[n]tl

 (4.24)

Si además, se repiten los cálculos utilizando las predicciones meteorológicas en diferentes
horizontes temporales Ht , se tendrá una matriz tridimensional de dimensiones (l×n×NHt

), siendo
NHt

, el número total de horizontes temporales considerados.
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4.5 Cálculo del pseudotiempo de vuelo

A la hora de definir las ecuaciones de la trayectoria, una de las hipótesis más importantes que se
considera es que el consumo específico de combustible es constante (cT = cte). En realidad, dicho
consumo no es constante, sino que, de acuerdo con el modelo de BADA, depende de la velocidad
aerodinámica tal como se indica a continuación:

cT =C f ,crC f 1

(
1+

V [kt]
C f 2

)
(4.25)

donde los coeficientes C f 1, C f 2 y C f ,cr son constantes proporcionadas para cada aeronave.

Fíjese que si se incorpora este nuevo modelo en las ecuaciones del movimiento del avión (4.3),
los coeficientes A y B dejan de ser constantes. El motivo es que la velocidad aerodinámica depende
de la velocidad del sonido y ésta de la temperatura, la cual cambia en función del punto de paso
que se esté recorriendo. En definitiva, la introducción de un modelo más realista para el consumo
especifico complica el modelo, pero también permite ver cuál es la influencia de la incertidumbre
en la temperatura, dentro del consumo específico a lo largo de la trayectoria recorrida.

Por tanto, para calcular el resto de expresiones, se propone utilizar unos nuevos coeficientes Â y B̂,
que sí serán constantes y que vendrán definidos en función de un consumo específico de referencia,
cTre f

. El valor de éste consumo de referencia será el obtenido de aplicar el modelo lineal anterior,
con la temperatura de referencia según la atmósfera ISA, TISA, volando a la altitud de crucero, h.

Â =
1
2

γa pM2SCD0
cTre f

B̂ =
2cTre f

CD2
g2

γa pM2S

(4.26)

Las expresiones (4.2) y (4.4) se escriben en función de los nuevos coeficientes.

dm
dt

=− cT

cTre f

(Â+ B̂m2)

∫ (m f ) j

(mi) j

dm
Â+ B̂m2

=−
∫ (r f ) j

(ri) j

cT (r)
cTre f

dr
Vg(r)

(4.27)

Anteriormente, el resultado de la integral de la derecha era lo que conocíamos como t j, que no era
más que el tiempo que se tarda en recorrer la conexión j. Ahora bien, al estar presente el consumo
específico de fuel dentro del integrando, el resultado ya no es el tiempo de vuelo, sino un tiempo que
se denominará pseudotiempo τ j. Conociendo dicha variable, se puede obtener de manera análoga al
tiempo de vuelo, una ecuación que permite obtener el valor del consumo de combustible a partir
del pseudotiempo final.

mF = mi−

√
Â
B̂

tan

arctan

√ B̂
Â

mi

−√ÂB̂τ f

 (4.28)

Esta expresión nos permite obtener una aproximación más realista al consumo de combustible ya
que el modelo de consumo es mucho más parecido al que se tiene en la realidad.

Cabe recordar que la integral anterior, sólo es válida en el caso en el que el integrando no
dependa del tiempo. Si la incertidumbre depende del instante temporal, hay que resolver la ecuación
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diferencial siguiente, utilizando nuevamente el método de Heun.

dτ

dr
=

cT (r,t)
cTre f

1
Vg(r,t)

= f (r,t) (4.29)

Puesto que el integrando depende del tiempo y no del pseudotiempo, es necesario resolver la
ecuación anterior de forma conjunta con la ecuación (4.11).

dt
dr

=
1

Vg(r,t)
= f1(r,t)

dτ

dr
=

cT (r,t)
cTre f

1
Vg(r,t)

= f2(r,t)
(4.30)

Al igual que para el tiempo de vuelo, los pseudotiempos τ j de cada escenario obtenidos de la
resolución de la ecuación diferencial, se almacenan en una matriz de costes cτ (l×n×NHt

).

cτ =


c[1]τ1 c[2]τ1 · · · c[n]τ1

c[1]τ2 c[2]τ2 · · · c[n]τ2
...

...
...

...
c[1]τl c[2]τl · · · c[n]τl

 (4.31)



5 Planificación de la Trayectoria

El objetivo de este capítulo es establecer una estrategia que nos permita tomar una decisión correcta
a la hora de volar una determinada trayectoria. Para ello, se resolverán una serie de problemas de
optimización que nos ayudarán a sacar conclusiones acerca del comportamiento de un vuelo cuando
se incorporan los efectos de la incertidumbre meteorológica. En cada problema de optimización se
buscarán rutas que minimicen una serie de variables muy diferentes como pueden ser: el tiempo
de vuelo promedio para cada escenario, el pseudotiempo promedio, el tiempo y pseudotiempo
del peor escenario o el consumo de combustible. Dependiendo de la función objetivo y de las
restricciones se podrán formular los problemas como programación lineal entera o entero-mixta
(ILP o MILP). Cada uno de ellos, utilizará algoritmos de resolución diferentes como el Dijks-
tra, la programación lineal o la optimización combinatoria. Además, se realizarán comparaciones
en cuanto al valor de la función objetivo y al tiempo de ejecución entre los diferentes algoritmos.
De esta forma, se verá cuál de ellos es más eficiente cuando se resuelve un tipo de problema concreto.

Finalmente, se introducirán mejoras al planificador de trayectorias. Entre ellas, la variación de
los costes con respecto al horizonte temporal o la limitación del ángulo de viraje de la aeronave.

5.1 Minimización del tiempo/pseudotiempo de vuelo promedio

Cuando se quiere volar una determinada ruta desde un punto de origen O hasta un punto de destino
D, puede interesar llegar a dicho punto final en el menor tiempo posible. La razón es que cuando se
vuela con un número de Mach constante, el tiempo de vuelo se convierte en un "proxy" del consumo
de combustible, con la ventaja de que el problema se simplifica mucho al requerir simplemente de
un modelo cinemático para el cálculo de la trayectoria. En secciones anteriores, se ha calculado el
coste que implica volar cada uno de los segmentos o conexiones definidas en el grafo. Dicho coste
a su vez depende del escenario a considerar. Entre todos los caminos posibles que comunican el
origen y el destino, se definirá un vector x de tamaño el número de conexiones, l. Si una componente
tiene el valor 1, implica que será recorrida, mientras que si tiene el valor 0, ésta no pertenecerá al
camino. Como todos los escenarios son en un principio equiprobables, se buscará el camino crítico
que minimiza el tiempo de vuelo medio de todos los escenarios. De manera algebraica, esto puede
escribirse como:

mı́n
x

1
n

(
n

∑
k=1

c[k]t

)T

x (5.1)

Además el valor de x, tendrá que cumplir las relaciones de conectividad que impone el grafo.
Dichas relaciones vienen dadas por las siguientes restricciones.

Ax = b (5.2)

25
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La matriz A es la matriz de incidencia del grafo, de tamaño m× l (nodos × conexiones), donde
el origen de cada conexión tiene valor 1 y el destino -1. Por otro lado, el vector b tendrá tantas
filas como nodos. El nodo de origen de la trayectoria tiene el valor unidad mientras que el nodo de
destino tiene el valor -1.

A =


0 −1 1 · · ·
1 0 −1 · · ·
...

...
...

...
−1 1 0 · · ·

 ; b =


0
1
...
−1

 (5.3)

Por tanto, el problema que habrá que resolver puede ser escrito en forma genérica como:

mı́n
x

cT x

s.a. Ax = b

x ∈ {0,1}l

(5.4)

con el vector c =


1
n

(
∑c[k]t1

)
1
n

(
∑c[k]t2

)
...

1
n

(
∑c[k]tl

)

.

Nótese que puesto que el vector x sólo puede tomar valores enteros, estamos ante un problema de
programación lineal entera (ILP). En principio, se podría pensar que este tipo de problemas no se
puede resolver empleando los algoritmos de programación lineal, ya que dichos algoritmos admiten
que la variable x pueda tener valores reales. Sin embargo, puesto que la matriz de restricciones A es
unimodular (cualquier submatriz cuadrada tiene determinante {−1,0,1}), y tanto la función objetivo
como las propias restricciones son lineales, el problema puede ser relajado. De esta forma, podrá ser
resuelto por los algoritmos anteriores, garantizando una solución entera para la variable de decisión x.
Cabe decir, que mediante las técnicas de optimización combinatoria se puede resolver el problema sin
inconvenientes. La razón es que estos algoritmos exigen que la variable x sólo admita valores enteros.

Finalmente, se obtendrá el valor de x∗ óptimo que minimiza el coste medio de todos los escenarios.
Para conocer las coordenadas de los waypoints que contiene el camino crítico, se parte del origen
y se comprueba qué conexión está activa, esto es x j = 1; y además tiene como origen el nodo O.
Posteriormente, el nodo final F de esa conexión activa pasa a considerarse como punto de partida.
Este proceso se repite hasta que el nodo final F de la última conexión activa coincida con el nodo
de destino D de la trayectoria. De esta forma, se pueden determinar los nodos inicial y final de cada
una de las conexiones activas, y así reconstruir fácilmente el camino que debe seguir la aeronave
para llegar al destino propuesto.

De forma análoga a cómo se ha hecho con el tiempo de vuelo, puede plantearse la opción de
minimizar el coste medio del pseudotiempo de vuelo de cada escenario. La única diferencia radicará
en cambiar los costes en la función objetivo.

mı́n
x

1
n

(
n

∑
k=1

c[k]τ

)T

x (5.5)
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5.2 Minimización del tiempo de vuelo del peor escenario

En la sección anterior, se eligió como criterio de planificación, aquel camino que minimizaba los
costes en promedio para cada escenario. Sin embargo, dicho criterio puede resultar en ocasiones
un tanto arriesgado, ya que presupone que cuando se recorra una conexión, la meteorología será
aquella que provoque un coste en tiempo de vuelo, igual al coste medio de todos los escenarios. Adi-
cionalmente, es necesario tener en cuenta el supuesto más desfavorable en cuanto a la incertidumbre
meteorológica cuando se planifica una trayectoria. Este problema es conocido en la literatura como
el worst-case problem o el problema min-max. Es decir, uno se puede plantear qué camino debe de
seguir para llegar hasta un destino D lo antes posible, en el caso en el que el escenario meteorológico
sea el más desfavorable, en lo que a tiempo de vuelo se refiere. Dicha definición es recogida por la
siguiente función objetivo.

mı́n
x

máx
k

(
c[k]

T

t x
)

(5.6)

A su vez, la formulación del problema se puede escribir como:

mı́n
x,y

y

s.a. Ax = b

c[k]
T

t x≤ y k ∈ {1,2,3... n}
x ∈ {0,1}l

y ∈ R

(5.7)

donde se ha incorporado una nueva variable de decisión y, además de n nuevas restricciones de de-
sigualdad. La variable y representa el tiempo de vuelo máximo que se obtiene al volar la trayectoria
siguiendo el camino x propuesto. Puesto que y es la variable que se busca minimizar y a su vez y
tiene que ser mayor o igual que el tiempo de vuelo final para cada escenario (c[k]

T

t x≤ y), el valor
solución que se obtenga de resolver el problema de optimización será el mínimo tiempo de vuelo
máximo que se puede experimentar al recorrer la trayectoria siguiendo el camino x∗ óptimo. Por
tanto en el óptimo, al menos una restricción se verificará con signo de igualdad.

Ambas variables de decisión x e y, pueden ser integradas en un mismo vector de decisión
w = [x | y]T de dimensión l +1. Reescribiendo la formulación anterior en función de ese vector w,
el problema queda como:

mı́n
w

cT w

s.a. Aeqw = beq

Adesw≤ bdes

(5.8)

La definición por bloques de los vectores y matrices c, Aeq, Ades, beq y bdes se muestra a conti-
nuación:

c =


0
0
...
0
1

 ; beq =

[
b
0

]
; bdes =


0
0
...
0

 ; (5.9)
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Aeq =
[

A 0
]

; Ades =


c[1]t −1
c[2]t −1
...

...
c[n]t −1

 ; (5.10)

En este caso, estamos ante un problema de programación lineal entero-mixta (MIPL), ya que
la variable x toma valores enteros y la variable y puede tomar cualquier valor real. Además, los
algoritmos de programación lineal y de Dijkstra no pueden emplearse en esta ocasión. La razón es
que se han incluido nuevas restricciones de desigualdad a través de la matriz Ades, lo que implica que
la relajación del problema a variables reales no tenga por qué dar lugar a una solución en variables
enteras para x. Este hecho provoca que la resolución del problema tenga que ser abordada mediante
la optimización combinatoria.

De nuevo y al igual que en el caso anterior, una vez resuelto el problema y obtenido la solución
del vector x∗, se puede reconstruir el camino crítico viendo cuáles de las conexiones permanecen
activas, es decir, cuáles de ellas poseen un valor unidad.

Análogamente, el problema se puede plantear para el pseudotiempo sin más que intercambiar la
matriz de costes temporales ct por la matriz de pseudotiempos cτ .

5.2.1 Método heurístico para la resolución del problema min-max.

Al terminar la sección anterior se llegó a la conclusión de que el problema de determinación del
camino crítico suponiendo el peor escenario (worst-case problem) tenía que ser resuelto empleando
técnicas de optimización combinatoria. A pesar de ser así, uno puede plantearse si existen métodos
alternativos que permitan obtener la solución del problema, o bien una aproximación a la solu-
ción, utilizando los algoritmos clásicos de programación lineal o de Dijkstra. El motivo es que la
complejidad que incorpora la optimización combinatoria hace que los software que utilizan dichos
algoritmos sean mucho menos accesibles y normalmente requieren de licencias de pago para el
consumidor. Por tanto, se propone una formulación alternativa, empleando un método de carácter
heurístico que consta de los pasos que se describen a continuación:

1. Se calcula el camino que minimiza el tiempo de vuelo final para cada uno de los k escenarios
propuestos, siguiendo la siguiente formulación:

mı́n
x

c[k]Tt x

s.a. Ax = b

x ∈ {0,1}l

(5.11)

Se tendrán que resolver n problemas diferentes, en los cuales variará la función objetivo, que
incluirá el coste de cada escenario. Para obtener la solución se emplean los algoritmos de
Dijkstra o de programación lineal. El resultado de cada uno de los problemas será un camino
crítico x[k]∗. Además, se obtiene también el camino crítico solución de minimizar el coste
promedio, el cual se identifica con un escenario ficticio n+1.

2. Suponiendo que la aeronave sigue cada camino x[k]∗, se extrae el tiempo de vuelo final máximo
de entre todos los escenarios. Para ello, se multiplica la matriz de costes por cada uno de los
vectores x[k]∗, obteniéndose un vector de tiempos finales de n componentes (una para cada
escenario), de las cuales se selecciona el escenario de mayor tiempo final

(
máx

(
cT

t x[k]∗
))
.
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Una vez realizada esta operación para todos los caminos, se dispondrá de un vector de tiempos
finales máximos: t f ,max = [t f1

, t f1
, ... , t fn+1

].

3. El camino solución de nuestro problema, x∗ será aquel camino x[k]∗, que nos proporcione el
menor de los tiempos de vuelo máximos recogidos en el vector de tiempos anterior, t∗f =
mı́n

{
[t f1

, t f1
, ... , t fn+1

]
}
.

Es importante destacar que el camino que se obtenga a través del método heurístico no tiene por
qué ser el camino óptimo para el worst-case problem, ya que en ningún momento se está abordando
la resolución del problema directo a través de la formulación propuesta en la sección anterior. Sin
embargo, es cierto que si el número de escenarios es suficientemente elevado y la dispersión entre los
mismos es pequeña, puede coincidir con la solución óptima (aunque no se tenga ninguna garantía de
ello). Como inconveniente, hay que decir que mediante este procedimiento el número de problemas
a resolver es mucho más elevado que mediante la optimización combinatoria. A pesar de que cada
uno de los problemas individuales es más simple desde el punto de vista computacional, como se
verá en el siguiente capítulo, la resolución de todo el problema completo llevará aparejado un mayor
tiempo de ejecución.

5.3 Minimización del combustible promedio final

En esta sección se aborda la elección de una trayectoria que minimice el combustible final. La
importancia de la reducción del combustible es clave para las aerolíneas no sólo porque reducen la
carga de emisiones a la atmósfera, sino porque el simple hecho de reducir el combustible consumido,
implica una reducción del coste operativo directo de la aeronave al realizar ese vuelo. Uno podría
pensar que minimizar el tiempo de llegada al destino final, tiene como consecuencia una reducción
del combustible consumido. Obviamente, este hecho es cierto cuando nos planteamos reducir el
combustible final para un escenario meteorológico concreto. Sin embargo, el camino óptimo que
minimiza la media del combustible total consumido no tiene por qué coincidir con el que minimiza
la media del tiempo (o pseudotiempo), debido a la relación no lineal entre ambas variables. Por
tanto, no es mala decisión intentar resolver de manera directa los problemas que minimizan el
combustible consumido en términos medios.

Para obtener una estimación más precisa del combustible consumido se utilizará el pseudotiempo
en lugar del tiempo. Como ya se ha comentado, la incorporación del pseudotiempo lleva asociado
un modelo más realista de consumo específico que contempla las variaciones de dicho consumo
con la temperatura en cada uno de los puntos del espacio recorrido. Por otra parte, la expresión
de la masa consumida con respecto al pseudotiempo se había obtenido cuando se demostraron las
ecuaciones, resultando en una expresión no lineal como la siguiente:

Φ(τ f ) = mi−

√
Â
B̂

tan

arctan

√ B̂
Â

mi

−√ÂB̂τ f

 (5.12)

Los problemas no lineales pueden ser muy difíciles de resolver. Por ello, se llegará a un compro-
miso entre recoger parte de la no linealidad del problema y facilitar en la medida de lo posible la
resolución del mismo. Esto pasa por realizar una aproximación cuadrática de la función que permita
su posterior tratamiento mediante algoritmos de programación cuadrática.

Φ(τ f )'Φ(τ f ,0)+Φ
′
(τ f ,0)(τ f − τ f ,0)+

1
2

Φ
′′
(τ f ,0)(τ f − τ f ,0)

2 (5.13)
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Las derivadas primera y segunda se calculan a partir de la función principal Φ(τ f ).

Φ
′
(τ f ) = Â ·

1+ tan2

arctan

√ B̂
Â

mi

−√ÂB̂τ f




Φ
′′
(τ f ) =−2

√
ÂB̂ ·Φ′

(τ f ) · tan

arctan

√ B̂
Â

mi

−√ÂB̂τ f


(5.14)

El valor de τ f ,0, es el punto donde se realiza la aproximación cuadrática. Se puede tomar como
aproximación el resultado del problema de minimización de la media de pseudotiempos. También es
necesario conocer una aproximación de la masa inicial del vuelo, mi. Obtener este dato en ocasiones,
puede no ser sencillo, ya que no suele ser un dato que las aerolíneas y las compañías aéreas den a
conocer por motivos de pura competitividad. A veces, es más común conocer la masa final de la
aeronave en el destino m f y realizar un cálculo inverso para poder conocer la masa inicial. Se podría
incluso realizar un cálculo previo mediante simulaciones de Monte-Carlo con las predicciones de
vientos que se nos proporcionan. Sin embargo, como el cálculo de la masa inicial no es objeto de
este trabajo, se asumirá como un valor conocido a priori.

Para cada uno de los escenarios la función Φ puede escribirse en función del camino x y de su
aproximación x0.

Φ(c[k]Tτ x)'Φ(c[k]Tτ x0)+Φ
′
(c[k]Tτ x0)(c

[k]T
τ x− c[k]Tτ x0)

+
1
2

Φ
′′
(c[k]Tτ x0)(c

[k]T
τ x− c[k]Tτ x0)

2
(5.15)

Para simplificar la notación y su posterior resolución se introducirán nuevas variables y[k] = c[k]Tτ x.
Además las aproximaciones a la función Φ se escribirán con el subíndice 0.

Φ(y[k])'Φ(y[k]0 )+Φ
′
(y[k]0 )(y[k]− y[k]0 )

+
1
2

Φ
′′
(y[k]0 )(y[k]− y[k]0 )2

(5.16)

Si se desea obtener el camino crítico que minimice la media de la masa consumida final, se deben
de cumplir las restricciones de conectividad del grafo, así como las que definen las nuevas variables
intermedias introducidas.

mı́n
x,y[k]

1
n

n

∑
k=1

mF,k

s.a. Ax = b

c[k]Tτ x = y[k] k ∈ {1,2,3... n}
x ∈ {0,1}l

y[k] ∈ R

(5.17)
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Por otro lado, la media de la masa de combustible puede desarrollarse en función de Φ de la
siguiente forma:

mı́n
1
n

n

∑
k=1

mF,k = mı́n
1
n

n

∑
k=1

Φ(y[k]) = mı́n

{
1
n

n

∑
k=1

(
Φ

[k]
0 +Φ

′[k]
0 (y[k]− y[k]0 )

+
1
2

Φ
′′[k]
0 (y[k]− y[k]0 )2

)}
= mı́n

{
1
n

n

∑
k=1

(
Φ

[k]
0 −Φ

′[k]
0 y[k]0 +

1
2

Φ
′′[k]
0 y[k]20

)

+
1
n

n

∑
k=1

(
Φ
′[k]
0 −Φ

′′[k]
0 y[k]0

)
y[k]+

1
n

n

∑
k=1

1
2

Φ
′′[k]
0 y[k]2

}

La expresión anterior consta de tres términos: un término constante, el cual puede ser ignorado
en la optimización; un término lineal en y[k] y un último término cuadrático en y[k]2.

Almacenando las variables de decisión en un vector w =
[
x,y[1],y[2], ... ,y[n]

]T , el problema puede
ser escrito como:

mı́n
w

cT w+wT Qw

s.a. Aeqw = beq

(5.18)

donde los vectores y matrices c, beq, Aeq y Q recogen las restricciones y la función objetivo anterior.

c =


0

1
n

(
Φ
′[1]
0 −Φ

′′[1]
0 y[1]0

)
...

1
n

(
Φ
′[n]
0 −Φ

′′[n]
0 y[n]0

)

 ; beq =


b

0
...
0

 ;

Aeq =


A 0

c[1]Tτ −1
... . . .

c[n]Tτ −1

 ; Q =



0 0

1
2

Φ
′′ [1]
0
n

0
. . .

1
2

Φ
′′ [n]
0
n


;

(5.19)

En vista a la definición de las matrices cabe destacar varios aspectos que son importantes. Por un
lado, la introducción de las variables y[k] permite que la matriz Q de tamaño (l +n)× (l +n), sea
en gran medida dispersa. Este hecho facilita tanto la resolución del problema como los potenciales
problemas de memoria a la hora de almacenar la matriz. Por otro lado, la formulación obtenida se
puede particularizar para el caso en que se asuma una aproximación lineal de la masa de combustible.
En ese caso, la única modificación consistiría en eliminar la matriz Q y las derivadas segundas
Φ
′′[k]
0 .

En esta ocasión nos encontramos ante un problema de programación cuadrática (MIQP), que
únicamente puede ser abordado mediante técnicas de optimización combinatoria. Una vez resuelto
y obtenido el valor óptimo de w∗, se podrá calcular simultáneamente tanto el camino a seguir por
la aeronave x∗; como el consumo de combustible final óptimo m∗F , evaluando la función Φ en el
pseudotiempo final para cada escenario y[k]∗ = c[k]Tτ x∗.
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5.4 Variaciones del coste con el horizonte temporal

Hasta el momento hemos supuesto que los costes han sido obtenidos para un cierto horizonte
temporal, sin especificar en ningún momento para qué instante temporal se han calculado. A raíz
de esto, se pueden plantear ciertas dudas a la hora de planificar la trayectoria. ¿En qué instante
temporal debo seleccionar los costes: a la hora de despegue, a la de aterrizaje o en un valor medio a
lo largo de la trayectoria?. ¿Son importantes en términos relativos las variaciones de los costes a lo
largo del tiempo?. Para responder a estas preguntas se han calculado los costes para la trayectoria
entre Málaga y Arlanda para distintos tiempos de referencia coincidentes con los instantes en los
que se nos proporcionan las predicciones (+0 horas,+6 horas,+12 horas,+18 horas,+24 horas,+30
horas). Para los tiempos intermedios se han interpolado linealmente los costes para cada una de las
conexiones. Los resultados para dos conexiones aleatorias se muestran a continuación:
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Figura 5.1 Costes vs tre f .

A la vista de estas gráficas, se pueden extraer una serie de conclusiones. En primer lugar, se
ve que la dispersión entre los escenarios es pequeña, y aumenta conforme aumenta el tiempo de
referencia. Esto es esperable, porque a mayor horizonte de predicción la incertidumbre recogida por
los EPS debe de aumentar. Por último, la conclusión más importante es que la variación del coste
con los escenarios es menor que la propia variación de los costes con el tiempo en un entorno de
tiempos de referencia, el cual, abarque la posible duración de la trayectoria anteriormente citada.

Las conclusiones anteriores ponen de manifiesto que es necesario intentar incluir la variación
temporal de los costes en el problema de optimización. Dichas variaciones pueden provocar cambios
en el camino óptimo. El efecto del tiempo, hace que la complejidad del problema crezca enorme-
mente. El motivo es que buscar un camino que minimice unos costes que son función a su vez del
tiempo en el que se llega a una conexión, no es nada fácil. Por ello, en las sucesivas subsecciones se
desarrollarán alternativas y estrategias para dar respuesta a este problema.

5.4.1 Introducción explícita del tiempo de vuelo

La primera de las metodologías que se proponen, consiste en introducir de manera explícita el
tiempo en el problema de optimización. Una forma de realizarlo es mediante la introducción de un
vector compuesto por nuevas variables de decisión t [k], que representan los tiempos de llegada a
cada nodo i del grafo para el escenario k correspondiente. Por lo tanto, esto supone un incremento
en el número de variables de m×n (nodos × escenarios). También se va a definir una nueva matriz
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Aorg, de la siguiente forma:

Aorg =


0 0 1 · · ·
1 0 0 · · ·
...

...
...

...
0 1 0 · · ·

 (5.20)

La matriz Aorg es una matriz similar a la matriz A que contiene las restricciones de conectividad
del grafo (nodos × conexiones), pero cambiando el valor -1 de los nodos de destino de cada cone-
xión, por el valor 0. De esta manera, la matriz Aorg, sólo tiene en cuenta el origen de los nodos de
cada conexión. Esta matriz permite calcular el tiempo en el que se llegará al nodo origen de cada
conexión, sin más que multiplicar la matriz traspuesta por el vector de tiempos: AT

orgt [k].

Por otro lado el coste ct ahora depende del tiempo. Además, se asumirá que el coste para cada
escenario, c[k]t , sólo depende del tiempo de llegada correspondiente a ese escenario c[k]t (t [k]) y no del
tiempo para otros escenarios. Con el objetivo de encontrar una función que nos permita modelar los
costes, se realizará una aproximación lineal de los mismos, alrededor de un tiempo t0.

c[k]t (t [k]) = ct(t0)[k]+
dct(t0)

dt

[k]

AT
org(t [k]− t0) (5.21)

Una vez presentada la expresión es necesario aclarar varios aspectos. En primer lugar, el tiempo
t0, se escogerá como un tiempo previsiblemente cercano al tiempo de llegada a cada nodo en la

realidad, por ejemplo como
di−O

Vre f
, es decir, la distancia ortodrómica desde cada nodo al origen

entre la velocidad aerodinámica de referencia a la altitud de crucero. Este tiempo será igual para

todos los escenarios. Por otro lado, el término
dct(t0)

dt

[k]

, es una matriz diagonal de dimensiones
l× l (conexiones × conexiones), cuyos elementos de la diagonal representan las derivadas de los
costes para cada escenario evaluadas en el tiempo AT

orgt0. El tiempo AT
orgt0, es el tiempo de llegada

al origen de cada conexión, según el valor de t0 propuesto. Puesto que conocemos el valor de los
costes para varios horizontes temporales concretos (+0 horas,+6 horas,+12 horas,+18 horas,+24
horas,+30 horas), las derivadas se supondrán constantes entre cada intervalo e iguales a la pendiente
del tramo correspondiente. Por último, ct(t0)[k], no es más que el coste para cada conexión y para
cada uno de los escenarios, evaluado en el tiempo de llegada AT

orgt0. Nótese que esta expresión es
muy útil ya que nos permite conocer el coste de cada conexión sabiendo cuál es el tiempo de llegada
a la misma.

Modelada la función objetivo, se plantea de forma análoga el problema de minimización del
tiempo de vuelo promedio para todos los escenarios.

mı́n
x,t [k]

1
n

(
n

∑
k=1

c[k]t (t [k])

)T

x

s.a. Ax = b

x ∈ {0,1}l

(5.22)
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Sin embargo, hay que incluir nuevas restricciones para ligar el camino elegido x con los tiempos
de llegada a cada nodo t [k]. Esas restricciones son las siguientes:

t [k]O = 0

diag
[
−AT t [k]− c[k]t (t [k])

]
x = 0 k ∈ {1,2,3... n}

(5.23)

La primera de ellas t [k]O = 0, indica que el tiempo para el nodo de partida de la trayectoria debe
ser nulo para todos los escenarios. Por otra parte, la segunda, diag

[
−AT t [k]− c[k]t (t [k])

]
x = 0, nos

dice que si una conexión pertenece al camino recorrido (x j = 1), el coste de esa conexión es igual
al tiempo que se tarda en recorrer dicha conexión, representado por la operación matricial −AT t [k].
En el caso en el que la conexión no sea recorrida (x j = 0), el tiempo de llegada a su origen será
indiferente (0 = 0). Es bueno observar que esta última restricción es no lineal y eso puede provocar
más complejidad a la hora de su resolución. Por tanto, para linealizar la restricción se convierte
dicha igualdad en dos restricciones de desigualdad, mediante la introducción de una constante B
suficientemente grande.

−AT t [k] ≤ c[k]t (t [k])+B(1− x)

−AT t [k] ≥ c[k]t (t [k])−B(1− x)
k ∈ {1,2,3... n} (5.24)

De esta forma se consigue que si una conexión está activa, x j = 1, el término B(1− x j) corres-
pondiente a dicha conexión desaparezca. Con ello, se obliga a que la única posibilidad para que
ambas restricciones se cumplan es que −AT t [k] = c[k]t (t [k]). Aún así, la constante B deberá tener un
valor elevado para que en el caso de que x j = 0, ambas restricciones permitan una solución factible
para los tiempos de llegada a los nodos que no pertenecen al camino crítico. Por ejemplo, en este
trabajo se ha considerado un valor de B = 10 ·máx(ct(t0)[k]).

Nótese que el número de restricciones de desigualdad a añadir será de 2× l×n (2× conexiones×
escenarios), lo que supone un aumento muy significativo en el número de restricciones del problema.

Para disponer de una formulación más cómoda del problema, se trabajará con el incremento de
tiempos ∆t [k] = t [k]− t0 en lugar de con t [k]. Si se sustituyen en las restricciones de desigualdad el
valor de t [k] y la expresión de los costes c[k]t (t [k]), se obtiene:

∆t [k]O =−t0,O

−

(
AT +

dct

dt

[k]
AT

org

)
∆t [k] ≤ ct(t0)[k]+AT t0 +B(1− x)

−

(
AT +

dct

dt

[k]
AT

org

)
∆t [k] ≥ ct(t0)[k]+AT t0−B(1− x)

k ∈ {1,2,3... n} (5.25)

La función objetivo también se puede desarrollar para escribirla en función de las variables de
decisión.

mı́n
x,t [k]

1
n

(
n

∑
k=1

c[k]t (t [k])

)T

x = mı́n
x,∆t [k]

{
1
n

n

∑
k=1

(
ct(t0)[k]T x+∆t [k]T Aorg

dct

dt

[k]
x

)}
(5.26)

Al ser la función objetivo cuadrática, el problema a resolver es un MIQP. Para facilitar su
resolución se agrupan de nuevo las variables de decisión en un vector w =

[
x,∆t [1], ... ,∆t [n]

]T . Por
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tanto, el problema puede ser expresado como:

mı́n
w

cT w+wT Qw

s.a. Aeqw = beq

Adesw≤ bdes

(5.27)

donde los vectores y matrices se definen por bloques de la siguiente forma:

c =


1
n ∑

n
k=1 ct(t0)[k]

0
...
0

 ; beq =


b
−t0,O
...
−t0,O

 ; Aeq =

[
A 0
0 Z

]
;

bdes =


ct(t0)[1]+B+(AT t0)[1]

−ct(t0)[1]+B− (AT t0)[1]
...

ct(t0)[n]+B+(AT t0)[n]

−ct(t0)[n]+B− (AT t0)[n]

 ; Q =


0 0

Aorg
dc
dt

[1]

... 0

Aorg
dc
dt

[n]

 ;

Ades =



B̂ −
(

AT + dc
dt

[1]
AT

org

)
0 · · · 0

B̂
(

AT + dc
dt

[1]
AT

org

)
0 · · · 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

B̂ 0 0 · · · −
(

AT + dc
dt

[n]
AT

org

)
B̂ 0 0 · · ·

(
AT + dc

dt
[n]

AT
org

)


;

(5.28)

La matriz B̂ es una matriz diagonal de dimensión igual al número de conexiones, l, tal que

B̂ =

B
. . .

B

; mientras que Z tiene dimensiones de n× (m×n) y contiene un valor unidad en

cada fila, sólo para el nodo de salida de la trayectoria correspondiente al escenario equivalente a
dicha fila. Por ejemplo, si el nodo de salida es el nodo número 1, la matriz será:

Z =


1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 · · · · · · 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 1 0 · · · 0 · · · · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 · · · · · · 1 0 · · · 0

 (5.29)

Aunque el problema es cuadrático, puede encontrarse un problema lineal totalmente equivalente.
La manera de hacerlo es modificando la función objetivo de tal manera que en lugar de minimizar
la media del tiempo de vuelo final, se minimice la media del tiempo de llegada al nodo de destino
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de la trayectoria.

mı́n
x,∆t [k]

1
n

n

∑
k=1

∆t [k]D (5.30)

Ahora, la única diferencia con el problema anterior es que la matriz Q desaparece y el vector de
costes cambia. Suponiendo que el nodo de llegada es el último nodo definido, el vector c se puede
escribir como:

c =
[

0 0 · · · 1
n · · · · · · 0 · · · 1

n

]T (5.31)

Finalmente, la resolución del problema nos permite conocer no sólo el camino óptimo x∗, que
debe de seguir la aeronave desde el origen O al destino D, sino también el tiempo de llegada t [k] a
cada uno de los nodos del camino crítico.

Esta formulación que introduce los tiempos de manera explícita es bastante completa desde el
punto de vista teórico. Sin embargo, presenta ciertos problemas cuando se desea implementar de
forma numérica. Por un lado, el número de variables crece enormemente con respecto al problema
que no tiene en cuenta las variaciones temporales del coste. Así, por ejemplo, para m = 6031 nodos,
l = 14836 conexiones y n = 50 escenarios, el número de variables es de 316386, mientras que el
de restricciones alcanza las 1489681. Esto supone mayores costes computacionales, dando lugar a
un tiempo de resolución inasumible (del orden de días). En segundo lugar y siguiendo el hilo de
lo anterior, el hecho de incorporar los tiempos en las restricciones y en la función objetivo hace
muy difícil su convergencia para garantizar el óptimo global. La consecuencia es que tenemos que
conformarnos con soluciones factibles de las cuales no se tiene ninguna garantía de optimalidad.
Por último, aunque muchas de las matrices sean de naturaleza dispersa, su elevado tamaño provoca
problemas de memoria. Más destacado es el caso de la matriz Q, que al contener las derivadas
del coste, deja de ser semidefinida positiva (PSD). Un carácter no PSD implica utilizar métodos
numéricos para problemas no convexos, los cuales necesitan de más memoria para su resolución.

5.4.2 Método iterativo para incluir las variaciones temporales

En el apartado anterior se ha concentrado todo el esfuerzo en intentar incluir los tiempos de manera
explícita en el problema y se ha explicado todas las consecuencias que eso conlleva. Pues bien,
llegados a este punto, se investigará una forma más efectiva para incluir el efecto del tiempo en los
costes de cada conexión. La clave está en pensar en una buena primera aproximación de los tiempos
de llegada a cada conexión que permita calcular el coste actualizado a dicho instante de tiempo.
Una vez seleccionada la aproximación y obtenida la trayectoria pertinente, se actualizan los nuevos
tiempos de llegada y se vuelve a realizar una nueva iteración. Este proceso se repite tantas veces
como sea necesario para que el camino a seguir converja a una solución, x∗, que se asumirá que es
la óptima buscada.

Por tanto, el procedimiento que se va a llevar a cabo para determinar x∗, consta de los siguientes
pasos:

1. Partiendo de una hora asignada para el despegue, tDep, se actualizan los costes de cada conexión
para dicho instante de tiempo.

c[k]t,Dep = ct(tHt
)[k]+

ct(tHt+1)
[k]− ct(tHt

)[k]

tHt+1− tHt

(tDep− tHt
) (5.32)

Donde los valores de ct(tHt
) y ct(tHt+1) hacen referencia a los costes para los horizontes

temporales de predicción anterior y posterior a la hora de despegue.
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2. Conociendo la distancia recorrida de cada conexión, r j, se calculan los caminos de mínima
distancia entre el origen y cada uno de los nodos del grafo, siguiendo las propias restricciones
de conectividad impuestas. El resultado será tantos caminos como nodos contenga el grafo, es
decir, x (l×m). Este paso puede resolverse fácilmente con un algoritmo de Dijkstra, tomando
como pesos las distancias de cada conexión.

3. Hallamos el tiempo de llegada a cada nodo para cada uno de los escenarios, ta (m×n) siguiendo
su camino correspondiente de mínima distancia.

ta =
(

cT
t,Depx

)T
(5.33)

4. Se actualizan los costes de cada conexión y de cada escenario en función de su tiempo de
llegada.

tl = AT
orgta + tDep

c[k]t,1 = ct(tHt
)[k]+

ct(tHt+1)
[k]− ct(tHt

)[k]

tHt+1− tHt

(tl− tHt
)

(5.34)

5. Se resuelve el problema deseado (Ej: minimización del tiempo promedio o worst-case problem)
con los costes actualizados y sin variación temporal, obteniéndose el camino óptimo, x∗.

mı́n
x

1
n

n

∑
k=1

c[k]Tt,1 x⇒ x∗ (5.35)

6. A partir del camino crítico anterior, se actualizan los tiempos de llegada de los nodos que
contienen dicho camino óptimo. El resto de nodos que no pertenecen a la solución, continúan
con su tiempo de llegada original. El resultado es una nueva matriz de tiempos ta,2 (m×n).

7. Con la matriz de tiempos ta,2, se vuelven a actualizar los costes, c[k]t,2 y se calcula el nuevo
camino crítico, x∗2.

8. Se repite el proceso tantas veces como sea necesario, hasta que x∗ ≡ x∗2.

Una vez presentado el método iterativo cabe destacar que es esperable no necesitar realizar
ninguna iteración para obtener el camino crítico, x∗, es decir, que en una segunda iteración x∗2, la
solución sea la misma a la anterior (x∗ ≡ x∗2). La explicación es que para la gran mayoría de los
nodos que pertenecen al camino crítico, dicho camino crítico contiene a su vez el camino de mínima
distancia x para cada uno de los nodos. Por lo tanto, cuando se realice la primera actualización de
los tiempos del camino, ta, en realidad coincidirán con los tiempos originales, dando lugar a la
misma solución óptima tras resolver el problema de optimización. No hay que olvidar que aunque
se haya considerado que la presencia de los vientos pueda alterar el camino crítico, en general, volar
siguiendo el camino más corto hasta un destino final será una buena aproximación inicial para el
camino de mínimo tiempo y con ello, para el tiempo de llegada a cada uno de los nodos. Es más,
suponiendo que el camino de mínima distancia para algunos de los nodos no estuviera incluido
dentro del camino crítico, las variaciones al actualizar los tiempos de llegada, serían del orden
del coste de la conexión. Y teniendo en cuenta que disponemos de predicciones de costes cada 6
horas, las variaciones del coste ∆ct relativas al intervalo de predicción, serían tan pequeñas que es
previsible que no alteren el camino crítico.
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5.5 Limitación del ángulo de viraje

Una mejora para incorporar a la herramienta planificadora, puede ser limitar el ángulo de viraje
de la aeronave. De esta forma, se garantiza que la aeronave no realiza giros muy pronunciados
cuando se desea seguir el curso marcado por una determinada ruta. Es verdad que las soluciones de
los problemas anteriores pueden dar resultados buenos de cara a minimizar su respectiva función
objetivo, pero sin embargo, eso puede implicar caminos críticos poco prácticos (por ejemplo, con
muchos giros en zig-zag), que sean inasumibles desde el punto de vista operativo. Para mejorar ese
comportamiento se puede limitar dicho ángulo, incluyendo una serie de restricciones adicionales al
problema. El procedimiento para obtenerlas es el siguiente:

1. Para cada nodo i, se extraen dos vectores, vdes y vorg. Estos vectores contienen las conexiones
que tienen al nodo i como destino y como origen respectivamente. Por ejemplo, los vectores
asociados al nodo 2 del siguiente grafo son:

Figura 5.2 Grafo de ejemplo.

vdes =

[
X1
X3

]
; vorg =

[
X4
]

(5.36)

2. Para cada pareja de conexiones (x j1 ,x j2) formada por el producto de ambos vectores vdes×vorg,
donde x j1 pertenece a vdes y x j2 a vorg, se comprueba que el ángulo de viraje no excede un
valor máximo ∆χlim, definido previamente.

|χg, j1−χg, j2 | ≤ ∆χlim (5.37)

Además, hay que tener en cuenta que dicho ángulo de viraje no podrá ser mayor de 180° en
ningún caso. Por ejemplo para pasar de un curso de 330° a 50°, el avión habrá de virar 80°.
Sin embargo, 330°-50°=280°. Para evitar este problema se realiza la siguiente corrección.

∆χ =


360◦−

(
χg, j1−χg, j2

)
si χg, j1−χg, j2 > 180◦

χg, j1−χg, j2 +360◦ si χg, j1−χg, j2 <−180◦
(5.38)

En el grafo anterior, las parejas a comprobar son la 1-4 y la 3-4.

3. Por cada una de las parejas que no cumpla la desigualdad anterior, habrá que añadir una
restricción adicional que impida que las dos conexiones puedan estar activas al mismo tiempo
dentro del camino crítico.

x j1 + x j2 ≤ 1 (5.39)
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Si suponemos que las dos parejas anteriores no cumplen con el ángulo impuesto, las restric-
ciones serían:

x1 + x4 ≤ 1

x3 + x4 ≤ 1
(5.40)

4. Como resultado del proceso se obtiene una matriz Aχ , con tantas filas como restricciones
y tantas columnas como conexiones. Cada una de las filas, tiene un valor unidad para las
conexiones que están implicadas en la restricción. En el ejemplo anterior, la matriz sería:

Aχ =

[
1 0 0 1
0 0 1 1

]
(5.41)

Una vez definidas las nuevas restricciones, basta con redefinir o añadir las matrices Ades y bdes, en
función del problema que se desea resolver. Así, por ejemplo, para los problemas de minimización
del tiempo de vuelo promedio y del peor escenario, las matrices quedan como:

Minimización del tiempo de vuelo medio

Ades = Aχ bdes =


1
1
...
1

 (5.42)

Worst-Case problem

Ades =



c[1]t −1
c[2]t −1
...

...
c[n]t −1

Aχ 0


; bdes =



0
0
...
0

1


(5.43)

Nótese que este procedimiento aumenta en gran medida la versatilidad de la herramienta. Por
ejemplo, uno podría repetir el proceso tantas veces como sea necesario, hasta encontrar el mínimo
valor del ángulo de viraje máximo ∆χlim, que hace que el modelo de optimización no sea factible.
En otras palabras, es el ángulo que hace que no exista ningún camino posible para llegar al destino
final con dichas exigencias al comportamiento de la aeronave. Incluso, se pueden añadir excepciones
para algunos de los nodos del grafo en los que sí pueda interesar tener ángulos de viraje elevados. Es
el caso de los nodos cerca del origen y del destino, donde puede ser conveniente realizar maniobras
con un ángulo de viraje mayor, para así enganchar correctamente con los puntos de inicio de los
procedimientos normalizados a través de las cartas SID o STAR. Esta última afirmación puede
implementarse fácilmente si sólo se consideran los nodos para los cuales la distancia ortodrómica
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al origen y al destino es mayor que un cierto valor límite, el cual se impone en función de las
características del origen y del destino.

di−O > dlim y di−D > dlim (5.44)

Es importante destacar que una vez definidas las restricciones de desigualdad, el problema sólo
puede ser resuelto de manera explícita mediante los algoritmos de optimización combinatoria.
Sin embargo, pueden existir formas equivalentes de limitar el ángulo de viraje de la aeronave,
por ejemplo, a través de algoritmos clásicos como el Dijkstra. Una manera de implementarlo
consistiría en modificar dicho algoritmo, eliminando las conexiones a explorar que no cumplan
con las condiciones impuestas anteriormente. En el capítulo siguiente se comparará entre los dos
métodos, haciendo hincapié en las ventajas y desventajas que presenta cada uno de ellos.



6 Aplicación práctica. Resultados

En este capítulo se plantean los problemas de planificación expuestos con anterioridad en la parte
teórica. Cada una de las secciones se encargará de abordar un problema concreto. Una vez resuelto
dicho problema se mostrarán las soluciones para cada uno de los distintos algoritmos utilizados y
se sacarán conclusiones acerca de la información proporcionada por los resultados obtenidos.

6.1 Comparación entre distintos criterios de optimización

En primer lugar, es necesario definir el vuelo que se va a considerar. Este vuelo es la mismo para el
cual se realizó el filtrado del espacio aéreo. El origen es Málaga (MLG.D) y el destino es Arlanda
(AT19.L). Por tanto, el objetivo será encontrar el camino óptimo desde Málaga a Arlanda, que
minimice una determinada función objetivo. La incertidumbre meteorológica será incorporada
explícitamente en el problema y se corresponderá con las predicciones de vientos y temperaturas del
día 11/01/2019 a las 12:00 para horizontes temporales (time-lagged) de 6 horas hasta un máximo
de 36 horas vista. Todos los segmentos de los que consta la trayectoria se recorren con un número
de Mach M = 0.78 y a una altitud de h = 11784 m. Dicha predicción ha sido proporcionada por el
ECMWF a través de la base de datos TIGGE. El modelo de avión es un Boeing 763. Los parámetros
de este avión han sido extraídos de BADA y son los siguientes:

Tabla 6.1 Parámetros de la aeronave B763.

m f [kg] S [m2] CD0
CD2

C f ,cr C f 1 [kg/(min kN)] C f 2 [kt]
133800 283.35 0.021112 0.042118 0.90048 0.7422 2060.5

En esta sección, se va a comparar entre distintos criterios de optimización. Concretamente, la
función objetivo a implementar será aquella que minimice el tiempo de vuelo y el pseudotiempo de
vuelo promedio. Además, se incluirá la solución para el worst-case problem. Por otro lado, la hora
asignada para el despegue será 36 horas después del día y hora a la cual se ha realizado la predicción
(11/01/2019 a las 12:00 + 36 horas). En este primer apartado no se considerarán las variaciones
temporales del coste, que serán tenidas en cuenta en la sección 6.4. En cuanto a la resolución, el
worst-case problem se ha resuelto mediante algoritmos de optimización combinatoria a través del
software GUROBI OPTIMIZER. Para los problemas de minimización del tiempo y pseudotiempo
medio se han utilizado algoritmos de programación lineal a través del comando linprog de Matlab.
Los distintos caminos críticos se muestran a continuación:

41
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Figura 6.1 Caminos críticos en función del criterio elegido.

A la vista de la figura, se observan diferencias apreciables en los caminos críticos en función
del criterio que se haya elegido para minimizar. Por ejemplo, el camino que minimiza el tiempo
promedio es similar al del worst-case problem, mientras que el que minimiza el pseudotiempo es
bastante diferente a los dos anteriores.

Tabla 6.2 Tiempos y Pseudotiempos en función del criterio elegido.
XXXXXXXXXXXDecisión

Objetivo
t̄ f [s] τ̄ f [s] máx t f [s] máxτ f [s]

mı́n t̄ f 15922 15902 16177 16155
mı́n τ̄ f 15926 15898 16162 16131

mı́nmáx t f 15936 15919 16147 16128
mı́nmáxτ f 15936 15919 16147 16128

La tabla anterior es bastante interesante ya que proporciona mucha información. Por un lado, se
muestra para cada uno de los criterios de optimización, el valor de su función objetivo. Por otro
lado, también se observa el valor que adquieren las funciones objetivo del resto de los criterios
cuando se recorre el camino crítico correspondiente al criterio que se está analizando. Así, por
ejemplo, para el problema de minimización del tiempo de vuelo promedio (mı́n t̄ f ) , se tiene el
valor del tiempo medio, t̄ f , pero también del pseudotiempo medio, τ̄ f y del tiempo y pseudotiempo
máximo, máx t f y máxτ f , respectivamente. Como es obvio, el menor valor de cada columna se
corresponderá con el criterio de decisión que minimiza ese objetivo. Sin embargo, se aprecia que
las diferencias en tiempo y pseudotiempos son muy pequeñas, del orden de 10 s. Esto quiere decir
que, si elegimos un camino por un criterio diferente al de mínimo tiempo de vuelo promedio, las
penalizaciones en las que se va a incurrir (15936 s en lugar de 15922 s), son tan pequeñas que
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no suponen incrementos considerables de consumo de combustible ni promueven incentivos para
cambiar el criterio de planificación de trayectorias más usado actualmente.

6.2 Minimización del combustible promedio final

Para minimizar el consumo de combustible promedio es necesario tener una estimación previa de
la masa inicial. Como se dijo con anterioridad, es más común disponer de información acerca de
la masa final. Por tanto, la masa inicial, mi se calculará a partir del valor de dicha masa final, m f ,
proporcionada por BADA. La estimación de mi, será el valor de la masa final más un consumo
mayorado de combustible durante un vuelo que tiene una duración en pseudotiempo igual al valor
óptimo del problema de minimización de dicho pseudotiempo promedio.

mi = m f +1.20 ·Φ(τ̄ f ) (6.1)

A su vez, el consumo de combustible ha sido calculado tomando como masa inicial la masa final
proporcionada por BADA, mi = m f . Posteriormente, dicho valor se mayora un 20% para tener en
cuenta el combustible de reserva y absorber el posible aumento de consumo de combustible por ser
la masa inicial real mayor a la masa inicial supuesta. Finalmente la masa inicial queda:

mi = 153808 kg (6.2)

El problema de minimización del combustible promedio final es un problema MIQP, lo que
implica que sólo puede ser resuelto a través de algoritmos de optimización combinatoria. Si se
resuelve el problema cuadrático, los valores de la masa de combustible consumida y del tiempo de
ejecución son los siguientes:

Tabla 6.3 Masa de combustible y tiempo de ejecución del problema cuadrático.

mF [kg] T.Ejecución [s]
18534 4.28

Aunque el problema MIQP puede ser resuelto en un tiempo razonablemente pequeño, conviene
observar primero el carácter, tanto de la función Φ(τ), como de sus aproximaciones lineal y
cuadrática con respecto al pseudotiempo τ .
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Figura 6.2 Masa Consumida vs Pseudotiempo.

A la vista de la expresión 5.12, la función Φ(τ) aparentaba ser altamente no lineal. Sin embargo,
se observa que no es así. El comportamiento de la función real (curva azul), es siempre creciente y
prácticamente lineal. Por ese mismo motivo, las aproximaciones lineal y cuadrática (curva roja y
verde), realizadas en torno a τ f ,0 = τ̄ f , coinciden en gran exactitud con la función original. Dado
que la función real es siempre creciente y muy lineal, se cumplirá que minimizar el valor medio de
Φ(τ), será equivalente a minimizar el valor medio de su argumento, τ . Por tanto, el camino crítico
que minimiza el consumo promedio es exactamente el mismo que el que minimiza el pseudotiempo
promedio.

mı́n
x,y[k]

1
n

n

∑
k=1

mF,k ≡mı́n
x

1
n

(
n

∑
k=1

c[k]τ

)T

x (6.3)

Esto supone una gran ventaja esencialmente por dos motivos. En primer lugar, se ha encontrado
una variable equivalente τ , cuyo comportamiento es similar al de la masa de combustible consumida
mF (siempre que el vuelo se realice a la misma altitud y número de Mach). Eso implica que para
conocer como se comporta mF , no es necesario tener un modelo aerodinámico del avión en cuestión,
sino simplemente nos basta con el propulsivo. En segundo lugar, los problemas para minimizar el
pseudotiempo promedio son problemas mucho más sencillos que los problemas MIQP o MILP
originales. Por ello, el problema puede resolverse sin más que aplicar algoritmos clásicos como el
de Dijkstra para calcular el camino que minimiza dicho pseudotiempo promedio. Finalmente, se
calcula el consumo medio de combustible, siguiendo el camino anterior.

Tabla 6.4 Pseudotiempo medio, masa de combustible y tiempo de ejecución del problema lineal.

τ̄ f [s] mF [kg] T.Ejecución [s]
15898 18534 1.29
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Con este procedimiento se ha conseguido una reducción en el tiempo de ejecución del orden del
70% para obtener la misma solución que en el problema original.

6.3 Método Heurístico vs Enfoque Combinatorio

En esta nueva sección, nos centramos en resolver el worst-case problem por dos métodos diferentes.
En primer lugar, se obtendrá la solución de dicho problema de forma directa, empleando un enfoque
combinatorio. En segundo lugar, se hará uso de un método heurístico mediante el algoritmo de
Dijkstra. Finalmente, se realizará una comparación entre las dos propuestas y se analizará si es
posible extraer alguna conclusión de los resultados obtenidos. El vuelo y la predicción meteorológica
coinciden con los que se han utilizado en apartados anteriores. En este caso, tampoco se incluyen
las variaciones temporales en los costes de la función objetivo.
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(a) Posibles Caminos.
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(b) Heurística.
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(c) Combinatoria.

Figura 6.3 Resultados del Método Heurístico y de la Optimización Combinatoria.

El camino óptimo que minimiza el peor de los tiempos de entre todos los escenarios, obtenido
por el método heurístico, se observa en la figura anterior. En la subfigura a) se ven todos los posibles
caminos resultados de aplicar el método heurístico para cada uno de los escenarios definidos. Cabe
recordar, que la heurística requería de resolver tantos problemas como escenarios; y posteriormente,
seleccionar como óptimo el camino de menor tiempo máximo entre todos los posibles caminos
obtenidos. En este caso, el número de escenarios es de n = 51 (50 escenarios más 1 escenario
ficticio). Sin embargo, el número de caminos posibles es mucho menor a este valor (un total de 7
diferentes). Esto quiere decir que para minimizar el tiempo de vuelo de cada escenario, la solución
es la misma para muchos de ellos. La subfigura b) muestra el camino óptimo correspondiente
al de menor tiempo de vuelo máximo. Por otra parte, en la subfigura c) se emplea un enfoque
combinatorio, es decir, se resuelve el worst-case problem, encontrándose la solución de forma
directa.

En este caso, el método heurístico encuentra la solución óptima, ya que ambos caminos óptimos
coinciden. Sin embargo, de forma general no tendría por qué ser así. Únicamente mediante la
resolución directa, utilizando un enfoque combinatorio, se tiene garantía para asegurar que dicho
camino obtenido, será el que minimice el peor de los tiempos de entre todos los escenarios.

Los tiempos de ejecución de cada uno de los algoritmos se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 6.5 Comparación Heurísitca y Combinatoria.

HEURÍSTICA COMBINATORIA
máx t f [s] Tiempo Ejecución máx t f [s] Tiempo Ejecución

16147 ' 30 s 16147 ' 6 s
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El método heurístico requiere de un mayor tiempo de ejecución que el enfoque combinatorio
(del orden de 5 veces más). La razón es que aunque el tiempo de resolución de cada uno de los
problemas de los que consta la heurística es inferior al del problema combinatorio, el hecho de
tener que resolver un total de 50 problemas (uno para cada escenario), hace que el tiempo final sea
mucho más elevado. Como conclusión, en vista a los ínfimos tiempos de computación del método
combinatorio; y teniendo en cuenta su garantía al proporcionar la solución óptima, es mucho más
aconsejable utilizar un enfoque combinatorio antes que un método heurístico.

6.4 Influencia de las variaciones temporales del coste

Hasta este momento, todavía no se han introducido las variaciones del coste con el horizonte
temporal, ni se ha estudiado la influencia de dichas variaciones en el camino óptimo. En esta sección
nos ocuparemos de dicho asunto. En primer lugar, considérese la predicción para el día 11/01/2019
a las 12:00. Las trayectorias óptimas que se obtienen de minimizar el tiempo de vuelo promedio,
tomando los costes para las horas de despegue de +18 horas y +24 horas, con respecto al instante
de la predicción, son las siguientes:
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(a) tDep =+18 h.
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(b) tDep =+24 h.

Figura 6.4 Caminos óptimos sin dependencia temporal de los costes.

A la vista de las figuras, vemos que los dos caminos críticos son bastante diferentes. Por lo
tanto, los costes 6 horas después difieren lo suficiente para provocar cambios significativos en el
camino crítico. Nos preguntamos ahora, cuál sería el camino óptimo para un instante intermedio,
por ejemplo, para un tDep =+22 horas. Si interpolamos linealmente los costes para dicha hora de
despegue, se puede calcular su trayectoria óptima desde el origen al destino.
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Figura 6.5 Camino óptimo sin dependencia temporal de los costes: tDep =+22 h.

La solución óptima coincide con el camino crítico para +18 horas. Sin embargo, a medida que se
va recorriendo la trayectoria el tiempo irá avanzando. Por ejemplo, pasadas 2 horas del despegue, el
avión estará atravesando Francia. Los costes en dicha región se parecerán más a los que se tienen
a +24 horas que a +18 horas, por lo que la trayectoria óptima podría ser la correspondiente a +24
horas u otra algo distinta. Por tanto, existe la duda acerca de la fiabilidad de la solución obtenida sin
introducir la variación temporal en la función objetivo. Ahora bien, si aplicamos el método iterativo
presentado en el capítulo anterior para introducir dichas variaciones temporales en el problema, el
resultado anterior cambia completamente.
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Figura 6.6 Camino óptimo con dependencia temporal de los costes: tDep =+22 h.

Al incorporar la variación temporal en los costes, la solución óptima coincide con la que se tiene
a +24 horas. Por otra parte, los tiempos de vuelo se observan en la siguiente tabla. En la columna
de la izquierda, se muestra el tiempo de vuelo para el caso en el que se decide volar la trayectoria
obtenida de minimizar sin dependencia temporal asumiendo variaciones temporales de los costes,
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mientras que en la columna de la derecha, se puede ver el tiempo correspondiente a la trayectoria
óptima resultante de minimizar teniendo en cuenta las dependencias temporales.

Tabla 6.6 Tiempos de vuelo para tDep =+22 h.

SIN DEPENDENCIA TEMPORAL CON DEPENDENCIA TEMPORAL
Tiempo de Vuelo Tiempo de Vuelo

14561 s 14549 s

Aunque el camino crítico sufre variaciones apreciables, se observa que el tiempo de vuelo sólo
varía un 0.08% por el hecho de incluir la dependencia temporal del coste en la optimización.

En cuanto al método iterativo, cabe decir que ha convergido en la primera iteración, por lo que
todos los resultados mostrados se corresponden con la iteración 0. Tal y como se dijo cuando se
explicó el método iterativo, era esperable obtener la misma solución tras la primera iteración. El
motivo era que considerar como primera aproximación que el tiempo de llegada a cada nodo coincide
con el camino más corto para llegar al nodo (recorriendo el grafo), es una muy buena aproximación.
Y que en el caso de que existan desviaciones con respecto al camino de mínima distancia, esas
desviaciones no alterarán de forma significativa los costes, los cuales varían linealmente (según lo
propuesto) en el entorno de cada 6 horas, ya que es la ventana temporal en la que se dispone de
la información acerca de la meteorología. Como conclusión, decir que el efecto del tiempo es tan
importante que sin duda debe de tenerse en cuenta a la hora de elegir la mejor ruta que debe de
volar nuestra aeronave.

6.5 Efecto de la consideración de regiones D-P-R activas

Una de las cualidades de esta herramienta planificadora consiste en ser capaz de tener en cuenta las
restricciones del espacio aéreo. Para ello, como ya se explicó con anterioridad se realiza un filtrado
de todos los nodos o conexiones que están dentro o que atraviesan dichas regiones restringidas
al vuelo. Para demostrar el funcionamiento de la herramienta se han definido las siguientes áreas
D-P-R.
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Figura 6.7 Espacio Aéreo Estructurado. Regiones D-P-R.
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En este ejemplo se han utilizado los límites aproximados de dos pequeñas regiones: LED47B y
LED104, situadas al norte y al sur de Aragón respectivamente. Para tener en cuenta alguna región
D-P-R fuera de España, se ha inventado a modo de ejemplo, una gran región en Centro-Europa,
simplemente para verificar que la herramienta realiza su cometido. Sin embargo, la herramienta
está capacitada para recibir la información ya automatizada acerca de las fronteras de dichas áreas e
integrarlas dentro del filtro que elimina los elementos del grafo correspondiente.
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(a) Regiones D-P-R Inactivas. tDep =+24 h.
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(b) Regiones D-P-R Activas. tDep =+24 h.

Figura 6.8 Caminos óptimos con regiones D-P-R I.

En la figura de la izquierda se tiene el caso en el que las regiones no están activas. Se observa
perfectamente que el camino óptimo cruza dos de las áreas restringidas en verde. En la figura de la
derecha, se procede a activar dichas regiones, de tal manera que el camino se redirige para no pasar
por dichas áreas prohibidas. En ambos casos, se ha minimizado el tiempo de vuelo promedio para
una hora de despegue de 24 horas a partir del instante en el que se toma la predicción.

Por otro lado, se puede calcular la trayectoria teniendo en cuenta las variaciones temporales en
el coste. El camino óptimo resultante es distinto al caso en el que no se consideran los efectos
temporales en la función objetivo.
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(a) D-P-R Activas. Sin Variación Temporal.
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(b) D-P-R Activas. Con Variación Temporal.

Figura 6.9 Caminos óptimos con regiones D-P-R II.

En el caso en el que no se tuvieran en cuenta las variaciones temporales, se decidiría por volar
la trayectoria óptima de la subfigura a). Pues bien, si fuera así, el tiempo de vuelo medio con los
costes reales, sería un 0.61% superior al caso óptimo obtenido en la subfigura b). Si se compara
esta variación en los tiempos de vuelo con la variación obtenida en la sección anterior para + 22
horas (0.08%), se observa que la presencia de regiones D-P-R, parece potenciar bastante el efecto
de las variaciones temporales del coste. Por lo tanto, se vuelve a dejar constancia en este ejemplo
de la importancia de las dependencias temporales a la hora de elegir la ruta adecuada para nuestro
trayecto.

Tabla 6.7 Comparación de los tiempos de vuelo al incluir las variaciones temporales del coste.

TRAYECTORIA A) TRAYECTORIA B)
Tiempo de Vuelo Tiempo de Vuelo

15528 s 15433 s

6.6 Influencia de establecer un límite superior al ángulo de viraje

Es relevante en esta ocasión, fijarnos en ciertos detalles de algunas de las trayectorias que se han
estado mostrando anteriormente. Por ejemplo en las trayectorias de la Figura 6.8, se observan ciertas
esquinas muy pronunciadas en las que el avión debe de ser capaz de cambiar su rumbo un ángulo
muy elevado para alcanzar el curso del segmento que debe seguir. Como ya se explicó en la sección
5.5, se puede limitar dicho ángulo, proporcionando trayectorias más suaves que permitan un mayor
confort para el pasajero y para los tripulantes.

En la Figura 6.10 a) se obtiene una trayectoria con un cambio de ángulo de curso máximo de
50.89°. Si se desea disminuir ese valor se puede limitar el máximo ángulo de viraje a un valor
inferior, por ejemplo a 50°. El resultado se observa en la Figura 6.10 b), donde ahora el cambio
de rumbo máximo pasa a ser de 30.09°. En este caso, el camino crítico ha sido modificado por el
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algoritmo para obtener el valor mínimo del tiempo medio que cumple con la restricción anterior.
Si se continúa imponiendo un límite aún más bajo, por ejemplo 30°, se tiene el camino óptimo de
la Figura 6.10 c). Todas las trayectorias han sido calculadas para una hora de despegue 24 horas
posterior a la predicción del 11/01/2019 a las 12:00. Por otro lado, los límites al ángulo de viraje
sólo han sido aplicados para nodos situados a una distancia mayor de 500 km del origen y del
destino.
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  60°N 

(a) Sin limitación de ángulo: ∆χmax = 50.89◦.
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(b) ∆χlim = 50◦; ∆χmax = 30.09◦.
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(c) ∆χlim = 30◦; ∆χmax = 27.32◦.

Figura 6.10 Limitación del ángulo de viraje.

Este proceso puede continuar hasta que se alcanza un valor de ∆χmax, a partir del cual, el modelo
deja de ser factible. Es decir, no existe ningún camino posible para viajar del origen al destino
verificando la restricción impuesta en el ángulo de viraje. En ese momento, se habrá obtenido el
mínimo valor de ∆χ que el avión debe ser capaz de virar durante la trayectoria. En este ejemplo,
dicho ángulo es el siguiente.

mı́n∆χmax = 26.4◦ (6.4)

6.6.1 Comparación entre el método Dijkstra modificado y el enfoque combinatorio

Como ya comentamos en el capítulo anterior, una de las opciones para limitar el ángulo de viraje
podría ser utilizar un algoritmo de Dijkstra modificado. Esa modificación consistiría en eliminar
algunos de los nodos vecinos del nodo explorado. Concretamente, se eliminarían aquellos nodos
que tienen conexión con el nodo explorado y cuyo ángulo de viraje necesario para alcanzarlos
fuera mayor a la restricción impuesta. De esta manera, se conseguiría cumplir con la limitación del
ángulo, al igual que se hacía resolviendo el problema directo mediante los algoritmos combinatorios.

En primer lugar, se puede empezar imponiendo un ∆χlim = 50◦. Si se realiza esto, se observa que
las trayectorias de ambas soluciones coinciden y están representadas en la Figura 6.10 b). Por lo
tanto, Dijkstra podría parecer a priori una buena opción para incorporar dicha mejora. Además, hay
que tener en cuenta que la implementación del Dijkstra es mucho más sencilla, y su resolución lleva
asociada menor tiempo de computación que la optimización combinatoria. Sin embargo, veamos
qué ocurre cuando se continúa bajando el límite, por ejemplo a ∆χlim = 30◦.
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(a) Dijkstra: ∆χlim = 30◦; ∆χmax = 28.76◦.
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(b) Combinatoria: ∆χlim = 30◦; ∆χmax = 27.32◦.

Figura 6.11 Limitación del ángulo de viraje: Dijkstra vs Combinatoria.

Tabla 6.8 Comparación Dijkstra y Combinatoria ∆χlim = 30◦.

DIJKSTRA COMBINATORIA
t̄ f [s] t̄ f [s]

16058 14739

En este caso, los dos caminos óptimos son diferentes. Si se presta atención a los tiempos de
vuelo, se extrae la conclusión de que el Dijkstra no es capaz de proporcionar siempre la solución
óptima con la limitación al ángulo impuesta. La razón es que el Dijkstra requiere que cada uno de
los segmentos que recorre la aeronave en el vuelo, sea óptimo por sí mismo, es decir, que se debe de
llegar a cada nodo en el mínimo tiempo medio posible para llegar al destino final. Sin embargo, en la
optimización combinatoria, la solución obtenida puede pasar por un nodo sin necesidad de que éste
sea óptimo, ya que pasar por dicho nodo resulta más beneficioso en nodos futuros. De esta forma,
se amplía el abanico de conexiones posibles (debido a la limitación en el viraje), lo que implica una
solución óptima final mejor que la que el Dijkstra es capaz de proporcionar. Como conclusión, se
puede afirmar que utilizar algoritmos combinatorios frente algortimos clásicos supone una ventaja
porque aumenta la versatilidad de la herramienta sin perder la optimalidad de la solución.

6.7 Estudio de la estabilidad temporal de la solución

En esta sección se va a estudiar la estabilidad de la solución, es decir, comprobar si se producen
variaciones en el camino crítico cuando cambia la predicción meteorológica a medida que se va
acercando la hora de despegue. Para poder planificar la ruta y realizar este estudio, se necesitará
conocer los vientos y temperaturas con suficiente antelación a la hora de salida para distintos
instantes temporales. Las predicciones se han escogido de manera que se acerquen cada vez más a la
hora de despegue, lo que suele conllevar una reducción en la incertidumbre existente en los vientos y
temperaturas en cualquier punto del espacio. En nuestro caso, se han seleccionado tres predicciones
las cuales han sido tomadas 31, 19 y 7 horas antes de la hora de despegue. La trayectoria se analiza
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para los días: 4,8,12,16,20,24 y 28 de Enero de 2019 a las 19:00. De esta manera, se dispone de una
amplia muestra de días dentro del ciclo AIRAC comprendido entre el 3 y el 30 de Enero de 2019.
El número de Mach y la altitud son los mismos que se han empleado siempre: 0.78 y 11784 m (200
hPa). Una vez presentado el problema, veamos cuáles son los caminos críticos que se obtienen para
cada uno de los casos y cómo varían sus tiempos de vuelo para el problema de minimización de
tiempo promedio y para el worst-case.

Tabla 6.9 Comparación tiempos de vuelo para el 04/01/2019 a las 19:00.

MÍNIMO TIEMPO PROMEDIO =WORST-CASE
t̄ f [s] t f ,max [s] t f ,max− t f ,min [s]

03/01/2019 12 h 15726 15855 285.01
04/01/2019 0 h 15706 15827 216.20
04/01/2019 12 h 15721 15751 62.26
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03/01/19 12:00
04/01/19 00:00
04/01/19 12:00
minima distancia

Figura 6.12 Caminos críticos para el 04/01/2019 a las 19:00.

Tabla 6.10 Comparación tiempos de vuelo para el 08/01/2019 a las 19:00.

MÍNIMO TIEMPO PROMEDIO =WORST-CASE
t̄ f [s] t f ,max [s] t f ,max− t f ,min [s]

07/01/2019 12 h 15491 15614 251.59
08/01/2019 0 h 15517 15580 129.97
08/01/2019 12 h 15491 15526 72.46
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Figura 6.13 Caminos críticos para el 08/01/2019 a las 19:00.

Tabla 6.11 Comparación tiempos de vuelo para el 12/01/2019 a las 19:00.

MÍNIMO TIEMPO PROMEDIO WORST-CASE
t̄ f [s] t f ,max [s] t f ,max− t f ,min [s] t̄ f [s] t f ,max [s] t f ,max− t f ,min [s]

11/01/2019 12 h 15514 15661 275.85 15514 15661 275.85
12/01/2019 0 h 15537 15642 186.98 15559 15627 143.47
12/01/2019 12 h 15523 15589 136.49 15523 15589 136.49
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(a) Mínimo tiempo promedio.



6.7 Estudio de la estabilidad temporal de la solución 57

  20°W 
  10°W    0°    10°E   20°E 

  30°E 

  36°N 

  42°N 

  48°N 

  54°N 

  60°N 

  20°W 
  10°W    0°    10°E   20°E 

  30°E 

  36°N 

  42°N 

  48°N 

  54°N 

  60°N 

  20°W 
  10°W    0°    10°E   20°E 

  30°E 

  36°N 

  42°N 

  48°N 

  54°N 

  60°N 
11/01/19 12:00
12/01/19 00:00
12/01/19 12:00
minima distancia

(b) Worst-Case.

Figura 6.14 Caminos críticos para el 12/01/2019 a las 19:00.

Tabla 6.12 Comparación tiempos de vuelo para el 16/01/2019 a las 19:00.

MÍNIMO TIEMPO PROMEDIO =WORST-CASE
t̄ f [s] t f ,max [s] t f ,max− t f ,min [s]

15/01/2019 12 h 12801 12852 98.22
16/01/2019 0 h 12817 12844 61.11
16/01/2019 12 h 12814 12833 42.41
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Figura 6.15 Caminos críticos para el 16/01/2019 a las 19:00.
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Tabla 6.13 Comparación tiempos de vuelo para el 20/01/2019 a las 19:00.

MÍNIMO TIEMPO PROMEDIO =WORST-CASE
t̄ f [s] t f ,max [s] t f ,max− t f ,min [s]

19/01/2019 12 h 14337 14394 92.09
20/01/2019 0 h 14333 14369 71.18
20/01/2019 12 h 14337 14356 41.03
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Figura 6.16 Caminos críticos para el 20/01/2019 a las 19:00.

Tabla 6.14 Comparación tiempos de vuelo para el 24/01/2019 a las 19:00.

MÍNIMO TIEMPO PROMEDIO WORST-CASE
t̄ f [s] t f ,max [s] t f ,max− t f ,min [s] t̄ f [s] t f ,max [s] t f ,max− t f ,min [s]

23/01/2019 12 h 16003 16162 285.22 16007 16123 215.43
24/11/2019 0 h 15995 16055 133.86 15995 16055 133.86
24/11/2019 12 h 15950 15986 69.37 15950 15986 69.37
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(a) Mínimo tiempo promedio.
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(b) Worst-Case.

Figura 6.17 Caminos críticos para el 24/01/2019 a las 19:00.

Tabla 6.15 Comparación tiempos de vuelo para el 28/01/2019 a las 19:00.

MÍNIMO TIEMPO PROMEDIO =WORST-CASE
t̄ f [s] t f ,max [s] t f ,max− t f ,min [s]

27/01/2019 12 h 14840 14953 198.72
28/01/2019 0 h 14869 14913 93.44
28/01/2019 12 h 14889 14927 79.19
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Figura 6.18 Caminos críticos para el 28/01/2019 a las 19:00.

A la vista de los resultados anteriores, se pueden sacar varias conclusiones. Por un lado, la
dispersión definida como t f ,max− t f ,min disminuye cuanto menor es el horizonte temporal. Esto es
lógico, puesto que la incertidumbre se reduce al acercarnos a la hora del despegue. Además, la
incertidumbre puede hacer que el problema de tiempo promedio difiera del worst-case problem.
Por otro lado, se comprueba que la solución es bastante estable para la mayoría de los casos, salvo
para los días 12 y 24 de Enero, donde sí que aparecen cambios en el camino crítico al reducir el
horizonte temporal de la predicción. Aún así, dichas variaciones en el camino crítico, no implican
diferencias muy elevadas en el tiempo de vuelo final. Por último, cabe decir que la solución para el
worst-case problem coincide con la de mínimo tiempo promedio cuando los caminos críticos son
estables, pero difiere cuando no lo son (días 12 y 24). La explicación es que la meteorología tan
cambiante hace que no sólo el camino óptimo no sea estable, sino que incluso modificaciones en el
criterio de optimización dan lugar a variaciones en la trayectoria final.

Estos resultados han de ser tenidos en cuenta con cierta cautela. La estabilidad obtenida para 5
de los 7 días analizados no implica necesariamente que la solución vaya a ser estable para el resto
de días del ciclo de AIRAC. Para comprobarlo, sería necesario calcular la trayectoria para todos los
días de los que consta el ciclo y contemplar los resultados obtenidos. Sin embargo, con este estudio
preliminar no se busca obtener garantías de estabilidad, sino averiguar qué ocurre con la tendencia
de la solución a lo largo del ciclo de AIRAC. En nuestro caso, puesto que para algo más del 70% de
los días analizados la solución es estable, sería bastante esperable encontrar una cierta estabilidad
en la solución para el resto de días que quedan sin analizar.

A modo de conclusión general, hay que decir que siempre es preferible utilizar la predicción más
cercana a la hora de despegue ya que se reduce la incertidumbre en el problema. Sin embargo, con
una predicción a 31 horas vista se puede disponer de una muy buena estimación tanto del tiempo de
vuelo como del camino crítico que debe de seguir la aeronave para llegar a su destino final.
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6.8 Impacto del criterio de optimización en un escenario de tráfico

En las secciones anteriores se han analizado los resultados en cuanto a tiempos de vuelo para un
determinado vuelo con un origen y destino concreto. En la realidad, no sólo se tendrá un vuelo sino
un conjunto de vuelos durante un período de tiempo. Puesto que no se posee la información del
tráfico correspondiente al ciclo de AIRAC que se está estudiando, se realizará una simulación del
tráfico durante el día 12/01/2019. La simulación constará de 1000 vuelos aleatorios cuya hora de
despegue estará comprendida entre las 6:00 y las 22:00 del día 12/01/2019. Los vuelos tendrán
como origen y destino puntos aleatorios del espacio aéreo separados una distancia ortodrómica
también aleatoria pero mayor de 1000 km. En todos los casos, la predicción escogida para definir la
incertidumbre meteorológica es la del día 11/01/2019 a las 12:00. Para cada uno de los vuelos se
puede calcular su camino óptimo, y con ello el tiempo de vuelo promedio y el tiempo máximo. De
forma análoga se resuelve el worst-case problem para cada caso. En la siguiente tabla, se muestra el
valor del tiempo promedio acumulado para todos los vuelos, así como el valor del tiempo acumulado
para el peor de los escenarios.

Tabla 6.16 Tiempos de vuelo para 1000 vuelos aleatorios.
hhhhhhhhhhhhhhhhhTiempo Acumulado

Criterio MÍNIMO TIEMPO PROMEDIO WORST-CASE

t̄ f [s] 8543857 8543910
máx t f [s] 8545654 8545648

T. Ejecución [s] 2500 7500

(a) Mínimo tiempo promedio.



62 Capítulo 6. Aplicación práctica. Resultados

(b) Worst-Case.

Figura 6.19 Escenarios de tráfico con 1000 vuelos aleatorios.

En base a los números anteriores deben de comentarse dos aspectos que son interesantes. Por
un lado, se ve que la diferencia entre el tiempo de vuelo medio acumulado y el tiempo de vuelo
acumulado para el peor de los escenarios es del orden de 1700 s. Esta diferencia equivale aproxima-
damente a unos 29 minutos de pérdida de tiempo en el caso de que la meteorología real coincida
con el escenario más desfavorable. En cuanto a las diferencias de tiempos entre ambos criterios,
como máximo son del orden de 50 s, lo que sugiere que muchos de los caminos críticos coinciden
para los dos casos. Por otro lado, es importante apreciar que la diferencia entre el tiempo del peor
escenario para el worst-case problem es de sólo 6 s con respecto al tiempo máximo acumulado
obtenido para el problema de minimización del tiempo promedio. Es decir, prácticamente no se
contempla ninguna mejora del tiempo máximo al utilizar el criterio de worst-case para un número
elevado de vuelos. Tampoco se observan grandes penalizaciones en el tiempo de vuelo promedio
cuando se resuelve el worst-case problem. Es más, el tiempo máximo para el worst-case problem
podría haber sido incluso mayor que el tiempo máximo resultante de minimizar el tiempo promedio.
Por ejemplo, considérese que el camino óptimo para el worst-case en un vuelo A hace que el peor
escenario sea el 1, mientras que para otro vuelo B, hace que el peor escenario sea el 2. Por lo tanto,
al sumar los tiempos para cada vuelo, el escenario con mayor tiempo podría ser el 1, el 2 o cualquier
otro de entre los 50 escenarios disponibles. Sólo en el caso en el que para todos los vuelos el peor
escenario sea el mismo, se podría asegurar con garantías que dicho tiempo máximo acumulado
sería menor en el worst-case problem que en el de mínimo tiempo promedio. Concluir que aunque
el worst-case funcione bien desde el punto de vista local, es decir, reduzca el tiempo de vuelo en
el caso de la meteorología más desfavorable, no tiene por qué ser mejor elección que el criterio
de mínimo tiempo promedio. Quizás el mejor criterio de optimización posible sería minimizar
la suma de todos los tiempos promedios para cada vuelo, o bien, minimizar la suma del tiempo
máximo de cada vuelo para el peor escenario. Sin embargo, debido a la complejidad que acarrean
dichos problemas, quedan pendientes para una posible mejora futura de la herramienta. Otro asunto
importante son los tiempos de ejecución. Se observa que los tiempos de ejecución totales son de
2500 s y 7500 s para los casos de minimización del tiempo de vuelo promedio y de minimización
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del peor de los escenarios respectivamente. Estos valores equivalen a tiempos de ejecución por
vuelo de 2.5 s y 7.5 s. Por lo tanto, la herramienta permite obtener una solución para un escenario
de tráfico en un tiempo razonablemente corto de tiempo.

6.9 Influencia de la altitud de vuelo

En esta sección se va a estudiar cómo cambia el tiempo de vuelo y el consumo de combustible
cuando varía la altitud. El ECMWF sólo es capaz de proporcionar la meteorología para presiones
de 200 hPa y de 250 hPa, correspondientes a altitudes de 11784 m y 10362 m. Para altitudes de
crucero intermedias se realizará una interpolación lineal de los vientos y de la temperatura que
se usarán posteriormente para el cálculo de la trayectoria. Más concretamente, se van a analizar
las altitudes de crucero de 10362, 10500, 11000, 11500 y 11784 m. El instante asignado para el
despegue es el día 12/01/2019 a las 19:00, por lo que la predicción meteorológica empleada será
la del día anterior (11/01/2019) a las 12:00. El avión para el cual se va a calcular el consumo de
combustible es el B763 con una masa inicial estimada de 153808 kg. Los parámetros aerodinámicos
y propulsivos de la aeronave son los mismos que se definieron en la sección 6.1. A continuación, se
presentan en una tabla los resultados de minimizar el tiempo de vuelo promedio, el pseudotiempo
promedio y el consumo de combustible para distintas altitudes.

Tabla 6.17 Tiempos, Pseudotiempos y Consumo de Combustible en función de la altitud.

Altitud [m] t̄ f [s] τ̄ f [s] mF [kg]
10362 15609 15592 19390
10500 15608 15594 19234
11000 15599 15597 18731
11500 15543 15532 18288
11784 15543 15498 18090

Se observa que los tiempos y pseudotiempos no varían mucho con la altitud. Entre la altitud
mínima y la altitud máxima analizada se tienen variaciones del orden de 100 s. El tiempo de vuelo
disminuye con la altitud mientras que el pseudotiempo parece aumentar hasta llegar a la estratosfera,
donde luego empieza a caer. Sin embargo, no puede obtenerse ningún patrón claro de variación ya
que intervienen varios efectos. Por un lado, la velocidad aerodinámica cae con la altitud provocando
aumentos en los tiempos, pero por otro, los tiempos varían por los vientos presentes en cada capa
de altitud.

Para entender la variación existente en el consumo de combustible con la altitud, es bueno recordar
la expresión 4.28 que se obtuvo para calcular dicho consumo de combustible. En esta expresión, la
variación con la altitud viene dada a través de tres parámetros: el pseudotiempo, que cambia con la
altitud según lo mostrado en la tabla anterior; pero también a través de las constantes Â y B̂, puesto
que estas constantes dependen de la presión y del consumo de combustible de referencia, los cuales
se ven modificados con la altitud, de acuerdo con las ecuaciones 4.26.
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Figura 6.20 Variación de las constantes Â y B̂ con la altitud.

La constante Â disminuye con la altitud, porque así lo hace la presión y el consumo específico de
referencia. En cambio B̂ aumenta porque el consumo de referencia disminuye en menor medida de
lo que lo hace la presión, que al estar en el denominador, provoca un aumento de la constante. En el
tramo de interés, la tendencia de las dos curvas es aproximadamente lineal.

Simplemente por el hecho de modificar la altitud, el consumo de combustible se ve afectado
por el cambio en las constantes anteriores. Si representamos el consumo frente a la altitud para un
pseudotiempo dado (suponiendo que éste no varía con la altitud), el resultado es el siguiente.
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Figura 6.21 Consumo de combustible vs altitud para τ̄ f = 15500 s .

Se aprecia que el consumo de combustible disminuye claramente con la altitud, experimentando
una reducción de 1300 kg desde la capa mínima a la capa de altitud máxima analizada. Esa dismi-
nución se produce a pesar de que los pseudotiempos puedan aumentar de una capa de altitud a otra,
como se ve en la Tabla 6.17. La razón se ha visto anteriormente, y se debe a la importante variación
del consumo con las constantes Â y B̂. Las desviaciones en el consumo debidas a cambios del orden
de 100 s en el pseudotiempo, sólo suponen incrementos o reducciones de 150 kg por encima y por
debajo del valor obtenido a cada altitud. Esto representa en torno a un 0.6% del consumo a cada
altitud. Por lo tanto, se concluye que las variaciones del pseudotiempo con la altitud afectan menos
al consumo que las propias variaciones provocadas por el cambio en las constantes Â y B̂.

Veamos qué ocurre con los caminos críticos obtenidos para las altitudes de este estudio.

  20°W 
  10°W    0°    10°E   20°E 

  30°E 

  36°N 

  42°N 

  48°N 

  54°N 

  60°N 
min t

f
  10362 m

min τ
f
  10362 m

minima distancia

(a) h = 10362 m.
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  20°W 
  10°W    0°    10°E   20°E 

  30°E 

  36°N 

  42°N 

  48°N 

  54°N 

  60°N 
min t

f
  10500 m

min τ
f
  10500 m

minima distancia

(b) h = 10500 m.

  20°W 
  10°W    0°    10°E   20°E 

  30°E 

  36°N 

  42°N 

  48°N 

  54°N 

  60°N 
min t

f
  11000 m

min τ
f
  11000 m

minima distancia

(c) h = 11000 m.
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  20°W 
  10°W    0°    10°E   20°E 

  30°E 

  36°N 

  42°N 

  48°N 

  54°N 

  60°N 
min t

f
  11500 m

min τ
f
  11500 m

minima distancia

(d) h = 11500 m.

  20°W 
  10°W    0°    10°E   20°E 

  30°E 

  36°N 

  42°N 

  48°N 

  54°N 

  60°N 
min t

f
  11784 m

min τ
f
  11784 m

minima distancia

(e) h = 11784 m.

Figura 6.22 Caminos críticos en función de la altitud.

Se observa que el camino crítico coincide para ambos criterios de optimización. Además, la
trayectoria óptima sufre cambios con la altitud. Concretamente, se aprecia una variación en el
camino a partir de los 11000 m. Esto indica que volar a diferentes altitudes puede suponer no sólo
diferencias en los tiempos y en el consumo, sino variaciones en el perfil horizontal del crucero.

Finalmente, comentar que el objetivo de este análisis es mostrar al usuario que la herramienta es
capaz de proporcionar la trayectoria óptima en función de la altitud de crucero seleccionada para el
vuelo. Una posible mejora de la herramienta sería la optimización del perfil vertical de la aeronave,
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de tal manera que sea capaz de suministrar la altitud óptima a la cual recorrer un determinado
segmento, con el objetivo de reducir cualesquiera de las variables estudiadas, por ejemplo, el tiempo
de vuelo o el consumo.



7 Conclusiones. Futuras Mejoras

En este capítulo se resumen las conclusiones que pueden ser extraídas a raíz de los resultados del
capítulo anterior. Posteriormente, se indican las posibles vías de mejora y desarrollos que podría
experimentar la herramienta de planificación de trayectorias en un futuro.

7.1 Conclusiones Generales

En primer lugar, se recogen algunas de las conclusiones y ventajas más importantes que presenta la
herramienta abordada en este trabajo con respecto a otras metodologías existentes. Entre ellas, se
pueden destacar las siguientes:

• Aunque las diferencias en la función objetivo puedan ser pequeñas, los cambios en el camino
crítico pueden llegar a ser importantes.

• La metodología propuesta mediante la introducción del pseudotiempo, permite optimizar el
consumo de combustible sin necesidad de plantear un problema de programación no lineal.

• La influencia de las variaciones temporales de los costes son igual o incluso más importantes
que las variaciones de los costes entre los diferentes miembros del ensemble.

• La herramienta propuesta permite optimizar las trayectorias teniendo en cuenta unos costes
estimados de llegada a cada nodo del espacio aéreo.

• En presencia de incertidumbre, el enfoque combinatorio permite resolver ciertos problemas
con garantías de optimalidad frente a los algortimos clásicos de búsqueda de caminos críticos
como el Dijkstra.

• Esta herramienta de planificación permite introducir las regiones prohibidas, peligrosas y
restringidas al vuelo (D-P-R), así como la limitación del ángulo de viraje de la aeronave.

• El camino crítico estimado en el entorno de 30 horas antes del despegue no parece sufrir
grandes variaciones con respecto a la trayectoria estimada pocas horas antes de la salida del
vuelo.

• Criterios de optimización que funcionan bien a nivel de trayectoria pueden no implicar las
mismas ventajas cuando se consideran muchos vuelos dentro de una misma región de espacio
aéreo.

• La altitud de vuelo provoca no sólo cambios en el tiempo y en el consumo de combustible,
sino variaciones en el perfil horizontal óptimo de la trayectoria.

• La herramienta permite al usuario seleccionar la altitud y el número de Mach adecuados, de
acuerdo a sus necesidades y/o restricciones del crucero.
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7.2 Futuras Mejoras

Finalmente, se señalan algunas de las mejoras futuras en las que podría avanzar la herramienta. Los
nuevos desarrollos que se podrían implementar buscan incluir el mayor número de efectos reales
posibles, de tal menaera que se mejore tanto la eficiencia como la versatilidad de la herramienta.
Algunos de estas propuestas son las siguientes:

• Introducir los costes de navegación en la función objetivo. Los costes de navegación son
muy importantes para las aerolíneas ya que pueden suponer variaciones considerables en el
camino crítico. La razón podría ser la reducción de las tasas de navegación impuestas por el
paso a través de ciertos sectores o regiones del espacio aéreo. Este efecto podría dar lugar
a trayectorias que no serían óptimas en sí mismas desde el punto de vista del tiempo o del
consumo de combustible, pero que teniendo en cuenta los costes de navegación, suponen
ahorros monetarios para la compañía.

• La consideración de riesgos meteorológicos tales como la turbulencia o la actividad convectiva
en la optimización de la trayectoria.

• La consideración explícita de los segmentos de subida desde el aeropuerto de origen (siguiendo
una SID) y descenso al aeropuerto de destino (siguiendo una STAR).

• Incluir dentro de la herramienta un bloque de automatización de las regiones D-P-R que
permita establecer rápidamente posibles modificaciones en los límites de las mismas. A su
vez, se puede tener en cuenta el cambio dinámico de las regiones D-P-R (de activas a inactivas
o viceversa) dentro de la propia optimización de la trayectoria.

• Definir mallas de espacio aéreo estructurado en 3 dimensiones. Para ello, habría que definir
nodos diferentes para cada altitud y tener en cuenta no sólo las conexiones dentro de una
misma capa, sino las conexiones posibles entre una capas diferentes.

• Optimizar el perfil vertical del vuelo. A raíz de la definición de la malla anterior, se busca
seleccionar la altitud y la velocidad adecuada de cada segmento para que la trayectoria final
sea óptima.

• Incluir en la herramienta el criterio de minimización de la suma del tiempo promedio para
todo un escenario de tráfico, así como el criterio de minimización de la suma de los tiempos
máximos para cada vuelo en el caso del escenario más desfavorable.

• Utilizar métodos de postprocesado múltiple de la información meteorológica como el Ensem-
ble Copula Coupling ([3]), para corregir los posibles sesgos y desviaciones existentes en las
predicciones meteorológicas.
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