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CAPITULO I

INTRODUCCION Y SUMARIO

1.1. E1 Tema

Para resolver gran cantidad de problemas de organiza-
cibn se formalizan modelos matematicos de optimizacion. La forma-
lizacidn de estos es antigua pero su utilizacion en gran escala -
es reciente. La posibilidad de resolver los modelos planteados 11
mita el desarrollo de las aplicaciones préacticas. Dependiendo de
las caracteristicas del problema este serd resoluble o no con los
algoritmos existentes. /

Dentro de la programacion matematica una de las line-
as mds estudiadas y de mayor interés es la programacion lineal --
entera. Sobre esta se centra este trabajo haciendo especial énfa-
sis en la busqueda de metodologias practicas de resolucidn de pro
blemas.

De los sistemas modelados como problemas de programa-
cién matemdatica el noventa por ciento son problemas de programa--
cion Tineal |37|. Estos son problemas en los que se pretende obte



ner el Gptimo de una funcién Tineal en un poliedro convexo (con--
junto de restricciones lineales). Durante los Gltimos treinta y -
cinco anos su drea de aplicacidn se ha expandido y han ido desa--
rrollandose c6digos de ordenador altamente eficientes para resol-
ver problemas de varios miles de variables y restricciones. Gran
cantidad de modelos pueden encontrarse en cualquiera de las malti
ples obras dedicadas a las aplicaciones de la programacidén lineal
(122], [26], |30], |33], |36], [42], |44], {70], |92],]118]). Res
pecto a los cddigos comerciales de ordenador existentes puede en-
contrarse una extensa relacién en |37].

Asi como. 1a mayorfa de los problemas de programacién
matematica son problemas lineales, el ochenta-noventa por ciento
de estos, son problemas de programacién lineal entera. Un progra-
ma lineal entero es simplemente un programa lineal en el que algu
na o ‘odas las variables han de tomar valores enteros. Eh‘fesumen,
es afadir restricciones de integridad a un programa lineal. La ne
cesidad de introducir la restriccién de integridad puede ser debi
da a dos motivos : condiciones fisicas o condiciones 16gicas. Las
condiciones fisicas son las debidas a la caracteristica de indivi
sibilidad de las variables (p.e. nimero de hombres) y las condi--
ciones 16gicas las debidas a discontinuidades 16gicas del sistema
(p.e. se construye una fabrica o no se construye).



E1 dmbito de aplicaciones de estos modelos es amplisi
mo. Documentacidn sobre su empleo en la planificacidn, medicina,
educacién, industria, etc. pueden encontrarse en |4|, |5], |29],
136], 70|, |103], |105], |112], |118].

E1 desarrollo de los cddigos de ordenador para la re-
solucion de problemas lineales enteros ha sido mds lento que el -
de Tas aplicaciones. En 1958 Gomory implementd el primer algorit-
mo riguroso capaz de resolver modelos sencillos con solo unas de-
cenas de variables. Aun hoy los cddigos comercidles existentes -
emplean tiempos de CPU prohibitivos para la resolucidn de modelos
de cierta envergadura, a pesar del desarrollo de nuevos métodos -
y de Tos aumentos de:capacidad y velocidad de los computadores.

1.2. Resolucién de Problemas Lineales Enteros

Los miltiples algoritmos existentes para resolver pro
blemas lineales enteros se agrupan en métodos, seglin sus caracte-
risticas comunes. La clasificacién de los métodos es distinta se-
gin los autores. En el presente trabajo distinguimos cuatro gru--
pos: métodos de cortes, métodos de enumeracidn, programacidn dind
mica y métodos de transformacion.

Los métodos de cortes consisten bdsicamente en afadir
al problema, relajada la condicién de integridad, un nuevo conjun



to de restricciones (cortes), de forma que el 6ptimo del problema
asi obtenido serda entero. Naturalmente para que el Optimo asi ob-
tenido sea el Gptimo del problema original es necesario que todas
sus soluciones admisibles satisfagan las restricciones afadidas.

Segin la base de partida en la resolucidn del proble-
ma relajado y las caracteristicas de los cortes se distinguen ---
tres grupos de algoritmos: fraccionarios duales, enteros primales

y enteros duales.

Los métodos de enumeracidn estdn basados en la propie
dad de que el conjunto de soluciones admisibles es denumerable y
normalmente finito o reducible a un conjunto finito. Naturalmente
es factible examinar todas y cada una de las soluciones admisi---
bles y si la exploracidn es inteligente,evitar analizar muchas de
estas. Dentro de los métodos de enumeracidn se distinguen dos ti-
pos de algoritmos : exploracidn dirigida y enumeracidn implicita.

La programacion dindmica se emplea en la resolucidn -
de problemas lineales enteros de ciertas caracteffsticas muy espe
cificas, como el problema Knapsack. Es un método inadecuado para
problemas generales debido a las necesidades de memoria requerida.

En los métodos de transformacidn se incluyen un con--

junto de algoritmos que en esencia resuelven un programa derivado



del planteado, mas fécil y cuyo 6ptimo sea el del original o al -
menos proximo a é1. En este método incluimos la transformacién en
un problema Knapsack, la transformacidn en un problema cuadrdtico
sin restricciones, la transformacién en un problema de minimiza--
cidn en un grupo abeliano y la relajacién lagrangiana o empleo de
Tos miTtiplicadores de Everett. Cada uno de los problemas trans--
formados es a su vez resuelto por alguno de los métodos ya des---
critos o por otros especificos para el tipo concreto de prpb}éma
considerado. ? o

1.3. ET Problema Knapsack

E1 problema knapsack es un problema Tineal entero de -
una sola restriccidon con todos los coeficientes positivos. A pe-
sar de su simplicidad existen bastantes sistemas que se modelan
como un problema knapsack (seleccidn de inversiones, seleccidn -
de proyectos, mdquinas de cambio de moneda, corte de papel o ma-
dera,...), apareciendo también como subrutina en la resolucién -
de otros problemas de programacién matemdtica. En la literatura
se le denomina a veces loading, cargo loading o flyway kit pro--
blem.



En Ta resolucidon de problemas knapsack se emplean méto
dos aproximados ademds de los descritos anteriormente, salvo los
de cortes.

Los métodos aproximados obtienen una solucién no nece-
sariamente optima, aunque proxima a é1. Uno de ellos calcula 1a
solucidon rapida (greedy solution) y otro utiliza la relajacion -
Tagrangiana (multiplicadores de Everett). Describiremos bajo que
condiciones ambos métodos aproximados obtienen el &ptimo y, caso
que estas no se cumplan, acotaciones sobre el error entre el va-
Tor obtenido y el 6ptimo.

Dentro de los métodos de enumeracidn se exponen las --
aportaciones de Gilmore y Gomory, Cabot e Ingargional y Korsh.

La de Gilmore y Gomory |48| emplea una enumeracién le-
xicogrdficamente descendente partiendo de la solucidn admisible
lexicograficamente mdxima.

Cabot |19] propone la obtencién de una secuencia de co
tas admisibles de la funcidn objetivo, hasta Tlegar a un cierto



valor no admisible. Esta enumeracidn se realiza calculando cotas
superiores e inferiores para las variables aplicando la técnica
de eliminacidén de Fourier-Motzquin.

Ingargiola y Korsh |79| realizan una reduccién del ta-
mafio del problema al que le aplican posteriormente un algoritmo
de exploracidn parcial (branch-search).

La programaci6n dindmica se emplea eficientemente en -
Ta resolucion del problema knapsack. Se consideran recursiones -
propuestas por Be]]man, Dantzig, Gilmore y Gomory, y Greenberg.

Como lineas de transformacidn para la resolucion de un
problema knapsack se exponen la transformacion en el knapsack --
normalizado (Value-Independent knapsack problem) y la transformg

cidn en un problema de ruta minima.

E1 normalizado es un problema knapsack en donde la ex-
presion de la restriccidn es idéntica a la funcidn objetivo. Pue
de abordarse su resolucién calculando, mediante programacién di-
ndmica, el nimero de soluciones admisibles de una ecuacién dio--

fantica.



Si el problema knapsack se transforma en un problema -
de ruta minima, se 1e puede aplicar cualquiera de los algoritmos

existentes que calculan la ruta minima a través de un grafo.

1.4. Aportaciones a la Resolucidn del Problema Knapsack

Se proponen nuevos algoritmos de enumeracion para el -
problema general y una transformacidn para aquellos que reunan -

ciertas caracteristicas que se especifican.

Mediante una cierta ordenacidn de l1as variables se pro
pone una enumeracion de todas 1as soluciones adm1s1b1es A par--
tir de la solucion lexicograficamente maxima se enumeran solucio
nes Jexicograficamente descendentes. De esta manera se garanti--

a_ el andlisis de todas las posibles soluciones al 1legar al --
vector nulo.

Como es sabido la efectividad del método de enumera---
cign implicita depende del criterio de eliminacion de soluciones
empleado. Si este es débil serd necesario enumerar gran cantidad

de soluciones con 1a consiguiente pérdida de eficiencia.



ET primer criterio se basa en fijar sucesivamente el -
valor de 1a funcién objetivo desestimando aquellas soluciones --
que no la mejoren. E1 método propuesto emplea esta idea constru-
yendo una secuencia de problemas knapsack de forma que cada uno
de ellos es una relajacién del anterior Y cuya relacién ha sido
caracterizada. A partir de una cota inicial admisible y otra no
admisible del problema original, se reduce monotonamente el in--
tervalo de acotacién del 6ptimo hasta hacerlo nulo. En ese momen
to se ha encontrado. 1a solucién buscada. “

E1 segundo algoritmo de enumeracién es una modifica---
cidn y mejora del expuesto por Cabot. Debido a que en el método
de Cabot Ta aproximacién al Optimo se efectua mediante una suce-
sion de cotas admisibles, es necesario calcular una solucidn ad-
misible para cada valor de la funcidn objetivo. Estas soluciones
se obtienen por enumeracidn de todas las variables. Realizando -
1a aproximacién al Gptimo desde cotas no admisibles serd posible
reducir el nimero de variables exploradas (excepto en el optimo)
Ya que aparecera la inadmisibilidad antes de realizar 1a enumera
cion de todas ellas.

Independientemente de las cotas utilizadas, el nimero
de ellas a considerar serd elevado si e] optimo estd lejos del -
valor inicial, con To que el algoritmo serd ineficiente. Para --



evitar este inconveniente, se Propone trabajar simultaneamente -
con una cota admisible y otra no admisible, reduciendo a 1a mi--
tal en cada iteracidn el intervalo entre ambas. Los dos métodos
se basan en el concepto de dominancia.

1.5. Resolucién de Problemas Lineales Enteros por Enumeracién -

Implicita

Como ya se ha sefialado antes, uno de los métodos de re
solucion de problemas Tineales enteros es la enumeracisn implici
ta. Esta forma de enumeracién ha sido fundamentalmente aplicada
a problemas binarios o de especiales caracteristicas. En este --
trabajo se emplea este punto de vista para desarrol]ar algorit--
mos que resuelven cualquier problema Tineal entero acotado.

En el capitulo V se estudia 1a resolucién de los pro--
blemas lineales enteros en que todos los valores que intervienen
son positivos, presentandose dos algoritmos de resolucién basa--
dos en Ta enumeracidn implicita. Cada uno de ellos emplea un cri
terio de eliminacién de soluciones.



E1 primero generaliza resultados de Gilmore y Gomory -
para el problema knapsack. Basicamente estos consisten en obser-
var que una vez fijadas un conjunto de variables a ciertos valo-
res y resuelto el problema resultante sin la restriccién de inte
gridad, si el 6ptimo asi obtenido es peor que una solucién ente-
ra ya conocida, cualquier solucidn admisible con las variables -
fijadas estd dominada por dicha solucién. Asi se habra eliminado
un conjunto de soluciones: aquel formado por las variables fija-
das a los valores considerados. E1 segundo es una genera]iiacién
para este caso del método de enumeracién lexicografica, desarro-
1T1ado para el problema knapsack, al que nos hemos referido ante-
riormente.

En el capitulo VI se discute la transformacidon de cual
quier problema lineal entero en positivo. Para obtener la solu--
cion lexicogréficamente méxima, con la que se inicia el método,
se propone . un - algoritme basados en resu]tados de algebra 1i--
neal.

1.6. Experiencias Computacionales

Para estudiar de forma comparativa los algoritmos pro-
puestos para el problema knapsack, se ha resuelto un conjunto --



elevado de problemas test. Este conjunto se ha dividido en gru--
pos variando las caracteristicas de nimero de variables, aporta-
ciones marginales a la funcidn objetivo y tamafio del knapsack. -
E1 resto de los parametros de los problemas test se han generado
aleatoriamente a partir de una distribucién uniforme.

Todos los problemas han sido simultaneamente resueltos
con los a]goritmoswaqui propuestos y los mds eficientes de los -

existentes.

Analizando minuciosamente los resultados de estos expe
rimentos se deduce que el algoritmc LR78, presentado en este tra
bajo, es el mas eficiente de todos los estudiados. Sus tiempos -
de ejecucidn son los menores, dependiendo casi exclusivamente --
del nimero de variables que intervienen en el problema knapsack.

Los algoritmos desarrollados para problemas lineales -
enteros acotados han sido empleados en resolver problemas genera
dos aleatoriamente y se incluyen Jos resultados obtenidos. Al ca
recer de otros cddigos de ordenador no ha sido posible realizar
un estudio comparativo como el realizado para el problema knap--
sack. Debido a esto no.es posible establecer para estos algorit-
mos conclusiones comparativas.



En el capitulo VII se detallan los pormenores del and-
lisis, presentandose las tablas y curvas obtenidas. Se incluyen
los programas y resultados de ordenador completos en los anexos.



CAPITULO II

PROGRAMACION LINEAL ENTERA

2.1. Introduccion.

Un probTéma de programacidn matematica consiste en en
contrar el extremo (optimizar) de una funcidn que toma valores --
reales, para cualquier vector perteneciente al conjunto S, defini
do sobre el espacio euclideo de n dimensiones, R". Es decir

f:SchR">R
siendo el problema

(2.1) max (min) f(x)

X €S

Asi, en todo programa matemdtico se distingue la fun-
cién objetivo a optimizar y el conjunto de restricciones del pro-



blema que describe la regidn S. Dado que max f(x) es igual a  --
min -f(x) se consideran problemas de maximizacién. En este contex
to empleamos la siguiente terminologfia

- Una solucidon admisible es cualquier vector que sa--
tisfaga las restricciones del problema.

- Una solucidn es optima, si es admisible y maximiza
Ta funcidn objetivo.

- Existen soluciones alternativas cuando l1a solucidn
optima no es Gnica.

- Un prbb]ema es no acotado si el valor 6ptimo de la
funcidn objetivo es no acotado.

- E1 problema P, es una relajacion de Py si el conjun
to de soluciones admisibles de Py incluye a las de
Pys siendo idénticas sus funciones objetivoé. Obvia
mente el valor Optimo de la funcidn objetivo de Py
proporciona una cota superior de la de Pp- Si este

valor se obtiene para un vector admisible del pro--

grama p,, es su solucién dptima.



Seglin las caracteristicas del problema de optimiza---
cién se tienen distintos tipos de programas matemdticos. Cuando -
tanto la funcidn objetivo como las restricciones son lineales, --
nos referimos a programas lineales continuos, que toman la forma

max Cx
Ax = b
x >0

donde ¢ = (Cj)’ b = (bi), A = (aij)’ X = (Xj) para i = 1,...,m Yy

j=1,...,n. La cond%cién de no negatividad de los vectores admi-
sibles se introduce bor conveniencia y no supone pérdida de gene-
ralidad. Si se le afiade la restricci6n de que todas o algunas de
Jas coordenadas de los vectores admisibles sean enteras Se'distiﬂ
gue la programacidn lineal entera (PLE) y la mixta (PLM), respec-
tivamente. ' '

Nétese que si en un programa lineal entero (o mixto)
se prescinde de la condicidn de integridad, se obtiene un progra-
ma 1ineal continuo que es una relajacidn del anterior. En general
le denominaremos problema lineal entero relajado o problema 1i---

neal asociado.



Los métodos de resolucion de estos problemas, se cla-
sifican en la literatura del tema |43, 105, 112] en métodos de --
cortes, de enumeracidn y minimizacién en un grupo. Como ninguno -
de estos incluye los algoritmos de programacion dinamica, relaja-
cién lagrangiana, transformacidn en un problema cuadratico sin --
restricciones o en un problema knapsack, 10s agruparemos en cua--
tro clases : metodos de cortes, de enumeracion, de transformacién
y de programacion dindmica. En esta clasificacién la minimizacion
en un grupo se incluye dentro de los métodos de transformacidn.

2.2. Método de Cortes.

La enorme dificultad de 1a resolucidén de un PLE res--
pecto a su problema lineal asociado se debe a la pérdida de la --
propiedad de regidn convexa por su conjunto de soluciones admisi-
bes. I

En Un programa lineal, el conjunto de las soluciones
admisibles forman una regidn convexa en el espacio RN y su optimo
es un vértice de ésta (|30], |84]|). No asi en un PLE, donde es un
conjunto discreto dentro de la regidn convexa, correspondiente al
PLE relajado.

Si todos los vértices de Ta regidn fuesen enteros, el
optimo también lo seria. Bastaria para obtener el optimo del PLE



con resolver un problema Tineal. A partir de esta idea se conci--

ben los métodos de los cortes.

Dado el PLE

x > 0, entero

los métodos de cortes consiste basicamente en buscar un nuevo con
junto de restricciones (A2 X = bz) para afiadirselas al PLE relaja

do, de forma que no se excluya ninguna solucidén admisible del PLE
original y que el optimo del nuevo problema sea entero. Este toma

la forma

max X
A1 X = b1

A2 X = b2
x>0

En principio, para resolver un PLE bastaria con afa--

dir el nimero necesario de restricciones al relajado, de manera -



que todos los nuevos vertices fuesen enteros.

Desafortunadamente, el nimero de vértices de la envol
tura convexa de las soluciones admisibles de (2.2) puede ser un -
nimero ilimitado, incluso para simples ejemplos de dos ecuaciones
con dos incognitas(/80]),0 una ecuacién con dos incognitas (|97]).
Por esto, Gnicamente se introducirdn cortes en las proximidades -
del optimo del PLE relajado, aproximando por esa zona el poliedro
convexo de este a la envoltura convexa del PLE.

Seglin Tas caracteristicas del punto de partida y de -

los cortes introducidos se distinguen tres tipos de algoritmos de
cortes: fraccionarios duales, enteros duales y enteros primales.

2.2.1. Cortes Fraccionarios Duales.

En el problema (2.2), para garantizar la convergencia
del método es necesario que todos los datos de A, b y ¢ sean ra--
cionales.

Inicialmente, se resuelve el PLE relajado. Si éste no
tiene solucidon, el problema (2.2) tampoco la tiene. Caso contra--
rio se obtiene, reordenando las variables, una solucién de la for
ma



X. = as~ - L a..x. (i=0,1,...,m)
'!0 . 3 b ] »
! , JjeD L

donde, para i = 1,...,m, x; sSon las variables basicas, ajo los va

lores que estan toman en el 6pt1’mo,a0O el valor de la funcidn ob-
jetivo y aoj’ (j =1,...,n), son los costos relativos de las va--

riables. D es el conjunto de Tos indices correspondientes a las -

variables no badsicas. Si todos los términos as  son enteros, la -

0
solucién obtenida es 6ptima. En caso contrario, en alguna restric
cién k del tipo,

3, es fraccionario. Se construye un corte de la forma

(2.3) h=-t+ I d.x, h > 0 entero
jeD
|t] >0



donde t, dj dependen de I akj' E1 corte (2.3) hace que la solu

cibn basica deje de ser admisible para el problema primal debido
a que la nueva variable basica h tiene valor negativo -t. La admi

sibilidad para el problema dual permanece (a . >0 j=1,..,n-m).

0J
Se busca el 6ptimo de este problema lineal resultante, mediante -
el algoritmo simplex-dual. Si el &ptimo es entero o el problema -
no tiene solucidén se ha encontrado la solucidén Gptima del proble-
ma entero o esta no existe, respectivamente. En caso de*quewla‘sg
Tucién sea fraccionaria es necesario repetir el proceso, introdu-
ciendo nuevos cortes.

Represehtamos por [aij] y <a;5 Tos enteros inmediata

mente inferior y superior a aij’ respectivamente.

E1 corte general mds utilizado fue propuestd por Go--
mory |58| y tiene, con esta notacién, la expresion :

(2.4) h = -[] 30 * [A aio] * ng ([A]aij - [ aijl)xj

Empleando valores distintos del pardmetro A se obtienen diferen--
tes cortes. E1 nimero de estos, para A = 1,2,... es finitoy a --
partir de un cierto valor del pardmetro se repiten ciclicamente.
En concreto, para A = 1 y siendo fkj = A - [akj], Gomory |56] -
propone el corte



h=-f_+ L f

. X
ko jeD ki 7

Desde distintos puntos de vista, se han propuesto --
otros cortes. Asi, Glover |52| considera

h = -(<x a,> - A ako) + (<A> - A) X+

. (<A ap.> - A a,.) X
jeD kJ LSRN

utilizado también para generar cortes enteros duales.

Ademds de los cortes fraccionarios duales expuestos -
hasta ahora, existen otros de este tipo que se caracterizan por--
que los coeficientes de las variables que intervienen en &1 son -
binarios. Estos cortes, 1lamados unitarios (]43]|), aparecen con -
el propuesto por Dantizg |28|

h=-1+ % x

jeD J



Gomory y Hoffman |[60| mostraron que solamente bajo de
terminadas condiciones converge un algoritmo con este corte. Bow-
man y Nemhauser |13] To modifican a

h=-1+ % X .
JED, J

siendo ’Pk ={j | jen, a4 Mo entero}

garantizandoc la convergencia.

Otras pfbpuestaé con coeficientes binarios son la de
Charnes y Cooper |22]

-
fl

-1+ T &, x.
jeb J J

I
[en

donde Sj =0 si akj =0y Sj =1 si akj # 0; y la de Ben-Israel y

Charnes |12]

h=-1+ 7% &, x.
jeD J J



donde éj = <ay> - [akj]. Expresado de otra forma 6j =0 si a5

es entero y aj =1 si akj no es entero.

Intuitivamente, un corte es mds fuerte que otro si la
regidn que excluye es mayor. Es decir, el corte

I p,x;>t

es mas fuerte (o incluye) al corte

Top. x>t
je

DJJ

si se cumple, para cada j, que p.

; 5_55 y t > t con alguna de las

desigualdades estricta.

Para obtener cortes aun mds profundos Bowman y Nemhau
ser |14], sugieren que, dado uno cualquiera

I d; x, >t
jeD



es posible obtener otro

T od; x; > t*¥
jeD J

donde t* > t, y por tanto mds profundo. La obtencidn de t* se rea
1iza calculando

t* = min X d. x.
jeD

x € Q.

siendo Q el conjunto de soluciones admisibles del problema. E1 in
terés prdactico de este resultado se ve reducido por el esfuerzo -
computacional necesario para calcular t*.

2.2.2. Cortes Enteros Duales.

A partir de una tabla dual admisible del problema --
(2.2) relajado, en la que todos los elementos que en ella inter--
yienen son numeros enteros, cada fila i corresponde a una ecua---
cion del tipo

(2.5) X. = a. = T @.. X

25



Si todos los a;, son no negativos la solucibn es opti
ma. Caso contrario, en alguna restriccion k de (2.5), ., < 0

a - L a,. X
ko jeD ki 7j

A partir de esta restriccion se general un corte

(2.6) h=-t+ 1 d,x, It] >0
jep 9 Y
h > 0 entero

con todos los coeficientes enteros (t entero, dj (j € D) entero).
Este corte es dual admisible y primal no admisible. .

E1 corte (2.6) ha de ser de tal forma que sea -1 el -
elemento sobre el que se pivotea al realizar una iteracidn del al
goritmo simplex-dual.

Debido a que la tabla es toda entera y el elemento so
bre el que pivotea es -1, la iteracidn se reduce a suma y resta -
de filas. La tabla permanecerd toda entera. Si después de esta --



iteracidon la tabla es primal admisible, se ha 1legado al 6ptimo.
Si no es asi, es necesario repetir el proceso introduciendo un --

nuevo corte.

Gomory |57] propone el corte (2.4) particularizado pa
ra 0 <A < 1. Asi [A] = 0 tomando la forma

h=1[ra, ] - = [Xa. ]x;
ko' ¢p kJ-"J
Se escoge A de manera que [A a, ] = -1y (ajo + -
+ A akj] a,,) >0, siendo [A a, ] el pivote. La columna r sobre

Ta -que se pivotea se elegird de tal forma que

a = min a

or jEI— 0]

siendo I = {j | akj < 0, j e DI

Glover |51| emplea el corte



da
h=-<——k—0->+x
r

ar

supuesto todos los elementos de 1a fila k son no negativos salvo
el término independiente y el pivote.

2.2.3. Cortes Enteros Primales.

A partir de una tabla primal admisible del problema -
(2.2) relajado, en la que todos los elementos gque intervienen son
enteros si los costes relativos aoj son no negativos para todoj Ta

solucion es dptima. Si algin a . es negativo, se busca Ta fila k

X, = d + T a,. X
k ko 3€D ki "3
de forma que satisfaga
%o %0
— =min { >0, 1 <i<m
Ar Apl 17



Cuando . es la unidad, se pivotea sobre &1. Si no -

es asi, se genera el corte

h=1t+ X d. x. + x t > 0 entero

h > 0 entero

de tal forma que
%-5_—f9-§_ 1% para todo i (1< i <m)

tras lo que se itera. En ambos casos con el algoritmo simplex, da
do que las tablas son siempre admisibles para el primal.’

Ben-Israel y Charnes |12] proponen el corte (2.4) par

ticularizado para A = 1/akr’ tomando la forma

(2.7) h=[i@ + I [a—kl]+x



La condicidon de que A sea igual a l/akr en el corte -

de Gomory, es suficiente para que el elemento pivote sea 1. Sin -
embargo no es necesario, siendo posible obtener cortes mis fuer--
tes con otros valores de A. La condicidn necesaria es que el pi--
vote esté en el elemento de valor 1. Esto es,

a
3 < akr
ko
pueden ambas resumirse en
a
L <A <min { 4 ke




E1 algoritmo propuesto por Ben-Israel y Charnes era -
el primero del tipo primal, con la ventaja respecto a los algorit
mos duales, de trabajar siempre con cotas admisibles del problema.
Este primer algoritmo es conocido como RPA (Rudimentary primal --
algorithm).

Si el corte nunca es degenerado, es decir Ao 2 Ay
la secuencia de valores {aoo} es estrictamente creciente y el al-

goritmo converge. Caso contrario, Mathis |91] expone dos contra--
ejemplos del RPA. En el primero se presenta un caso de ciclos. En

el segundo la secuencia de cortes no converge.

Realizando una ordenacién lexicografica de las colum-
nas de la tabla, y utilizando el corte (2.7), Young |122| y Glo--
ver |54| proponen unas reglas de seleccion de la columna y la fi-
la sobre las que se pivotea, y muestran que el algoritmo resultan
te, 1lamado SPA (Simplified primal algorithm), converge en un ni-
mero finito de iteraciones.

2.3. Método de Enumeracion.

En los casos en que el espacio de soluciones de un --
programa entero, lineal o no, es acotado, el conjunto de solucio-
nes admisibles es finito.



Sea el programa entero

min z = f(x)
X € H

x entero

Si el cohjunto H es acotado pueden eStab1ecerse'§j‘tg

Tes que X; <8 (j =1,...,n). E1 nimero de soluciones del pro--

‘]‘5
blema, s, tiene una cota superior

%)
A
==
w

J

En principio, evaluando la funcidn objetivo para cada una de las

soluciones admisibles, se resuelve el problema. Asociada a la ---
evaluacion de menor valor estard la solucibn Optima del problema.
Sin embargo, el nimero de soluciones s es en general tan grande -
que no es practico enumerar explicitamente todas las soluciones -

admisibles. Por ello es necesario algin tipo de criterio para 1i-
mitar la enumeracion.



Siguiendo a Hu |75]| se pueden sefialar como caracteris
ticas comunes en los algoritmos de enumeracion las siguientes

a) Son faciles de entender.
b) Son faciles de programar.

c) E1 nlmero de pasos a realizar en.la resolucidn de
un pkob]ema tiene una cota superior.

d) No tienen estructura matemdtica, si bien existen -

intentos recientes de establecerla.

Segiin 1a forma de eliminacion de exploraciones, pue--
den distinguirse dos tipos bien diferenciados (|23]) : algoritmos
de exploracién dirigida y de enumeracién implicita.

Para un problema general de programacidn matematica,

(2.8) min  f(x)

x € Q



la exploracion dirigida consta de los siguientes pasos. Primero -
se busca una solucidn admisible del problema (p.e. X5 € Q) y se -

define L

11

f(xo). L es, por tanto, una cota superior admisible de

la solucidon del problema.

Se realiza una particidn del conjunto de soluciones -

Q, en k1 subconjuntos Hi’ de forma que

a) U H.

=Q s Y
iel !
b) H nH; = para todo i # J (i,j € I)

siendo I = {1,2,...,k1}, si bien esta segunda caracteristica no -

es esencial.

Se establecen cotas inferiores Uss i € 1 que cumplan

us <min {f(x) | x € Hi} para todo i € I
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Si cualquiera de estas expresiones se satisface con -
signo de igualdad (ui = f(x*), x* ¢ Hi)’ yL> u,, entonces -

L= Us s debido a que se ha encontrado una solucién admisible me--

jor de Ta que se tenfa.

Sean

Debido a:que L es un valor admisible, la solucidon &p-
tima de (2.8) no se encuentra en Hs ie I,. Pueden por tanto ---

eliminarse del problema los conjuntos Hi’ i€ Il.

ET 6ptimo se encuentra en .U Hi.'Cada‘uno de los --
1612 ‘
conjuntos Hi’ i€ 12 se volverd a dividir en k2 subconjuntos de -
jdéntica forma que anteriormente. E1 proceso continua hasta que -
quede un conjunto en el que su cota inferior coincida con la cota
superior factible.

E1 método consta de :



a) Rutina de particidn del conjunto de soluciones ad-
misibles en subconjuntos.

b) Rutina de evaluacién de cotas inferiores.

En la figura 2.1 se resume el proceso de analisis de
cada subconjunto.

calcular

cota inferior

/

es admjsib1e no es admisible
(ui = f(X*),X* € Hi) (ui < min {f(X),X & Hi})
comparar con la comparar con la
cota superior cota superior '
es menor es mayor es menor es mayor
(uy <L) (uy > L) (7- <L) (u; z\:)
Esta cota infe- Eliminar el Division del Eliminar el
rior es la nue- subconjunto. subconjunto. subconjunto.

va cota supe---

rior. L = U4

Figura 2.1



E1 campo de aplicacidn de esta técnica es muy amplia.
Lawler y Wood |86| presentan una exposicidn general con aplica---
cion a problemas de PLE, programacién no lineal, asignacién cua--
dratica, del viajante, asignacidn de recursos, secuenciacion, --
etc.

ET primer algoritmo aplicando el método exploracidn -
dirigida a la progrgmacién 1ineal entera fue presentado por-Land
y Doig |83]. Puede utilizarse tanto para problemas enteros como -
mixtos.

Para sugexposicién definimos Gnicamente la inicializa
cion y los criterios de particidon y acotacidon. E1 desarrollo del
algoritmo es idéntico al proceso general desarrollado en el apar-
tado anterior. '

1) Inicializacion.
Considerese como nodo cero la solucidn optima
X* = (xf, xg,....,xg)

del problema relajado.



2) Rutina de particion.

Supongase que se desea explorar el nodo activo i del
arbol de decisidn. Se considera que un nodo es activo si su cota
inferior es menor que 1a cota superior admisible. Para que el no-
do i sea activo es necesario que alguna variable no sea entera.

Existen dos tipos de nodos activos, los que no tienen
sucesor y los que s los tienen.

a) Si a partir de ese nodo no se ha realizado ninguna
particion, se selecciona aquella variable Xy = xﬁ no entera y tal

que su parte fraccjbnaria sea la mayor. Se divide el conjunto de
soluciones Q en dos conjuntos Hy = {x | x e Q, Xy = [xﬁ]} ——

HZ-.-:{XlXEQ’Xk=<X§>=[XE]+1}.

b) Si a partir del nodo ya se ha realizado alguna par

. ea . . 1 g : .
ticidn haciendo la variable X, = xk,....,xi afiadir una nueva bi--

il

furcacion, fijando X x; - 1 en el caso de que la cota inferior

obtenida haciendo Xp = x; es menor que la obtenida haciendo --
X = xi. Caso contrario se hara Xy = xi + 1. Si tanto la cota ob-
tenida haciendo X = x; como x, = xi son mayores que la cota supe

rior el nodo deja de ser activo.



3) Rutina de evaluacion de cotas inferiores.

La cota inferior en cada nodo serd el valor 6ptimo -~
del PLE relajado. Si en un nodo el problema relajado no tiene so-
Tucidn la cota inferior se hard igual a infinito.

E1 algoritmo de Land-Doig con los anteriores crite---
rios tiene algunos inconvenientes :

a) Debido al criterio de particidn es posible que a -
partir de un nodo se originen gran nimero de bifurcaciones. Para
evitar esto Dakin |2b| propone la siguiente rutina de particion:

Siendo Q el conjunto de soluciones, y supuesto que -
x* es fraccionario, particionar Q en dos conjuntos :
k

Hy= O] xe Qo ox < [g]d 5 Hy = Ixdxe Qx> [l + 1

Con lo cual cada nodo Gnicamente tendrd dos sucesores

inmediatos.
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Para evitar calculos innecesarios en la generacion de
cotas Beale y Small |7|, y mds tarde Tomlin |115|, suponen que la
base del simplex no cambia en las bifurcaciones. Si es cierto que
la base no cambia la cota es exacta. Y si 1o hace la solucidn ob-
tenida es admisible para el dual, luego inferior a la Optima. En
ambos casos se tiene una cota inferior.

Para conseguir una buena cota superior inicial, Taha
|111], [112], propone explorar el hipercubo unidad entero que con
tiene el o6ptimo del PLE relajado. La busqueda del mejor vértice -
del hipercubo (si es admisible) la realiza resolviendo un progra-

ma lineal binario.

2.4. Métodos de Transformacion.

Un método comin en toda Ta programaciénﬁmateﬁética es
1a transformacidén del problema original, en otro mas sencillo, cu
ya resolucidn facilite informacidn sobre el Optimo del probTema -
original.

Dentro de los métodos de resolucion de PLE mediante -
transformacion del problema se pueden distinguir dos clases. En -
la primera, el conjunto de soluciones de ambos problemas, origi--
nal y transformado, son exactamente idénticos pero de diferente -
estructura y las funciones objetivos son las misma. Dentro de es-



te tipo de transformacidn se encuentra la reduccidon de un PLE ge-
neral a un problema knapsack. En la segunda, la relacidn es menos
intima, coincidiendo los 6ptimos de ambos problemas Unicamente ba
jo determinadas condiciones. Entre estos se encuentran la modifi-
cacién del PLE a un problema de minimizacibn sobre un grupo y la
utilizacién de los multiplicadores de Lagrange (o de Everett).

2.4.1. Transformacidn en un Problema Knapsack.

Consiste basicamente en reducir un sistema de m ecua-
ciones diofdnticas de n variables a un sistema de k ecuaciones --
(k <m) y n variables, de forma que el conjunto de soluciones ad-
misibles de ambos sistemas sea idéntico. Esta reduccidn puede ser
ventajosa. '

E1 resultado fundamental se debe a Bradiey |16], que
mostrd que cualguier sistema de ecuaciones diofdnticas, lineales
o no, con un nimero finito de soluciones (regidn acotada) es redu
cible a una sola ecuaciodn.

Para el sistema de ecuaciones lineales,



T a,: X.=b
j=1 13 73 1
n

I a,. X. =b
§=1 23 7] 2

Uj > X; > 0 entero (j = 1,...,n)

donde los valores a.. son enteros y libres en el signo, la ecua--

1
cidn resultante es
n .
.§ n(alj + k aZj)Xj = b1 + k b2
J=1
ug > X > 0 entero (j = 1,...,n)
siendo
n
k| > max {l.é ayy X5 - byl Uy > X; > 0 entero}

j=1

Desafortunadamente, aun para muy pocas ecuaciones, --
los coeficientes de Ta ecuacidn agregada toman valores tan gran--
des que hacen poco practico la utilizacién de estas transformacio

nes en la resolucidon de un PLE.



Para conseguir menores valores de k basta con elegir
esta de forma que (]112]) :

k > max {(b, - 1)(a,./a,.) - b,}
; 2 137727 1

k > m3x {b1 - (b2 + 1)(a1j/a2j)}

A pesar ‘de esta y otras transformaciones (]35|, |55])
los coeficientes siguen siendo elevados incluso para problemas pe
quenos. ' :

Cd

2.4.2. Minimizacidn en un Grupo.

Introduccion.

Este método de resolucidn de PLE (1lamado también de
minimizacion sobre conos o algoritmo asintdtico), surge al mos--
trar Gomory |59| que relajando la restriccidn de no negatividad -
para algunas variables, el problema se transforma en otro de reso
Tucidn mds facil. Este nuevo problema, de minimizacidn en un gru-
po (GMP), resuelve el problema original si la solucidn obtenida -
es admisible para é1.



A todo PLE, con términos independientes suficientemen
te grandes, le corresponde un GMP tal que sus Gptimos coinciden.
Esto es, dado el programa

max cx
Ax = A b
X > 0 entero
Su correspondientekGMP tiene idéntico 6ptimo para todo A mayor 06
igual que un cierto valor. Debido a que al tender los términos in

dependientes asintoticamente a un cierto valor el GMP resuelve el
original a este método se le conoce como algoritmo asintético.

E1 algoritmo asintético puede resumirse en los sj----
guientes pasos (|76]) : '

1) Resolver el problema lineal relajando la condicidn

de integridad para obtener la base Optima B.
2) Plantear el problema de minimizacidn en un grupo.

3) Resolverlo obteniendo el valor de las variables no
basicas.



4) Comprobar si la sustitucién de las variables no ba
sicas en la expresidn de las basicas mantiene a estas positivas o
cero. Si asi es, la solucidn obtenida es admisible y por tanto op
tima. Caso contrario se aplican algoritmos de exploracién dirigi-
da (|107|) para aprovechar los cdlculos realizados.

En Tos apartados siguientes se analizan los distintos
aspectos de este método de resolucién. E1 primero es la bbtéhtién
del problema en un §rupo. ET segundo, el andlisis de las.condicio
nes bajo las cuales este resuelve el original y por dl1timo un es-
tudio general de 10§»métodos de resolucion del problema de minimi
zacidn en un grupo.i

Obtencidn del problema en un grupo.-

Para el problema Tineal

max cx
Ax = b
x > 0 entero

con todos los elementos enteros, considerese una base B del pro--



blema Tineal asociado. Particionando los vectores y matrices del
problema segin B, tenemos

max CB XB + CD XD

B x,+Dxs=5>0

B D
Xg > 0 entero
Xp > 0 entero
donde ¢ = (cg,cn) \A = (B,D), x = (Xp,X )T
B’D, b 3 B’D .

-

Expresando las variables basicas (xB) en funcién de -

las no basicas, el problema se transforma en

1 1

b - (¢, B

B D ~c¢

max cg B D)xD

It

-1
B (b -D xD)

*B
xg > 0 entero

Xy > 0 entero



Si se prescinde de Ta restriccidén de no negatividad --
de las variables bdsicas (xB > 0) y teniendo en cuenta que el tér

mino cBB'lb es una constante, el problema asi relajado se convier
te en

‘ -1
max —(CB B™°D - cD) Xp

B l(b - xy) = 0 (mod. 1)

- Xy > 0 entero

o To que es equivalente

. -1
min (cB B°D - cD) Xp

) Xp = B'lb (mod. 1)

Xp > 0 entero

Llamando ¢ = (Ei""’cn—m) a los costos relativos de -

las variables no basicas (¢ = ¢ B'lD - cD), a. a la columna j de

B J



B'lD y o, al vector B'lb se tiene el problema

n-m
min X C. X.
j=1 J J
n-m
El oy X5 = ag (mod. 1)

Xj > 0 entero (j = 1,...,n-m)

1
y dado que para cualquier nimero f, se cumple la relacidn de con-

gruencia
f=f+m(mod. k)

si m es divisible por k. Representanto por &3 el vector formado -

por las partes fraccionarias de aj’ para todo j

con este resulta el problema de minimizacién en un grupo



min X C. X.

(2.9) | El Gy X5 = 0 (mod. 1)

X; > 0 entero (j = 1,...,n-m)

Este prdb]ema puede interpretarse como una minimiza--
cidn de la variacidén de la funcidn objetivo original debido a un
aumento positivo de1}as variables no bdsicas, para asi conseguir
que las variables bééicas, que eran fraccionarias, se conviertan

en enteras.

Todas las componentes de los vectores Eﬁmsonfde la --

forma Iij/M donde Iij es un entero positivo menor que M siendo M

el determinante de la base B(M = [B|). Se demuestra facilmente --
que dichos vectores tienen una estructura de grupo abeljano G(a)
con la operacion de congruencia modulo 1.

E1 problema (2.9) se conoce como de minimizacidén so--
bre un grupo abeliano.

Debido a la estructura del grupo, si el problema tie-
ne alguna solucidn admisible basta con que algln Ej sea negativo



para que la solucidn Optima sea no acotada (al menos en la varia-
ble Xj)' Por 1o cual para que la solucion del problema de minimi-

zacidn tenga interés es necesario que todos 1los E&, es decir to--

dos los costos relativos de las variables no basicas, sean positi
vos. Por ello se emplea como base B la correspondiente a la solu-
cibn 6ptima del problema lineal continuo asociado.

Condicidn suficiente de optimalidad del PLE.

Dada und base B de un PLE se define como cono Kg gene

rado por las columnas de B al conjunto de puntos que puedan obte-
nerse por sus combinaciones lineales no negativas. E1 cono KB(d)

es el obtenido eliminando del cono KB todos Tos puntos & una dis-

tancia menor que d de sus limites. En dos dimensiones se pueden -

representar ambos conos Ky y KB(d) seqin la figura 2.2 supuesto -

que 3, y a, son respectivamente la 1@ y 22 columnas de B.

Obviamente KB = KB(O)



Fig. 2.2

En cualquier programa lineal si BXp = b con x5 > 0, b

pertenece al cono K,. De idéntica forma, para cualquier vector u

B
del cono existird un Xg > 0 que satisfaga Bxp = u, debido a que B

es regular. Por tanto en programacidén lineal continua, elegida --



una base cualquiera B, la condicidn de no negatividad de las va--
riables bdsicas (las no basicas son cero) es que el vector b de -
términos independientes pertenezca al cono KB'

En programaci6n lineal entera la expresion de las va-

riables basicas es

BXB =b - DXD

con las variables no bdsicas XD distintas de cero. E1 vector DXB,

perteneciente al espacio R™, modifica el vector original by lo -

transforma en b = b - DXB. Si este nuevo vector b pertenece al co

no KB el valor de las variables bdsicas XB serda no negativo ---

(B'xB = b). Por tanto la condicidn necesaria y suficiente de que -
Xg > 0 es que b = b - Dx} esté en el cono.

Para que el vector b pertenezca a KB es condicidn su-
ficiente, pero no necesaria, que la longitud del vector DXB sea -

menor o0 igual a 1 y b pertenezca al cono KB(1). Es condicidn sufi

ciente porque en el caso mds desfavorable, que es cuando el vec--



tor DXB es perpendicular a alguno de los vectores columnas de B,

si la longitud de DXB es menor que 1 como b pertenece a KB(1) re-
sulta que b = b - DXB sigue perteneciendo a KB' No es condicion
necesaria puesto que DXE puede ser mayor que 1 y sin embargo debi

do a su direccidn, no salir b fuera del cono KB'

k?igura 2.3



En Ta figura 2.3 se representan distintas posibilida-

des. Si la direccidn de DXB es V1 0 V2 el vector b ha de pertene-

cer a Ky(1) supuesto que [[Dx¢|| = 1. Sin embargo, si la direc---

cidn de DXB es cualquier otro vector entre V1 y V2’ por ejemplo -

V3, no es necesario que b pertenezca a KB(]) para que b pertenez-

ca a KB'

ET1 valor de 1 puede acotarse (|59], |43|, |75]) en --
funcidn del determinante de la base B y de la norma de los vecto-
res que la constituyén. Las cotas asi obtenidas suelen ser débi--
Tes.

Optimizacidn del problema sobre el grupo.-

Para resolver el problema de minimizacién (2.9) consi
deramos el grupo abeliano generado por los vectores &5, Ccuyos --

elementos denominaremos gj, y planteamos el problema



min I c(g.) x.
jeNB v

(2.10) L 9. X: =g
jeng V3 th

X5 > 0 entero j € NB

Nl

Si la asociacién elegida entre los elementos gj y los

vectores 55 es la adecuada, ambos problemas son equivalentes.

¥

Hu |75| propone definir un grafo orientarlo P(V,E) de
forma que cada elemento del grupo sea un nodo. Al arco (i,j) -
(uniendo los nodos g; ¥ gj) se le asocia la distancia c(gé). So-

bre este grafo orientado se plantea el problema de la ruta mini-
ma entre el nodo 9, (elemento neutro del grupo) Y 9p- La solu---

cidn asi obtenida es la optima del problema de minimizacién so--
bre el grupo.

E1 problema (2.10) también se puede resolver por pro-
gramacidon dindmica (]65|). Definiendo



I g: X, =Y
j=1‘] J

X5 > 0 entero (j = 1,...,n)

si el elemento g, es usado al menos una vez (xk > 0) en fk(y) se

tendra que "

fir(y) = clg ) + f ly - g,)

Yy si no

fk(y) =f (y).

Por tanto se plantea la relacion



fk_l(y) si X = 0
f ly) =

c(g,) + fly-g9,) six >0

donde fo(y) = o para todo y, y fi(O) = 0 para cada i. Asi las --

ecuaciones de optimalidad son

fi y) = min {f,_,(y), clg ) + f (y-g,)}

H

obteniéndose el 6ptimo del problema de minimizacidn en el grupo -
para fh(gh). ’

Si al optimo del problema de minimizacidén le corres--
ponde una solucidn inadmisible del problema original,seré necesa-
rio seguir examinando soluciones que van alejando consecutivamen-
te la funcidn objetivo del problema en el grupo,de su dptimo.

Para calcular la enesima mejor solucidn del GMP que -
es la primera que hace las variables basicas positivas, Shapiro
|107| con posteriores modificaciones (|61|, |62]), propone un al-
goritmo de enumeracion.

57



2.4.3. Relajacion Lagrangiana.

La utilizacidn de los multiplicadores de Lagrange fue
extendida por Everett |38| a problemas de optimizacién con funcio
nes no diferenciables. Everett prueba el siguiente teorema :

Sea el problema de optimizacidn : T

crmax H(X)
(2.11) Qis.a ci(X) < ¢ (i=1,....,n
% €S

Sean Xi para i = 1,....,n nimeros reales no negativos

(multiplicadores). Si X* € S maximiza la funcién

H(X) -

i -1
>
O
—
¥
e
X
m
wy



y para todo % € S se cumple Ci(x) 5_ci(x*) (i=1,....,n) enton--

ces X* es la solucidén dptima del problema (2.11).
Para el problema

max Cx

Ax < b

X 3_0 entero

H

se ha de encontrar uh vector no negativo A tal que el Gptimo x* -
de

maXx ¢x - A Ax

X > 0 entero

satisfaga Ax* = b (6 AX* esté muy préximo e inferior a b).

ET punto critico de este método de reSo]ucién es en--
contrar un vector A tal que el Gptimo X* del problema relajado ha
ga que AX* sea lo suficientemente préximo a b para que sea acepta
ble como solucién Gptima del original.



Brook y Geoffrion |18| y Geofrion [45| proponen méto-
dos iterativos de cdlculo de los multiplicadores.

2.5. Métodos Basados en la Programacidn Dindmica

Para combﬁetar la revisidn de los métodos de resolu--
cién de problemas lineales enteros nos referimos ahora a los basa
dos en programacidon dinamica, si bien su interés practico es muy
limitado. Las técnic&% de optimizacidn de 1la programacién dinami-
ca (]8[, 110}, |95|)”Se utilizan principalmente en 1a resolucion
del problema Knapsack (|47], |49]|, |50|, |64]) y, mds generalmen-
te, en la resolucidn de un PLE utilizando 1a reduccidn a una mini
mizacidn sobre un grupo como ya se ha visto.

Sea el problema entero escrito en la forma

n
min £ C. X
j=1 J J
n
s.a L 0. X: =0
551 J 7 0

X; > 0 entero  (j =1,....,n)



donde o5 para j = 0,1,...,n son vectores columna de m dimensiones.
Definiendo Ta funcibn

n

n
min { & c. x. I o. X. = a, X. > 0 entero}
j=1 J J j: J —

F(a)

1}

F(0)

Rl
i

(2.12)
donde o es un vectbr columna admisible y variable.

Notese que F(uo) es el 6ptimo del problema planteado.

Greenberg |66 muestra que el funcional (2.12) condu-

ce a 1a recursion

Fa)

i

1 o+ Fla - a.
m}n {cJ (o uJ)}

F(0) =0

siendo a un vector admisible.



Esta recurrencia es la extensidon para un PLE general
de la recursi6n utilizada por Dantzig |27 y por Bellman |8] para
la resolucion del problema knapsack. Excepto para pequefios proble
mas, no tiene excesivo interés la utilizacidén de este algoritmo -
en la resolucidén de problemas, debido a las elevadas necesidades
de memoria de computador.



CAPITULO III

EL PROBLEMA KNAPSACK

3.1. Aplicaciones del Problema Knapsack.

E1 prob]éma knapsack es el problema de PLE en. sy ==

forma mds simple, existiendo varios tipos de ellos conocidos por
este nombre. 3

E] prob]éma knapsack general, o problema muylti-item -
knapsack para distinguirlo del problema 0-1 knapsack, es B

n n

max { T c. X. L a,Xx:;<b, x.>0 entero -
j=1‘]‘] j=1JJ"“ J —

(i =1,..,n)}
A veces tiene interés el caso en que la restriccidn -

se cumple con signo de igualdad, aunque entonces la admisibilidad
no estd asegurada.



E1 interés del modelo en s7, o su resolucion, tiene -
dos vertientes. En primer Tugar, gran cantidad de situaciones rea
lTes se modelan como problemas knapsack y en segundo,existen algo-
ritmos de resolucidén en programacién matemitica en donde se emple
a como rutina la resolucion de un problema de este tipo.

Pueden citarse como situaciones modelables Como pro--
blemas knapsack, el problema de seleccién de inversiones (|88], -
[119], |120]), seleccisn de proyectos, cambio de moneda (f21]). -
En el problema del carte de papel, (cutting-stock problem) (|47],
[48], [49], |50]), para 1a seleccién de Tos cortes principales se
emplea como rutina el problema knapsack.

También se emplea como rutina en la resolucién de PLE,
para los problemas de minimizacién de un grupo (GMP). Ademis, la
posibilidad tedrica de reduccign de cualquier PLE acotado.a.un --
problema knapsack, implica que basta resolver este problema para -
resolver el original.

3.2. Propiedades del Problema Knapsack.

A continuacidn se exponen dos importantes propiedades
del problema knapsack.



Propiedades Perifdicas.- Dado el problema knapsack genérico

(3.1) I a, X: <y

X5 > 0 entero (3 =1,...,n)

donde sin pérdida de generalidad se asume que Pj z_pj+1 para todo

j (j=1,...,n), siendo pj = Cj/aj’ Gilmore y Gomory |50] mostra

ron el siguiente teorema, de gran importancia en la resotucion --
del problema.

Teorema 3.1. Existe un valor Yo tal que para todo y > Y, Se cum--
ple que f(y) = f(y-al) + cq. En otras palabras, la funcidn f(y) -

paray >y es periddica de periodo Cq-

ET calculo exacto del valor Y, 8 partir del cual apa-

rece la periodicidad es muy dificil. Sin embargo pueden calcular-
se facilmente cotas superiores de Yo



Hu [75] propone con una simple demostracign

1
Yo < | 50—

Empleando los resultados de la minimizacign en un gru
po (GMP) en Salkin |105] puede encontrarse 1a cota

Yo <8 (1 + a)

iendo a, = a..
sie K m?x 3

Optimalidad de Subestrategias.

Shapiro y Wagner [109] muestran el Siguiente teorema

Teorema 3.2. Sea x* = (x*,....,x;) Ta solucion éptima del proble-
ma (3.1) para y = b. Entonces, cualquier vector entero x° = (x?,
.,xg), tal que 0 S_X? < x¥ para todo i (i = 1,...,n), es la -

solucidn 6ptima del problema (3.1) para y = k, siendo



Este resultado permite el conocimiento de la solucidn
optima de problemas knapsack, de tamafios inferior a uno ya calcu-
lado, de una forma inmediata. ‘

3.3. Métodos de Resolucion.

Existen muchos algoritmos y de muy distintas caracte-
risticas, para resolver el problema knapsack. Para clasificarlos
se realizara una prfﬁera distincidn en algoritmos aproximados y -
algoritmos exactos, segiin que se obtenga simplemente una buena SO
lucion o la solucidn Optima.

Dentro dé¢ Tos aproximados, distinguimos dos métodos -
de resolucion : el cdlculo de la solucidn ridpida y el empleo de -
Tos multiplicadores de Everett. .

Los algoritmos exactos pueden clasificarse en grandes
grupos segln la metodologia empleada en la busqueda del optimo. -
Esta clasificacion sin emBargo no es excluyente debido a que algu
nos algoritmos pertenecen simultaneamente a dos grupos. Siguiendo
en parte a Salkin y Dekluyer |102|, |104] se considerardn los si-
guientes grupos.



1.- Programacion dindmica.
2.- Enumeracion.

3.- Transformacion.

3.4. Métodos Aproximados.

Cuando se modelan situaciones reales los datos (cos--
tos, cantidades de recurso,...) pueden no ser exactos, existiendo
tolerancias en la evéﬂuacién de Tas magnitudes del problema. Al -
mismo tiempo, los modelos contienen simplificaciones de la reali-
dad. Todo esto hace que el Optimo de un problema de programacidn
matematica sea probabﬁemente una buena solucidn del sistema, pero
no necesariamente la mejor. Cualquier buena solucidén del modelo -
serd indudablemente una buena solucidn del problema real.,

Por otra parte a veces no se dispone, para la resolu-
cion de un modelo, de ningin tipo de computador Y es necesario re
solverlo sin €1. Por tanto son necesarios algoritmos rapidos y --
simples que den una buena solucibn, aunque no sea Gptima.

Se analizardn a continuacién las dos lineas existen--
tes de resolucidn aproximada del problema knapsack. Por una parte,
Ta solucion rdpida (greedy solution), y por otra, la utilizacién
de la teoria de los multiplicadores generalizados de Lagrange o -
multiplicadores de Everett.



3.4.1. Solucion Rdpida (Greedy Solution).

Una solucidn admisible para el problema knapsack de -
calculo muy simple y, en general, muy proxima al optimo, es la so
lucidn rapida.

-Dado un problema knapsack

a. X.
j:l J J -

x; > 0 entero (3 =1,....n)~

supuesto, sin pérdida de generalidad, que las variables estan or-

denadas de forma que Cj/aj 3_cj+1/aj+l para todo j (j = 1,..,n-1)
y que el 6ptimo es acotado (aj > 0 para todo j), a la solucidn ad
misible xO = (x?,...,xg), donde

G _ b

Xl“[T]

1



para todo i (i = 2,...,n), se le 1lama solucion rdpida.

Bajo determinadas condiciones la solucién rapida es -
la solucidn 6ptima. A continuacidn se analizaran estas condicio--
nes (|89])

Si no se éump]en las condiciones y por tanto la solu-
cion rapida no es dptima, puede establecerse una cota del error -
absoluto entre 1la solpcién optima y la solucidn rdpida (|89]), o
una cota del error relativo (|114|) entre ambas soluciones.

Considerese el problema knapsack anter1or con s1gno
de igualdad en Ta restriccién, en el que se asumira, para "todo J
(0 =1,....n).

Yy cj son enteros

v

pj+1



Los supuestos 1), 2) y 3) pueden hacerse sin pérdida
de generalidad cuando el problema es acotado. E1 supuesto 4) se -
realiza para garantizar que el problema descrito tiene solucién -
admisible cualquiera que sea el valor de b.

Dado el problema knapsack se define 1a funcidn knap--
sack fk(y) como

k

f (y) =min & c. x.
k j=1 9 3

* k

L a. X, =y
j=1 J J

Xj > 0 entero (j = 1,..,k)

Mas adelante se analizard como mediante programacion
dinamica pueden calcularse recursivamente estas funciones hasta --
TTegar al optimo del problema original, fn(b). Para la funcién --

knapsack se construye la solucién rapida (x?,..,,xﬁ), siendo

f- [+
X‘_‘—'—
K ak

k
xg [(y -z a; x?)/aj}
i=j+1

1



donde x? se calcula ordenadamente para j = k-1, k-2,....,1.

Se denomina gk(y) al valor de la funcién objetivo de

la funcidn knapsack para la solucién rdpida. Es decir

g B
O
>

g, (y) =
k ;

i

1 37

Si 1a solucién rdpida es optima se cumplird que f (y)
= 9. (y). S1mp11f1cando Ta notacién, si f (y) < gk(y) para cual---

quier valor entero de y, escribimos que fk < 9y -

Se cumple siempre que g, = fl Con las anter1ores de-

finiciones puede plantearse e] siguiente teorema |89].

Teorema 3.3. Sea fk R A a, para k < n, entonces las si-

guientes cuatro expresiones son equivalentes.

1 2 9

2o fliy = 9

3.- fk+1(m ak) = gk+1 (m ak)

4.- T gk(Y) <m Cx



siendo m y vy Tos valores enteros definidos por las relaciones

Oiy<ak

ak+1-mak-y

Observese que el punto 3 implica que basta con compro

bar el comportamientq de 1a solucién rdpida en el tamafio m > pa

ra deducir si esta solucién es optima.

+

Los siguientes resultados acotan el error cuando la -
solucion rdpida no es 6ptima.

Sea la funcién error absoluto
Aj(y) = gj()’) = fj()’)

y su valor mdximo, para cualquier j,

A% = max A.{y)
! y=1,2,... Y



E1 siguiento resultado permite calcular cotas superio
res de este error de forma recurrente.

Sean

a) k=max {j | fj =qg., j=1,....,n}

j,

b) ]j’ para cada j (j = k+2,....,n), el minimo comdn mdltiplo de

a1 Y a.

c) Qj una cota superior de Ag, para todo j (j = k+1,...,n)

Teorema 3.4. Si a, < Ay < oo < 2, el calculo de Qj puede rea-

Tizarse recursivamente segiin la expresién

Q.= Q. .+  max {g;(v) - 95103
23-19<y |

Con el resultado de este teorema, pueden obtenerse --
lTos valores de una cota superior del error absoluto, al tomar co-
mo Optimo del problema knapsack 1a solucién rapida. '

Analogamente se puede acotar la funcién error relati-
VO



e;(y) = )

Y su maximo valor, para todo Js

e¥ = max e.(y)
J y J

Teorema 3.5. Sj fi ¥fgk, entonces

4

e 1+y -m
*

Bk < m

3.4.2. Multiplicadores de Everett.

Basado en los trabajos de Everett ]38[ y‘Brook’y Geo-
ffrion [18], asi como en el estudio para problemas de optimiza---
cion con una restriccidén puede implementarse un método aproximado
para resolver el problema knapsack. Debido a sus caracteristicas,
este método tiene sentido cuando Tas variables de] problema son -
acotadas.

ET1 problema 0-1 knapsack, caso especial de acotacién
de variables, ha sido resuelto por Gulley, Swanson Yy Wolsey apli-



cando los multiplicadores con resultados altamente satisfactorios.

E1 teorema fundamental de Everett

» se aplica al pro--
blema knapsack general con variables acotadas

n

max L C. X.
j=1 NN

‘s n
3.2 ‘ z . X. < b
s uj z_xj > O entero (j = 1,...,n)

Siendo A un niimero no negativo, 1lamado multiplicador

el teorema muestra que el optimo de] knapsack es idéntico é]-épti—
mo del problema

3

n
max X (c., - X a.)x.
jop 37
(3.3) uj g_xj > O entero (j = 1,...,n)

n

cuando % a; x§ = b, donde x* es la solucidn optima de (3.3). Si
3=1 |
n
z aj X¥ = p # b, una medida de 1a proximidad de x* al 6ptimo --
j=1

de (3.2) es la diferencia (b-p). Cuando ésta es pequefa, la apro-



ximacion es buena y el error cometido al considerar gue x* es el
Optimo del problema original, es reducido.

En el Optimo del problema transformado 1a variable --
X; valdrd, dependiendo del valor A° escogido,

k si (pj -0 a.) = 0, siendo k cualquier entero -
X. = = i

tal que us >k>0

0  si (cj-xoaj)<o

ET valor de una variable xj es una funcidén escaldn de
X, siendo el punto critico ) = Cj/aj.
Considerando las variables ordenadas segln eficien---

cias crecientes (Cj/aj f-cj+1/aj+1 para todo j), se ensayan suce-

sivos valores para A(Al, Apsennen. ,At). Asi



n
)L:__
1 an
c c
n-1<>\ <
a 2 a
n-1 n
C
>\3 - an_1
. n-1
o . s
)‘tzéi
1

hasta que para cierto valor xi, resulte que el Gptimo x* de (3.3)
cumple -

Como Optimo aproximado del problema (3.2) se toma el

6ptimo de (3.3) para xi 0 para Ai—l seglin para cual de los dos, -
n
la diferencia b - £ a. x* sea menor.
| jo1 973

Es inmediato ver que si en el problema original las -
variables xj no son acotadas explicitamente, la cota implicita --
[b/aj] 1levard mediante este m&todo a una aproximacién burda del

optimo.



3.5. Resolucidn por Programacidén Dinamica.

Al margen de la total enumeracién, la programacion di
namica es histdricamente el primer método utilizado. Existen mil-
tiples variantes para la resolucién del problema knapsack en el -
contexto de la programacién dindmica. Se desarrollarin a continua
cion los mds significativos por ser 1os primeros o los mias efj---
cientes. Podemos sefialar dentro de estos las recurrencias de ~---
Bellman |8], Dantzig |27], Gilmore y Gomory |471, |49], |50] y -
Greenberg |64|. Otros algoritmos de programacion dindmica para el
problema knapsack pueden encontrarse en Gilmore y Gomory {48] y -

i

Gomory |59]. o

También déntro de este contexto, pueden considerarse
los trabajos de Shapiro y Wagner |109] y Shapiro [108], aungue --
por la originalidad de tratar el problema knapsack como un prob]e
ma de maximizar la ruta a través de un grafo se ana]1zara en otro
apartado.

Bellman [8| propone una funcién recurrente para la re
solucidn de un problema, en general, no lineal con una restr1c-——
cién lineal.



Definiendo l1a funcidn

Fk(w) = max fk(xl""’xk)

i
.

puede plantearse la recurrencia

Fo(w) = max {g, (r) + F, .(w-r)}
K oren K k-1

para k = 2,...,n con
Folw) = g,(w)

con lo cual, puede obtenerse el valor Fn(b), optimo de (3.4).



Basandose en la anterior funcién recurrente, Dantzig
|27 propone su programa dindmico para la resolucién del problema
knapsack binario.

Sea

F (w) =max I c. x.
k j=1 9 J

k
I a, X.<w
=1 J 3 -

Xg = 061 (j=1,...,k)

.

J

+

el valor mayor que puede tomar la funcidn objetivo supuesto que -
intervienen Gnicamente en su cilculo las k primeras variables y -
que la restriccidn de peso es w.

E1 valor de Fk+1(w), con la misma limitacién de peso,

y ademds interviniendo la variable X412 sera igual a Fk(w) si -
X471 €S cero, o igual a Crpq ¥ Fk+1 (w - ak+1) s1 X1 €s uno. De

donde

max{F, (w), Cra1 t Frgq(w-ap, 1)) siw > a4

Fea (W) =

Fk(w) siw< 41



E1 procedimiento es iterativo para cada w(w = 0,...,b)
y k (k =1,...,n) partiendo de

Fo(w) =0 para todo w.

Gilmore y Gomory |49] extienden 1la recursion al pro--
blema knapsack general, en el que Tas variables pueden tomar valo
res superiores a la unidad, planteando

+
P

Fk(w) = hax {Fk_l(w), cp * Fk(w-ak) W z_ak}

siendo F(0) = 0, para j = 0,1,...,n, y Fo(w) = 0, para w = 0,1,.

Notese que si en la obtencidn de Fk(w) no interviene
la variable k, entonces 16gicamente Fk(w) serd igual a Fk_l(W). -
Si en la obtencidn de Fk(w) interviene la variable k, entonces co

mo minimo valdrd 1 y podrd plantearse que Fk(w) =Cp + Fk(w—ak).



En la computacién de F (w) solo son necesarijos los va
lores de F, _,(w), w=0,1,...,.%b. Una vez computados los valores
de Fk—l(w) pueden, en caso de que se estén realizando Tos calcu--

Tos con un ordenador, descargarse de la memoria los valores de --
Fk-Z(w)’ con el consiguiente ahorro de esta.

La siguiente recurrencia difiere de las anter10res en
que procede del andlisis de problemas derivados de knapsack donde
intervienen todas las variables. '

4

Sea L
\ n
d(w) =max & c. x.
j=1 9
n
L o a: X. < w
J_l J J —
X; 2 0 entero (j = 1,...,n)
Observese que
g(w) = F_(w)

Gilmore y Gomory |50| muestran que



max {0, g(w- -a; ) + c. | i > d(w-a, )
i

g(w)
W > a.}

=7

siendo

1}

d{w) = max {1, i | g(w) = c. + g(w—ai)}

con lo cual se tiene una funcidn de cdlculo recurrente de glw) -
= 0,1,---&..,..:b.

E1 algoritmo resultante de la anterior recurrencia es
el mas eficiente de 1os existentes de programacion dindmica.

Las recurrencias analizadas hasta ahora, calculan la
funcidn knapsack para todos los argumentos w desde 0 °basta b. Si
Ta restriccidn es con signo de igualdad, Greenberg |64| propone -
la recurrencia ‘

max {c +g (w- a; ) | a; < w}

w
—
=
S
[t}

g(0) =0

con la que se evita la total enumeracién cuando a, = min a; es ma
yor que uno. J

Esta recurrencia es Gtil para valores grandes de aj,

donde la total enumeracidn de w (w=10,1,...,b) supone calculos -
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innecesarios, debido a que para muchos valores de w la funcién --
knapsack g(w) no tiene ninguna solucion admisible.

3.6. Métodos de Enumeracidn.

Estas técnicas han sido ampliamente empleadas en el -
estudio de la resolucidn del problema knapsack en sus difereptes
formas 19, 20, 48, 67, 78, 79, 82, 94|.

El primey método de resolucién fue propuesto por Gil-
more y Gomory l48l,;baséndose en los trabajos sobre exploracién -
dirigida de Lang y Deig [83]. Aprovechando 1a particularizacién -
de Ta técnica de eliminacién de Fourier-Motzkin para este proble-
ma, se obtiene el algoritmo de Cabot [19]. Por otro lado;ilngar—-
giola y Korsh |79] basan el suyo, en 1a reduccion del tamafio del
problema a considerar. Estos son los algoritmos existentes mis po
tentes, desarrollados para el problema knapsack general

v En Ta descripcién de los algoritmos escogidos emplea-
remos 1os conceptos de ordenacién Texicografica y extensién de --
vectores. Un vector x es Texicogréficamente mayor que otro vector
Y {(x <y) si en el vector diferencia, x-y, su primera coordenada
no nula es positiva. Un vector Y es una extensién de otro vector
X si tiene mids coordenadas que éste siendo las comunes Tas mis---
mas.



La enumeracién de Gilmore y Gomory se realiza de for-
ma lexicograficamente ordenada, elimindndose mediante un test al-
gunas soluciones admisibles sin examinarlas explicitamente, E1 --
test se basa en que el 6ptimo de T1a solucidn continua del proble-

Ma es una cota superior del optimo con las restricciones de inte-
gridad.

~

En el problema knapsack,

R

D gep 97
n
(3.5) I a;x,<b
J=1
xj > 0 entero (j = 1,....,n)

se ordenan las variables de tal forma que P; 3-pj+1 (G =1,..n-1),

Yy se calcula la solucién admisible lexicograficamente maxima. Es-
ta solucidn rapida es una cota inferior 2 admisible del &ptimo.

A continuacidén se van enumerando las soluciones admi-
sibles de forma lexicograficamente descendentes. Si alguna de 1las
soluciones admisibles mejora la cota inferior se convierte en nue
va cota inferijor ZA. La enumeracién se trunca mediante un test --



muy simple. En efecto, sea XA

que existan extensiones de XA

cion Optima Z del problema

es menor que la cota inferior Z

A .
.,xm) no es Optima.

Aplicando la técnica de Fourier-Moztkin 130] a la eli

= (x?,...,xg) (m < n) un vector tal

admisibles para (3.5). Si la solu--

n
Y €. X
j=1
n N
I a; X;<b
521 99
= A .:
Xj X; (G =1,....,m)
X5 >0 (j=ml,...,n)
A

, cualquier extensién”de'(kﬁ,..

minacion de variables en el problema knapsack.

n
z
j=1

a. .
i¥is

A

b

X; > 0 entero (j = 1,...,n)



se repiten problemas con solo dos restricciones. En el caso de 1a
variable X, se obtiene

a) Si c; >0
n
JEZ (cJ a; - a cl)lez za; - b,
n
L a. X.<b
j=2 J J i
xj‘3~0 entero (j = 2,...,n)
b) Si ¢; <0 :
n
¥ ¢, x. o>
J'=2 J J—Z
n
I . X. < b
J‘zzaJ J -
Xj > 0 entero (j = 2,...,n)

Cabot [19] emplea sucesivamente esta técnica 1Tegando finalmente
a un sistema del tipo



X > +
Cn n—pnz qn

a x <b

X, 2 0 entero

A

Fijando z a un valor z", se obtiene una acotacidn de

(R < U,). La eleccién de X, entre estos valores implica
N, < < ' pso
@ Ssu vez una acotacidn sobre Xn-1 (Ln_1 < Xoo1 —-Un—l) Repitien

do este proceso, se 1lega a una de las siguientes situaciones :

a) Para algin i, el intervalo [Li’ Ui] no contiene --

ninglin valor entero.

b) E1 intervalo [Ll, Ul] contiene valores enteros.

En el primer caso no existe solucién admisible con --
los valores previamente fijados. En el sequndo se ha encontrado -
una solucidon admisible y su correspondiente valor zA, cota infe--
rior de 1a solucidn optima.

Cabot propone partir de una "buena" cota admisible --
del problema knapsack zA, e ir incrementando el valor hasta que -
no sea posible encontrar una solucidn admisible.



La cota admisible inicial puede ser, por ejemplo, la
obtenida por la solucién rapida, y el incremento de zA ser cada -

vez el mdximo comin divisor de Cys CosennesCp. Cuando para un va-

Tor z° no sea posible encontrar ninguna solucién admisible, el va
Tor z* = z° - m.c.d. (cl,...,cn) sera el 6ptimo buscado.

Siendo

ordena las variables con dj decreciente en j para conseguir la md
xima eficiencia de su algoritmo.

Basandose en un trabajo sobre el knapsack*bihério --
(178]), Ingargiola y Korsh |79] extienden los resultados obteni--
dos al problema general. Proponen dos algoritmos bien diferencia-
dos para resolverlo. EI primero transforma el original en otro de
menor complejidad. A continuacién el segundo algoritmo, de explo-
raciones parcia]es(brancﬁ;seardh), resuelve el transformado. Esta
opcidn es la mds eficiente segln Ingargiola y Korsh. Sin embargo,
se pueden utilizar ambos de forma independiente. Puede aplicarse
el algoritmo de reduccién al problema original y, posteriormente,
resolver el reducido por cualquier otro algoritmo de resolucién.
Otra opcién es aplicar directamente e] algoritmo de exploracidn -
parcial a un problema knapsack cualquiera.
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En el algoritmo de reduccion, el problema

n
max L C., X.
j=1 9
n
3.6 L a.x.<bh
(3.6) Ioayxc

J

L

0 < x, f-dj entero (j = 1,...,n)

donde dj puede ser una cota superior explicitamente dada o bien -

implicita dj = [b/aj];(j =1,....,n), se transforma en

n
(3.7) T a; x5 < b

u: > x. > 1. entero (j = 1,...,n)

siendo Uy ]j (J = 1,...,n) valores enteros. En general, para al-
gunas variables uj = 0 lo cual implica que xj = 0; para otras va-

riables s = ]j entonces X5 = us- Y también ]j > 0 con To que pue

de hacerse un cambio de variables 23 = Xj - ]j‘
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E1 problema (3.7) puede reescribirse de nuevo elimi--
nando algunas variables. Distinguiendo segiin las cotas de las va-
riables,

[
i

{3 | uj = 1j} , v

1t
P
Lot
<
Cs
1
(=}
e
w

[we]
il

{J | uj.% 15515200, 0= | u > 1y 13200

se tiene el problema transformado
I Cc;u,+max I 'c. X. + ¥ C. X,
jEU J J jED J J jEB J ]

L a. X.+ I a.x.:<b- ¥ a.u.-=>0
jeb 4 g 3 I jeu J

u. > x. > 1., entero

Haciendo el cambio de variables 25 = X. - 1.

j € B resulta
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L C.,u,+ g

c. l.+max (% c.x.+ ¥ c. E&)

jeU 3 9 e I I jeb I J 5ep J
Z a.X.+ ¥ a.x.<b- ¥ a.l.
jed 9 jeB J J je 9 9
Uj 2 X5 > 0 entero (j € D)
Us 3__5 > 0 entero (j € B) h

que es un problema kﬁapsack semejante al problema original pero -
de menor niimero de vgfiables. Este problema puede ser resuelto --
por cualquiera de los algoritmos existentes.

Tanto el algoritmo de reduccién como el dé exb]ora———

cion parcial estdn basados en un teorema. Para la exposicién del
algoritmo es preciso realizar previamente algunas definiciones )
bre el problema (3.6) |

- Una asignacién es un vector y = (yl,...,yn) gue sa-
tisface 0 <Y f'dj para todo j (j = 1,..,n).

- Para una asignacién y se define su funcién VALOR -

{y) como

VALOR (y) =
j

p 3

™Mz
(9]
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Una hipotesis es un vector x = (Xl""’xn) tal que

X; > 0 entero 6 X5 = -1 para todo j (j = 1,...,n),

Una asignacidn y es compatible con una hipotesis x

si es admisible y entera, Yy cumple para X; > 0 que

Y.

i = Xy para todo i (i =1,...,n).

Se denomina A(x) al conjunto de asignaciones. compa—
tibles .con una hipotesis x. '

Una h1potes1s X es admisible si el conjunto A(x) no
es vacwo

Se define X' como el elemento de A(x) tal que VALOR
- (®) > VALOR (x) para todo x € A(x).

Se 1lama E a la hipotesis (-1, 1,., -1).

Para Ta hipotesis x donde X; < 0, se denota por -~

x'*J 3 1a hipotesis donde todas 1las componentes son
iguales a las de x, excepto la componente i que to-
ma el valor j.

Se denomina pivot de una hipotesis x, p(x), a
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1. Si x es admisible no trivial al menor entero r
tal que

L a;d. >b - 35 3. X .
jer VOV~ Jjed JJ

siendo I = {ilxi <0, i =1,...,r} ,d = {j I

X;: >0, 3 =1,...,n}.

2. Si x no es admisible p(x) = 0.

3.,Siﬂx es trivial p(x) = n + 1

- Asignacién continua LP(x) compatible con una hipo--
tesis es una asignacién tal que

LP(x)i =




siendo J {J']xj >0, j=1,...,n},

=
n

Gl <0, 3 = 1,..,p(x)1.

- Se define m(x) para una hipotesis x, a la parte en-
tera del valor de 1a componente pivot de la asigna-
cidn continua de x. Es decir

- Solucion cota inferior LB(x) compatible con una hi-
potesis x, es una asignacién tal que LB(x)i = -

= LP(x)i sii#p(x)y LB(x)p(X) = m(x).

A partir de las anteriores definiciones Ingargiola y
Korsh muestran el siguiente resultado : '

Teorema 3.6. Sea y una asignacién perteneciente a A(x), la hipote
sis x 1, es admisible y ademds VALOR (y)>VALOR (LP(x' ’J)), enton-
ces :

a) Siy. >j entonces N > j+l
1 —

b) Siy. <Jj entonces ¥ < j-1
1 —



Basandose en este resultado puede implementarse ambos
algoritmos, el de reduccidon y el de exploracidn parcial.

3.7. Transformacion.

De igual forma que en programacidn lineal entera, un
método de abordar el problema knapsack es transformarlo en otro -

D L

de idéntico dptimo, pero mds agradable de resolver. s

Se expone en primer lugar la transformacién de un pro
blema knapsack acotado en otro normalizado (value-independent --
knapsack problem), y ‘un algoritmo de cadlculo del nimero de solu--
ciones admisibles de*una ecuacidén diofantica. A continuacién se -
describe un algoritmo de programac1on dindmica basado en &1, para
resolver el problema knapsack normalizado. g

Otra Tinea de ataque del problema, que mds que una --
transformacion es un nuevo punto de vista, es la correspondencia
entre €1 y uno de ruta minima a través de un grafo, propuesta por
Shapiro [108].

Bradley |16]| mostré, que para cualquier problema knap
sack, existe un vector entero H = (hl,...,hn) y valores enteros -

Y, Hl’ I, tales que el dptimo del problema
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(3.8) N2 hox, <7

> 0 entero (j = 1,...,n)

1lamado knapsack normalizado, es el mismo que el optimo del origi
nal. Ademas, el conJunto de soluciones admisibles y los correspon
dientes valores de 1as funciones objetivas son idénticos.

i

Faaland [39[, |40| propone el siguiente algoritmo de
resolucion de este problema.

Sea fk(i) el nimero de soluciones de la ecuacién dio-

fantica

para 0 s_Xj g_dj. Obviamente, el valor ptimo de (3.8) es

z* = max {i | f.(1) # 0, M <1<,



Para obtener este valor, z*,se calculan los de -
fk(i) sucesivamente, para todo i (i = O,l,...ﬂz) y para todo k -

(k = 1,2,...,n), segin la funcidn recurrente

f (i) = fio (i) para 1< <h -1

f (i + h

i
"

o

-, h
. k

que se resuelve por programacion dindmica.

fk_l(i + hk) + fk(i) para 0 < i f_hk‘qk

Sl

fk_l(i + hk) + fk(i) - fk_l(i—hk dk)’ para

iiiﬂz-hk

Por otra parte, Shapiro |108| mostrd la relacion en--
tre el knapsack y ciertos problemas definido sobre grafos unimodu

lares: existe una correspondencia biunivoca entre las soluciones
admisibles del problema knapsack y el conjunto de rutas del nodo
de salida al de entrada de un grafo orientado G = {N,A}. E1 con--
junto de nodos es N = {0,1,...,b}, donde O es el nodo de salida -

y b el de entrada, y el de arcos, A = {(i,])]

j-1i-= a, para to

do k (k=1,....,n)}. A cada arco (i,j) tal que a) = j - i sele

asocia 1a distancia Cp- Con estos elementos, la ruta mixima de O



a b, z*, en el grafo G, es el valor 6ptimo del knapsack. Los ar--
Cos que intervienen en esta ruta describen el valor 6ptimo de las
variables.

Con estos resultados, se puede resolver el problema -
knapsack calculando la ruta maxima del grafo asociado al proble--
ma. La resolucion del problema de la ruta maxima se realiza por -
cualquiera de Tos algoritmos conocidos para ese problema (]32]).
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CAPITULO IV

NUEVOS METODOS DE RESOLUCION DEL PROBLEMA KNAPSACK

4.1. Introduccién , T s

En este capitulo se estudian dos métodos de resolucién
del problema knapsaqk basados en la enumeracién lexicogrdfica de
soluciones admisib]es'y un método de transformacidn para proble--
mas de ciertas caracteristicas muy especificas.

ET primer método conjuga por una parte aspectos de la
reduccion de variables de Fourier-Motzkin, ya empleado por Cabot
para el knapsack, con criterios de eliminaci6én de soluciones, su-
geridos por los trabajos de Gilmore y Gomory. E1 segundo método -
modifica el propuesto por Cabot. En ambos se emplean simultanea-
mente cotas superiores e inferiores del Optimo de la funcidn obje
tivo y se enumeran soluciones admisibles de acuerdo con una orde-
nacion lexicogrdfica de Tos vectores. De acuerdo con los resulta-
dos se presentan dos 31goritmos de resolucidn del problema knap--
sack, cuyas experiencias computacionales se exponen en el capitu-
lo VII.



En todo el capitulo empleamos el concepto de aporta---

cidn marginal al knapsack, pj = Cj/aj’ siendo Cj N aj los coefi--

cientes de la variable j-ésima del problema. Consideramos las va-
riables ordenadas de forma que las aportaciones marginales sean -
crecientes. Debido a ello utilizamos la ordenacidn lexicogréfica
en el sentido decreciente de los indices: al ordenar lexicogrifi-
camente dos vectores se comparan de las (l1timas coordenadas a las

e Ry

primeras. ¢,

. - '- - . 3 .
4.2. Enumeracidn Lexicografica con Acotaciones Sucesivas.

ET problema knapsack

n
max LoC, X,
j__.l J J
n
L a. x.<b
j:l J J —
. > 0 entero

X3

con Cj’ a5y b enteros y positivos se puede reescribir como



max z

I~
(9]
>
v
N

LI a; x;<b

X3 > 0 entero ? L

Los pares admisibles son vectores (x,z) de n+l coorde-
nadas en que las n primeras xj representan las n actividades del

problema y Ta GTtima, z, el valor de la funcidn objetivo. Nos re-
feriremos a par entero si todas las coordenadas son enteras posi-
tivas. R

Aplicando secuencialmente Ta técnica de eliminacién de
Fourier-Motzkin a las restricciones del problema se obtiene el sis
tema equivalente

[ [ e R
9]
>
Y
N

[ng e
s3]
>
A
o



para k = 1,...,n. Nétese que el sistema anterior consta de 2n de-
sigualdades, siendo las originales las que corresponden a k = 1 y
las restantes, relajaciones de éstas.

En funcién de los datos originales

k : -
Cj e ,(Cj ak_l - aj Ck"l) al 62 ..o ak_z
M=(za, . -b.c ) a; a a

A S B O L Bl AR .

Por tanto el sistema (4.1) es equivalente a

n .
A . X. t
jzk (p5 = Py g) a5 x5+ b oy 4 22

™M=
o8]
>
A
o

para k = 1,...,n.



ET problema knapsack 1o resolveremos mediante et anali
sis de una secuencia de n problemas p(k) definidos como

max z
n
Zoley e glagxstbp g >z
Jj=k . i
n
Y a. Xx. <b
j::k J J -

t X; > 0 entero (j = k,...,n)

- Por conveniencia definimos, para un par dado (x,z), --
las funciones

n
i (x:2) = jfk (0j = oey) 2y x5 +bpy g - 2
(x) ;
R, (x = b - % a. Xx.
k gk 33

que representan las holguras en las restricciones.



La admisibilidad del par entero (xo, zo) para el pro--
blema P(k) es equivalente, por definicién, a que Hk(xo, 29 >0y
R (x°) > 0.

Teorema 4.1.- Sea (x°, z°) admisible para el problema P(k). Enton
ces,

1 -Paral<k<pc<n

¢

H(x%,2%) < H (x°, 2%

Rk(xo) < R (x9)

2 - Si Rk(xo) = 0, entonces (x,z) es admisible para --

p(1) siendo x = (0,...,0, xo,....,xg) yz =2° +‘[Hk(x°,z°)].

Demostracion. -

1 - De acuerdo con la definicion de Hk(x,z), para todo

(4.2) Hk+1(XO,ZO) - Hk(xO,ZO) = (pk - pk-—l) Rk(xo) >0



La relacidn de Rk(xo) es trivial.

2 - Hemos de mostrar que Rl(i) >0y Hl(QLE) > 0.

Si Rk(xo) es cero

R R ) = RGO =0

Ademas

Hi(x,2z) = Hy (x,2) {Rk(?) = 0]
= H, (x°,2) Ix = (O,.f,O,xEy...xg)]
= Hk(xo,zo) + (2°-7) ldefinicién Hk(x,z)]
> 0 |definicién de z|.//

Corolario 4.1 - Sea (x°,2z%) admisible para p(k). E1 par entero --
0
)

(x°,z%) es admisible para p(k-1) si y solo si satisface



0 0 _o 0 0
-1 %1 F IO oy -0y ) 2 RO 2 ey g k0

Demostracion. -

La segunda desigualdad impone que Rk-l(xo) E-O‘y'1§ ﬁf

primera equivale a Hkil(xo,zo) > 0.//

3

Corolario 4.2. Sea (x?,zo) admisible para p(k). Si Rk(xo) =0 -
(mod ak-l) entonces (x,z) es admisible para p(1), siendo

x|
i

0 0 0
(0,...,0, Rk(x )/ak_l, Xk""’xn)

Z =704 [Hk(xo,zo)]

Demostracion.

I

Haciendo -k—l = Rk(xo)/ak-l’ por la relacién de con---
gruencia ?k_l es entero y Rk_l(i) = 0. E1 resultado se sigue del

teorema 4.1.//



0
p’
(xo,zo) admisible para p(k). E1 par (xo,zo) es admisible para --
P(p+l) si y solo si

Proposicion 4.1. - Sea x° = (x?,...,x 0,...,0, xo,...,xg) y -

Pp 2 Py = H(x®,2%) /R, (x0)

Demostracién. -
. ' 0y _ 0
Obv1amenteéRp+1(x ) = Rk(x ) > 0.

Hemos de mostrar que Hp+1(x°,z°)v3 0.

1 I
0 _0 0 _0y _ ) 0 .
Hk(x ,Z") Hp+1(x ,Z) j=g+1 (pj pj-l)’Rj(X ) [seguh 4.2|
= R (x°) kgl (p;- );IR (x°) = R (x°)
K\ . jepi1 pj pj—l 3 k

para j = p+1,..
ce k]

"

Rk(xo).(pk_1 - pp) | suma telescopical



Luego

Hp+1(X0,ZO) = Hk(XO,ZO) = Rk(XO)(pk_l - pp)

de donde se deduce el resultado.//

Comentarios.- ‘. ; i

Notese que, Tos problemas P(k) son sucesivas relajacio-
nes del problema original: cada uno es una relajacion del ante---
rior. De esta forma se acota progresivamente supuestos valores de
ta funcion objetivo z empleando 1a funcidn Hk' Esta indica, en el

problema P(k), el exceso sobre la cota fijada z, que-ha d;'mante-
nerse positivo hasta p(1l) para que z sea admisible. Si es asi, z

se convierte en una cota inferior admisible del problema original.
Para mantener la restriccion del tamafio del knapsack se emplea la
funciodn Rk’ que es la parte aln no asignada, manteniéndola siem--

pre positiva. Ambos indicadores estdn intimamente relacionados, -
siendo el incremento de Hk a Hk+1 directamente proporcional a Rk:

Heep(x0z) = He(xo2) = (o) - o 1) R (x)



E1 teorema formaliza estos resultados, que son emplea-
dos para reducir la cantidad de enumeraciones aumentando rdpida--
mente el valor de Ta cota inferior. En los dos corolarios se ex--
plicitan expresiones andliticas que disciernen si un vector admi-
sible para P(k) 1o es para P(k-1). Bajo determinadas condiciones
no es necesario aplicar el test a toda la secuencia de problemas,
pasandose directamente de admisibilidad para P(k) a admisibilidad
para P(1). En el caso frecuente en que la holgura del knapsack --
,Rk’ es mas pequefia que el tamafio a; (p < j < k) para a1guna§ﬁv5——

riables, la proposicién presenta un sencillo test que comprueba -
si P{p) puede a]canzar la cota.

En conjunto, estos resultados permiten examinar efi---
cientemente la existencia de solucion admisible, correspondiente
a cierta cota z, para el problema P(1).

4.3. Algoritmo de Enumeracion.

Usando los anteriores resultados se ha desarrollado un

. : . . . . S
algoritmo. Partiendo de una cota superior no admisible z” y una -

I

inferior admisible z°, el algoritmo disminuye, en sucesivas itera

ciones, el valor de la cota superior y aumenta el de la inferior,

hasta 1legar al Gptimo cuando z° = T 1.
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Se utiliza como cota superior inicial zs, el optimo de
Ta solucidn continua redondeada superjormente, como inferior zI -
Ta solucion répida. Para el valor medio M (zM = (zI +2°)/2) se
busca, aplicando los resultados obtenidos, admisibilidad para el
problema P(1). Se inicia la enumeracién a partir de la solucién -
lexicografica maxima xL, descendiendo Texicogradficamente hasta es

M es admisible o no para P(1). Si lo es, para el vec

0 I

tablecer si z
tor admisible x

zM + Hl(xo, ZM)

, Se actualizan zI y zM haciendo z

y‘éM = (zI +z°)/2, y se vuelve a buscar admisi--

igual a -

bilidad para zM, descendiendo lexicograficamente a partir de x°.

> jgual a M y M= (zI +

zS)/Z repitiendose-el proceso a partir de xL.

- - - ¢ >
si 2" no es admisible se actualizan z

En general, cuando la cota resulta admisiblé;“se incre

menta en Hl(x,z) convirtiendose en nueva cota inferior admisible.

Caso contrario serd Ta nueva cota superior no admisible. Siempre,
tras calcular una nueva cota, el descenso lexicografico se comien
za partiendo del Gl1timo vector admisible obtenido.

En la figura 4.1 se esquematiza el desarrollo general

del algoritmo.

A continuacidn se expone la lTista de operaciones del -

algoritmo y su diagrama de flujo detallado.
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Desarrollo del algoritmo.

1. Ordenar las variables tales que P < -es S0y, Calcular la so

lucién rdpida zo, xo(1). Hacer Ro(I) = C(I)/A(1), DiRo(I)

H

Ro{I) - Ro(I-1), DiRo(1) = Ro(1l). Caltular HV(I) = DiRo(I) *
A(1) * xo(I) = B * Ro(I-1) - zo para todo I. Hacer RV = B -
- xo(I)* A(I). Sl

2. Hacer zI = Ro(N) * B . Ir a 3.

3. SizI = zo ir é?4. Caso contrario ir a 5.

4. Fin del algoritmo.

5. Hacer z = |(zI + zo)/2 + 0.5|. Si z = zI ir a 6. Caso contra-

rio ir a'7.
6. Hacer z = zo ir a 4.

7. Hacer H(I) = HV(I) + zo - z, x{I) = xo(I) para todo I. Hacer
R=RV, I=201dr a 8.

8. Hacer I =1+ 1. Si x(I) <0 ir a 9. Caso contrario ir a 10.

9. Si I <N ir a 8. Caso contrario ir a 12.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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x(I) -1, R =R+ A(I), H=H(I) - DiRo(I) * --
0 ir a 14. Caso contrario ir a 11.

Hacer x(I)
A(I). Si H

RY;

Hacer R = R + A(I) * x(I), x(I) = 0. Ir a 9.

Si z=2zI ir a 4. Caso contrario ir a 13.

Hacer zI = z. ;r a 3.

Hacer ROM = Ro(i—l) - H(I)/R, IND = I. Ir a 15.
SiI=214ra 2%. SiI1<2idraz2l.SiI>2:4ralé6.
Hacer I =1 - 1. Si R < A(I) ir a 17. Caso contrario ir a 18.

s

Si Ro(I) < ROM 1ir a 8. Caso contrario ir a 15.

Hacer x(I) = R/A(I), H(I) = H(IND) - R * (Ro(IND-1) - Ro(I-1))
+ A(I) * x(I) * DiRo(I). Si H(I) > 0 ir a 19. Caso contrario
ir a 22.

Hacer R = R - A(I) * x(I), IND = I. Si R< 0 ir a 21. Caso --
contrario ir a 20.

Hacer ROM = Ro(I + 1) - H(I)/R. Ir a 15.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
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Hacer xo(I) = x(I) para todo I. Hacer zo = z + H(IND). Hacer
H(I) = H(I) - H(IND) para todo I. Ir a 23.

Hacer x(I) = 0. Ir a 8.
Szl < zo ir a 4. Caso contrario ir a 24.

Hacer zz = |(z1 + z0)/2 + 0.5|. Hacer 2z = zz = z0. Hacer -
HV(I) = H(I) para todo I. Hacer H(I) = H(I) - zz para todo I.
Hacer RV = R, z = zo + zz, 1 = 0. Ir a 8.

Si R < A(I) iria 26. Caso contrario ir a 28.

Si Ro(1) < ROM ir a 8. Caso contrario ir a 27. P

Hacer H(1) = H(IND) - R * Ro(IND - 1). Hacer xo(I) = x(I) pa-
ra todo I. Hacer zo = z + H(1). Hacer H(I) = H(I) - H(1) para

todo I. Ir a 23.

Hacer x(1) = R/A(1), H(1) = H(IND) - R * Ro(IND - 1) + Ro(1)
*A(1) * x(1), R =R - A(1) * x(1). Ir a 23.
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4.4. Modificaciones de la Enumeracidn de Cabot. Algoritmo.

En el método de enumeracidn que propone Cabot se parte
de una cota inferior admisible de la funcidn objetivo z. Se incre
menta en un cierto valor Az y se busca hasta encontrar una solu--
cidon admisible. Este proceso continua hasta que no existe solu---

cion admisible para la cota propuesta (figura 4.2). s

Utilizando el mismo método de enumeracidn se propone -
partir de una cota:%uperior z de la funcidn objetivo. Si resulta
admisible, es 1a 6ptima. Caso contrario se decrementa una cierta
cantidad repitiendose el proceso (figura 4.3).

Se pueden sefialar dos ventajas de esta modificacion -
respecto al método original. '

a) Debido a que Tas cotas de las variables se calculan
para valores mayores de z, el valor de las inferiores ]j serdan --

mds grandes disminuyendo el intervalo (uj, ]j)' Al ser la canti--

dad de evaluaciones funcidn directa del tamafho de éste disminui--
ran las operaciones con lo que el algoritmo gana en eficiencia.

i
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b) Debido a la no admisibilidad del valor de z (excep-

to en el 6ptimo) es necesario calcular los extremos uj, ]j’ hasta

que el intervalo no contenga ningin valor entero. Unicamente en -
el caso que z sea el 6ptimo serd necesario calcular las cotas pa-

ra las primeras variables.

Para la obtencidn de la cota superior de z se prepone
utilizar el sistema resultante después de la eliminacion por Fou-
rier-Motzkin de las n-1 primeras variables. E1 sistema es

el x > Pz - Q"

a_ x_ <b

x, 2 0 entero

De donde

Si c: > 0 resulta
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Una cota superior sera
z = [(cg [b/an} + QMy/P"

Si cg < 0, empleando el valor inferior de X resulta
z < qQ"/p"

ya que P" es siempfe positivo. Asi, una cota superior de 7 es
z = [Q"/P"]

También puede utilizarse como cota superior el mayor -
entero menor que el doptimo del problema knapsack continuo.

Para problemas en los que 1a solucidn rdpida sea Opti-
ma o esté proxima al 6ptimo, el algoritmo original propuesto por
Cabot es mas eficiente por tener que realizar la enumeracidn para
muy pocos valores de z. Por otra parte si el O6ptimo estd alejado
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tanto de la cota inferior obtenida por la solucidn rdpida como de
la cota superior obtenida por los métodos ya expuestos, la efi---
ciencia de ambos algoritmos, original y modificado, es pequena.

Para paliar este defecto de pérdida de eficiencia de -
ambos algoritmos si la cota, inferior en uno, superior en otro, -
estd lejos del Gptimo, proponemos un criterio que mejora el algo-
ritmo convirtiéndolo en uno de los mds eficientes para el proble-
ma knapsack (diagréma 4.4). Consiste basicamente en

3

a) Obterer inicialmente una cota superior no admisible

g I . _s
25 y una cota inferior admisible zI. Haciendo zM = [‘5~€§43—} se

. . . . .. .. M.
analiza si el sistema tiene solucion admisible para z. ..

b) Si tiene solucidn admisible se hace zI = ZM. Caso -
contrario z° = zM. Si z° = zI + 1 se ha 1legado al &ptimo. Y si -

no se calcula un nuevo zM segin a) y repitiendo el apartado b).

Estas modificaciones se han incluido en Ta implementa-

cion del algoritmo segln se detalla.
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Desarrollo del algoritmo

Paso 1. Calcular la solucién rapida y el valor de la funcién obje
tivo correspondiente z°. Ir a 2.

Paso 2. Aplicando Ta técnica de eliminacidn de F-M calcular C% pa

ra j =1,...,n, i =3,...,N. Ir a 3.
Paso 3. Hallar Pj Yy Qj para j = 1,...n. Ir a 4.

Paso 4. Si Cj > 0 hacer :
- n ny ,ph
z] = I([b/ant C, - Q)/P
. N
Si C, < 0 hacer
zl = l-Q”/P”’
Ir a 5.

Paso 5. Si zI < z0 ir a 6. Caso contrario ir a 7.
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Paso 6. Solucidn 6ptima es z0. Fin del algoritmo.

Paso 7. Hacer

Z = < Zl_%_59_> . Ir a 8.

Paso 8. Si C' > 0 hacer

"

XS(N) b/éé

1]

XI(N) = (P" %z + Q")/C)
Si XI(N) < 0 hacer XI(N) = 0

Si Cg < 0 hacer

XS(N) = (P" * z + Q")/c)

XI(N) =0

Si XS(N) > {b/anl hacer XS(N) = ]b/an[.
Ir a 9.

Paso 9. Si XS(N) < XI(N) ir a 12. Caso contrario ir a 10.



Paso 10.

Paso 11.

Paso 12.

Paso 13.

Paso 14.

Paso 15.

Hacer X(N) = XS(N), I =N - 1. Ir a 11.
Hacer
N N ;
S, = )} 8. X: , S, = z Cy X
SRS ST AR & SR
Ir a 13.

Siz=2zI hacer zI =zl + 1y z =

Si z # zI hacer zI = z e ir a 5.

zI e ir a 5.

Si c} < 0™ir a 15. Caso contrario ir a 14.

Hacer XS(I) = (b'Sl)/ai
X((1) = (P1 z+ Q' - s,)/c]
Si XI(I) < 0 hacer XI(I) =0

Ir a 16.

Hacer XI(I) = 0

(D) = (1 2+ qb -5 )/c]

Si XS(I) > (b - Sl)/ai hacer XS(I)

Ir a 16.

(b_sl)/ai
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Paso .

Paso .

Paso .

Paso .

Paso )

Paso .

16

17

18

19

20

21

128

Si XS(I) < XI(I) ir a 19. Caso contrario ir a 17.

Hacer X(I) = XS(I), I =1I-1.Si I >0 ir a 11. Caso con-
trario ir a 18.

Se ha encontrado una solucidn admisible para z. Hacer -

z0 = z e ir a 5.

L e

Hacer I = I + 1. Si X(I) > XI(I) ir a 21. Caso contrario

ir a 20."
Si I =N ir a 12. Caso contrario ir a 19.

Hacer X(I) = X(I)-1, I = I-1. Ir a 11.
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4.5. Transformacidén de un Problema Knapsack Particular

Al problema

max cx
ax = b
x > 0 entero R

se le puede dar un enfoque parecido al de la reduccién del proble
ma a un problema de minimizacién sobre un cono pero sin conside--
rar que las variables bdsicas son las &ptimas del problema lineal

relajado. Realizamos la particién de ¢, a, x en ¢ = (CBGCD), --

a = (aB,aD), x| = (xB,xD) donde x5 tiene dos coordenadas.

ET problema se transforma en

max k
Cq Xg + ¢y Xp = k
ap Xp + ap Xp = b

k, Xgs Xp > 0 enteros



donde B es el conjunto

Tas Xp- L. Tamando

el problema puedelﬁeescribirse, Si SB es regular,

de indices de las variables Xg Y D el de -

N

max k
xp = S50 (b ey + kal - 5o xp)
Xgs Xy, k > 0 enteros .
6 1o que es igual
max k
s (bcg + kaj - Sy xp) >0
Sél (b Cé + k aé - SD xD) =0 (mod 1)

K, Xy > 0 entero



Para simplificar la notacidn, se reordenan las variables de forma

que
B={1,2} y D= {3,....,n}.
Entonces
2 a1 c1 a1 Cy + 2, ¢q
SB = ‘
al c2 + a, c1 2 a3, Cy
_ 1 2
A = lSBI = - (a; ¢y - a, ¢y)
Haciendo vy = a; Cy - @, C; se tiene
-2 a2 ¢y a1 c2 + a2 ¢y
-1 1
S B = ;5
a1 c2 + a2 c1 -2 a1 c1
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Con estos elementos el problema anterior toma la for--

ma

max k
C, b - a5 k - & yé X > 0
meD
-Cc, b+a, k+ % v x >0
1 1 meD m
2
(4.3) C,b-a, k- ¥ vy x =0 (mod vy)
2 2 mep MM
: 1
(4.4) ‘-c;, b+t a; k+ I vy x =0 (mod vy)
1 1 mep mom

k, X > 0 entero (m € D)

donde yé Cpay-apcy yé = Cpay - Ay Co. Notese que siempre

es posible elegir B de forma que SB1 exista y que vy sea positivo.

Si vy divide a yé y a yé para todo m € D 1as restriccio

nes (4.3) y (4.4) toman la forma
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c,b ank
2 2 )3 h2 x. =0 (mod 1)
Y Y meD m J
c.b a.k
J Ay 1y z hé X. = 0 (mod 1)
Y Y meD J

1

21 2 1
- ym/y donde hm como hm son entergs.. Por

. 2 _ 2
Siendo hm = Ym/Yﬁi h

tanto las expresiones anteriores son equivalentes a

>
I

= 0 (mod v)
1 1 k = 0 (mod v)

De este sistema de ecuaciones de congruencia se tiene

que k =t + vy (y = multiplo de y). Llevando esto al problema se -
obtiene

max k
Cy b - 2, k - % yé X > 0
meD
(4.7) -c;b+a; k- % yvx >0
1 1 mep MM~

=~
i

{t, t+ v, t+ 2y,....}

X > 0 entero (m € D)



135

Mediante un sencillo ejemplo se ilustra la aplicacion
de este resultado.

Sea el problema

max 5x1 + 4x2 + 3x3 + 2x4 + Xg

6X1 + 7x2 + 8x3 + 9x4‘+ 10x. = b

x. > 0 entero (i = 1,...,5)

i

| v

reordenando las variables, se transforma

max le + 3x2 + 5x3 + 4x4 + Xg

9xy + Bx, + Bxg + 7x, + 10x; = b

1 2
X, > 0 entero (i = 1,...,5)
_ 1 _ 1 _ 1 _
Para este problema y = 11, Y3 = -33, Yy = -22, Y5 = 11
yg = -22, YZ = -11, yg = 22. Se cumple el supuesto de que y divi-

de a y% Y y% para todo m.



Planteando las ecuaciones (4.5) y (4.6)

3b + 8k = 0 (mod. 11)

11

-2b + 9k = 0 (mod. 11)

Si tomamos por ejemplo b = 19 resulta

1

57 - 8k = 11

it

.38+ 9k = 11
Para que k sea entero ha de cumplirse

K =3+ 11

Por tanto el problema (4.7) tomara la forma

4
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max k
57-8k
S T 3xg > 0
-38+9k
TI1 T gt gt 20

k = {3, 14, 25,....}

X3 Xg Xg > 0 entero



CAPITULO V

ENUMERACION LEXICOGRAFICA PARA PROBLEMAS LINEALES ENTEROS
POSITIVOS

5.1. Introduccidn

E1 capitulo estd dedicado al estudio de métodos de enu
meracion implicita para la resolucidn de problemas lineales ente-
ros en que todos losi coeficientes de la funcidn objetivo y las --
restricciones son pésitivos. Nos referiremos a problemas lineales
enteros positivos. Generalizando el concepto de aportacién margi-
nal a la funcion objetivo en problemas de varias restricciones, -
para el problema |

X5 > 0 entero



definimos p} = cj/aij,Supondremos que los coeficientes aij son ta

les, que mediante una ordenacion adecuada de las variables, se sa

tisface para restriccidn i, que Tas aportaciones marginales p} --

son crecientes (p} f_p}+1 para todo j). Como veremos en el capitu
lo proximo, las hipotesis impuestas al modelo no son tan restric-

tivas como, a priori, pudiera parecer.

Un primer método generaliza los criterios de termina--
cibn, basados en la idea de la extension fraccionaria de solucio-
nes admisibles para:generar cotas superiores, ya empleados por --
Gilmore y Gomory qua el problema knapsack. ET segundo extiende -
el punto de vista de la enumeracidn lexicografica de soluciones -
admisibles con acotaciones sucesivas de la funcidn objetivo, pre-
sentado en el capitulo IV para el problema knapsack, al problema
de varias restricciones. Siguiendo a los resultados presentados -
se desarrollan algoritmos que los implementan. R

5.2. Terminologia y Notacidn

En el primer método se analiza el problema lineal ente
ro positivo descrito en 5.1. En el método de acotaciones sucesi--
vas se considera que las m restricciones tecnolbgicas son con sig
no de desigualdad
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.

X5 > 0 entero

Introducimos ahora 1a notacién empleada en este capitu
lo :

Se dice que el vector (x,z) de n+l coordenadas es un -
par admisible para un problema lineal entero positivo si sustitui
do en el problema correspondiente satisface las restricciones.

0,k

Definimos como x el conjunto de vectores enteros --

0 0 PR -
(Xl""’xn—k’ Xokt+12 " xn) donde 1a§ k G1timas coordenadas j
toman valores fijados x0 tales que )} a.. xS < b, para cada
J S 1y J =1
J=n-k+1
i. Para k=n escribiremos x° (x° = x9Ny,

Para el vector xO definimos :

£



j=n-k+1 I
que representa la holgura de la restriccién i para el vector

(0,...,0, x° cax9).

*n-k+1° n
2 E;(xo) = g c. x% + p;_k R;(xo)
jen-k+1 9 J
que representd/una cota superior de T Cs X5 para x >
j=1 ,
Oy - io 1,0
3 Ek(x ) m;n EK(X )
n-k n
4. Ik(xo) T max I c. X. + b c. x°
j=1 9 jen-k+1 I Y
n-k i/ 0
jzl a5 X; = Rk(x ) (i=1,...,m)

X; >0 entero (J = 1,....,n-k).

De igual forma que en el capitulo anterior, y dado que
las aportaciones marginales son crecientes, utilizamos la ordena-
cidn lexicogrdfica en el sentido decreciente de los indices de -
las coordenadas.

Gy
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Finalmente el vector e, representa el vector de n coor

denadas todas nulas excepto la n-k+1 cuyo valor es la unidad.

5.3. Primer Criterio de Eliminacion

Si se posee una cota inferior admisible de la fincion
objetivo que mejora a la extensidn continua de un cierto vector,
la cota es inalcanzable por cualquier extensidn entera admisible.

Esta idea intuitivd se formaliza en el siguiente resultado.

Proposicién 5.1.

Sea z° una cota inferior admisible del ‘problema lineal

(5.1). s z2° > E (x°) entonces
k

Demostracion : Trivial, pues Ek(x por definicidn de am

bos.//



Esta relacidn toma diferentes formas segin los vecto--
res de los que se parta para obtener soluciones admisibles. En la

enumeracion lexicografica que empleamos, a partir de un cierto --
“

vector x9°% (con Tas k G1timas coordenadas fijadas) cuyas exten--

siones no son 6ptimas, evitamos explorar todos los vectores com--

0,k

prendidos entre este y el vector (x - L ek), empleando los co-

rolarios que se exponen a continuacion.

" Corolario 5.1

[
S

Dado un vector cualquiera x0 se cumple

0 0
Ek(x ) > Ek(x - L ek)

para 0 < L EVXE.

Demostracion : Para cada i tenemos

_ 0 i o
R A s R L

. i i
Siendo L a. .4 (pn_k+1 - Dn_k) > 0.7/

143



Corolario 5.2

Sea z° una cota inferior admisible del problema (5.1),
tal que z° > Ek(xo). Si para algin i
0 N 0 i Ri ( o) - a ( i _ pi )
z > Zk Ci X5 T Ppogrl Nke1MX n-k+2'Pn-k+2 7 Pnok+1
n- : T

entonces las extensiones de los vectores x tales que

i

0K Z.>~(‘.z(xo,k—1 oL ek—l)
no mejoran la cota z°.
Demostracion :
2% > gk 5 x? + pl_k+1(x0) - an—k+2(pl—k+2 - p;_k+1)lpor hipotesis|
n-
) Eliﬂ(xo " Cpe1)
> B (0 - ey

144



fv
—
——
<

o
1

—
D

La enumeracidn se realiza descendiendo lexicografica--

mente. En cualquier fase de la enumeracién, cuando se esté consi-
k ) . T

derando un vector x?’ , todos los vectores lexicograficamente ma-

yores ya han sido analizados. A partir de &1 se examinan sus ex--

tensiones o un vector lexicogrdficamente menor, segin se cumpla -
0,k a xo,t

1a proposicidn 5.1 ¢ no. Se extiende el vector x
(t > k) mientras se satisface la proposicién: si t = n se ha en--
contrado una solucidn admisible que mejora la cota inferior. La -

Y] secuen

. . . . 0 B . i, 0
extensidon se realiza haciendo Xj+1 = [m;n {Rj(x )/ﬁij

bl

cialmente para j = k,...,t-1. Si la extensién continua, Ek(xo)

no alcanza la cota, se desciende Texicogrdficamente. En el corola

rio 5.2 se tiene, mediante una simple comprobacién, como descen--

03k O,k—l‘

der desde el vector x al vector (x - ek+1), lexicografica

mente menor sin eliminar ninguna solucidn admisible.

14



5.4. Primer Algoritmo de Enumeracién

ET algoritmo se inicia calculando la solucidén admisi--
ble Texicogrdficamente maxima (solucién répida) y su correspon---
diente valor de Ta funcidn objetivo que se emplea como cota infe-
rior. En la enumeracidn se distinguen dos rutinas bien difgrencia
das. Una de extensidn del vector considerado que finaliza con una
nueva y mejor solucidn admisible o cuando se comprueba'due las ex
tensiones continuas no superan la cota. La otra, de descenso Texi
cografico, disminuﬁe el valor de una cierta variable, de acuerdo
con los resultados de los corolarios, a partir de la cual se co--
mienza de nuevo la extensidn segln el proceso descrito. E1 algo--
ritmo termina cuando en la fase de descenso 1ex1c09réfiéogse al--
canza el vector nulo.

i
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Desarrollo del algoritmo.

0. Calcular RO(I,J) = C(J)/A(I,3), DIRO(I,J) = RO(J+1) - RO(J).
Calcular la solucidn admisible Texicograficamente mdxima X0,
Z0. Hacer X = X0. Ir a 1. '

N -
1. Hacer para todg I = 1,...,M, R(I) = L X0(J) * A(139Y), -
1 y J=N-MEL
T(I) = D * XO(N-M+I), Z = 70 - % C(J) * X0(J). Hacer -
J=N-M+1

J = N-M. Ir a 2i
2. Si X(J) =0 ir a 7. Caso contrario ir a 6.

3. Sipara I =1,...,M algin 20 - Z > A(I,J) * D(I,d) + RO(I,J +
+ 1) * R(I) ir a 5. Caso contrario ir a 4.

4. Sipara I =1,...,M algin signo (T(I)) # sigﬁo (D) y -—-
J > CI(I) ir a 2. Caso contrario ir a 9.

5. Hacer para todo I = 1,...,M, R(I) = R(I) + X(J) * A(L,J), -

T(I) = T(I) + X(J) * G(I,J). Hacer 7 = 7 - C(J) * x(3), -
X(J) = 0. Ir a 7.

i



10.

11.

12.

13.

14.

Hacer para todo I = 1,...,M, R(I) = R(I) + A(I,J), T(1) =
= T(I) + G(i,d). Hacer Z = 7 - c(J), x(J) = X(J3) - 1. Ir a 3.

Sid = 0 ir a 8. Caso contrario hacer J = J-1 e ir a 2.
Fin del algoritmo. E1 6ptimo es X0, Z0.
Hacer J = J+1. Si J > N-M ir a 14. Caso contrario ir.a 10,

Sipara I =1,...,Malgln Z0 > Z + R(I) * RO(I,J) ir a 2. Ca
so contrario ir a 11.

Hacer X(J) = minimo {R(I)/A(1,J)}. Si para I = 1,...,M algin
I

R(I) = 0 ir a 12. Caso contrario ir a 9.

Si para todo I = 1,...,M, R(I) =0 ir a 13. Caso contrario -
ira 2. '

Se ha encontrado una solucidn admisible. Si 7 > 70 hacer pa-
ra todo I = 1,...,d, X0(J) = X(J), para todo I = J+1,...,N,
X0(J) =0, 20 = 7. Ir a 2.

51 para todo I = 1,...,M, H(I)/D es entero y positivo ir a -
15. Caso contrario ir a 17.
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15.

16,

17.

M

Si Z+ % (H(I)/D) * C(N-M+I) > Z0 ir a 16. Caso contrario

=1
ir a 17.

Hacer para todo I = 1,....,M, X(N-M+I) = H(I)/D. Hacer para

todo J = 1,....,N, X0(J) = X(J).

N
+ pX X(K) * C(K). Ir a 17.
K=N-M+1

Hacer J = N-M, Ir a 2.

¢

Hacer Z0 = 7 +
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5.5. Enumeracién Lexicografica con Acotaciones Sucesivas

Para el problema Tineal entero positivo

X, > 0 entero (j = 1,...,n)

donde Cj’ aij >0 (i=1,...,m), (3 =1,...,n), pk p (1

.sm) (1 <k <J<n), definimos la secuencia de prob]emas

{P(K)}



max z

n

i (ko1 C5mCkoy a45)%5 2 2 3y = by oy

n

% .. X. < b
X; > 0 entero (j = k,...,n)
{!xj Tibre (G =1,...,k-1)

para i = 1,...,m. Iﬁponiendo ¢, = 0y iy = 1 P(1) coincide con -

el problema originai‘(5.3)‘

Definimos la funcidn H;(x,z) que representa las holgu-

ras de cada una de las m primeras restricciones escritas como

y la funcidn R;(x) las correspondientes al ampleo de los recursos

b.
i
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Claramente, la admisibilidad del par (x%,z°) para el -

problema P(k) es equivalente, por las definiciones a que ————

H;(xo,zo) >0 vy R;(xo) > 0, para todo i:

El prob]éma lineal entero positivo (5.3) 1o resolvere-
mos mediante el andlisis de la relacién entre los n problemas de
Ta secuencia {P(k)}:

Teorema 5.1.

ET problema P(p) es una relajacién del p;ob1éﬁé P(k) -

st 1<k<p<n.

Demostracion :

Sea (xo,zo) un par admisible para P(k). Con respecto a

las m primeras restricciones, se tiene



Y

[v
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n . .
r (c. - p1 a..) X: + b p1
j:k.}.l J k N k
g (c; - pp_qa xS+ b, pl 4 (ol = o R, (x°)
jek k-1 713’73 i "k-1 k k-1""k
2% + (p; - pgnl).R;(xo) | (x°,2°) admisible en P(k)!
0 i i ypigoys
z “ I(Qk - pk¥1)R;(x ) 2;64”'

Las otras restricciones se satisfacen por ser (x°,z°)

admisible para P(k)}//

Corolario 5.3.

si (x°,2°) es 1a solucidn 6ptima de P(k) entonces z° -

es una cota superior de P(p) para p = 1,...k-1.

Teorema 5.2.

Sea (x2,z°) admisible para el problema P(k). Entonces



1. Paral <k <p<n,i=1,...,m

2. Si a) R&(xo) =0 para i € I

'b) R;(xo) >0y p;_l E_H&(Y,zo)/R;(xo) para i 5'12

¢

entonces, el par (x,z) es admisible para P(1) con -

y Z=2°%+ min ]H}(X,zo)i mientras -

1

J— “;0 O
x = (0,...,0, xk,...,xn)

qde (x,z + 1) no 1o es.

Demostracidn :

Lo (0,2 - 1 (x%.2%) = (o - o) 1) RIGCO)

| v
o
o

T Yk Xk

| v
[@»]

i



Hemos de mostrar que H;(?}E) y R}(i} son no negativos

Para el par (x,z%) se cumple, para cualquier
1= _ pif—y _ _ ol _ Li/.0
Rl(x) = Rz(x) = ... = Rk(x) = Rk(x ) >0 y

H062%) = H(x,2%) - oy 1 RY(X)

>0 | segin a) y b)] T e

para todo i. Ademds

1

Hi(x,z) = HI(?@EO) - (20 - z) |definicién de H}(x,z)]
16,2°%) - min 1 (,20%)] 7= 20+ minHy (x,2°)]
1 1 -

= H

> 0.

siendo H}(?}E} < 1 para al menos una restriccién i.//

Corolario 5.4.

Sea x2,z° admisible para P(k). Si R&(xo) = 0 para todo

i, entonces (x,z) es admisible para P(1), siendo X = (0,...0,x9,.

yz=2%+ min !Hi(xo,zo)l.

0
)
3 k

..,Xn
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Corolario 5.5.

0 ©.2% es ad-

Sea (x°,2%) admisible para P(k). ET par (x°,z

misible para P(k-1) si y solo si satisface

. i, 0 0 i, 0 i, 0 _0
m;n {Rk(x )/aik—l} > X g > m?x {Rk(x )/aik—l - Hk(x 20 )/

00 1
/85x-1 (g = o)

Demostracidn :

Por una parte

Y%

0, de donde sigue la primera desigual--

dad.

Ademis,
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0,0y _ 41,0 _0 i i i 0
-1 002200 = 20 = Loy g = oy ) (R O0) =gy g 6 p)
> 0, Tluego para todo i
0 i,.,0 1,,0 _0 i i
M1 2 ROV gy g = M 200 agy oy g - o))
con lo que se obtiene la segunda acotacién.//

Proposicidn 5.2. ¢

Sea x° = (x?,...,xg, 0,...,0, xo,..,xﬁ) y (x%,z9) admi

sible para P(k). E1 par (x9,z°) es admisible para P{(p +.1) si y -
solo si

para todo 7.



Demostracion :

Obviamente para cada i
i 0y _ pif 0

Hemos de mostrar que H;+l(x0,zo) > 0.

. . k-1 . . .
i,.0 _0 i o _0y _ i ] i;.0 .
Hk(x ,Z0) - Hp+1(x 52 ) = .-Z (p. - pj-l)Rj(X ) Iseglin 5. |
L J=ptl
RGO T (of - ol ) [RO)R (x0)
K j=p+l J Jj-1 J ) k
L« para. j=p+l,..
NS
_ nig0y i ’ .
= R (x7) (pp_; - pp) i]suma telescopical

Luego, para todo i
i 0 _0y _ yi;,0 _0 ip,0yy 1 i
Hopp(x75z0) = H (x7,27) - R (x7) (o1 - o))

p+l

de donde se deduce el resultado.//

4
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Proposicidn 5.3.

Sea xL la solucion admisible lexicograficamente mixima
de P(1). Entonces su 6ptimo z* satisface

.i

L i
N1 Xp * by oo o}

. i
* < —-
zx <min {(p, - p . ;

i

Demostracion :

Cua]quie%‘par (x,z) admisible para P(1) satisface

H;(x,z) > 0. Luego
i i i
z f—(pn ) pn—l)ain Xo ¥ by Py

i L i
- . + .
(pn pn-l)am *n b1 Pn-1

I A

para todo i. De donde resulta la proposicidn.//

E1 desarrollo que se ha planteado en esta seccién es -
una generalizacion, para el problema con varias restricciones, --

160



del punto de vista empleado en el analisis del problema knapsack.
Los comentarios alli efectuados son validos para este caso. Si --
bien Tos resultados son mds complejos con varias restricciones, -
se pueden reducir las enumeraciones al ser las condiciones de ad-
misibilidad de las extensiones mis selectivas.

5.6. Segundo Algoritmo de Enumeracidn

Describimos ahora un algoritmo basado en los resulta--
dos de la seccién ahterior. Se parte de una cota inferior admisi-
ble obtenida a partﬁr de la solucidn lexicograficamente mdxima Xt
y una cota superior calculada seglin Ta proposicién 5.2. Notese --
que el intervalo mdximo entre ambas cotas nunca sera superior a

ET algoritmo divide el intervalo entre ambas cotas a -
la mitad en cada iteracién. Por tanto una cota, a priori, sobre -
el nimero de jteraciones que realiza el algoritmo viene dada por
el menor nimero N tal que

161
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A continuacidn se expone la Tista de operaciones del -
algoritmo y su diagrama de flujo.

Desarrollo del algorjtmo.

i

0. Calcular RO(I,J) = C(J)/A(1,d), DIRO(I,J) = RO(I,J) - RO(I,d-
-1). Calcular Ta solucién admisible Texicogréficamente maxima

X), Z0. Hacer ZI = minimo {DIRO(I,1) * A(T,1) * X0(1) + B(I)
-1

* RO(I,2) + 13}, caleular para X0, Z0 los valores de H(I,J),
R(I). Hacer X = X0y Z =120. Ir a 1.

1. Hacer CZ = (ZI + 70)/2 - 7, Z = (ZI + 20)/2. Si 7 >17) ir a -
2. Caso contrario ir a 15.

2. Hacer para todo I,J RV(I) = R(I), HV(I,Jd) = H(I,J). Ir a 3.

3. Hacer para todo I,J, H(I,J) = H(I,J) - CZ. Hacer J = N+1. Ir
a 4.



10.

Hacer Jd = J-1. Ir a §5.
Si X(J) > 0 ir a 6. Caso contrario ir a 16.

Sipara I = 1,...,M algin H(I,J) < 0 ir a 19. Caso contrario

hacer X(J) = X(J) - 1, hacer para todo I = 1,....,M, R(I) =

= R(I) + A(I,J), H(I,J) = H(I,J) - DIRO(I,J) * A(1,d). Si pa-
ra I =1,...,Malgin H(I,J) < 0 ir a 19. Caso contranioubgper

para todo I = 1y....,M, ROM(I) = RO(I, J+1) - H(1,J)/R(1), -
IND = J. Ir a 7. '

t

)

SiJ >N ir a 20. Caso contrario ir a 8.

Hacer J = J+1, X(J) = minimo {R(I)/A(I,J)}}. Hacer para todo -
I )

I =1,....,M, H(I,d) = H(I,IND) - R(I) * (RO(I,IND +'1) -
RO(I, J+1)) + DIRO(I,J) * A(I,Jd) * X(J). Si para I=1,..., M
alglin H(I,J) < 0 ir a 21. Caso contrario,'hacef para todo --
I=1,...,N, R(I) = R(I) - A(I,d) * X(J), IND = J. Si J <N -
ir a 9. Caso contrario ir a 20.

Hacer K igual al nimero de R(I) que son cero para I = 1,...,M
Si K=01ir a 10. Caso contrario ir a 11.

Hacer para todo I = 1,...,M, ROM(I) = RO(I,J+1) - H(I,d)/
/R(I)}. Ir a 7.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Si K < Mir a 22. Caso contrario ir a 12.

Se ha encontrado una solucién admisible. Hacer CH = -

= minimo {H(I,J)}. Ir a 13.
I

Hacer para todo L = 1,...,N, XO(L) = X(L). Ir a 14.

Hacer 70 = 7 + CH. Hacer para todo 1,d, H(I,J) = H(I,) -
- CH. Ir a 1.

Fin del a1gorﬂtmo. E1 éptimo es X0,Z0.
SiJd =11dr a 17. Caso contrario ir a 4.

Hacer ZI = Z, Z = (ZI + 20)/2. Si Z = 20 ir a 15. Caso con--
trario ir a 18.

Hacer para todo I,J, X(J) = X0(J), R(I) = RV(I), H(I,J) =
= HV(I,J). Hacer CZ = Z - 70. Ir a 3.

Hacer para todo I = 1,...,M, R(I) = R(I) + X(J) * A(I,d). Ha
cer X(J) = 0. Ir a 16.

H]

$i para todo I = 2,...,M, R(I) > LANDA(I) * R(1) ir a 12. Ca
so contrario hacer Jd = N e ir a 5.
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21.

22.

23.

24.

25.

Hacer X(J) = 0 . Ir a 4.

S1 para todo I = 2,...,M, R(I) > LANDA(I) * R(1) ir a 23. Ca
so contrario ir a b&.

ST para todo I = 1,...,M tal que R(I) > 0 es H(I,J)/R(I) >
> RO(I,J+1) ir a 24. Caso contrario ir a 25.

Hacer CH = minimo {H(I,IND) para I tal que R(I) = 0, H(I,J)-
I .

- RO(I,J+1) * R(I) para I tal que R(I) > 0}. Ir a 13.

Hacer para todo I = 1,...,M, R(I) = R(I) + X(J) * A(I,J). Ha
cer X(J) = 0. Ir a 4.



o T - - X - o i Y

P - T - ‘ - ; ~
ﬂ ﬁ e e >
S CrUvADY) OWININ =(0)X 070X
2 | O e T e
N T WS 0000 g 30%H T - PedaQLiT S
S y s
(IO o O I TIOS-(L+ ONT T [ ~(ONT THI TIH Y
J=rx QWUQI, HO+Z=0Z MIOVH W7 0001 V&VY §TVH ' [*N= HYFOVH
! ) ( . .
(L (X (1) = (1) 5 O=(rlx &32vH —1 20U IHE %;,
WL 000l wewd mIovH| | L (OX=ox 1 =GNl ¥3IVH ~riRs s
N 008 YR HIvH] - NCL=r 0001 4
N7 0001 VeV MIDVH]

(DE/ 7 DH( TI0Y =(TINO Tt(lut/ L

W21 0001 weVd  MIIVH - (DYDY
+ . {(r'UH = TIAH
. NI WL QQQL ek HIIVH

Ar'1H) OWININ=HD HIDVH

{0y 1 v (Do +
I 1OM- U TH 0Dy T v
(ONITIH } OWININ=HD Y IIVH

FEISINGY - NOIDTIOS

YND_OQYMINOINT _vH IS (M0 DDA = (10
WZUET 0001 Ve ¥IOVH

co>r'IH S37 Is

* Y=L NNOTY
——r:onr ¥FOVH | o
ﬁ (F TN - (FIH=(rDH
(v (I)d =1
(DS TIH (e TIOM=(0) W7 oaal vewW IOVH
7, +, = jvd
§ W T 0001 vyvd_§30vH eAOzI2)Z SFIvH
SR
[~(IX=(r)X ¥30vH -
07-7:70 HDVH Z-2/002412)229
YIOVH
W (FIAH=rIH | - z
| (1A (1) YESv—— m (11w =(rixe 114 = (1Y (0> (FDH S37 0z:2
FA0R WY IS WU 000l v §3ovH] 8 oy OX =X __1YFIVH
(10X =(1)x (M0 ——0: (DS IS : \
A A ma@ vV IOVH| | s 0001 vavd ¥30VH P
(1§ (r'TH _
oM O=(r1X M3IJvH ‘
* > 30 020X vyvd QI
0= : -
\.
15 5
77 SIEISTNGY ON 9018515
viod wNn 33 0IN2TvO
. B ,
2/102:12)°2 ‘
2:17 “FIoVH ) b=rsr 433vH 0Z'0x valdvy
T ;) NYOMTINS YT 3 (TIN2IvY




CAPITULO VI

EXTENSION DE LOS METODOS DE ENUMERACION LEXICOGRAFICA A PROBLEMAS
ENTEROS.

6.1. Introduccidn

En el capitulo anterior se han desarrollado varios re-
sultados que nos han permitido implementar algoritmos de enumera-
cion lexicografica para problemas lineales enteros.de caracteris-
ticas muy especificas. En este capitulo, se expone como transfor-
mar un problema lineal entero acotado cualquiera en positivo. Asi
mismo y dado que Tos algoritmos vistos parten de la solucidn Texi
cograficamente mdxima se presenta un método para obtenerla.

6.2. Transformacidn de un Problema Lineal Entero en Positivo

Sea el problema lineal entero



max CX

1

(6.1) Ax = b

x > 0 entero

donde ¢ = (Cj)’ b = (bi)’ A= (a

1j) y X = (Xj) para i =?},i7.,m )
g =1,...,n, y tal-que Ta region descrita por las restricciones -
es acotada, es inmediato que se le puede afadir a este -problema -

una nueva restriccion en la que intervengan todas las variables -

+
X1s+--5X, Sin afectar al conjunto de sus soluciones admisibles.
Bastaria para ello .resolver el problema lineal continuo

max px
(6.2) Ax = b
x>0

donde p es el vector de coeficientes positivos de esta nueva res-
triccidn, Siendo x* el 6ptimo de (6.2), al afadir la restriccion
px < px* a (6.1) no se modifica su conjunto de soluciones admisi-
bles. Esto equivale a elegir arbitrariamente un hiperplano pPX, --



con todos los coeficientes pj positivos, y buscar su interseccion
x* con la regidn continua admisible de (6.1).

Si los coeficientes de la funcidn objetivo CponvrsCpy =

son todos positivos, la inclusidn de la restriccidn superflua --
px < px* permite que, mediante combinaciones lineales de cada una
de las restricciones de (6.1) con ella, obtengamos una formula---
cidn equivalente aél problema original como un problema lineal en
tero positivo. En efecto, el problema (6.1) es equiva]éhte a

¢

max CX

x > 0 entero

donde aij = aij A pj. Eligiendo ki de forma que
c.a.\.1+c.1a.. a. . a..l
A. > max | J 13- J- 1] , - 1J , - 1J- }

T %Pt G Py P Pi-1



el problema (6.3) es entero positivo con p;'i p}+1 para todo i,j.

Finalmente, si algin coeficiente cj de la funcidn obje

tivo es negativo, basta con realizar previamente un simple cambio
de variable, yj = uj - xj, donde uj es una cota superior de la va

iable x..
ri i

6.3. Obtencién de Solucién Lexicogrdficamente Maxima

)

i

Para el problema knapsack se define como solucién rapi
da a la solucidn admisible lexicograficamente maxima para una de-
terminada ordenacidn de las variables. Extendiendo esta defini---
cion, denominamos solucidn rapida de un problema 1inea1 entero a
Ta solucion admisible Texicogrdficamente maxima con respécto a --
una ordenacidn especifica, que puede ser cualquiera,de las varia-
bles. Es evidente que para cada una de las n! posibles ordenacio-
nes de las variables existird una solucién rdpida.

Proposicién 6.1.

Sea el problema T1ineal entero



max CX

(6.4)

I~z
o]
>

H
o
~~
—t
I
foe)
-
-
=
—

x > 0 entero

donde aij > 0 para cada i,j, V¥ x% una solucién cualquiera admisi-

ble.

1. Si xP es 1a solucidn rapida del problema de una restriccidn

max CX

n
(6.5) Y a..X.=b
\]:

1pj3p

X5 > 0 entero

para p fijo (1 < p < m), entonces xolg xP.

k

2. Si ademds x" es la solucibn rapida de
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max cx
n
(6.6) I a,.X%X.=5b
x>0
X < xP
0 k L : LR
entonces x° < x". -
Demostracion : :

1. Obvio debido a que (6.5) es una relajacion de (6.4).

2. Dado que el problema (6.6) es una relajacidn de

max cx
n
jzl akj xj = bk
n
Y a . X.=b
s 3T e

X > 0 entero

que a su vez lo es dé;(6.4).//



. 0,k _ 0
Para el conjunto de vectores x (xl, ..... s Xn—k+1’
‘,xg) mantenemos la definicién
. n
i, 0
Rk(x):bi— X a..xo.
jen-k+1 19 Y
Preposicion 6.2. , ST

Demostracidn :

Ambos resultados se siguen de la definicién de R;(xo)
y de que aij > 0.//

i
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Llamando B a la matriz cuadrada

w
H1

1

donde yij son enteros. Definimos
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9ij 7k ik g

k

y, dado x0? ., 1a funcidn

. m .
i0,0y _ J/.0
Tk(x ) E Rk(x )
Por sgn(a) representamos el signo del nimero real a.

{

Preposicifn 6.3.

Sea el conjunto de vectores enteros Xo,n—m’ tal que -~
.i
R

) . . . . P
n_m(x ) > 0 para todo i, e incluya una cota superior lexicografica

de cualguier vector admisible para (6.4). Entonces, la solucidn -

o,n-m

rdapida pertenece a x si y solo si para todo i :

1. T;_m(xo) es divisible por D, vy



2. sgn (T;_ (x°)) = sgn (D)

Demostracion :

Dado Xo,n—m’ estan fijadas todas las coordenadas de --
Tos vectores pertenecientes a este conjunto salvo las m primeras,
que han de ser enteras y positivas. Las m primeras coorderadas --

o,n- .
3 ™ han de satisfacer.

del vector x° (pertenecen a x
‘ o
para que Ax~ = b.

Luego T%_m(xo) ha de ser divisible por D y de su mismo

signo.//

Corolario 6.1.

Sea xo’k (

k<n-m) un conjunto de vectores enteros que -

incluye una cota superior lexicogrdfica de (6.4). Si para algdn i
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1. sgn (T;(xo)) Z sgn (D), vy

2. para todo j = mtl,..,n-k+1, es 955 = 06 sgn(gij) = sgn(D)

0 .
entonces el vector (0,...,0, Xn~k+1""’xﬁ) es una cota superior

lexicogrdfica no admisible.

Demostracion :

Por definicidn, para p > m

. m .
i, 0 i, 0
T(x7) = % RA(x).y..
p j=1 p 1J
m n :
= '51 bj Yij = % 95 5 xg |definicion de -
J n-pt+l i o
Rp(x )y gv'ij!
Luego,
. . n-k+1
Tlam(xo) ) T;(XO) S E gy X



n-k+1
Vease que (- 2 g.. x0) es de signo contrario a D debido a las
j:m-{-l 13 J
hipotesis en 2 y a que x; > 0. Considerando ademds la hipotesis -
n-k
0

en 1, resulta que el signo de Ti(xo> - 3 g.. X, es distinto

e O

al de D. Aplicando la proposicidén 6.3 se obtiene el resultado.//
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Desarrollo del Algoritmo

[S2]

. Hacer J

. Calcular para todo 1,J, Y(I,Jd), G(I,J). Hacer para todo I=1,.

ceoMy R(I) = B(I), T(I) = % Y(I,K) * B(K) (k = 1,...,M). Ha-
k

cer d = 1.
. Hacer X(J) = minimo {R(I)/A(I,Jd)}. Hacer para todo fhiflg:,..
-1
<M, R(I) = R(I) - X(3) * A(L,9), T(I) = T(I) - G(1,J) * -

1

X(J). Si para algin I = 1,...,M, R(I) = 0 ir a 11. Caso con--

trario ir a 2..°

I

J+ 1, 51 d
J=J-1eira l.

i

N-M+1 ir a 3. Caso contrario hacer -

. Si para algin I = 1,...,M T(I) # 0 y signo (T(I)) # signo (D)

ir a 8. Caso contrario si para todo I =1,.,.,M, T(I)/D es en
tero ir a 4. Si no ir a b.

. Se ha encontrado la solucidn lexicograficamente maxima. Hacer

para todo I = 1,...,M, X(N-M+1) = T(I)/D. Fin del algoritmo.

Si X(J) = 0 ir a 6. Caso contrario hacer X(J) = X(
cer para todo I =1,...,M, R(I) = R(I) + A(I,J), T
= T(I) + G(I,d) e ir a 2.

J)-1. Ha--
(1) = -
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10.

11.

SiJd =11r a 7. Caso contrario hacer J = J-1 e ir a 5.
No existe ninguna soluci6n admisible. Fin del algoritmo.
Si X(J) = 0 ir a 9. Caso contrario hacer X(J) = X(J) - 1. Ha
cer para todo I = 1,...,M, R(I) = R(I) + A(I,d), T(I) = -
= T(I) + G(I,J). Ir a 10.

Sid =11r a 7. Caso contrario hacer J = J + 1 e,ir'gﬁéi

Si para [ = 1,;..;M signo (H(I)) = signo (D) 6 singo (H(1))
# signo (D) y J < CI{I) ir a 2. Caso contrario ir a 8.

Si para todo I = 1,...,M R(I) = 0 ir a 4. Caso contrario ir
a 3.
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CAPITULO VII

EXPERIENCIAS COMPUTACIONALES

7.1. Introduccidn

Para establecer el comportamiento de los algoritmos --
presentados en los capitulos anteriores se ha realizado un conjun
to de experiencias komputacionales con problemas de distintas ca-
racteristicas. Mediante el anilisis de estas experiencias se estu
dia la eficiencia de los algoritmos, ya que su convergencia esta
garantizada al ser métodos que, en el peor de Tos casos;, enumeran

todo el conjunto finito de soluciones admisibles.

En el caso del problema knapsack se han realizado las
experiencias comparando Tos algoritmos de enumeracién lexicografi
ca aqui presentados con los mds representativos de los empleados
en su resolucion. Se ha elegido el algoritmo de Gilmore y Gomory
|50/ (GG66) de los basados en programacidn dindmica y los de Gil-
more y Gomory |48|, Cabot |[19] e Ingargiola y Korsh |79] (G6G63, -
CA70 y IK77 respectivamente) como los mds significativos de enume
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racion. Denotaremos al algoritmo de 1a seccidn 4.3 con las siglas
LR78 y al de 1a 4.4 con RF77.

Mas problemdtico es establecer juicios relativos al --
comportamiento de los distintos métodos de resolucidén de proble--
mas lineales enteros, pues ninguno de los hasta ahora conocidos -
es plenamente satisfactorio para cualquier tipo de modelg, depen-
diendo fundamentalméente de las caracteristicas eSpechicas'&gT“——
problema concreto que se analice. En cualquier caso, se han re---

suelto varios problemas con los algoritmos aqui propuestos.
]

7.2. Experiencias con el Problema Knapsack

En esta seccién presentamos las experiencias con el --
problema knapsack. ‘

7.2.1. Caracteristicas de los Problemas Resueltos.

Con cada uno de los algoritmos se han resuelto proble-
mas knapsack generados aleatoriamente. En primer lugar se descri-
ben las caracteristicas comunes de todos los problemas. Estas han
sido las siguientes :



1) Los coeficientes a; ¥ c; (i = 1,...,n) han sido ge-

nerados aleatoriamente de una distribucidn uniforme entre 10y -
170.

2) Para todo i # j se cumple que a, 7 a5

3) ET valor os = Ci/ai para todo i (i = 1,..23n) ha de

ser menor que un cierto valor Pnax fidado en cada caso.

i

Se justifica a continuacién el porque de las caracte--
risticas sefialadas

1) Debido al tipo de ordenador uti]izadow(HP:élfMX), -
el mayor entero posible es el nlimero 32767. Para que los algorit-
mos funcionen con la maxima eficiencia, se trabaja con nimeros en
teros y para evitar que pueda sobrepasarse el mayor entero en al-
gin cdlculo se ha tomado el intervalo 10-170 al generar los coefi
cientes del problema.

2) Si en un problema knapsack dos variables (i,j) con
distinto p (pi # pj) cumplen que a; = aj entonces, una de ellas,-

la de menor p, es cero. Para evitar esta simplificacién de los --
problemas es por l1o que se obliga en Tos problemas generados a --
que a; # aj para todo i # j.
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3) Para poder actuar de alguna forma sobre Ta compleji
dad del problema generado, se obliga a que todas las Py = Ci/ai -

sean menores que un cierto valor Pmax” En un problema knapsack --

cuanto menor sea el intervalo entre la p maxima y la p minima ma-

yor serd su complejidad si las p estén distribuidas uniformemente.

Considerando el intervalo de valores de donde estdn obtenidos ai

Y Ci» el menor p posible es 10/170. Al fijar el p méximotdevforma

externa se esta agré%dando 0 reduciendo el intervalo de p. Para p
méaximo pequefio, el intervalo es pequeiio y la complejidad del pro-

blema mayor. “

Se han resuelto 30 problemas test de cada una de Tas -
posibles combinaciones obtenidas con las siguientesvcarébteristi-
cas :

1) E1 valor de p méxima, caracteristica tres de los --
problemas test, ha sido fijada en 1, 3 y libre.

2) E1 valor del término independiente de la restric---
ciébn b ha sido fijado en 1000, 1500, 2000, 2500 y un valor obteni
do aleatoriamente.

3) E1 nlmero de variables del problema, N, ha sido 10,
20, 30, 40, 50, 60, 70 y 100.
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7.2.2. Andlisis de los resultados

En el anexo 3 se incluye el resumen de todos los resul
tados obtenidos en la resolucidon de los problemas knapsack genera
dos aleatoriamente. Para su discusidn se exponen primero los re--
sultados globalizados y posteriormente se analizan desagregadamen
te.

U

Se han resuelto en total 3600 problemas knapsack test
de los distintos tiéos ya descritos en el apartado anterior. En -
la tabla 7.1 se exponen cuantos de estos problemas han sido re---
sueltos mds rapido y mds lento por cada uno de los algoritmos. --
Asi, los algoritmos desarrollados en esta tesis (RFZ7 y-LR78) han
resuelto mas rapidamente el 3,55% y el 94,05% respé&tiVéﬁénte de
todos Tlos problemas resueltos. Por otra parte nunca han sido Tos
mas lentos en la resolucidén de un problema. ﬂ

Desagregando la tabla 7.1 por tamafio de los problemas
se obtienen para 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70 y 100 variables las -
tablas 7.14, 7.15, 7.16, 7.17, 7.18, 7.19, 7.20 y 7.21, respecti-
vamente. Representando grdficamente el porcentaje de veces que ca
da algoritmo ha sido mds rapido (grdfica 7.1) y mds lento (gréafi-
ca 7.2) se observa como ambos algoritmos RF77 y LR78, exceptuando
los problemas de 10 variables son siempre los mas rapidos: RF77 -
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GGo6

GG63
CA70

IK77

RF77

LR78

Mas rapido

Veces

57

29

128

3386

Tabla 7.1

%

1,58

0.80

3,55

94,05

Mas lento
Veces %
2051 56,97

22 - 0,61
1527 42,41
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el 4% de las veces y LR78 el 96%. En la grafica 7.2 se observa la
progresiva pérdida de eficiencia de IK77 al aumentar el nlmero de
variables, pasando de no ser nunca el mds lento para 10 variables
a serlo el 86% de las veces para 100.

Respecto a los tiempos empleados, no tiene sentido el
considerar los tiempos medios totales de cada uno de los algorit-
comportamiento segﬁﬁ el nimero de variables del problema y, como
se verd posterijormente, seglin la complejidad e incluso el tamafio
knapsack. En la gréfica 7.3 (tabla 7.2) se tiene los tiempos me--
dios (en segundos)~de cada uno de ellos para los distintos nime--
ros de variables. A la vista de la grafica 7.3 se puede senalar :

1) E1 algoritmo LR78 es el mds rdpido para cualquier -
tamafio de problema.

2) A partir de 25 variables, RF77 es el mejor después
de LR78.

3) A partir de 60 variables el tiempo medio de IK77 es
superior al de GG66.

190



Fiempo medio
en segundos.

_GG66
K77

y =
=4

- LR78

3

3
T

191

L] L] T 4% : % : 4‘
10 20 30 40 50 ‘0 70 B0 90 100 Numero de vaf/Gbles

e FIGURA  UIT-3 ——



192

€221

bye1

82L°6

996°¢

¥8L°2

£50°L

00T

§59°0

006°0

£60°G

129°1

yOb T

ove‘t

0L

105°0

81L°0

£89°¢€

14 AN!

£€0°T

G0L°¢€

09

2", ®L9EL
8L£°0 $/2°0
,mmm,o 95%°0

P

G962 G96°1
€L0°1 §G2°0
208°0 695°0
160°¢ 652
0% oY

SS|qRLJAE) Bp OJdBUWNN

¥L1°0
ommwo
962° 1
£vp°0
12840
598°1

0€

2010

9/1%0

655°0

002°0

€91°0

L9T°T

0¢

§v0°0

6.0°0

981°0

890°0

$90°0

¥29°0

01

8.4

VEL

LA

0LY2



4) E1 aumento de los tiempos de todos Tos algoritmos -
tiende a una linea recta. Considerando que es una escala logarit-
mica quiere ello decir que el tiempo medio tiende a ser una fun--

cion exponencial del nimero de variables.

Se han desagregado los resultados de la grafica 7.3 en
dos graficas. La grafica 7.4 es la de tiempos medios para proble-
mas de p maxima menor o igual a 1 y la grdfica 7.5 es la obtenida
para el p maxima libre. Es decir la grafica 7.4 es la correspon--
diente a Tos problemas de mayor complejidad y la grafica 7.5 a --

+

los de menor.

Lo mds significativo de ambas graficas es, por una par
te, la fuerte pérdida de eficiencia de CA70, GG66 y:IK7?~a1 aumen
tar la complejidad de los problemas; por otra, la confirmacion de
los resultados de Cabot (1970). En los resultados presentados por
Cabot con problemas generados aleatoriamente su, algoritmo resulta
ba el mds eficiente. En efecto esto era cierto pero Unicamente pa

ra problemas donde no se restringen las p en un intervalo pequefio.

Si las p son proximas el algoritmo GG63 es superior. Para proble-
mas pequefios y con libertad de p, el algoritmo CA70 1lega a ser -
incluso superior a RF77. Para problemas pequefios y p maxima res--
tringida GG63 es superior a RF77. En ambos casos, p restringida o
no, y para todos los tamafos de problemas LR78 es al algoritmo --
mds eficiente.

4
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En las tablas 7.3, 7.4, 7.5. 7.6, 7.7, 7.8, 7.9 y 7.10
se tienen los tiempos medios en segundos, desagregados segln la -
complejidad, para problemas de 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70 y 100 -
variables, respectivamente.

Para establecer rigurosamente la incidencia del estre-
chamiento de la banda de p en el funcionamiento de los algorjtmos
se representa en el’grdfica 7.6, para cada algoritmo, el pd?&éh-
taje de incremento de tiempo de la grédfica 7.4 respecto de la gra
fica 7.5. En otras palabras, en la grdfica 7.6 (tabla 7.11) se re
presenta el porcentajé de aumento de tiempos medios de los proble
mas sin restriccion en p mdximo a los problemas restringidos a p
maximo menor o igual a 1.

Como ya se habia puesto de manifiesto, se confirma el
fuerte efecto que sobre los algoritmos GG66, CA70 y‘IK77 tiene --
el aumento de Ta complejidad del problema. Por otra parte es de -
destacar la estabilidad de LR78, no siendo practicamente afecta--
dos los tiempos por este motivo, sobre todo para problemas de méds
de 20 variables.

En la grafica 7.6 se observa que el comportamiento de
todos los algoritmos es muy parecido. En todos ellos puede consi-
derarse que hasta un cierto valor de N (ndmero de variables del -
problema) crece la incidencia hasta l1egar a un maximo. A conti--

nuacidn decrece. E1 punte donde se produce el mdximo, es decir-el
: .

i
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GG66

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

ma

0,400
0,071
6;048
@,119
0,680

0,040

Namero de Variables :

« libre

<
max —

0.510

0,053

0,054

0,075

0,137

0,042

Tabla 7.3

<1

max —

0,964

0,071

0,100

0,302

0,095

0,051

Total

0,624

0,065

0,068

0,186

0,068

0,045
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GG66

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

Prax libre

ma

0,673

0,158

0,128
0.384
0,145

0,093

NGmero de Variables :

<
max —

0,961

0,144

0,169

0,468

0,169

0,099

Tabla 7.4

<
max~1

1,867

0,188

0,303
0,826
0,215 .

0,116

Total

1,167

1,163

0,200

0,559
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GG66

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

nax Tibre

1,001
0,285
0;242
Oéé10
0,254

0,168

Nimero de Variables :

< 3

max —

1,383

0,295

0,304

1,009

0,296

0,176

Tabla 7.5

Prax < 1

1,211
0,384
0,784
2,070
0,321 .

0,178

Total

1,865

0,321

0,443

1,296

0,290

0,174
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GG66

GG63

CA70

1K77

RF77

LR78

libre

max

1,215
0,466

0,404

1,304

0,376

0,261

Nimero de Variables :

max —

1,969

0,502

0,568

1,663

0,445

0,276

Tabla 7.6

40

0 <1

max —

4,499

0,738

1,294

1,829

0,548 -

0,286

Total

2,594

0,569

0,755

1,945

0,456

0,275
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Pmax libre Prnax <3 Prax <1 Total
GG66 1,708 2,210 5,356 3,091
6663 0.679 0,768 0,959 0,802
CA70 0,549 0,711 1,960 ) 1,073
1K77 2::,132 2,616 4,087 2,945
RF77 0,492 0,579 0,620 -+ 0,563
LR78 0,364 0,388 | 0,382 0,378

Nimero de Variables : 50

Tabla 7.7



GG6o

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

1ib
nax | ipre

2,107

0,937

0,785

2,970
0,644

0,498

Nimero de Variables :

<
max—3

3,060

0,984

0,936

3,361

0,721

0,501

Tabla 7.8

60

<1

max -

5,948

1,179

2,011

4,729

0,787

0,506

Total

3,705

1,033

1,244

3,687

0,718

0,501
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GG66

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

Prnax 1ibre

2,697

1,260

1,015
4,069
0,831

0,655

Nimero de Variables :

Prax < 3

3,546

1,315

1,188

4,324

0,887

0,658

Tabla 7.9

<
max~1

6,776

1,636

2,660

6,899

05980 " -

0,651

Total

4,340

1,404

1,621

5,097

0,899

0,655
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GGE6

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

1ib
max ' °'€

4,483

2,471
1:567
8@41
1,436

1,218

Nimero de Variables :

pmax -

6,408

2,726

2,805

8,968

1,617

1,244

Tabla 7.10

< 3

100

.

<
max-—l

10,267

3,156

4,126
11,873
1,580, ..

1,208

Total

7,053

2,784
é,966
9,728
1,544

1,223
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GG66
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GG 63
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4
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punto de maxima incidencia,

maximo se encuentra :

- Para GG66 :
- Para GG63 :
- Para CA70 :
- Para IK77 :

- Para RF77 :

- Para LR78 :

40

40

50

10

20

10

varia de un algoritmo a otro. Dicho -

variables
variables
variables
a 30 variables
a 40 variables

variables, no apareciendo en este al-

goritmo crecimiento inicial de la incidencia. Quizés

no se presente o quizds se presente para problemas -

de menos de 10 variables.

A continuacién va a considerarse otro detalle digno de

tenerse en cuenta en el funcionamiento de un algoritmo: Ta disper

sion de resultados. Se realizard un estudio Gnicamente para los -

dos algoritmos presentados y para el algoritmo en general mas efi

ciente, GG63. Se representan en una grafica los tiempos maximo y

minimo empleado por cada algoritmo en resolver los problemas para

distinto ndmero de variables. Seglin 1o ancha que sea la banda ob-

207



tenida asi serd la dispersidon. Se exponen los resultados obteni--
dos para problemas con p maximo libre (grdfica 7.7) y con p maxi-
mo menor o igual que 1 (grdfica 7.8).

Es de destacar que tanto en la grafica 7.7 como en la
7.8 1a banda de tiempos de LR78 es muy estrecha. Por ejemplo, un

problema de 100 variables, cualquiera que sea su complejidad, el
algoritmo LR78 To resolverd entre 1 y 1,40 segundo, mientrasvGG63
puede tardar entre 2,30 y 4,25 segundos, y RF77 entre 1,1 y 3,1 -
segundos.

Por @iltimo hay que considerar la incidencia del tamafio
knapsack (término independiente de la restriccién) en el funciona
miento de los algoritmos. Para ello representamos elnpoﬁéentaje -
de incremento en tiempo al pasar b de 1000 a 2500, en la resolu--
cidn de problemas con p mdxima libre (grafica 7.9) y p 'maxima me-
nor o igual a 1 (grdfica 7.10). Los valores correspondientes a la
grafica 7.9 estan recogidos en la tabla 7.12 y los valores corres
pondientes a la grafica 7.10 estd recogidos en la tabla 7.13.

Del andlisis de la grdfica 7.9 se pueden establecer --
dos grupos de algoritmos. En Tos algoritmos GG63 y GG66, al aumen
tar el tamano knapsack aumenta el tiempo empleado en la resolu-~-
cion del problema y Tos algoritmos CA70, IK77, RF77 y LR78 sufren

el efecto contrario.
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% de aumento de tiempo al pasar b
de 1000 a 2500.
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Tanto por ciento de aumento
al pasar b de 1000 a 2500

<1

—

para problemas con Prox

CA70

GG66

GG63

_RF77

IK77

LR78

1
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E1 efecto es mds fuerte en el primer grupo que en el -
segundo y solo para problemas de pocas variables. Para problemas
de 40 6 mas variables al aumentar el tamafio knapsack el tiempo no
se ve afectado practicamente. En el intervalo -10% , +10% se en--
cuentran todos los algoritmos.

Es de destacar que el incremento de tiempo en los al--
goritmos GG66 y GG63 al aumentar el tamafio knapsack de 1000+a- --
2500 es independiente del nidmero de variables : Es constante y --
del orden de 0,115 segundos para GG66 y 0,044 segundos para GG63.

]

Para los problemas con p maxima menor & igual que 1 --
(grafica 7.10, tabla 7.13) se puede sefalar como linea general --
que todos los algoritmos son afectados por el aumento deiﬁtamaﬁo
knapsack y que el efecto es mds fuerte, igual que en el caso ante
rior, para problemas de pocas variables.

Los algoritmos mas afectados, en el presente caso, por
el aumento de b, son GG66, GG6E3 y CA70. Puede considerarse que -
el incremento de tiempo oscila entre un 20 y un 40%, mientras que
para los restantes algoritmos IK77, RF77 y LR78 el incremento os-
cila entre un 0 y un 20% siendo el algoritmo LR78 el menos afecta

- do.

4
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Como conclusion del andlisis del comportamiento de los

algoritmos puede sefialarse :

GGo6

GG63

CA70

RF77

E1 menos eficiente para problemas pequefios. Para problemas
grandes tiende a ser, comparativamente, cada vez mds efi--
ciente. Le afecta fuertemente la disminucion del intervalo
de p vy moderadamente el aumento del tamafo knapsack i -«

Excluido Tlos dos presentados en esta tesis es el mejor. No
resulta afectado por el aumento de Tla complejidad del pro-
blema y moderadamente por el aumento del tamafio knapsack.

Para problemas sin Timitacidn en las p es superior.a GG63.
Sin embargo resulta fuertemente afectado por el aumento de
la complejidad del problema.

Para problemas pequefios funciona bien pero al aumentar el
nimero de variables 1lega a ser el mds ineficiente.

Para problemas pequenios de hasta 30 variables es superado
0 por GG63 © por CA70. Es poco sensible al aumento de la -
complejidad y del tamafio del knapsack.

i
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LR78 - E1 mas eficiente en todos los supuestos. Puede considerar-
se que el tiempo empleado en la resolucién de un problema
es solo funcidn del nimero de variables de este.

7.3. Experiencias Computacionales con Problemas Lineales Enteros

¢

En esta:seccién comentaremos brevemente Tos resultados
obtenidos al emplear los algoritmos desarrollados en las seccig--
nes 5.3 y 5.5. La iMplementacién en FORTRAN-IV se incluye en el -
anexo 3. Se han resue]to problemas de Haldi |68|, problemas test
de IBM |116] y prob]emas generados aleatoriamente. Sefialaremos --
los incovenientes encontrados al resolver los anter1ores prob]e—-
mas con los dos algoritmos propuestos. . ‘

En el primer algoritmo, desarrollado para modelos con
restricciones de igualdad, se pueden presentar dos tipos de difi-
cultades :

- E1 cdlculo de Ta solucidn lexicograficamente mixima
es, en algunos probiemas, laborioso. E1 esfuerzo de computacional
es directamente proporcional a n-m, siendo n el nimero de varia--
bles y m el nimero de restricciones.

: {
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- Cuando, en el problema a resolver, existe un conjun-
to de aportaciones marginales (pj) de valores proximos se detecta

una falta de eficiencia del criterio de eliminacidn. Esta pérdida
de eficiencia es 106gica y se presenta también en el algoritmo de
Gilmore y Gomory (GG63) para el problema knapsack, del cual es --
una extension.

E1 segundo algoritmo resuelve eficientemente pfggiémas
lineales enteros positivos. Sin embargo, al resolver un problema
lineal entero cualquier, surge el problema de su transformacidn -
en positivo, debidot a que las restricciones, en este caso, estéan

planteadas con signo menor o igual.

4
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GG66

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

Veces

57

22

16

355

Mas rapido

%

12,66

4,88

3,55

78,88

Tabla 7.14

Veces

449

Mas lento

219

%

99,78

0,22

{



GG66

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

Més rdpido Mas lento
Veces % Veces
- - 432

7 1,55 -

o - 18
13 2,88 S
430 95,55 | -

Tabla 7.15

220 ™

%

96

4



GG6b

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

Veces

16

434

221

Més rapido Mas lento
% Veces %
- 388 86,22
- 1 - 0,22
- 61 13,556
3,55 A -
96, 44 .- -
Tabla 7.16



GGo6

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

Mas rdpido

Veces %

18

432

96

Tabla 7.17

222

Mds lento
Veces %
305 67,77
3 0,66
142 31,55

4



GG66

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

Veces

16

434

réapido

Tabla 7.18

%

3,55

96,44

223

Mas lento
Veces %
186 41,33
5 1,11
259 57, 55



GG66
FGG63
CA70
1K77
RF77

LR78

Mas rapido

Veces %
17 3,77
433 96,22
Tabla 7.19

226

M&s lento
Veces %
141 31,33
67 1,33
303 _ 67,33

i



GG66

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

M&s rapida

Veces %
14 3,11
436 96,88
Tabla 7.20

225

Mas lento
Veces %
89 19,77
3 0,66
358 79,55

i



GG66

GG63

CA70

IK77

RF77

LR78

Mas rdpido
Veces %
18 4
432 96
Tabla 7.21

226

Mds lento
Veces %
61 13,55
- e
4 0,88
385 85,55

4



CAPITULO VIII

CONCLUSIONES Y REFERENCIAS

CONCLUSIONES -

1) Se ha estudiado la aplicacién de los métodos de enu
meracion implicita & problemas lineales enteros de varias caracte

risticas.

,//

2) Como paso previo a este estudio se ha efectuado una
revision critica de los métodos actuales para .la resolucidn de es
te tipo de modelos, analizdndose con especial detalle Tos corres-
pondientes al problema knapsack.

3) Se han presentado dos métodos de enumeracién texico

grafica de soluciones admisibles para el problema knapsack.

4
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3.1. E1 método denominado de acotaciones sucesivas es
original, obteniéndose un algoritmo que es espe--
cialmente robusto. De acuerdo con las experien---
cias computacionales llevadas a cabo, su comporta
miento es superior para todo tipo de problemas, a
Tos algoritmos actualmente empleados.

3.2. E1 otro método presentado corresponde a una mod1—
ficacién del de Cabot y emplea también acotac1o——
nes sucesivas de la funcidn objetivo, incrementan
do de forma muy apreciable la eficiencia del mis-

0

mo.

4) Se ha analizado una nueva transformacidon que simpli
fica la resolucidon de cierto tipo de problema knapsack.

5) Se han presentado dos métodos originales de enumera
cidn implicita para problemas Tineales enteros con todos los coe-
ficientes positivos.
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5.1. E1 primer método propuesto extiende el criterio -
empleado por Gilmore y Gomory para problemas con
una sola restriccidén al caso de varias.

5.2. ET de acotaciones sucesivas generaliza Tos resul-
tados obtenidos para el problema knapsack mante--
niendo criterios de eliminacidén similares.

6) Se ha planteado la transformacidn de cualquier pro-
blema Tineal enterozacotado en positivo extendiéndose asi la apli
cacidén de los anteriores algoritmos.

7) Se incluye un algoritmo para el cdlculo de” 1a solu-
cion Texicograficamente mdxima con la que se inician todos los al
goritmos de enumeracidon aqui presentados. ' '

Como vias complementarias de desarrollo de este traba-

jo se ofrecen las siguientes

Aplicacidn de los resultados al problema knapsack 0-1.

4



La extensidbn inmediata de Tos métodos de enumeracién -

implicita aqui propuestos a problemas lineales enteros :

1) Con regidn admisible no acotada.

2) Sin necesidad de transformarlos en positivos.

—

La profundizacidn en las transformaciones propuestas -
para convertir los prob]emas lineales enteros acotados en positi-

vos, analizando las‘consecuencias de estas para la efectividad de

los algoritmos aqui- desarroliados.

Extension de los resultados a prob]emasl1inea1és mix--

tos.

A
=t
[

E i
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