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NOTACION FACULTAG - C’i(’:&‘-/\

RY : espacio Euclideo N-dimensional.

- ¢ producto escalar Euclideo.

|| : norma Euclidea.

o : composicidén de funciones.

CC : inclusién estricta de conjuntos; w CC 2 equivale a @ C .

* : convolucién de funciones. '

) : abierto de RY.

0N : frontera del abierto €.

Q : adherencia de Q.

n : vector normal (a Q) unitario exterior a 2.

f : funcién definida en un abierto §) con valores en R.

f: funcién definida en un abierto Q con valores en RY.

Diiig,oimf ¢ a_ﬁ‘a‘i%.%ﬂ}: (en el sentido de las distribuciones);
tl=d1+i24+... +im.

Df: (D:1f,Daof,...,DnJ).

Def 2 (Diy i,rim 1<t ig,oim <N, fil<ar

grad : operador gradiente, (Dy,D,,...,Dn).

div : operador divergencia, div f = Efil D;f;.

A : operador de Laplace, A = Zﬁl D;;.

;9% : derivada en la direccién del vector normal n.

dz : elemento diferencial de volumen; se omite cuando no hay lugar a confusién.

dS : elemento diferencial de superficie.

C™(€Q) : espacio de funciones reales tales que, cuando |a| < m, D f es continua
en §.

C™™(Q) : espacio de funciones reales que son restricciones a { de funciones
de C™(RM) y son tales que, cuando |a} = m, D®f verifica la condicién de
Holder con exponente h en .

C(Q) 6 D(Q) : espacio de funciones de C=(§2) con soporﬁg compacto contenido
en §2.

D'(Q) : espacio de las distribuciones, dual topoldégico de D(§2) (cuando este
espacio vectorial se supone dotado de la topologia limite inductivo habitual).

L7(§) : espacio de funciones reales f tales que |f|” es integrable Lebesgue en (2.

..(§2) : espacio de funciones reales f que pertenecen a L"(K) para todo

compacto K C Q.



Wm™T(§2) : espacio de funciones f tales que D*f € L"(§2) cuando |a] < m.
Wio"(2) : espacio de funciones f tales que D®f € LT () cuando |a| < m.
H™(Q) : W™2(Q). '

W5 "(§2) : espacio de funciones de W™ 7(Q) con traza nula sobre 99.
W=7 (Q) : dual de We () con t + 4 =1

|- llg : norma en un espacio de Banach E.

| - lm,~0 ¢ seminorma habitual de orden m en el espacio W™7(£).

| - llm,r0 : norma habitual en el espacio W™ (Q).

Il - llm,@ : norma habitual en el espacio H™(Q).

| - lx : norma habitual en el espacio W5 *°(RY) (se utiliza sélo para las
variaciones u).

< +,» > : dualidad entre un espacio de Banach E y su dual E'.
E(Q) 6 B(Q;RY) : E(Q)N, para cada espacio de funciones reales E(Q).



CAPITULO 1
Introduccidén

En esta Memoria, estudiaremos ciertas cuestiones relacionadas con problemas ge-
nerales de disefio éptimo, también llamados problemas de control geométrico y, en
particular, con la determinacién de carenas de arrastre minimo (perfiles aerodindmicos
6ptimos) en régimen de Navier-Stokes.

1.1 Planteamiento del problema, objetivos y antece-
dentes

Los datos de un problema de disefio éptimo son. el control, que es un abierto §2
perteneciente a una familia de dominios admisibles 2,4, €l estado del sistema z(f2), que
nosotros supondremos solucién de un problema en derivadas parciales planteado en €, y
una funcién de coste & — J(Q), cuyos valores vienen dados por una. integral extendida
a §2, 9§ 6 un dominio fijo D con integrando de la forma C(S2, 2(2)), pudiendo depender
C de algunas derivadas parciales de z. El objetivo del problema de disefio éptimo es
la determinacién de un dominio 2* € .4 que minimice el coste J; recibe el nombre
de problema de disefio éptimo, 6 de control geometrlco, debido a que la variable que
controla es un dominio.

El nuestro no es méas que un problema de control éptimo muy particular. En
consecuencia, interesa obtener resultados ligados a la

i) Existencia de dominio éptimo,
ii) Caracterizacién del 6 de los dominios éptimos,

iii) Construccién de algoritmos que calculen dominios 6ptimos.

Es bien sabido que ii) y iii) reposan sobre el conocimiento de una “derivada” de la
funcién @ — J(§2) y es en este aspecto del problema en el que se centra este trabajo.
En los problemas de optimizacién usuales, la variable control pertenece generalmente a,
una parte de un espacio vectorial, por lo que es posible hablar de (al menos) la derivada-
Gateaux de J; este hecho no se da en los problemas de control geométrico (no se dispone
de una estructura de espacio vectorial adecuada sobre las familias de abiertos admisibles
usuales y ésta es realmente la mayor dificultad que se presenta a la hora de abordar el
problema).
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Los objetivos perseguidos en esta Memoria fueron, en principio, tres:

a) Definir una “derivada” de la funcién
Qe Qe — J(Q) €R.

b) Estudiar la existencia de esta derivada y calcularla, dando una expresion lo mas
sencilla posible, con vistas a que de ella se puedan deducir facilmente condiciones que
caractericen al 6 a los dominios 6ptimos, asi como informacion util para el disefio de
algoritmos iterados.

c) Aplicar los resultados anteriores a dos casos de interés:

- Optimizacién de la forma de un condensador eléctrico,
- Disefio optimo de un cuerpo aerodinamico (carena) que se mueve en un flujo
en régimen de Navier-Stokes.

A la hora de aplicar los resultados anteriores en la segunda de estas situaciones,
nos encontraremos ademas con la necesidad de generalizar los resultados existentes
sobre regularidad de solucién del problema de Stokes y del problema de Navier-Stokes,
plantedndonos un cuarto objetivo:

. d) Estudiar la regularidad L™ de las soluciones de los problemas de Stokes y de
Navier-Stokes.

Para definir un concepto de derivada, serd necesario elegir un cuadro adecuado
para expresar la idea de “variacién” del coste respecto del dominio; méas concretamente,
habra que dar un sentido a la frase

“ 0 — J(82,2(82)) es diferenciable en 4"

¥, para ello, habrd que definir sin ambigliedad el concepto de “proximidad” entre do-
minios. Esto suele hacerse recurriendo a alguno de los tres métodos siguientes:

i) Método de los incrementos sobre la normal: Introducido por Hadamard
en [27], ha sido utilizado por diversos autores entre los que destacamos a O. Pironneau,
A. Marrocco y E. Fernandez-Cara (cf. [18, 19, 33, 39, 40, 41]).

ii) Método de las variaciones de la funcién caracteristica: Introducido por
Céa, Gioan y Michel en [9], ha sido utilizado también por Chenais (cf. [12]).

iii) Método de las variaciones distribuidas (representaciones por difeo-
morfismos préximos a la identidad): Introducido por Garabeddian y Schiffer en
[23], ha sido utilizado por F. Murat y J. Simon. Este método serd utilizado en este
trabajo.

En relacién con el método de las variaciones distribuidas, se considera un dominio

inicial denotado Q y se supone que la familia de dominios admisibles viene dada por

Qg = {0+ ujuewl}
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siendo W una parte de un espacio normado de funciones u : RY — ]RN convenien-
temente elegido (cf. {36, 35]); el método consiste, esencialmente, en convertir la depen-
dencia de J respecto de cualquier dominio préoximo a §), en una dependencia respecto
de una funciéon u de norma pequeiia. Asi, para cada u € W, se consideran el dominio
Q+u, el estado z(u) = z(4u) y el coste J(2+u) y se estudia la derivabilidad-Fréchet

de la funciéon

u— J(Q+u)

en un entorno de 0 en W. Para ello, se sigue la siguiente estrategia:

i) Se prueba, en cada caso concreto, la existencia de derivada de la aplicacién
u — z(u)o (I + u)

en un entorno de 0 en W. A ésta se le llama derivada total de u — z(u) y su valor en
la direccién u se denota z(u).

ii) Se define el concepto de derivada local de la aplicacién u — 2z(u) y se prueba
su existencia bajo hipdtesis de existencia de la derivada total. La derivada local en 0
en la direccion u se denota z'(u) y se demuestra que es solucién de un problema de
contorno deducido del verificado por el estado z(u). |

iii) Se prueba la derivabilidad de u — J(£2 4+ u) en un entorno de 0 en W.

iv) Para aquellos casos en los que es necesario derivar condiciones de contorno de
tipo flujo 6 de tipo Neumann, se define una prolongacion del vector normal unitario
exterior a 2 + u, n(u) = n(Q + u), a todo el espacio y se prueba que la prolongacion es
derivable respecto de u.

También en [35, 36, 43], se prueba la existencia de derivada total del estado en
algunos casos particulares, uno de los cuales, el problema del condensador de capacidad
minima, recordamos en el Capitulo 5.

Todas las etapas anteriores, asi como el ejemplo del condensador, estan desarro-
lladas con detalle en un curso (cf. [47]) impartido por J. Simon en la Universidad de
Sevilla. También, junto con algunas generalizaciones y mas ejemplos, en el libro [6],
actualmente en preparacion.

Los resultados de diferenciacion respecto de dominios anterioremente referenciados
se prueban bajo hipdtesis de regularidad del estado z(u); mas precisamente, se supone
la pertenencia de z(u) a W™" (2 + u) para algin m > 1 y algin r € [1,00); por
otro lado, la hipétesis de regularidad que se suele hacer sobre los dominios §} 4 u es
que sean de clase W5 (cf. Definicién 2.2) para algin k > 1; interesard tener, en los
ejemplos concretos, m lo mayor posible (regularidad maxima del estado) y k lo mas
pequeiio posible (regularidad minima de los dominios y, por tanto, familia de dominios
admisibles mas amplia).
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Al aplicar los resultados de diferenciacién al problema de disefio 4éptimo de una
carena, se observa que el espacio apropiado en el que debe de estar el estado, que es la
solucién (y(u),p(u)) del problema de Navier-Stokes, es H}(Q 4+ u) x H{(Q +u) y la
regularidad apropiada para los dominios  + u es la regularidad W2, Sin embargo,
los resultados de regularidad para los problemas de Stokes y de Navier-Stokes de que se
disponia con anterioridad a esta Memoria (cf. Capitulo 6) sdlo aseguraban la pertenencia
de la solucién al espacio W™H7(Q 4+ u) x WmHL(Q 4+ u) con m > =1 y r € (1, 00),
siempre que, ademas de otras hipétesis de regularidad sobre los datos del problema, se
tenga que 2 +u es de clase C* con p = max {m+2,2} (cf. aptdo. 6.2.3 y Seccién 6.10).
Por ejemplo, en el marco de una ecuacion eliptica lineal, se tienen resultados del mismo
tipo cuando {2 + u es sélo de clase W' (cf. [26]); resulta por tanto conveniente gene-
ralizar los resultados de regularidad del problema de Stokes a esta clase de dominios,

marcandonos esta generalizacién como un objetivo mas de este trabajo.

1.2 Contenidos de la Memoria

Los principales resultados originales que contiene esta Memoria estan desarrollados
" en los Capitulos 4, 6 y 7. En primer lugar (Capitulo 4), definimos prolongaciones
derivables del vector normal para dominios de clase W% y también para dominios
de clase W1 con aplicacién particular al caso en que el dominio es poliédrico. En
el Capitulo 6, probamos la regularidad L™ de la solucién del problema de Stokes y del
problema de Navier-Stokes para dominios de clase W2°°. En el Capitulo 7, aplicamos
los resultados anteriores a la demostracién de la existencia y al cdlculo de la derivada
respecto del dominio de la resistencia al arrastre que opone un cuerpo que se mueve en
un flujo de Navier-Stokes; también se demuestra que existe y se calcula la derivada de
la aplicacién que define la energia disipada en el fluido, que es una buena aproximacién
del arrastre.

En el Capitulo 2, planteamos el problema general de disefio 6ptimo y hacemos un
breve analisis de los diversos aspectos del problema: existencia de solucién, familias de
dominios admisibles y su compacidad, continuidad y derivabilidad del funcional de coste
y aproximacion numeérica.

En el Capitulo 3, presentamos algunos resultados técnicos, ya conocidos, sobre
diferenciacién respecto de dominios. En primer lugar, probamos la derivabilidad de
aplicaciones compuestas definidas en todo el espacio y, después, la derivabilidad local
de una funcién definida en un conjunto variable. Luego, damos resultados de diferencia-
bilidad de problemas de contorno de tipo Dirichlet, asi como de integrales de volumen y
de integrales de superficie. Por ultimo, recordamos la construccion de una prolongacion
diferenciable del vector normal (valida en condiciones de regularidad para el dominio)

y su aplicacién a la diferenciacién de condiciones de contorno naturales.
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En el Capitulo 4, construimos una prolongacion diferenciable del vector normal bajo
hipétesis de regularidad mds débiles sobre el dominio inicial 2 y probamos su diferen-
ciabilidad; previamente hemos probado generalizaciones necesarias de los resultados de
derivabilidad de la aplicacién compuesta definida en todo el espacio.

En el Capitulo 5, aplicamos los resultados de los Capitulos 2 y 3 al problema
de disefio 6ptimo de un condensador eléctrico de capacidad minima. Comenzamos
por plantear el problema, dando después un resultado de existencia del estado del sis-
tema (potencial eléctrico) y haciendo alusidn a resultados de existencia de condensador
6ptimo. Después, bajo hipdtesis de regularidad para los dominios §2 + u, probamos la
existencia de derivada total del potencial eléctrico y deducimos la existencia de derivada
de la capacidad, obteniendo una expresién sencilla para la misma.

El Capitulo 6 estd dedicado, como se ha dicho, a la regularidad L™ de la solucién
del problema de Stokes y del problema de Navier-Stokes. El punto de vista adop-
tado y la estrategia elegida constituyen el andlogo de lo que se hace en [26] en el caso
de una ecuacion eliptica, utilizando los potenciales apropiados, que fueron introduci-
dos por F.K.G. Odqvist en [38]. Después de recordar algunos resultados previos de
Anélisis Funcional, planteamos el problema de Stokes y recordamos algunos resultados
de existencia, unicidad y regularidad de la solucién. A continuacién, introducimos los
operadores que llamaremos generalizados de Stokes. Haciendo uso de cocientes de dife-
rencias y de la formulacién mixta del problema de Stokes probamos, en primer lugar,
bajo ciertas hipétesis de regularidad para los datos, la regularidad L? de la solucién
débil. Con vistas a probar la regularidad L7, r # 2, de la solucién débil, comenzamos
demostrando férmulas de representacién, previo célculo de las soluciones fundamentales
singulares del problema. Luego, definimos los potenciales hidrodindmicos y probamos
resultados de existencia y regularidad de los mismos. A continuacién, probamos estima-
ciones L" “a posteriori” en el interior del dominio y hasta la frontera, pard finalmente
probar la existencia y unicidad de solucién fuerte. Después, planteamos el problema
de Navier-Stokes, recordamos un resultado de existencia de soluciéon y probamos un
Teorema de regularidad L" de la misma. _

En el Capitulo 7, aplicamos los resultados anteriores al disefio de carenas éptimas.
Comenzamos planteando el problema y recordando resultados de existencia, unicidad y
regularidad del estado del sistema; luego, justificamos la aproximacién del arrastre por
la energia disipada en el fluido y hacemos referencia a algunos resultados de existencia de
carena Optima. A continuacién, bajo hipétesis de regularidad sobre los dominios £ + u,
probamos la existencia de derivada total del estado y deducimos de ello la existencia de
derivada local y el problema de contorno del que ésta es solucion. Después, probamos la

existencia de derivadas de la energia y del arrastre y deducimos expresiones “sencillas”
de las mismas.



CAPITULO 2

Planteamiento de un problema gene-
ral de diseno 6ptimo

En este Capitulo planteamos un problema general de disefio éptimo. Comenzamos
con el planteamiento del problema y damos en la Seccién siguiente un resultado de exis-
tencia de solucién. En la Seccién 2.3, describimos varias familias de abiertos adaptados
al tratamiento del problema, asi como resultados de compacidad de estas familias para
topologias convenientes. En las Secciones 2.4 y 2.5 describimos algunos métodos que
pueden ser utilizados para obtener las propiedades de continuidad y diferenciabilidad
del funcional coste J. Por ultimo, en la Seccién 2.6, citamos algunas referencias en las

que se trata la aproximacién numeérica del problema.

2.1 Planteamiento del problema

Dado un abierto acotado 2 de RN (N = 2 4 3), se considera el estado del sistema,

2(§2), solucién de un problema de contorno en §2:

Az(2) =0 en Q,
(21) {Bz(Q) — 0 sobre A2

y se define un coste real por alguna de las funciones

(2.2) | 1@ = [ (=) de

(2.3) 12(Q) = /D Ca((Q)) da

O

(2.4) T2 (Q) = /a ) C3(2()) dS
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donde A, B, C;, C; y C3 son operadores y funciones (lineales 6 no) definidos en todo
RY. A es un operador en derivadas parciales; en esta Memoria, sélo consideraremos
casos particulares en los que A es de segundo orden. B es un operador de contorno
“compatible” con A. Por otra parte, las C; actian sobre las soluciones 2z(f2) de los
problemas (2.1) y/6 sobre algunas de sus derivadas parciales. Se supone ademas que
99 es la frontera de 2 y que D es un abierto fijo de RY tal que D C .

Se supone que, bajo ciertas hipétesis de regularidad sobre §2; el problema (2.1) tiene
solucién dnica suficientemente regular para que tengan sentido (2.2)-(2.4).

El problema de disefio éptimo consiste en determinar un abierto 2* en una familia

Qa4 de abiertos “admisibles” tal que
(2.5) J(Q%) < J(Q) V€ Qqa,

denotando J de manera genérica una de las tres funciones (2.2)—(2.4).

El problema (2.5), no es mas que un problema de control, en el cual la variable
control es la forma geométrica de un dominio. En consecuencia, al tratarse de un
caso particular de problema de optimizacién, interesa obtener, en el marco de (2.5),
resultados de o

i) Existencia de un dominio éptimo.

ii) Caracterizacién del é de los dominios éptimos.

iii) Construccién de algoritmos que calculen dominios 6ptimos.

Es bien sabido que los problemas i1) y iii) estdn intimamente ligados al conoci-

miento de una derivada de la aplicacién
NEQuqa— J(2) ER.

Esta Memoria est4 centrada en el estudio de la existencia y del célculo de esta derivada.
No obstante, damos en este Capitulo unas breves ideas sobre los demas aspectos de los
problemas de disefio optimo. ‘ o

En los problemas de control usuales, el control pertenece en general a una parte de
~un espacio normado, y se utilizan las propiedades de continuidad de J sobre este espacio
para analizar i) y las de derivabilidad para ii) y iil). En los problemas de disefio éptimo,
también llamados de control geométrico, la dificultad radica en que, en general, no se
dispone de una estructura de espacio vectorial adecuada sobre las familias de dominios
admisibles, para asi poder aplicar la teoria general. Esto nos obliga a restringir las
familias consideradas en cada caso y a dotarlas de topologias convenientes. La obtencién
de resultados va a depender evidentemente de la clase de dominios con los que operemos.
La eleccién de esta clase debe responder a dos imperativos contradictorios: por un lado,
es necesario que sea bastante reducida para que admita un dptimo y mds reducida aun

para que exista la derivada del funcional J; por otro lado, debe ser suficientemente
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amplia como para que contenga a los dominios que se presentan en la practica. Las
consideraciones anteriores hacen que los resultados que se obtienen sean sélo parciales

¥y, en particular, la unicidad de solucién dificil de probar.

2.2 Existencia de solucién

Sea Q2,4 una familia de abiertos “admisibles” de R"; supongamos que para cada
! € Qqq el problema de contorno (2.1) posee solucién tnica 2(§2) en un espacio de
Hilbert V(), asociado al dominio €, de forma que estd bien definido alguno de los
funcionales (2.2)-(2.4) y consideremos el problema (2.5).

Con el fin de analizar la existencia de solucién de (2.5), necesitamos tener dotado

2,4 de una topologia; denotamos
Qr — Q2 en Nuq

la convergencia de la sucesién de dominios (§2;) hacia Q en esta topologia. Asimismo,
precisamos de una nocién de convergencia de una sucesién (z;) de funciones definidas,

para cada k > 1, en {2 a una funcién z definida en ; denctamos
ZE — Z

esta convergencia.

Consideremos el conjunto
G = {(Q,2(M)) |2 € Qaa},
y supongamos que tenemos dada una funcién
- (Q,2) € Qg x V() — I(Q,2) € R,

de forma que para todo € Q44 se verifica J(Q2) = I(£, 2(2)). Hacemos las siguientes
hipétesis:

Hipétesis (H1): G es compacto en el sentido siguiente: Si () C Q44 es una
sucesion arbitraria, existe una subsucesion, también denotada (Qk,z(Qk))) y un ele-
mento (2, 2(§2)) € G, tal que

Qp — £,

2(8k) — 2(2),
cuando k — co. &

Hipdtesis (FH2): I es semicontinuo inferiormente (s.c.i.): Sea, por un lado, ()

una sucesion contenida en §2,4 y sea §2 un dominio de §1,4 de forma que Q; — §2; por
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otro lado, sea (z) una sucesién tal que para cada k > 1 se tiene zx € V{(§); si z € V(Q)
y zr — z, entonces
liminf I(Q,2x) > I(2,2) ™

En [28] se prueba el siguiente

Teorema 2.1 Si se verifican las hipétesis (H1) y (H2), entonces existe al menos
una solucion % € Q.4 de (2.5).m

2.3 Familias de dominios. Compacidad

Hemos visto en la Seccién precedente que la Demostracion de existencia de solucién
precisa fijar una topologia en 2,4 (de hecho, fijar una nocién de convergencia) y la
compacidad de §2,4 para esta topologia. En esta Seccién, realizamos el estudio particu-

larizado correspondiente para algunas familias de dominios.

2.3.1 Abiertos de frontera Lipschitziana

La siguiente Definicién es debida a Neéas [37]:

Definicién 2.2 Sea Q un dominio acotado de RY. Se dice que la frontera de Q,

0Q, es continua, si existen

unos numeros y >0, >0,

unos sistemas ortonormales de coordenadas (xj,, Tj,...... sy Tjn)
(en breve (z5,2;5)), =1, 2,...,.M, y

funciones ¢;, definidas y continuas en las clausuras de los cubos
Aj={z}¢€ RN=Y |zl <vyparai=1, 2,..., N—1},

de forma que cada punto z € O puede ser representado en alguno de estos sistemas

bajo la forma z = (2}, p;(z})) y se verifica
{(zhzin) |25 € A, 0i(a5) < wjy < @iaj)+ B} CQ

— ‘ N A
{("E;‘):EJ'N) lx’] € Aj, Wj(xlj) —-B<zjy < <Pj($;') } CcRY\Q,
para todo 3 =1, 2, ... , M.
Se dice que Q es de clase C™", h € (0,1], si las funciones ¢; pertenecen a
Cc™h(A;), para cada j =1, 2, ..., M. _
Se dice que Q es de clase W™, si las funciones ¢, pertenecen a W™™(A;),
para cada j =1, 2, ..., M. Cuando m =1, diremos que § es Lipschitziano (también

llamado grafo-Lipschitziano, globalmente Lipschitziano o Lipchitz-continuo)m



2.3. Familias de dominios. Compacidad. ‘ 13

Representamos cada punto z de RN en la forma z = (2', 2 ); se denota.

RY ={z ¢ R"|zy > 0},

2.6 -
(26) RY ={z ¢ R" |zy > 0}.

Dado un dominio G de R cuya interseccién con {(z',zn) € R |zn = 0} es no vacia,
denotamos

Gt =GnRY,
(2.7) (0&)* =(0G)NRY,
I'o(G) =G n{z € R |zy = 0}.

Con la notacién anterior, se tiene que la Definicién de dominios de clase W™,
m 2 2, es equivalente a la que sigue (cf. [36], [26]): ,

Definicién 2.3 Sea Q un dominio acotado de RY™. Se dice que 2 es de clase

Wmieo 31, para cada punto x € 0S), existen

un entorno U de x,

un entorno ¥V de 0, en RV,

un difeomorfismo W :V — U de clase W™

(i.e., ¥ biyectiva, ¥ € W™>(V), ¥~1 ¢ W™(l) ),

tales que

¥(0) = =, ¥ (To(V)) =09nU, T(Vt)=Q nUm

Para m = 1, existe un ejemplo (cf. [36]), debido a Zerner, de un dominio que verifica

la condicién anterior y que no es Lipschitziano.

Dado que {2 es acotado, se tiene que O§) es compacto. Por tanto, cuando 2 es de
clase W™ existen

abiertos Uy, Usy,..., Uy que tecubren a OS2,

bolas Br; = B(0,R;), j =1, 2,..., M, en RV,

difeomorfismos W/ : Bpr; — U de clase W™, 5 =1, 2,..., M,
(i.e., para cada j =1, 2,..., M, W’ es biyectivo,

Wi W™R(By) y (T) € W) ),

tales que, para j =1, 2,..., M, se tiene

W(Ty(Br,)) =0QN0U; y  W(BE)=Qny,
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Ahora, dado un abierto Ups4q tal que Upr1q C Ny  C U;}CI__TIUJ', tendremos un

recubrimiento abierto finito de §2. Por tanto, existe una particion de la unidad en §)
asociada a este recubrimiento, es decir, existen M + 1 funciones 71, n2,..., 7ar+1, que

verifican
UjED(Uj), OSUjS]-’ enuj, 1<j<M+1,

M+1

Z ni(z) =1 vz € Q.
7=1
2.3.2 Abiertos con la propiedad interior del cono restringido

La familia de abiertos que describimos a continuacién fué introducida por Chenais
en [12]:

Definicién 2.4 Sean h > 0 y 8 € (0,7/2) dos nimeros dados, y & un elemento de

RY tal que |¢] = 1. Liamaremos cono de dngulo 0, altura h y eje & al conjunto

C(&,0,h) ={z e R |z-£> |z|cosb, |z| < h}m

Definicion 2.5 Sean 6 € (0,7/2), h >0, r > 0 (2r < h) tres nimeros dados. Un

subconjunto Q de RV se dice que satisface la propiedad interior del cono cuando
Ve €0, 3C, =C(&,6,h),

con§ de dangulo 6 y altura h tal que
Vy € B(z,r)NQ, y+C,CN

(B(z,r) denota la bola de centro x y radio r).m

Definicién 2.6 Sea O un abierto acotado de RY. II(8, h,r) es la familia de todos
los abiertos contenidos en O que satlisfacen la propiedad interior del cono descrita en la

Definicién anterior.m

Definicién 2.7 Sean (%) y @ dominios de II(6,h,7), y denotemos por x(),
k>1, y x(Q), respectivamente, sus funciones caracteristicas. Diremos que {1 converge
a2 enII(6,h,7) s

x(%) = x() en L2O)m
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Es inmediato que ésta es la convergencia en II(6, h,r) asociada a una topologia

métrica. Para ello, basta introducir la siguiente distancia en II(6, k,7):
d2 (01, 8) = [|x(£21) = x(22)llo, 50 V€, Q2 € II(0, A, 7).

En lo sucesivo, II(6, h,r) designara al mismo tiempo el conjunto de los abiertos de O
que satisfacen la Definicién 2.5 y también el espacio métrico obtenido cuando éste se
dota de la distancia dy(+,-). En [12] se prueba el siguiente

Teorema 2.8 II(8,h,r) es compacto. m
Sean v y k dos nimeros positivos dados; denotamos Lip(~, k) el conjunto de todos
los abiertos §2 de clase W1 para los que se pueden tomar todos los sistemas de referen-

cia considerados en la Definicién 2.2 con las mismas constantes y > 0y # = ky(N — 1)1/2

y todas las funciones Lp? con norma en T/V1'°°(A§’) acotada por k. Se prueba en [12] el
siguiente resultado: ‘ '

Teorema 2.9 i) Para todo 6, h, r, existen v, k, de forma que
" I1(6, h, 1) C Lip(v, k).
ii) Para todo v, k, existen 8, h, r, de forma que

Lip(y, k) C II(8,h,7). m

Se deduce el siguiente

Corolario 2.10 Lip(y, k&), dotado de la distancia da(-,-), es un espacio métrico
compacto. W '

2.3.3 Abiertos homeomorfos entre si

Describimos en este apartado ciertas familias de abiertos homeomorfos entre si
introducidas por Murat-Simon en [36]. Se denota W™>°(R"), donde m > 0, el espacio
usual de Sobolev y W™*¢(R™) el espacio vectorial

W™ERN) = {u]| D*u € L®(RY)NC(R"), Va, 0 < |a| < m}.

Aqui, C(R") es el espacio de las funciones uniformemente continuas de RY en si mismo.
En lo que sigue o serd un indice que puede tomar los valores co 6 ¢; se denota de manera
genérica W™ (RN) uno de los espacios W™ (RN) 6 W™(RV).
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Se prueba en el Cap. II de [36] el siguiente

Lema 2.11 Fiyados m > 1 y o, eziste €m > 0 tal que, st u € W™ (RV) y
lullm,coRN < €m, entonces
i) I+ u es una biyeccion de RN en sf mismo;
i) (J+u) ' =T e W™H(RN);

iil) Eziste una constante ¢, tal que

”(I + u’)—l - I“m,oo;RN < tm ”u”m,oo;RN .

Para cada m > 1y 0 = 0o 6 & denotemos V™7 el entorno de 0 de radio €,, en
Wm™r(RN), i.e. el conjunto

V™o = {ue W (RY) [l mecory < €m}),

donde €,, > 0 estd dado por el Lema precedente. Fijado Q@ C R¥, se considera la
familia de conjuntos

DI = {Q +ulue v},

donde, por definicién, ,
Q@+u={z+u(z)|z e R"}.

En [36], se prueban numerosas propiedades de esta familia de dominios. Se define all{

una pseudo-distancia, dada por

dm,a(Q],QZ) = lnf{ “u“m,oo;RN + ”(I + u)—l - I“m,oo;RN Ill € Vm,o', Ql +u= Q2 },

para (01, Q, € ’Dg '?. También, se recurre a la distancia de Hausdorff entre subconjuntos
de RY (recuérdese que

disty (A,B) =sup inf |y—z|+ sup inf |ly—=z
i ( ) zeiyeB I | zEIL)? yGAI |

para A, B C R" acotados) y se prueba que disty es una distancia sobre Dg '? cuando
@ es cerrado y también cuando Q = int (@) (el interior de la adherencia de ). Ademés,

se verifica el siguiente

Teorema 2.12 Se supone que Q es un abierto 6 un cerrado de RN y que es aco-
tado. Sean @Yo € Dg’a yr > 0. _

i) Sea m 2 2; de toda sucesion (Qr) C DY’ tal que dm,o(Qk, Qo) < 1, se
puede eztraer una subsucesidn convergente en Dg_l'é hacia un Q* € 'Dg’w tal que

dm,oo(Q*y QO) S r.
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ii) De toda sucesion (Qr) C Da’a tal que di,-(Qk, Qo) < 1, se puede eziraer una
subsucesidn (Qr+) convergente hacia un Q* € 'D}jw tal que dy,00(Q*, Qo) < 1 en el
sentido siguiente:

sup { disty (Qr,Q"), disty (8Qw,08Q*); disty (RN \ Qr,RN \ Q*)} — 0,

cuando k' — oco.m

Este Teorema muestra que las dp, o, bolas provistas de la pseudo-distancia dp, -1z

sim > 2 6 de la distancia de Hausdorff si m > 1 son compactas.

2.4 Continuidad del funcional

Para probar la continuidad (o semicontinuidad inferior) del funcional coste J, se

traslada el problema a un dominio fijo utilizando una de las dos estrategias siguientes:

i) Método del cambio de variables: Se aplica cuando la familia de abiertos

admisibles con la que operamos estd formada por abiertos homeomorfos a uno dado €,
es decir,

Qg = {T(Q) |T € ’]-;.d}’

~donde 7,4 es una familia de difeomorfismos admisibles. Por ejemplo, el problema de
disefio éptimo (2.1)-(2.2), es reescrito como un nuevo problema de control donde la

variable es T, la ecuacién de estado coincide con un problema de contorno en §

Apzp(2) =0 en Q,
Brzr(2) =0 sobre 99

y el coste es

JQ(T)=LCT(ZT(Q))d$.

De las propiedades de continuidad de AT, Br y Cr, se deduce la continuidad de J. Para

algunos casos particulares donde se aplica este método, véase [35] y [36].

ii) Método de la prolongacién: Se introduce una prolongacién £(§2) de 2(£2) a
todo un abierto @ que contenga a todos los dominios admisibles, y una “prolongacién”

asociada C del operador C de forma que se tenga

19 = [ x@)EE) s,

donde x(£2) es la funcién caracteristica de §2. Si Z(£2) y x(§2) dependen continuamente

de Q para topologias convenientes, se tiene la continuidad de J.
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Para algunos ejemplos de aplicacién, véanse los trabajos de D. Chenais, E. Fernan-
dez-Cara, J. Haslinger, P.Neittaanmaki y O. Pironneau ({10, 12, 18, 19, 28, 39, 40, 41})
y las referencias que se dan en ellos. Este método requiere, en general, menor regula-
ridad sobre los dominios considerados, pero no siempre se dispone de una prolongacién
adecuada.

Mds adelante, cf. las Secciones 5.1 y 7.5, analizaremos casos particulares intere-

santes cuya funcién coste es semicontinua inferiormente.

2.5 Derivabilidad del funcional. Aplicaciones

Una vez probada la existencia de dominio 6ptimo, nos interesa su caracterizacion.
Si se desea tratar este problema paralelamente a como se hace en teoria de control
optimo, serd necesario elegir un cuadro conveniente para expresar la idea de “variacion”

del coste respecto del dominio. En otras palabras, hara falta dar un sentido a la frase
“Q — J(Q) es diferenciable en Qp”

¥, para ello, definir sin ambigliedad el concepto de “proximidad” entre dominios. Esto
suele conseguirse recurriendo a alguno de los tres métodos siguientes:

i) Método de los incrementos sobre la normal: Introducido por Hadamard
en [27], ha sido utilizado por diversos autores, entre los que destacamos a E. Fernandez-
Cara, A. Marroco y O. Pironneau (cf. {18, 19, 33, 39, 40, 41}). Dado un dominio admi-
sible (g, el método consiste, esencialmente, en convertir la dependencia de J respecto
de 2 cerca de §y en una dependencia respecto de una funcién escalar a : 9§y — R.
Asi, para cada « (suficientemente regular y “pequeiio”), se considera el correspondiente

dominio 2, cuya frontera es
00 = {z + ang(z) |z € 0}

(ng = ng(z) es el vector normal unitario en z orientado hacia el exterior de §); se
parte de la base de que 2, y §2g son “préximos” si y solo si | — B| es “pequefio” y se

estudia el comportamiento de la funcién

en un entorno de 0.

ii) Método de las variaciones de la funcién caracteristica: Introducido
por J. Céa, A. Gioan y J. Michel en [9], ha sido utilizado también por D. Chenais
(cf. [10, 12]). Ahora, con ayuda de las funciones caracteristicas x(§?) asociadas a los

diferentes dominios admisibles (que se suponen incluidos en un mismo abierto O), es
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posible reescribir el problema de disefio 6ptimo como un problema de control en los
coeficientes. La proximidad de dos dominios equivale en este caso a la proximidad de

sus funciones caracteristicas (en el sentido de la norma en L!(©)). Para

Xad = {X(Q)IQ € ‘Qad}a

todo se reduce a estudiar el comportamiento (local 6 global, hasta donde se pueda) de
una funcién definida en X, 4.

ili) Método de las variaciones distribuidas (representaciones por difeomorfis-
mos proximos a la identidad): Introducido por P. R. Garabeddian y M. M. Schiffer en

[23], ha sido utilizado por F. Murat y J. Simon. Este método sera el utilizado en este
trabajo.

En relacién con el método de las variaciones distribuidas, se considera un dominio

" inicial denotado §2 y se supone que la familia de dominios admisibles viene dada por
) ‘Qad ={Q+u|u€W},

con

W =V5 = fue WH(RM) | |lullk cory < e}

para k, o y €, convenientemente elegidos. Esta eleccién dependerd de la regularidad que
deban tener los dominios considerados; en general, los resultados conocidos de existencia
de solucién de problemas de contorno exigen que los dominios sean de clase Wk con
k > 1, por lo que habra que pedirles al menos esta regularidad. Por tanto, u debera
ser tal que para todo Q de clase W% Q + u siga siendo de clase W, Sefialemos
que, cuando k > 2, esto se consigue tomando u en W**°(RY). Sin embargo, si  es
de clase W y u € WH(RY), no siempre se verifica que §2 + u es de clase W™,
hace falta imponer u € WHE(RY).

Para cada u € W, se considera el problema de contcrno

Az(Q4+u)=0 enQ+u,
Bz(2+u) =0 sobre Q2+ u

y, para fijar ideas, la funcién de coste

J(Q+u) = /n+u C(2(82 + u)) dz.

Estaremos interesados en las variaciones de la funcion

u— J(Q 4 u)
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en un entorno de u = 0; mas concretamente, nos interesa calcular los términos de un
desarrollo del tipo

J(Q+u) =J(Q) + J'(2;u) + 6(u)
que sea valido cuando ||ul| c.r~ sea pequefia de forma que

u — J'(£2;u) es lineal y continua,

6(u)

Tl g — 0 cuando [lufli comy — 0.

En otras palabras, lo que pretendemos es probar que existe la derivada-Fréchet J'(§2; )
de la funcion

u— J(Q+ u)
en el punto u = 0, asi como calcularla. Si J'(£2;-) existe, tendremos que

) d
J'(§;) = o J(Q + v)|v=o0

estéd en el dual del espacio de Banach W**°(RV) y, para cada u € WF°(RY),

d d
J'(§ha) =< o J(Q + v)|v=g,u >= n J(§2 4 tu)]s=0 € R.

Indiquemos brevemente la estrategia elegida en esta Memoria a tal fin (por simplicidad,
volvemos a suponer que J viene dado por (2.2) y escribimos C en vez de C;):

i) Se realiza en la integral un cambio de variables que transforma {2 + u en {2:

J(Q+u)=/

: (ce(+w)o I+ u)) Jac (I + u) dz.

Previamente se habrd probado la diferenciabilidad de la aplicacién u — Jac (I + u).

ii) Se prueba la diferenciabilidad de la aplicacién u — z2(Q@ + u)o (I + u) y, a
partir de ella, se deduce la de u — C{2(Q + u)) o (I + u). Con ello, se tiene probada la
diferenciabilidad de u — J(Q + u).

Una vez calculada J'(£2;-), es posible utilizarla para obtener condiciones de opti-

malidad. En efecto, supongamos que un dominio 2* minimiza J, es decir
J(*) < J(Q) VQ € Qaua

¥y que Qqq contiene todos los dominios 2*+u con u € W™°(R") de norma ||ul|, cor¥
suficientemente pequena. En particular, para cada t > 0 pequefio y para cada u en
W™®(RN), debe tenerse

J(Q%) < J(Q* + tu)
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Entonces, para todo u € W**°(RN) se obtienen las desigualdades
tJ'(Q%;u) + 6(tu) > 0,

que deben ser validas si ¢t > 0 es suficientemente pequefio. Dividiendo por ¢ y pasando

al limite cuando ¢ — 0, se llega facilmente a las desigualdades
J(Q%5u)>0 Vue Who(RN).
Dado que J'(£2*;-) es lineal, se concluye que
J'(u) =0 Yue WheRN),

que es la condicién necesaria de optimalidad para Q*. Por tanto:

a) Conocidos Q* y J'(Q*;-), tenemos una manera de averiguar si §2* no es un
dominio 6ptimo, es decir un dominio que minimiza J.

b) Si pudiéramos determinar todos los * “admisibles” para los que se cumple la
condicion de optimalidad, encontrariamos los posibles dominios optimos.

c¢) Toda consecuencia de la condicién de optimalidad es una condicién necesaria de

optimalidad, es decir, es algo que debe verificar un 2* que haga minimo a J en Q44. -

También nos interesaremos por el calculo de una expresién sencilla para J'(£2;-);

mas concretamente, nos interesara obtener una expresién tal como

/ F(2(2),w) un dS,
aql

donde w es la solucién de un problema de contorno que no depende de u (el problema
adjunto) y up es la componente normal de u; con una expresién de este tipo, podran
ser determinadas las direcciones de descenso cuando se aplique un algoritmo de tipo

gradiente para el calculo del dominio 6ptimo.

2.6 Aproximacién numérica

Para terminar este Capitulo, indiquemos que el calculo del dominio 6ptimo sélo
podra hacerse, en general, de manera aproximada mediante un procedimiento numérico.
Nosotros, en esta Memoria, no trataremos este aspecto; solo sefialamos que existe una
gran cantidad de trabajos relacionados con este tema, entre los que destacamos los de
E. Fernandez-Cara, A. Marroco, O. Pironneau, J. Haslinger y P. Neittaanmaki (cf. [18,
19, 28, 33, 40, 41]) y las referencias en ellos dadas.



CAPITULO 3

Algunos resultados técnicos sobre di-
ferenciaciéon

En la Seccién 2.5, hemos dicho que, con vistas a obtener las propiedades de dife-

renciabilidad del funcional J, consideraremos una familia de dominios admisibles
Qod = {2+ u|u e W},

con

W = {ue W (RY) | [|ullx,oomn < e}

para k, 0 y € convenientemente elegidos, teniendo asi definidos los dominios 2 + u, los
estados z(u) = z(2 + u) y los valores reales J(u) = J(§2 + u).

En este Capitulo, estudiaremos la diferenciabilidad de la aplicacién
u — z(u)

y de la funcién

u— J(u).

Omitimos todas las Demostraciones, que pueden ser consultadas en las referencias
[36, 43, 44, 45, 46]; para un estudio detallado y acorde con la notacién aqui utilizada,
véase [47] y [6]). '

En la Seccién 3.1, presentamos algunos resultados de diferenciabilidad de funciones
compuestas definidas en todo RN. En la Seccién siguiente, se introduce el concepto
de derivada local de funciones definidas en conjuntos variables y se da una condicion
suficiente de existencia de esta derivada. En la Seccién 3.3, se deduce un problema
de contorno verificado por la derivada del estado, a partir del problema verificado por
éste. Haciendo uso de los resultados de la Seccién 3.2, se prueban los resultados sobre
diferenciacién de integrales de volumen e integrales de superficie en las Secciones 3.4 y
3.5. Por dltimo, presentamos resultados sobre la existencia de una prolongacién dife-
renciable del vector normal exterior, a partir de los cudles es posible deducir resultados

relativos a problemas con condiciones de contorno naturales sobre la frontera.
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3.1 Derivacién de aplicaciones compuestas definidas
en todo el espacio

Con caracter general, cuando se hable de la derivabilidad en 0 de una aplicacién

u — H(u) definida de un espacio normado E en otro espacio normado F, en la férmula
H(u) = H(0)+ H'(u) + 6(u)

se entenderd que 6(u) es un término que verifica

f(u)

— 0 en F cuando || u||g— 0.
lulle

Por otra parte, en las férmulas que siguen, los simbolos C, C}, etc... designan
sucesivas constantes positivas. En lo que sigue, [ai;] denota la matriz cuadrada de
orden N cuyas componentes son las a;; , 1 < 1,57 < N. En particular, Id = [§;;] denota

la matriz identidad de orden N. Denotamos, por simplicidad, || - ||x la norma en el
espacio WF(RN),

3.1.1 Algunos resultados previos

Cuando se realicen cambios de variables en integrales, se hara uso de la funcién

u — Jac (I + u). Respecto de la misma, tenemos el siguiente

Lema 3.1 Sea k > 1. La aplicacién

u — Jac(I + u) = det [Dj(I + u);], definida de
ch,oo(]RN) en Wk-—l,oo(RN),

es derivable en 0. Su derivada en la direccidon u es div u. W

También compondremos con (I + u) funciones que aparecen bajo el signo de

derivacién. En relacién con estas composiciones, tenemos el resultado siguiente:

Lema 3.2 Para u€ WR°(RN), k> 1, lullk <1/2y f € WIL(RN), se tiene

(grad f)o (I +u) ='[D;(I +u);] 'grad (fo(I+u)). =

Otro resultado de caricter técnico que necesitaremos con posterioridad es el que

sigue:
Lema 3.3 Sea k > 1. La aplicacion

u —"[D;(I +u);]™!, definida de un entorno de 0
en WE(RN) con valores en W¥1°(RV),
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es derivable en 0. Su derivada en la direccidn u es —*[Dju;]. m

De hecho, se demuestra en [36], pag. IV.8, que la aplicacién del Lema anterior es
continuamente diferenciable en todo un entorno de 0.

Del Lema 3.3 precedente se deduce el siguiente

Corolario 3.4 Eziste una constante C > 0 tal que, para cada u € WH(RN) con
llulli < 1/2, se verifica la desigualdad

|Jac (I +u) Yo < C+ 6(u). m

3.1.2 Continuidad y diferenciabilidad de funciones compuestas

Se tienen los siguientes resultados relativos a la aplicacién

u— fo(l+u).

Lema 3.5 Para f € L"(R"M), 1 <r < o0, la aplicacidn

u— fo(l+u) definida de
WHU(RN) en LT(RV)

es continua en 0. |

Nota: En la Demostracién del Lema precedente, se obtiene, entre otras cosas, la
desigualdad

(31) “f o (I + u) - f”O,r;RN < C ”u”() ||grad fllO,r;E":

para cada f € WH"(RY) y para cada u € W'°(RY), con norma ||ul|1,c0;0 suficiente-
mente pequena. &

En [36], pag. IV.9, se prueba una generalizacién del Lema anterior al caso en que
fewm (RY, m>1yue WH(RM) con k > sup {1,m}. Ademas, la aplicacién
u — fo (I + u) no sdlo es continua en 0, sino que de hecho lo es en todo punto de
WHEe(RN),

En lo que sigue, cuando utilicemos la expresién “derivable en 0”, nos estamos

refiriendo, a menos que se advierta lo contrario, a la derivabilidad-Fréchet.
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Proposicién 3.6 Sean f € W™T(RM), m > 1 un entero, 1 <r < 00 y k un

entero no inferior a sup{l,m — 1}. La aplicacidn

u— fo(l+ u) definida de
Wk,oo(]RN) en Wm——l,r(RN)

es derivable en 0. Su derivada en la direccién u es u-grad f. m

Cuando r = oo, la Proposicién 3.6 continda siendo cierta bajo la hipétesis adi-
cional f € C™(RY). Esta condicién de regularidad es necesaria para poder utilizar un

argumento de densidad sobre el que reposa la Demostracién.

Cuando f depende de u, se tiene

Proposicién 3.7 Sean f: WE(RN) — Wmr(RN), k>m>1,1<r < oo,

tales que la aplicacidn

u —s f(u)o (I +u), definida de WF(RN)
en W™ (RY), es derivable en 0,

con derivada en la direccién u denotada f(u).

Entonces
u — f(u), definida de WF°(RN) en Wm—L7(RN),
es derivable en 0, con derivada en la direccion u

f'(u) = f(u) — u-grad f(0). m

Este resultado generaliza en cierto modo la Proposicién 3.6. Ademés, el resultado
es clerto con r = oo si se hace la hipdtesis adicional

f(0) € C™(RY).

3.2 La derivada local de una funcién deﬁmda en un
conjunto variable

Dado un abierto ¢ RY, estamos interesados en la “diferenciabilidad” en el
origen de la aplicacién u — z(u), con z(u) definida en el abierto 2 + u, para cada
u e WE(RN) (k> 1). Una funcién de este tipo no puede ser derivada respecto de
u en la forma habitual, debido a que su dominio de definicién varia con u. Por ello,
estudiaremos la diferenciabilidad de sus restricciénes a determinados abiertos w en los
que esté definida z(u) para todo u de norma ||uf|; suficientemente pequefia. A partir

de estas restricciones, serd posible definir la “derivada local en el origen” (en todo ().
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3.2.1 Definicién de la derivada local

Sea € un abierto de RY. Para todo u € Wk’°°(]RN) con k > 1 de norma sufi-

cientemente pequefia, {2 + u es un abierto de RYN. Sea u — z(u) verificando lo que
sigue:

(Hy) Para cada u € W5(RM) tal que |ju|| es suficientemente pequeiia,
! zZ(wW) e W™ (Ql+u),conk>m>1y1<r<oo

Se denota por w CC 2 la inclusién completa de w en §2, es decir @ C Q.

Dado w CC €2, se toma u € Wk‘°°(]RN ) de norma suficientemente pequefia para
que sea w CC 2 + u. Entonces z(u) estard definida en w y tendra sentido hablar de la
diferenciabilidad en el origen de la funcién u — z(u) |,,.

Definicién 3.8 Se dice que la aplicacién u — z(u) tiene una derivada local
(6 bien, que es localmente derivable) en el origen si, para cada abierto w CC 9, la
correspondiente aplicacion u — z,(u) = 2(u) |, que estd definida en un entorno de
0 en WE°(RN) y toma valores en W™ (w), es diferenciable-Fréchet en el origen. En
tal caso, la derivada local en 0 en la direccidn u, que denotaremos z'(u), estd definida
en todo el dominio Q para cualquier u € WH(RN):

z'(u) = Dz,(0)u = %zw(tu) lt=0 en w, para cade w CC §,

donde Dz,(0) es la derivada-Fréchet en el origen de u — z,(u) (naturalmente, una
aplicacién lineal continua de WH°(RV) en W™ (w)). m

3.2.2 Una condicién suficiente de derivabilidad local
Con u — z(u) verificando (H;), hacemos la siguiente hipotesis:

u — z(u) o (I + u), definida de un entorno de 0 en Wk (RN)
(Hz) en W™7(82), es derivable en 0,
con derivada en la direccién u denotada z(u).

A z(u) le llamaremos derivada total de la aplicacién u — z(u) (en el origen) en la

direccién u.

‘Se tiene el siguiente resultado relativo a la existencia de derivada local:

Teorema 3.9 Supongamos que se tiene (Hy) y (Hy). Entonces, para cada w CC {2,

la aplicacion

un entorno de 0 en WE(RYN) con valores en W™~ (w),
es derivable en 0.

u — z(u) |o, considerada como aplicacidn definida de
(3.2)
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Su derivada en la direccion u estd dada por:

Z'(u) = z(u) — u-grad 2(0). m

El resultado precedente es similar a la Proposicién 3.7, que analiza el caso en que
2 = RY. Mientras que alli z(u) era diferenciable en todo RN, aqui 2(u) es sdlo

localmente diferenciable en 2, ya que z(u) no estd en principio definida en todo 2.

El Teorema 3.9 proporciona una condicién suficiente de existencia de la derivada
local 2'. Generalmente, z(u) es la solucién de un problema de contorno en Q + u. Se
probara que, cuando existe, z'(u) estd obligada a ser solucién de un segundo problema
de contorno deducido del anterior. Por otra parte, la existencia de 2(u) debe ser probada |
para cada caso concreto.

3.2.3 El caso de las distribuciones

Dadas f € W™ (Q+u) y u € WF°(RN), |lullx < e, donde ~k+1<m <0y
1 <r < o0, se define la distribucién transportada f o (I + u) mediante la férmula

<fo(I+u), ¥ >g=<f, Vo(I+u) ac((I+u)™!) >qtu
{v\y e W™ (Q)
donde % + ;17 =1y < -,- > denota la dualidad entre W™ y Wo_m’rl.

Esta definicién tiene sentido, ya que, por el Lema 2.11, (I4+u)~! est4 en W5 (RY)
¥, por tanto, ¥ o (I +u)~ Jac (I +u)~! € W, ™" (2 + u). También necesitaremos més
adelante utilizar fo(I+u) para f € L'(Q+u). Obsérvese que, en este caso, la definicién
de f o (I + u) es “standard” y, ademads,

<fo(I+u), ¥>q=<f, Vol +u)y"Yac(I+u)™! >gtu
V¥ e L™Q). '

Andlogamente a como se ha hecho anteriormenteenelcasok>m > 1,1 < r < o0,

se puede probar el siguiente

Teorema 3.10 El Teorema 3.9 es cierto cuando m <0, 1 <r < oo y k > |m|+2.

En el caso limite m =0, r =1y k > 2, el Teorema 3.9 es cierto si se sustituye en

(3.2) W,;c“(ﬂ) por (C3(2)), el espacio dual de

Ca(2) = {¥ € C(Q)]|s0p ¥ C N es compacto },
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que se supone dotado de su topologia habitual. En otras palabras, en este caso, para
cada abierto w CC {2, se tiene que la aplicacién

u — z(u) |o, definida de un entorno de 0 en W**°(RN)
en (C'(®))', es derivable en 0.

3.3 Diferenciacién de un problema de contorno de tipo
Dirichlet

Hemos dicho antes que, habitualmente, z(u) es la solucién de un problema de
contorno definido en 2 + u. Partiendo de la existencia de derivada local en el origen,
deducimos en esta Seccién el problema de contorno del cual es solucién 2'(u) para cada u
cuando las condiciones de contorno son de tipo Dirichlet. En la Seccién 3.7 analizaremos

otras posibles condiciones de contorno.

3.3.1 Diferenciacién de la ecuacién

Se tiene el siguiente

Teorema 3.11 Se supone que se tiene (H1) y (Hz). Sean f € D'(RN) y A un
operador que aplica de forma lineal y continua W™~1"(w) en D'(w) para cada abierto

w C RN y verifica la condicidn siguiente:

Para cada u € WH(RN),
(3.3) tal que ||ul|x es suficientemente pequeria,

Az(u) = f en D'(2 + u).

Entonces, la derivada local en el origen de u — z(u) en la direccidn u, denotada z'(u),

verifica:

AZ(u)=0 enQ. m

Mas generalmente, en las condiciones de este Teoreméx, si A, definido de W™ 17 (w)
en D'(w) para cada w CC RY, es un operador derivable-Fréchet en todo punto y se

verifica (3.3), entonces se tiene

DA(2(0);2'(n)) =0 en D'(Q).
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3.3.2 Diferenciacién de la condicién de contorno

Se supondra ahora que se cumplen las hipétesis (Hy) y (Hz) con m =r = 1, es
decir:

ko0 N
(H) {Para cada u € WH*(RY), k > 1, tal que |uljx

es suficientemente pequefia, z(u) € WH(Q2 4 u),

u — z(u) o (I + u) definida de
(Hy) un entorno de 0 en WX °(RN) en WH1(Q),
es derivable en 0, con derivada en la direccién u denotada z(u).

Se tiene el

Teorema 3.12 Supongamos que § es un dominio de clase W1, que se verifican
(Hs) y (Hy4) y que, ademds,
2(0) € W>1(Q),

Para cada u € Wk'°°(]RN)

(3.4) (resp. WHE(RN)) si k> 1 (resp. si k= 1)
tal que ||ullr es suficientemente pequena,
z(u) = 0 sobre 902 + u.

Entonces, para cade w CC Q, la aplicacidn

(3.5) un entorno de 0 en WH°(RN) en L}(w),

es dervable en 0.

{ u — z,(u) = z(u) |,, definida de

En consecuencia, u — z(u) es localmente derivable en 0 y su derivada local en 0 en la

direccién u, denotada z'(u), verifica:

#(u) € Wh(9),
0z(0)

sobre 09 (en L'(0R))

Z’(ll) = —Un
donde up = u-n y n es el vector normal unitario exterior a 1. M
La hipétesis (3.4) tiene perfecto sentido; en efecto, para u € Wk’m(RN) tal que

llulx es suficientemente pequeia, z(u) € WH1(2 4 u), es licito hablar de la traza de
z(u) y ésta es una funcién de L'(99Q + u).

Para el caso en que §2 no sea de clase W1*°(Q) y z(0) no pertenezca a W21(8), se

tiene el siguiente
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Teorema 3.13 i) Se supone que @ C RN es un abierto, que se cumplen (H3) y
(H4) v que, ademds,

z(u) € Wy (Q + u) pare cada u € WHE(RN) en un entorno de 0.

Entonces se tiene (3.5) y
2'(u) € LN (Q),

Z'(u) 4 u - grad z(0) € W (),
para cada u € WH(RN),

i) i, ademds, Q es de clase W1, también puede afirmarse que

(3.6) Z'(u)+ u-grad 2(0) =0 sobre O (en L'(0R)). m

La conclusién (3.6) nos dice que la traza de z'(u)+ u-grad z(0) es 0; sin embargo,
no estd permitido, en principio, hablar de la traza de 2'(u) ni de la traza de u-grad z(0).

Con objeto de estudiar el caso mas general en que las condiciones de contorno usan

derivadas parciales de z(u) sobre 02 + u, resulta til el siguiente

Teorema 3.14 Supongamos que se cumplen (H1) y (Hz). Entonces, la aplicacion

u — (D; z(u))o (I + u) definida de
un entorno de 0 en WEP(RN) en Wm—17(Q)

es derivable en (. m

El cilculo de (D;z)" se puede hacer teniendo en cuenta que
(Diz)'(u) = (Diz) (u) — u- grad (D;z(0)),

D;(#'(u)) = Di(2(u)) — Di(u - grad 2(0))’

(Diz)' = D;z'
obteniéndose que

(D;z) — D;iz = —Dj;u - grad z(0).

Consideremos ahora el operador en derivadas parciales

(3.7) . B= Z aaD®, con los ay € WH®(RY),
lal<b
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definido en todo R". Se supone:

(3.8) Se cumple (H;) conm=b+1, r=1.

(3.9) Se cumple (Hz) conm=b+1, r=1.

Se tiene el siguiente

Corolario 3.15 Supongamos que ) es un dominio de clase W1 que se tiene

(3.7)-(3.9) y que, ademds,
(3.10) Bz(u) =g sobre 08 + u,

para cada u € WH°(RN) en un entorno de 0 y

(3.11) Bz(0) € W(9),
donde

(3.12) g € WHHRY).
Entonces

BZ'(u) = __un?_(B_z_g);l)_-_—_g_)_ 30bre ON2. m

Una versiéon “débil” de este Corolario es como sigue:

Corolario 3.16 i) Sea & C RY un abierto, supongamos que se tiene (3.7)~(3.9)

y que, ademds, para cada u € WH°(RN) en un entorno de 0,
Ba(u) - g € WE(R+ ),
donde g € W21 (RY). Entonces
Bz'(u) + u-grad (Bz’(O) —g) € Wa' ().
i) $i, ademds, Q es de clase WH*°(Q), también se cumple que

Bz'(u) +u-grad (Bz(0) —g) =0 sobre 002. m
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Naturalmente, esta ultima igualdad tiene sentido en L'(9S). En un marco més
general, el Corolario 3.15 continta siendo cierto bajo las hipétesis (Hy), (Hz) y (3.10)-
(3.12) cuando B aplica W™ (R") en WH(RY) y cumple la condicién siguiente:

u — (Bz(u)) o (I + u), definida de un entorno de 0 en WH*(RV)
en W11(Q), es derivable en 0.

3.4 Diferenciacién de una integral de volumen

El siguiente paso consiste en estudiar la diferenciabilidad de funciones
u— J(ua Z(ll))

con

J(u,z) = /ﬂ+uC(u,z) dz.

Aqui, se supone que para ciertos k, m y r, cuando u € WH(RVN) y ||ujlx es su-
ficientemente pequefio, z(u) € W™7(Ql + u) y, ademds, C(u,z) esta bien definido y
pertenece a L!(§) 4+ u) para cada z € W™7(€ + u). Por simplicidad, en esta Seccién

sélo contemplaremos el caso particular en que C(u,z) = 2.

Teorema 3.17 Supongamos que 0 es un dominio de clase W1 y que se tiene:

(3.13) u — z(u), estd definida de un entorno de 0 en
' WEe(RN), k> 1, con valores en L'( + u),

u — z(u)o (I +u), definida de
un entorno de 0 en WH°(RVN) en L}(Q),
es deriwable en 0,
con derivada en la direccién u denotada z(u),

(3.14)

2(0) € WhH(Q).

Entonces, si k' > maz{2,k}, para cada abierto w CC {2,

(3.15) { u — z(u) |,, definida de un entorno de 0 en Wk”°°(]RN)
’ en (CH(®))', es derivable en 0;

(en consecuencia, u — z(u) es localmente derivable en 0). La correspondiente derivada

local en 0 en la direccion u estd dada por

(3.16) Z'(u) = z(u) — u - grad z(0).
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Ademds,
Z(u) € LNQ) Yue W (RN)

y la funcion
u— [o,u2(u)dz, definida de
un entorno de 0 en WE°(RN) en R,
es derivable en 0.

Su derivada en la direccién u estd dada por:

/ﬂ Z(u) do + /a _un(0) dS. m

En el caso en que £ no es de clase W1 4 2(0) no estd en WH1(Q), se tiene la
siguiente variante del Teorema anterior:

Teorema 3.18 Supongamos que se tiene (3.13) y (3.14). Entonces se cumplen
(3.15) y (3.16). Ademds, para cada u € W*®(RV), se tiene:

2'(u) € (Co ()’

2'(u) + div (u2(0)) € L}(Q).
Por wltimo, la funcidn
u-— [o,qz(u)dz, definida de

un entorno de 0 en WE(RV) en R,
es derivable en 0.

Su derivada en la direccidn u estd dada por

/Q (2'(u) + div (uz(0))) dz. m

Obsérvese que z'(u) + div (uz(0)) € L!'(Q) y, por tanto, es integrable en §; pero,

de nuevo, esto no tiene por qué ser cierto para cada uno de los sumandos.

3.5 Diferenciacién de una integral de superficie

Debido al interés que presentan ciertas aplicaciones, también es conveniente analizar
la diferenciabilidad de funciones

u — J(u, z(u)),
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donde
J(u,z) = / C(u,z)dz.
an+u

Ahora, se supone, como en la Seccién 3.4, que cada z(u) € W™"(§2 + u) y, por otra
parte, que C(u,z) estd bien definido y pertenece a W11(Q + u) (de forma que tiene
sentido en L*(9 + u) su traza) para cada z € W™"(Q+u). De nuevo, por comodidad,
restringiremos nuestras consideraciones al caso en que C(u, z) = z.

3.5.1 Algunos resultados técnicos adicionales

Sea 2 C R"™ un dominio acotado de clase W1, Recordemos que, dada u en

WH5E(RY) con |ju]|; suficientemente pequefia, se tiene que £ + u es un nuevo abierto
acotado de clase W1 Se tiene

Definicién 3.19 Dados 2 y u en estas condiciones, se llama Jacobiano tangencial

de I + u a la funcidn Jacaq (I + u), definida por:
Jacgg (I +u) = "[D;(I +u);}"" n|Jac(I+u) sobre dN.

Se verifica:

Jacog (I +u) € L=(00). m

En [36], pag. IV.27, se prueba el resultado siguiente:

Lema 3.20 S5i: Q es un abierto de clase WH™ y acotado, u € WEERN) y f es
una funcidn de L'(O2 + u), entonces

fo(l+u)e LY (80)

y ademds

/ fdS = fo(I+u) Jacsga(I+u)dS. =
an+u o0

Definicién 3.21 Sea  un cbierto acotado de clase WH™ y sea v € WH(99).
Sea v € WY (RN) una prolongacién de v a todo RYN. Se llama divergencia tangencial

de v a la funcion divaq v, dada por:
divag v =div v — (*[Dj5;] - n) - n  sobre 9.
divan v esid bien definida (i.e. no depende de la prolongacidn ¥V elegida) y, ademds,

divgg Vv € L°°(8S2). |
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Se tiene el siguiente

Lema 3.22 Sea Q un abierto acotado de clase W5 (k > 1). La aplicacién

u — Jacgg (I + u) esta: defintda de
un entorno de 0 en WEE(RN) en WE-1:20(9Q),
y es derivable en 0.

Su derivada en la direccidon u es divgg u. |

De hecho, para u € Wk’é(]RN ) de norma ||u||; suficientemente pequeiia, la funcién
u — Jacgq (I + u) tiene derivadas de orden k — 1 continuas sobre 0.

En [36], pag. 1V.34, se prueba el siguiente

Teorema 3.23 Sea & C RYN un abierto acotado de clase W2, f € W21(Q) y
u e WH(RN). Se tiene la férmula:

/ (u-grad f+ f divgg u) dS = / un( +Hf) ds.

Aqui, H es la curvatura media de 0S2. ®

Obsérvese que, cuando Q es de clase W2°°(Q), su frontera OS2 se puede representar
localmente en un cubo A de dimensién N —1 para un sistema de ejes adecuado mediante
la igualdad zy = ¢(z'), donde ¢ € W?>°(A); por definicién, la curvatura media en
(z', #(z")) viene dada por la cantidad

H(a',¢(=) = (1 + Lil7 (F4(2")) 7P
x S A5 + (22 () - 52 o (a ’)az,(w')ax, (")}

Se tiene, por tanto, que H € L*(9N).

3.5.2 El resultado de diferenciacién de una integral de superfi-
cie ’ |
Se tiene el siguiente

Teorema 3.24 Se supone que Q C RN es un abierto acotado de clase W™, que

u —> z(u) estd definida para u € WHE(RV)
con ||ul|; suficientemente pequeria
y toma valores en WH1(Q + u),
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u— z(u)o (I +u), definida de

un entorno de 0 en WHE(RN) en W11 (),
es derivable en 0,

con derivada en la direccidn u denotada z(u)

Yy que
2(0) € WH1(Q).

Entonces, para cada abierto w CC (2,

un entorno de 0 en WHE(RN) en L'(w),

es derivable en Q.

{u — 2z,(u) = 2(u)|w, definida de

En consecuencia, u —> z(u) es localmente derivable en 0. Para cada u € WHE(RN),
la derivada local 2'(u) en la direccidn u verifica

Z'(u) = z(u) — u- grad z(0)

2'(u) € L}(09).

Ademds,

U— [oqiu2(w) dS, definida de
(3.17) un entorno de 0 en WHE(RN) en R,
es derivable en 0

y su derivade en la direccion u estd dada por

/ Z'(u) dS +/ (u-grad z(0) + 2(0) divaq u) dS. =
an a0 o :

Como consecuencia, obtenemos facilmente el

Corolario 3.25 Bajo las hipdtesis del Teorema precedente, si ademds (2 es de clase

W2e(Q), se tiene que la derivada de la funcidn (3.17) en la direccién u estd dada por

: 0z(0)
»LQZ(U) dS+/aQUn(HZ(O)+ on )dS.
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3.6 Construccién de una prolongacién diferenciable
del vector normal

Si consideramos una condicion de contorno natural

z(u) n(l4+u)—g =0 sobre I+ u

0z(u)

A e S Q
G g sobre 02 + u,

donde u € W¥°(RM) y n(Q + u) es el vector normal unitario exterior a § + u, la
principal dificultad para su diferenciacién respecto de u radica en que un desarrollo del
tipo .
n(2 + u) = n(Q) + n'(2; u) + 6(u)

no tiene sentido, puesto que n(Q + u) y n(f2) estan definidos en conjuntos diferentes, a
saber 0} 4+ u y 0f), respectivamente.

Esta dificultad serd superada construyendo una prolongacién a todo R¥ de cada
vector normal, que sea derivable respecto de u.

Definicién 3.26 Sea  C RV un abierto acotado de clase C? y sea v € C1(89).
Sea & € CYRN) una prolongacién de v a todo RN. Se define el gradiente tangencial

de v como sigue:
grad 5o v =grad ¥ — (grad - n)-n sobre ON.

Aqui, n = n(Q)). Esta Definicidn se extiende por continuidad a todo v € W11 (99). Mds
precisamente, tiene un sentido hablar de grad 5o v en L'(09Q) para cada v € W12(0)
y, ademds, la aplicacidn v —> grad 5o v, definida de WH1(09) en L'(09), es lineal y
continua. ™ |

Consideramos ahora un abierto acotado 2 ¢ RN de clase C* donde k > 2; entonces

existe el vector normal exte1jior
n(Q) € C*71(89).

Para cada u € W*(RN), k > 2, tal que ||u]|; es suficientemente pequeiia, el

abierto £ + u es de clase W5 y existe el vector normal

n(Q + u) € W=1°°(5Q).

Se tiene entonces el resultado siguiente:
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Teorema 3.27 Se supone que @ C RN es un abierto acotado de clase C2.

i) Para cada u € W2°(RN) con ||ul|; suficientemente pequeria, eziste

v(u) € WH(RN)

tal que
(3.18) v(u) =n(Q+u) sobre 9N + u,
(3.19) »(0) € CY(RM)
4
ov(0)
(3.20) = 0 sobre 0.
ii) La aplicacion
(3.21) u — v(u) definida de
' un entorno de 0 en WH?(RN) en L™(RY)

es derivable en 0. Su derivada en O en la direccidn u, denotada v'(u), verifica

V'(u) = —grad 5 un sobre 00

(una igualdad en L°(OR)).
iii) La aplicacidn

3.22) u — v(u)o (I +u) definida de

(3. un entorno de 0 en WH(RN) en WH(RN)

es derivable en 0. Su derivada en 0 en la direccién u se denota v(u).

iv) Si, para cada u en un entorno de 0 en W2e(RN), N(u) € WHP(RV) es
una prolongacidn de n(Q + u) que verifica (3.18), (3.19) y (3.22), entonces u — N(u)
también verifica (3.21) y

AN (0

(323) N,(\U) + unp on

= —grad 3o un sobre 0N

para cada u € WH®(RYN). En consecuencia, la férmuls (3.23) es independiente de la

prolongacidn elegida. W

Notas: (a) La hipdtesis “Q2 es un abierto de clase W2> ” seria suficiente para
probar la existencia de las funciones v(u) € WH°(RN", asi como (3.18) y (3.22).

»
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(b) La Demostracién de los apartados i1) y iv) se hace a partir de los resultados de
la Seccién 3.2, por lo que, de acuerdo con las observaciones que siguen a la Proposicién
3.7, es necesario tener v(0) € C'(RN). Asi pues, serfa suficiente exigir a {0 que sea de
clase W%°°(Q) y alguna otra cosa que implique »(0) € C'(R"). En particular, si Q es
de clase C?, se verifica lo anterior.

(¢) Con el fin de exigir la minima regularidad al abierto 2, serfa conveniente analizar
en la Demostracién de la Proposicién 3.7 cudl es la hipdtesis mas débil de regularidad
que debe verificar 2(0) en el caso r = co.

(d) Obsérvese que, en virtud de (3.20), la aplicacién u — v(u) verifica (3.23)
para cada u € W»*(RV).

(e) Para una generalizacién del resultado anterior, cf. el Capitulo siguiente. m

La funcién v(u) cuya existencia afirma el Teorema precedente, se define como sigue.
Consideremos la funcién § : RNY — R, definida por

§(x) = dist(z,00) siz ¢,
*= —dist(z,00) siz €.

Existe un entorno V de 9§ tal que
6§ € C*V), |grad §|=1en V.
Consideremos tres abiertos Vi, Va, Vs, verificando
N ccVsccVaccVyccV
y sea a € C°(RN) tal que

a=1en V3 y a=0 en RN\V2.

Definicién 3.28 Para u € W>®(RN), con ||ul|; lo suficientemente pequeria como
para que se tenga 0L+ u C Vs y Vi CV + u, se define v(u) como sigue:

N grad (8o (I + u)™?)
v(u) = lgrad (6 o (I 4 u)~1)| ‘
0 en RV \V; .

en Vl,
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3.7 Diferenciacién de condiciones de contorno natu-
rales

Para la derivacién de una condicién de contorno de tipo flujo, se tiene el siguiente

Teorema 3.29 Se supone que 8 C RY es un abierto acotado de clase C?. Supon-
gamos:
{u — z(u) estd definida de un entorno de 0 en

WER(RN) en. WH(Q 4 u),

u — z(u) o (Il + u), definida de
un entorno de 0 en W>*(RYN) en W11(Q),

es derivable en Q

(la derivada en O en la direccidn u de esta aplicacidn se denotard z(u)),
2(0) € W*'(Q),
z(u) n(l+u)—g=0 sobre IQ+ u,
donde g € WHI(RN). Entonces, para cada abierto w CC R, la aplicacidn

u — z(u) |, definida de
un entorno de 0 en W2°(RYN) en L'(w)

es derwable en 0. En consecuencia, u — z(u) es localmente derivable en 0. Su

derivada en 0 en la direccidn u, denotada z'(u), verifica:
z'(u) = z(u) — u - grad z(0),
z'(u) € Whi(Q), .
¥, ademds,

z'(u) - n= un(@ _0)

dn Jn

n) +z(0) - grad go un sobre IQ

(una igualdad en L'(95))). m

En el caso de una condicién de contorno de tipo Neumann, tenemos

Teorema 3.30 Se supone que  C RN es un abierto acotado de clase C*. Supon-
gamos:
u — z(u) estd defintda de
an entorno de 0 en WH°(RN) en WH1(Q + u),

u — z(u)o (I 4+ u), definida de
un entorno de 0 en WH(RN) en W21(Q),

es derivable en 0.
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(su derivada en O en la direccidn u serd denotada z(u)),

2(0) € WHH(Q),

O0z(u)

ng sobre 3Q+u

para cada u € WH(RN) en un entorno de 0, donde g € W2 (RY). Entonces se tiene
que, para cada abierto w CC 2,

u— z(u) |, definida de
un entorno de 0 en WH(RN) en WHl(w)

es derivable en 0. En consecuencia, u — z(u) es localmente derivable en 0. Su
derivada local en 0 en la direccidn u verifica:

z'(u) = z(u) — u- grad 2(0),
Z'(u) € WH(Q),

o/(w) 8y 9%:(0) |
o = unl(gs — 5 ) + grad z(0) - grad 3o un  sebre 90

(una igualdad en L1(OQ)). Aqui, hemos utilizado la notacidn

2 d 52
on? Z ) (9:1:,-6:1:]" "

1,7=1



CAPITULO 4

Prolongacion derivable del vector
normal: Una generalizacion

En el Capitulo anterior, se ha introducido una prolongacién derivable del vector
normal, ¥(u), cuando el dominio inicial 2 es de clase C? y se han expuesto las dificul-
tades que se presentan cuando se supone menos regularidad para 2. En este Capitulo,
vamos a generalizar el resultado de prolongacién, en primer lugar para dominios de clase
W2 y, después, para (1 de clase W1'®; a cambio, las propiedades de derivabilidad se
obtienen'para u — v(u) o (I + u) considerada con valores en W (RN) y L"(RN),
respectivamente, con r € (1,00); en consecuencia, u — v(u) es diferenciable cuando
es considerada con valores en L™(R") y W17 (RN). Si bien se rebaja el exponente de
sumabilidad en los espacios imdgenes, estos resultados son de aplicacion en los casos en
que v(u) 6 sus derivadas estdn multiplicadas por funciones con regularidad adecuada,
lo cudl es frecuente en la practica. Antes de probar nuestros resultados, demostramos

dos Proposiciones y un Lema técnico que necesitamos.

4.1 Algunos resultados previos

Una generalizacién de la Proposicién 3.6 es como sigue:

Proposicién 4.1 Sea f € L"(R"), con 1 < r < co. La aplicacidn
u— fo(l+u)"1, definida de

un entorno de 0 en WH(RN)
con valores en W—HT(RN),

es derivable en 0. Su derivada en la direccidn u es

—u-grad f.

Demostracion: Hemos de probar que

l—l‘“-l—li ”f o (I+ u)—l - f+ u-grad f"—l,r;RN —0
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cuando |julj; — 0.
Sea a(u) = fo(I+u)™! — f + u; se tiene que

”a(u)”~—1,r;RN = sup {< a(u),d) >:¢€ Wl'r'(RN)) ”¢nl,r’;RN =1 }’

con L + & = 1; aqui < -,- > es el corchete de dualidad entre los espacios W17 (RN)

y WL (RV). Teniendo en cuenta la definicién de transportada de una. dlstrlbucmn, se
tiene que, cuando ¢ € WL (RN) y Noll1,rmr =1,

< a(u),¢ >=< f,(¢o(I+ u)) Jac (I +u)— ¢ —div(ug)>.
Escribimos

(po(I+u))Jac (I +u)—¢—div(ug)
=(¢o(I+u)—¢—u-grad ¢) Jac (I + u)
+ ¢ (Jac (I +u)— 1~ divu)
+ (u-grad ¢) (Jac (I + u) — 1 — divu)
+ (u- grad ¢)div u;

se tiene, en primer lugar, que

<f,(po(I+u)—¢—u-grad ¢) Jac (I + u) >
< ”f”O,r;RN ”Ja‘c (I + u)”O,oo;RN ”¢ 0o (I + u) ~—¢—u- grad ¢H0,r';RN
< Co(Jlull),

en virtud de la Proposicién 3.6 aplicada a ¢ € W™ (R™); en segundo lugar,

< f, ¢(Jac (I +u) -1 — divu) >
_<_. ”f”O,r;RN ”Jac (I -+ ll) —1—dwv u“O,oo;RN ”¢”0,r';RN
< CO(flull)

< f, (u-grad ¢) (Jac (I4+u)-— l—divu) >
< Jfllo,rre Hac (I + 1) = 1 —div ullo,corn |ullo,cor™ lll1,m7m~
< Co(Jlully),

en virtud del Lema 3.1; por ultimo,
< f, (u-grad ¢) divu >

< ”f”(),r;RN “d“) u”O,oo;RN ”uHO,oo;RN ”¢”1,r’;RN
< CO(J[ull).
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En resumen, para ¢ € Wl"”’(]RN), tal que ||@f[; .r~ = 1, se tiene

| < a(u),¢>| < Co(ull);
de aqui se deduce que
la(w)ll-1,rmy < CO(Jlullr),

con lo que se tiene la Demostracién.m

Ahora, presentamos una generalizacién de la Proposicién 3.7:
Proposicién 4.2 Sea f: WH(RN) — L"(RV) con 1 < r < oo, tal que

{ u ~—— f(u)o(I+u), definida de

(4.1) un entorno de 0 en WHV°(RN) con valores en L"(RN),

es derivable en 0, con derivada denotada f(u).

Entonces, la aplicacidn

u — f(u), definida de
un entorno de 0 en WH°(RM) con valores en W LT (RN),

es derivable en 0. Su derivada, denotada f'(u), verifica

f'(u) = f(u) — u - grad £(0).

Demostraciéon: Hemos de probar que
L
llulflx

cuando Tﬁ%ﬁf — 0. '

Sea x(u) = f(u) — f(0) — f(u) +u- grad f(0); se tiene

X1, mn = sup { < x(w),¢ >: ¢ € W (RY), 1,0 }-

Escribimos

1£(w) = £(0) = f(u) +u- grad f(O)|[-1,,rw — O

(42) < x(u),¢ >=< n(u),4 > + < u-grad f(0),4 >,
con (w) = f(u) - £(0) = f(w; se tiene
<n(w,é>= [ awe
- /RN(n(u) o (T+w) (¢ 0(I+u)) Jac (I +u)
= [ () o) = £0) = f(w) ($0 (L +20) Tac (T+w)
+ [ (o)™ = £0) + (Fw)o (1 +w)™ = fw)) 65
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sustituyendo esta expresién en (4.2), se obtiene

< x(u), ¢ >= /RN (f(u) o(I+wu)— f(0) - f(u)) (qS o(I+ u)) Jac (I + u)
+ < f(0)o(I+u)™! - f(0)+u-grad f(0), ¢ >
+ [ (o +w™ - fw)s.
RN

Ahora, estimamos cada uno de los sumandos del segundo miembro de la expresion
anterior. Sin mas que aplicar la desigualdad de Hoélder, se tiene que el primer sumando
esta acotado por

I3ac (I + W)llo e ¢ 0 (I + w)llo,rrimn [1F(w) o (1 + 1) = £(0) = f(w)llo,mrw
que, por la hipétesis (4.1) y por ser ||¢]|;,» rv = 1, es menor o igual que
C6(llull)-
El segundo sumando es menor 6 igual que
1£(0) o (I +u)™" = £(0) + u - grad f(0)l|-1,;r~
que, por el Lema anterior, es de la forma

6(llull1)-

Por ultimo, con respecto al tercer sumando, se tiene

[ Geara=jw)e
= [, £ (6o +w) Jac (T4 w)-9)
= [ 7w (60T +u)= ) Jac (1 +w)
+/RN¢ (Jac (I +u) —1 — divu)
+ | ¢divu
.

< 1F)llomr % (180 (I +u) = Bllo,mim 132 (7 + w)lo,coimy
+16lo rm [Fac (1 +u) = 1= div ullo,com
118l 1450 llocoimn )
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teniendo en cuenta la desigualdad (3.1) y el Lema 3.1, se tiene que la dltima expresién

es menor 6 igual que
17 cocwem vy, vy lalls ¢ (Cllallo oo+ OClulls) + fhulls ).
Por tanto, para cada ¢ € W (R") de norma léll1, r se tiene

< x(u), ¢ >=6(]|ulls);

esto prueba la Proposicién.m

Ahora, si O es un dominio acotado de R", se considera, para cadam =04 1, el
conjunto

Sm={fe W™"?(0)|Ja >0, |f(z)]2a cpd enO}.

Para todo f € S, se tiene -l-lﬂ € W™(0) y como O es acotado, ﬁ-i € L"(O) para todo
r € (1,00)]. Se tiene el siguiente

Lema 4.3 Dado r € [1,00], la aplicacidn

{f——+ T(f) = ﬁ.i, definida de

Sm con valores en W™7(0O),

es diferenciable- Fréchet en todo punto de Sy, y su derivada en el punto f en la direccidn
g es

1
T'(f,g) = T f-g

Demostracién: En primer lugar, supongamos m = 0. Consideremos la aplicacion

g:RY\ {0} — R
1

“ = FE =g

que estd en C*'(RN \ {0}) y verifica:

Bl(z)y = —I—z—1|~3z-y vz € RN\ {0}, Vy € RV.

Fijado f € Sy, existe a = a(f) > 0, tal que |f(z)] > a > 0 c.p.d. en O; por tanto, se
tiene T(f)(z) = f(f(z)) c.p.d. en O. Ademas, si g € L=(0) y ||gllo,c0;0 < /2, se
verifica

|f(z) + g(z)| 2 @/2 >0,

c.p.d. en O, por lo que también se tiene T(f+ g)(z) = B(f(z) + g(=)).
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Para probar el Lema, hemos de demostrar que dado r € [1, o0},

1
”gHO,OO;O

cuando [|gllo,c0;0 — 0. Dado que O es acotado, bastarad comprobar lo anterior cuando

IT(f+ g) — T(f) — ' (Dgllo,r0 — 0

r = 00. Pero esto es facil; en efecto, consideremos la funcién h, definida por

ha) = |T(£ + g)(=) - T(D)(z) — A'(Ke))g()] c.pd. en O.
Se tiene que
h(z) = |8(f(z) + g(=)) — B({(2)) + =7 T )I"* f(z) - g(e)|

c.p.d. en O; por ser § € CH(RN \ {0}), existe A € [0,1], tal que

h(z) = |6'(f(z) + rg(2)) g(z) + w5 Iz ),3
1

1 [ —_ T A

1 s .
S @DF 16 @)F (£ = O£ + £ |- £ (82 + 6] 18+ 181 lglo,c00

c.p.d. en O, siendo fi(z) = f(z) + Ag(z). Ya que

f(z) - (=)l

f1(2)| < |f(z)] + Alg(2)] < Ifllo,00;0 + /2 < C

>

6(@)| 2 1) - Mg(e)] 2 a = A5 2 3,

N R

se tiene que

h(z) < Clfi — fl|lgllo,c0;0 = C Mg(@)lllgllo,c00 < ClIglIG 000
y, finalmente,
1
lgllo,0050

Se tiene asi probado el Lema cuando m = 0.

[ll0.0010 < C llgllo,oesor (med(©))™".

Supongamos ahora m = 1. Para f € 51, se tiene que

grad Tz [-grad f

Ifl If!

pertenece a L"(Q), cualquiera que sea r € [1,00]. Consideremos la aplicacion

{ f— T)(f) = grad I_%T definida de

S1 con valores en L"(0).
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La aplicacion T} esta construida realizando operaciones fundamentales con aplicaciones
derivables y ella misma es derivable; su derivada en f en la direccién g es
, 3 1
Ti(fg) = m—g(f- g) (f-grad f) — I—ﬁ;(g -grad f+f- grad g);

ademads, obsérvese que
Ty(f;g) = grad (T'(f g)).
Como consecuencia, se tiene que la aplicacién
1 1 .
{ f— (—I-ﬂ,grad ITI) definida de
S1 con valores en L"(Q; RN+1),

es derivable en 5] y su derivada en fen la direccién g estd dada por

(T'(:8), grad (T'(£8)))-
Deducimos que

1

o (T + ) = T(0) ~ T'(£ ), grad (T(f+ ) = T() = T'(£ ) ) 1-comms

tiende a 0 cuando ||gl|1,00;0 — 0 0, equivalentemente,

o =g 1T+ 8) = T(0 = T'(E g)llno — 0

cuando ||g|li,c0;0 — 0. Se tiene asi probado el Lemam

4.2 Prolongacién del vector normal: Caso fuerte

En esta Seccién y en la siguiente, § es un dominio acotado de RN, N = 2 6 3.
Aqui supondremos ademds que § es de clase W%; para cada u € WZ®(RN) con
|lul|, suficientemente pequefia, se tiene que 1+ u es de clase W2°° y est4 bien definido
el vector normal exterior y unitaric a 092 + u, denctado n(€2 + u), que pertenece a
Wh(9Q + u); como en el Capitulo 3, n(f) se denota simplemente por n.

Se considera la funcién

§(z) = dist(z,000) siz ¢ Q,
TIE A ~dist(z,090) siz € Q.

Sabemos que existe un entorno acotado V de 9§} tal que

§ € WH[V), |grad 6| =1en V.
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Ya que V es acotado, se tiene
§ € WAT(V), Vr € (1, 0]
Consideremos tres abiertos V;, V,, Vs, verificando lo siguiente
MNCCVsCcCcV,CcCcVyCcCV
y sea a € C°(R") tal que
a=1en Vs y a=0 en RV \V,.

Para cada u € W»°(R"), con ||u||; suficientemente pequefia como para que se tenga
0 +uCV;yV; CV+u, se define v(u) como sigue:

grad (6o(I+u)™)
v(u) ) *lgrad (60 (I + w1

€n Vl ’

en RV \V, .

Se tiene el resultado siguiente

Lema 4.4 Para cada u € W>°(RN) con ||u|l; suficientemente pequeria, se veri-
fica:

i) v(u) € WHT(RN) para todo r € [1,00).

ii) v(u) = n( + u) sobre N + u.

Demostracién: La Demostracién para r = oo se hace‘igua,l a la del aptdo.

i) del Teorema 3.27. Teniendo en cuenta que v(0) = 0 fuera de V;, se deduce que
v(u) € WHT(RMN) para cada r finito.m '

Teorema 4.5 Para cada v € (1,00), la aplicacton

u — v(u)o (I + u), definida de
un entorno de 0 en W2(RN) con valores en W' T(RN),

es derivable en 0. Su derivada en la direccidn u se denota v(u).
Demostracién: Para u € W2(RN), consideramos la funcién
' grad (§o(I+u)™1)
I =
o) o T+ u) =1 G o (T W)

_ Dj(I+u)]! -grad §
~ F[D;(I + u);}t - grad 6’

o(I+u),v

donde para la ultima igualdad se ha utilizado el Lema 3.2.
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Se tiene, por un lado, que {[D;(I + u);]~! - grad §;,, pertenece a whe(V) y, por

tanto, a W'"(V) para cada r; por otra parte, del Lema 3.3, obtenemos que
[Dy(I + wp]™" = Id = [Dyua] + 6(]ull)
en WH°(RV); se deduce que
YD;(I 4 u);]™! - grad § = grad § —* [Dju;] - grad & + 6(||ull2)
en W™ (V), para todo r € [1,00]. Es decir, la aplicacién

u —* [Dj(I + u);]~! - grad §),, definida de
un entorno de 0 en W2*°(RM) con valores en W7 (V)

es derivable en 0. Ademads, para ||ul|; suficientemente pequena, se tiene
{1D;(I + u)]™ - grad 6] = grad 6 —* [Djui] - grad & + 6(]lulz)|
> |grad é| — ['[Dju;] - grad 6| — [6(]|ull2)|
> 1~ Jlull - é(lulle) > 1/2

En virtud del Lema 4.3, se tiene que, para todo r € [1,00], la aplicacién

u — x(u) o (I + u), definida de |
(4.3) un entorno de 0 en W2(RY) con valores en W'"(RY),
es derivable en 0,

y su derivada en la direccion u es

_‘[Djui]-grad § ~ grad §

(4:4) lgrad §| lgrad 62 &

rad § - (t[Dju,-] - grad §).
Por otro lado, como
o€ C'°°(]RN), a=0 en RN\VQ,
también tenemos que |
ae WHT(RYN) Yk entero 2 OyVr>1.
De la Proposicién 3.6, obtenemos que, para todo 7 € [1, 00}, la aplicacién
u — a o ([ + u), definida de

(4.5) un entorno de 0 en W2®(R™M) con valores en WHT(RY),
es derivable en 0,

y, por tanto, su restriccién a V también lo es.
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Se deduce de (4.3) y (4.5) que, dado r € [1, o0},

‘u — v(u)o(I+ u)), definida de
un entorno de 0 en W'"(V),
es derivable en 0,

y, como v(u) o (I + u) se anula idénticamente fuera de (I + u)~}(V;) C V (porque
Vi C V + u), se tiene probado el Teorema.m v

Ahora, podemos ya enunciar y probar el resultado de derivabilidad “fuerte” de
u — v(u):

Teorema 4.6 Para cada r € (1,00), la aplicacidn

u — v(u), definida de
(4.6) un entorno de 0 en W2(RN)
y considerada como funcién que toma valores en L™(RY),

es deriwvable en 0. Su derivada en la direccién u, denotada v'(u), pertenece a L°°(0N)

y verifica

v'(u) = —grad 3 un sobre ON.

Demostracién: Por la Proposicién 3.7, se tiene (4.6) y
v'(u) = o(u) — u - grad v(0).
De esta expresién y de (4.4), se deduce que
v'(u) = —grad (u-grad §) + grad § - (grad é - grad (u- grad §))

en V3.

Por otro lado, u - grad § pertence a W1:*(}) y es una prolongacién de u - n, que
es una funcién de W1>°(9Q); por tanto, sobre 952 se puede escribir

v'(u) = —grad (u-grad §) + n- (n-grad (u- grad.c?)),

que esta en L™°(00N) y es, por definicién, igual a —grad 55 up ™

4.3 Prolongacién del vector normal: Caso débil

Antes de nada, recordemos que WH(RN) denota el espacio WV (RY)N ¢! (RN);
si consideramos este espacio dotado de la norma de W'*°(RN), entonces todos los re-
sultados del Capitulo 3 y de la Seccién 4.1 contintian siendo ciertos cuando las funciones
estan definidas en WHS(RY) en lugar de W °(RN).



4.38. Prolongacién del vector normal: Caso débil 53

Supondremos en esta Seccién que 2 es de clase W, Recordemos que, para cada
u € WHE(RN) con ||uj|; suficientemente pequefia, se tiene que 2+ u es de clase W1,
estd bien definido el vector normal exterior y unitario a 9§ + u, denotado n(Q+u)y
n( 4+ u) € L*°(02 + u); de nuevo n(2) se denota simplemente n.

Procediendo como en la Seccidn anterior, se llega a que § € W1*°(V) y, por tanto,
6 € WHT(V) para todo r € [1,00]. Andlogamente se define v(u) y se tiene el

Lema 4.7 Para cada u € WU(RYN) con |lul|y suficientemente pequefia, se veri-
fica:

i) v(u) € L"(RY) para cada r € [1,00].

ii) v(u) = n(Q + u) sobre 9N + u.m

También obtenemos el resultado siguiente, cuya Demostracién es andloga a la del
Teorema 4.5 (resultado de derivabilidad débil):

Teorema 4.8 Para cada r € [1,00], la aplicacidn

u — v(u)o (I +u), definida en
un entorno de 0 en WHE(RN) y con valores en L™(RY),

es derivable en 0. Su derivada en la direccidn u se denota v(u).m

Nota. Anilogamente a cémo se obtuvo (4.4), en este caso se llega a que
v(u) = —*[D;u;] - grad § + grad é- (grad 6 - (*[Dju;] - grad §8)),

que pertenece a L°°(V;). De aqui, teniendo en cuenta las propiedades de u y §, se
deduce que

v(u) = —n-gradsg u en L=(90).

En particular, cuando ) es poliédrico, como n es constante sobre cada cara del poliedro,
se tiene

v(u) = —grad 3 un en L=(0). m

Ahora, en virtud de la Proposicion 4.2, se deduce el siguiente resultado de deriva-

bilidad “débil”:
Teorema 4.9 Para cada r € (1,00), la aplicacidn

u — v(u), definida de
un entorno de 0 en WHE(RN)
y considerada como funcién que toma valores en W™ (RN),

es derivable en 0. Su derivada en la direccidn u, denotada v'(u), verifica

Au'(u) = v(u) —u-grad v(0).m
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Nota. Cuando 2 es poliédrico, se tiene que grad »(0) = 0 c.p.d. sobre 0%, de lo
que se deduce la igualdad

v'(u) = —grad 3o un en L(0Q).u



CAPITULO 5

Aplicacién I: El problema del
condensador

En este Capitulo, aplicamos los resultados anteriores en relacién con la determi-
nacién de condensadores eléctricos de capacidad minima. En primer lugar, planteamos
el problema, recordamos resultados de existencia, unicidad y regularidad del estado
del sistema y referenciamos resultados de existencia de condensador éptimo. En la
Seccién siguiente, probamos, bajo ciertas hipétesis de regularidad para los dominios
admisibles, la existencia de derivada total del estado. Luego, se deduce la existencia de
derivada local, el problema de contorno satisfecho por ésta y una expresién sencilla para

la derivada de la capacidad. Los resultados de este Capitulo se deben, esencialmente, a

J. Simon (cf. {43]).

5.1 Planteamiento del problema

Sean  C RN (N =26 3) acotado y A CC D; se supone que las fronteras 6D y
JA son de clase W2 y se considera el dominio 2 = D\ A.
Sea )
W = {u|ue W*(R"), |u|lz < e},

con €5 > 0; se considera la familia de abiertos
Qad = {Q+u|u € W}’

si € se ha elegido suficientemente pequeiio (lo cudl supondremos en adelante), se verifica
que Q + u = (D +u) \ A+ u es un abierto acotado de R" de clase W% y, ademds,
existen abiertos O; y O,, tales que

A+ucCcCcO;,ccO;,cCcD+u YueW.
Se considera una funcién ¢ verificando

(5.1) geC®RN), ¢g=0 enRN\O, y g=1 en Oy,
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y planteamos el problema de contorno

Ay(u) =0 en Q-+ u,
(5.2) { y(31/1) —g € H}(Q + u).

La funcién y{u) solucién de este problema, cuando existe, proporciona el potencial eléc-
trico asociado a un condensador que ocupa §2+u. La capacidad eléctrica del condensador
esta dada por

J(u) = / lgrad y(u)}?® .
Q-+u
Denotamos y(0) simplemente y. Para cada u € W, se tiene el siguiente

Teorema 5.1 DBajo las hipdtesis anteriores de reqularidad para Q +wu y g, el
problema (5.2) posee una tinica solucidn y(u), que pertenece al espacio C°(Q2 + u) N
W29(Q + u), cualquiera que sea q € [1,00). W

Para la Demostracién, cf. [26]. Como consecuencia, grad y(u) € L2(Q +u) y la
capacidad eléctrica del condensador § 4+ u esta bien definida.

El problema de disefio éptimo que se plantea es la existencia y caracterizacién de
un condensador dptimo; en nuestro marco, nos interesa la existencia y caracterizacién’
de u* € W, tal que

J(u*) < J(u) Yue W.

Como hemos dicho en mltiples ocasiones, en este trabajo nos centraremos en el estudio
de la existencia y cdlculo de la derivada-Fréchet de la funcién

u — J(u),

de la que se podran obtener consecuencias que caractericen a u* y que podran ser
utilizadas para la puesta en practica de algin algoritmo iterado de calculo.

Para resultados de existencia de condensador 6ptimo (incluso con hipédtesis de regu-
laridad mas débiles sobre los dominios que forman 2,4), cf. [35] y [36]; para resultados
del mismo tipo con otras familias admisibles de abiertos y bajo ciertas hipdtesis de
compacidad de las mismas, cf. [12] y [41].

5.2 Derivada total del potencial eléctrico

Con la notacion precedente, se tiene

Teorema 5.2 ([43]) Para cada q € (1,00), la aplicacidn

f u— y(u)o(I+u), definida de un entorno
de 0 en W y con valores en W21(Q),
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es derivable en 0. Su derivada en la direccidn u, que se denota por y(u), verifica
Ay(u) = A(u-grad y) en Q,

g(u) € W29(Q) N HY(Q).

Demostraciéon: Consideremos el conjunto
W2 = {v € W29(Q)|v = 0 sobre D, v = 1 sobre A},
que constituye una variedad lineal de W%9(Q2), de espacio soporte
V21 = WH(Q)n WY(Q).

Asi, si g es una funcién que verifica (5.1), llamando también g a su restriccién a 2,
tenemos:

Wf;q - g + V*zxq.

Consideremos la funcién
F:WxV> — LI(Q),

definida por
N

F(u,v) = Z M;;(w)D;(Mir(u) (Div + Dig)),
ij k=1
donde
[Mij(w)] =* [Dj(I +u)i]™".

Nuestra intencién es aplicar el Teorema de la Funcién Implicita a la ecuacion
F(u,v) = 0 en un entorno de (0,y — g).
i) Ecuacién satisfecha por y(u) o (I + u):

Para cada u € W, el potencial eléctricp asociado a 2 + u es
y(u) € C(Q+u) N W2(Q + u),
solucién de (5.2). Luego
(Ay(u))o(I+u)=0 enQ,

(5.3) y(u)o(I+u)=0 sobre 0D,
y(uyo(I4+u) =1 sobre JA.
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La primera consecuencia de (5.3) es que y(u) o (I + u) € W%, de donde podemos
escribir

(5.4) y(u) o (I + u) = g + 2(u), con z(u) € V1.

Gracias al Lema 3.2, tenemos:

N
(Diy(w)) o (I +u) =Y Mi(u) Di(y(u) o (I + u)),
k=1

de donde

N
Diy(u) = (Z M () D (y(u) o (I + u))) o (I +u)~".
k=1

Aplicando de nuevo el Lema 3.2 a la expresién anterior, se tiene

N
(Disy(w) o (I +u) = ZMij(“) D;(Diy(u) o (I + u))
' v
= >~ Mii(w) D; (3 Ma(w) D (y(w) o (I + w)))

7=1 k=1 .

2z

= Z M,-j(u) Dj (Mik(u) Dk (y(u) o (I + u)))

3 k=1

N
= > Mi;(u)D; (M“‘(“) D"(z(“)+g))'

5k=1

Por tanto, .
(Ay(u)) o (I 4+ u) = F(u, 2(u)),
de donde

(5.5) F(u,z(u)) =0,

y esto para cada u en un entorno de 0 en W.

Reciprocamente, si (u,v) € W x V24, ||lu|2 es suficientemente pequefia y se verifica
que F(u,v) = 0, entonces es evidente que (v + g) o (I + u)™! es solucién de (5.2) en
Q + u.

ii) Diferenciabilidad de F:

Por el Lema 3.3, la aplicacién

u — [M;j(u)], definida de un entorno de 0 en
W2Z(RN) con valores en W1o(RN; RV*N),
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es continuamente diferenciable. Su derivada en la direccién u es —[{Dj;u;]. Ademds, la

funcion F es afin respecto de v. Por tanto,

(5.6) F' es continuamente diferenciable en un
' entorno de (0,2(0)) en W x V29,

iii) 2£(0,2(0)) es un isomorfismo de V¢ en LI(Q):
Se tiene que

oF N
(5.7) 5, (0,2(0)) = Y Mi;(0)D;(Mi(0) Dx) = A

i,7,k=1

Es bien conocido que, cuando ¢ € (1,00) y Q es de clase W2, el operador A es un

isomorfismo de V,>? en L9(R) (cf., por ejemplo, [26]); esto significa que

(5.8) %?(0, z(0)) € Isom(V29, LY(Q)).

iv) Aplicacién del Teorema de la Funcién Implicita:
Los resultados (5.5), (5.6) y (5.8) nos permiten aplicar el Teorema de la Funcién
Implicita en un entorno de (0,2(0)). Existe, por tanto, un entorno O; de 0 en W, un

entorno O, de 2(0) =y — g en V'Y, y una aplicacién continuamente diferenciable
H:0, — V9
tal que
{(u,v) € 01 x 02| F(u,v) =0} = {(u,v) € 01 x V2 |v = H(u)}.

Es decir, para cada u € Oy, existe v = H(u) € V21 tal que F(u, H(u)) = 0; ademds,
la aplicaciéon u — H(u) es continuamente diferenciable en O;.
Como F(u, H{u)) = 0, se deduce que (H(u) + g) o (I + u)~! es solucién de (5.2)
en {2 + u, es decir,
y(w)o (I+w) = H(u) +9,

con lo que finalmente se tiene que la aplicacién
u — y(u)o (I + u),

definida de O, en W%9(Q1), es continuamente diferenciable en 0.
v) Ecuaciones satisfechas por y(u):

El Teorema de la Funcién Implicita también afirma en este caso que

i) = H'(05m) = = (50 (05200))) S (0 50w
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Aplicando el Lema 3.3, se tiene

OF Y
—5—-(0; z(0))(u) = — Z(Djjuk Diry+2Djuy Djky) = —A(u -grad y).

u
Jk
De aqui y de (5.7), obtenemos:
Ay(u) = A(u- grad y) en Q2.

Por otro lado, al ser y(u)o(/+u) constante sobre D y sobre 9A, se tiene y(u) € Hij(Q).m

5.3 Derivada de la capacidad eléctrica

Del Teorema anterior, utilizando los resultados de las Secciones 3.2 y 3.3, se deduce
que u — y(u) posee una derivada local en 0, que puede ser caracterizada en términos
de un problema de contorno. Ademdss, la derivada local en la direccién u, denotada
y'(u), verifica por un lado,

y'(u) =g(u) —u-grad y,
por lo que pertenece a W9(Q) y, por otro,
Ay'(u)=0 enQ,

por lo que, en virtud de las propiedades del operador A, también estd en C°°({2). Mas |
precisamente, se tiene el siguiente

Teorema 5.3 Dados q con 1 < g < 00 y un abierto w CC Q, la aplicacidn

u — y(u) |, definida de
un entorno de 0 en W en C°(w) N WHe(w),
considerada como funcién que toma valores en W1 9(w),

es derivable en 0. En consecuencia, u — y(u) es localmente derivable en 0. La

derivada local y'(u) en la direccion u verifica:

y'(u) € C=(Q) N WH1(Q),
(5.9) Ay'(u) =0 en Q, |
y'(u) = —ungL sobre .

Por otro lado, se tiene el siguiente
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Lema 5.4 La aplicacién

(5.10) { u — |grad y(u)[? o (I + u), definida de

un entorno de 0 en W con valores en WH(Q),

es derivable en Q.

Demostraciéon: Por el Teorema 3.14, sabemos que la aplicacién

un entorno de 0 en W en H'(Q2),
es-derivable en 0.

{ u — (grad y(u)) o (I + u), definida de

Por otro lado, la aplicacion

{v — K(v) = |[v|?, definida de H'(Q)
en WH1(Q), es derivable en todo punto

y su derivada en a en la direccién v verifica
K'(a;v) =2a-v.
Por tanto, dado que
K (grad y(u) o (I + u)) = |grad y(u)|* o (I + u),
esta probado el Le@a.l

Nota: Gracias al Teorema 3.9, para cada abierto w CC {2, resulta que

{ u — grad y(u) |,, definida de

un entorno de 0 en W con valores en L?(w),

es derivable en 0, i.e. u — grad y(u) es localmente derivable en 0; su derivada local en
la direccién u estéd dada por grad y'(u). En consecuencia, n — Z(u) = |grad y(u)?
también es localmente derivable en 0. Un sencillo calculo lleva a la igualdad

(56.11) ' Z'(u) = 2grad y - grad y'(u)

(Z'(u) es la derivada local en 0 en la direccién u), vélida para cada u € W. Por tanto,
la. derivada en 0 en la direccién u de la aplicacién (5.10) es’a dada por

(5.12) Z(u) = 2grady - grad y'(u) + u- grad |grad y|* € L'(Q).=m

Teorema 5.5 ([43]) L funcidn

(5.13) { u— J(u) = [ 4 lerad y(W)?, definida de

un enforno de 0 en W con valores en R,
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es derivable en 0. Su derivada en la direccion u estd dada por

J'u) = — /an un |42 dS.

Demostraciéon: En virtud del Lema anterior y de los resultados de la Seccién
3.4, se tiene que la funcién (5.13) es derivable en 0. Ademas, de (5.11), se deduce que

J'(u) = /QZgrad y - grad y'(u) + /an un [grad y|*dS,

cualquiera que sea u € W.

Por otro lado, teniendo en cuenta (5.2) y (5.9) y también que grad y es proporcional
al vector normal, resulta:

/ grad y - grad y'(u) = ——/ un 15—|2 ds.
Q an n
Dado que
| wnlgrad yPas = [ unlZtpas,
o0 an On

obtenemos finalmente:

, 9
J(11)=~L0u11|5%|2d5. "

Observacién: La expresién anterior muestra que J'(u) depende de u sélo a través
de su componente en la direcciéon del vector normal exterior a §2. Una expresion como
ésta, que no siempre se consigue, facilita la deduccién de condiciones de optimalidad, asi
como la determinacién de direcciones de descenso cuando se aplica un algoritmo iterado

para el calculo de dominios éptimos. &

Nota: En [36], se prueba la derivabilidad de la capacidad eléctrica en el caso en
que no se hace ninguna hipétesis de regularidad sobre el dominio inicial §2 y se considera
W = {u|ue WH(R"), ||lu

dificultad de la Demostracién esta en que, ahora, sélo tenemos asegurada la pertenencia

[i < €1}, con €5 > 0 suficientemente pequetio. La mayor

de y(u) al espacio H'(Q + u) por lo que, en principio, no es posible aplicar dos veces
el Lema 3.2, como se hizo en el aptdo. i) de la Demostracién del Teorema 5.2. Para
salvar esta dificultad, en [36] se plantea la formulacién variacional del problema. (5.2), se
aplica el Lema 3.2 a los integrandos y se obtiene asi la formulacion débil del problema
que verifica y(u) o (I + u); luego, se escribe el problema:de contorno equivalente y se
procede como en la Demostracion del caso fuerte, definiendo F' en-espacios adecuados.
Obviamente, la derivada toral ¢(u) es menos regular que en el caso fuerte. La expresién

que se obtiene para la derivada de la capacidad eléctrica es

J'(u) = /Q div (2y'(u) grad y + u|grad y|?),

algo mds complicada que la obtenida en el caso fuerte. m



CAPITULO 6

Regularidad L* de los problemas de
Stokes y de Navier-Stokes

En este Capitulo estudiamos la regularidad L de la solucién débil de los problemas
de Stokes y de Navier-Stokes. Comenzamos el Capitulo con una Seccién previa de resul-
tados técnicos que necesitaremos después. En la Seccién 6.2 planteamos las ecuaciones
de Stokes y damos resultados de existencia y regularidad de solucién. Introducimos
a continuacién los operadores de Stokes generalizados con coeficientes variables y con
coeficientes constantes. En la Seccién 6.4 probamos un Teorema de regularidad L? de la
solucién débil del problema de Stokes. Luego, deducimos las férmulas de representacién
asociadas al sistema de Stokes y definimos los potenciales hidrodinamicos, probando
resultados de existencia y regularidad de los mismos (Secciones 6.5-6.6 ). Continuamos
con resultados relativos a estimaciones “a posteriori” de la solucién fuerte del proble-
ma de Stokes, para deducir de ellos la existencia de este tipo de soluciones (Secciones
6.7-6.9). En la Seccién 6.10, planteamos las ecuaciones de Navier-Stokes, enunciamos
resultados de existencia y de unicidad de solucién y probamos un resultado de regula-
ridad de la solucién débil. Por ultimo en la Seccidn 6.11, comentamos el origen de las
técnicas utilizadas para las demostraciones de los resultados expuestos en el Capitulo.

6.1 Algunos conceptos y resultados de Analisis Fun-
cional

En esta Seccion damos algunos conceptos y resultados de caricter técnico de

Analisis Funcional que necesitaremos a lo largo del Capitulo.

6.1.1 Convolucidn de funciones y distribuciones

En primer lugar, vamos a recordar el concepto de convolucién de funciones y de
distribuciones, asi como algunas de sus propiedades (cf. [17], [53], [1], [7])-
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Definicién 6.1 Sean f y g dos funciones localmente integrables en :RN; tales que

la funcidn
) = [ 17(@a(a - o)l

estd bien definida y es localmente integrable. Se define la convolucidn de f y g como la

funcion

(Fro)@) = [ €t~ e m

Cuando existe la convolucién de las funciones f y g, también existe lade gy f y
se verifica f*g=g* f.
Dado que la convolucién de dos funciones es una funcién localmente integrable en

RN, define una distribucién, que actda sobre las funciones “test” de la siguiente forma:

<from>= [ O Ona)ieds, e DERY).

Por tanto, tiene sentido hablar de las derivadas, en el sentido de las distribuciones, de

una convolucién.

Una sencilla aplicacion de los conocidos Teoremas de Fubini y de Tonelli nos mues-
tra que la convolucién de dos funciones f,g € L'(R") est4 bien definida; ademads, si una

de ellas, por ejemplo g, pertence a L"(R"), 1 <r < oo, se tiene (cf. [7]) la desigualdad

I\ f * guo,r;RN < ”f”O,I;RN ngo,r;RN,

conocida como desigualdad de Young.
Asimismo, si f € LI _(RM) y g tiene soporte compacto y pertenece a L"(RN),
1 < r < oo, de la misma forma, se prueba que la convolucién de f * ¢ estd bien definida

r

y pertence a Lj

RY); se tiene, para cualquier dominio acotado §2,
P

15 * gllo,ria < Cligllo,rim

donde C = || fll0,1;0,, siendo §; un dominio acotado que depende de 2 y del soporte de
g.

El concepto de convolucién de funciones puede ser extendido a las distribuciones
(cf. [17], [53]). Nosotros sélo utilizaremos la convolucién de distribuciones en dos casos:
El primero, cuando una de las distribuciones es la delta de Dirac, §; en este caso,

se tiene

S«f=f«6=f  VfeD(R).
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El otro corresponde a derivadas de convoluciones que estdn bien definidas como

funciones; en este caso, haremos uso del siguiente

Teorema 6.2 Sean f,g € D'(RY); si eziste la convolucidn f * g, entonces, para
todo multiindice o, ezisten D*f x g y f x D%, y se verifica

Dfxg=f+xD% =D fxg).m

Para la Demostracién, cf. {53]. Como consecuencia del Teorema anterior, se tiene
(cf. [53]) quesi f € L}, (R") y g € D(RY), entonces f * g € C(RV).

loc

6.1.2 Cocientes de diferencias en espacios de Sobolev

La diferenciabilidad de las soluciones débiles é clésicas de las ecuaciones en deri-
vadas parciales se deduce frecuentemente mediante la consideracién de sus cocientes de
diferencias (6 cocientes incrementales).

Definicién 6.3 Sea ¢ una funcién definida en un dominio Q de RY y denotemos
por ¢; el i-ésimo vector de la base candnica de RN. Dados h > 0 y z € Q tales que

z + he; € Q, se define el cociente de diferencias 6*p como sigue:

sh = LTI —ole)

Se tienen los siguientes resultados (cf. [26]):

Lema 6.4 Sea o € WI(Q), 1 < r < oo y sea Q' C Q tal que existe hg > 0
verificando ' + hoe; C Q. Entonces para todo h < hy se tiene

§hp e LT(Q, H&hsallo,r;n' < |IDiello,rn- @

Lema 6.5 Sea ¢ € L™(Q), 1 < r < co y supongamos que eziste una constante
C > 0 verificando la siguiente propiedad:

Cualguiera que sea Q' C Q

para el que ezista hg > 0 tal que Q' + hge; C Q,
se tiene 8tp € L™(Q') y ||6%pllo,mar < C,

para todo h suficientemente pequeno.

Entonces,
Dip e L'(Q?) y | Dipllomea<C.m
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Las siguientes propiedades de los cocientes de diferencias, se prueban sin ninguna

dificultad:

i) Si denotamos por
rl'e(z) = p( + hei),

se verifica
62 (ne) = (vIn)éke + pbln.

ii) Sean 7, ¢ € L*(f); supongamos que alguna de las dos tiene soporte compacto
K C Q y que existe ho > 0 tal que K + hoe; € . Entonces, para todo h < hg, se

verifica que
/ N6t dr = —-/ go6i'h7] dz.
Q N

6.1.3 Algunos resultados de interpolacién en espacios de Sobo-
lev

En este apartado, damos algunos resultados de interpolacion en espacios de Sobolev.

Comenzamos con el siguiente

Lema 6.6 Sean  C RY un dominio acotado de frontera lipschitziana y sea €
un nimero positivo. Eziste una constante C = C(ep,m,r,Q) tal que, para cualquier
€ € (0,¢0), cualquier multiindice a con 0 < |a] < m — 1 y cualquier g € W™'(Q),
donde 1 < r < oo, se tiene

1D%llo,m0 < C(elD™gllo,ma + €*1 gllo,na) - @

Para la Demostracién, cf. [1].

Se deduce el siguiente

Corolario 6.7 Sean Q& C RY un dominio acotado de frontera lipschitziana y
geL™(N),1<r < oo, tal que D?*g € L™(Q). Entonces, g € W>"(Q) y se verifica

ademds que

(6.1) lgllz,ma < C (llgllo,r2 + 1D%gllo,r0)-
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Demostracién: Sea (g,) € D(§;R") una sucesién convergente a g en L"(f2)
obtenida mediante truncamiento y regularizacién en la forma habitual; se deduce facil-
mente que (g,,) y (D?g,) estdn acotadas en L"(Q) y que D*g, — D?*g en L"(2). En
virtud del Lema anterior, la sucesién (Dg,) estd acotada en L"(£2), por lo que posee
una subsucesién débilmente convergente (L"(f2), para 1 < r < oo, es reflexivo) hacia
una cierta g' € L"(Q). Es facil comprobar que g' = Dg. La desigualdad (6.1) se obtiene
inmediatamente del Lema 6.6. m

Sea de nuevo 2 un dominio acotado de RN y sea £ CC Q un abierto. Fijado un
punto zp € ' y un nimero real positivo R < dist($',08), se consideran las bolas Bg =
B(zo;R)y Bor = B(xo,aR) con o € (0, 1);si1 < r < oo, para cada g € Wir(Q) y
para cada k=0, 1 6 2, se denota

ék;BR(g) = sup (1 - G)kRk”Dkg”‘),T;BaR .
0<o<1

Se tiene el siguiente

Lema 6.8 Fijado ¢ > 0 arbitrario, eziste C = C(r,8,¢€) tal que, para todo
e € (0,¢) y para todo g € WiT(R), se verifica

C .
Ql,Bn(g) < C€¢2:BR(g) + "e"(I)O,BR(g)'

Demostracién: Haciendo el cambio de variables z = ¥(§) = RE, se llega a que

®,5,(8) = R""®, 5 (&)

siendo By y g los transformados, por el cambio de variables, de Bg y g, respectivamente.
Como consecuencia, se tiene que la desigualdad es invariante por cambios de variables
que sean homotecias, por lo que es suficiente probarla en el caso R = 1.

Yor definicién,

®1,5,(g) = sup (1-0)||Dgllo,rB,
0<o<1
por lo que, para cada p > 0, existe o, € (0,1) tal que

®1,8,(8) < (1 -0,)l|Dgllo,r;B,, +p

C
< Ce(1 -0, 1D%llo,r:., + ~llgllor,, +

donde hemos aplicado el Lema anterior con e sustituido por (1 — o,). Por tanto, para
todo p > 0,

C
1,8,(g) < Ce sup (1-0)*|D%gllo,r;p, +— sup_|lgllo,r;B, + p-
0<o<1 € 0<o<1
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Haciendo p — 0, obtenemos la desigualdad deseada. m

Observacién: Si se considera
N
RY = {:I):(.'III, T2y -++3y TN-1, (BN) €R 'xN >0}’

se sustituyen 2, Bp y B,gr por Qt =Qn ]R_I,\_’, B} = Brn R_I,Y y B;"R = Bor N R_’,Y,
respectivamente, se elige z¢9 en {z = (z;, 23, ..., TN-1, ZN) € Q' |zy = 0} ¥y se

consideran funciones g € W7 (1), el Lema anterior continiia siendo cierto. m

6.1.4 Composicién de funciones en espacios de Sobolev

Consideraremos en R dos sistemas de referencia; cuando nos refiramos al primero,
pondremos ]Rév , denotando por ¢ = (€1, ..., én) las cordenadas de un punto cualquiera
de R respecto de este sistema de referencia; cuando nos refiramos al segundo, pon-
dremos RY, denotando, como antes, z = (z1,..-, zN).

Sean § y § dominios en Rév y RY, respectivamente, y ¥ un~dife0morﬁsmo de §
en 2 de clase W™ m entero > 0, es decir una aplicacién ¥ : §2 — Q biyectiva, tal
que ¥ € W™o(Q) y U1 ¢ W™(Q). Denotamos por ¥; y ¥;! las componentes
i-ésimas de ¥ y W' respectivamente.

Si T es una superficie (N-1)-dimensional de clase W#*°, u € [0,m], contenida en
Q, entonces la imagen de T por ¥ ™1, T, es una superficie (N-1)-dimensional contenida,
en 1 y de la misma clase que T. .

Dada una funcién g definida en 2, se denota § la composicién de g con ¥~1. Es

evidente que, para todo u € [0,m] y para todo r € [1, o], se verifica
g EWH™(Q) siysdlosi §&WHT(Q).

Ademas, si denotamos por gjp la traza sobre T de la funcién g, se tiene que g|r existe

s1 y sélo si existe 'jﬁ, y, cuando esto ocurre, se verifica

gz =9ro¥.

En particular,sim > 2y g € Wz"’(Q)’ se tienen las siguientes relaciones:

N
(Dig)o ¥ =) ((De¥7')o¥)Dig, 1<k<N,

=1

N
(Dklkzg) oW = Z ((Dkl\pi—l) o \I’) ((Dkijj—l) © ‘I’)'Dij’gv

i,7=1
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N
+ (Dik, ¥7) 0 ¥) DG, 1< ki, k2 SN,

i=1
que utilizaremos mads adelante.
6.1.5 El Teorema de Interpolacién de Marcinkiewicz

Estudiamos ahora un resultado que permite extender, bajo ciertas condiciones, un
operador definido en L*(Q2) N L?(Q) a cualquier L"(f), con s < r < o (cf. [26]).

Sea ¢ una funcién medible, definida en un dominio  (acotado 6 no) de RN. La

funcién de distribucién p, de ¢ se define por
po(t) = med{z € Q| p(z) > t}

para t > 0, y mide la talla relativa de ¢. Obsérvese que p, es una funcién decreciente
en (0, 00).
En [26] se prueba el siguiente:

Lema 6.9 Para cualguier r > 0 y cualquier ¢ tal que |p|" € L} (), se verifica

nol) <t [ folds,

/Q]go[rdxzr'/ " p,(t)dt. m

0

También se tiene el siguiente resultado, que es un caso particular del Teorema de

Interpolacién de Marcinkiewicz:

Teorema 6.10 Sea T : L°(Q)NL(Q) — L*(Q) N L7(N) lineal, 1 < s <0 < 00,

y supongamos que ezisten constantes T7 y Ty tales que

pr(t) < (zln—fg-oi‘fl)s’ upglt) < (Tzuﬂlo,a;n)"

para todo £ € L°(Q)NL(Q) y todo t > 0. Entonces, T se extiende como una aplicacién
lineal acotada de L(S2) en L7(S)) para cada r tal que s < r < o, y se verifica

ITllo,re < CTYT; ~°lifllo,n0

para todo f € L°(Q)NL7(Q). Aqui,

1-6

o

+

1
r

» | D
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y la constante C = 2{r(o — s)/[(r — s)(o — }*. m

En [26] se da una demostracién de este Teorema en el caso escalar, la cual se adapta

al caso vectorial sin mas que sustituir valores absolutos por normas Euclideas.

6.1.6 Algunas propiedades de ciertos espacios relacionados con
* . 2
el operador divergencia en L

El estudio de la existencia de solucién del problema de Stokes hace uso de propie-
dades del operador divergencia. Presentamos aqui algunos resultados que utilizaremos
en nuestro estudio de la regularidad de esta solucion (cf. [25]).

En este apartado, 2 es un dominio acotado de R con frontera lipschitziana. Se

considera el operador divergencia, definido para z = (21, 23,..., 2N) por
N
dive = Z D;z;

y se introducen los siguientes espacios de funciones con divergencia nula
V={veDQR")| divv=0}, V={zeH}Q)| divz=0}.

Dotamos a Hy(R2) de la seminorma | - |1,0, equivalente a la norma || - |[1,a, en virtud de
la desigualdad de Poincaré. El espacio V, dotado de esta seminorma es un subespacio
cerrado de Hy(f2), por lo que se tiene la descomposicién

Hy@Q)=VeV,

donde V1 denota el complemento ortogonal de V' en H{(R) respecto del producto
escalar (Dy, Dz), asociado con la seminorma | - |1;0.

El siguiente resultado, que es una versién muy simplificada del Teorema de De
Rham, se demuestra en [25}]:

Lema 6.11 §ife HY(Q) y
<f,z>=0 Yv eV,
entonces eziste p € L*(N2), tinice salvo una constante aditiva, tal que

f=grad p. =
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Ahora, observamos que de la férmula de Green se obtiene
/ divz=0 Vz e H(Q).
Q

Por tanto, el rango del operador div estd contenido en un subespacio propio y cerrado
de L*()), que denotamos por LZ(Q):

Lm»=@eﬁmnﬁp=m.

Obsérvese que
lalloie = inf llg + clloie = lldllz2@)m Vg € Lg(9),
por lo que L3(Q) puede ser identificado isométricamente con L%(Q)/R. El siguiente
resultado (cf. [25]) establece ademds que el rango de div es exactamente LZ(Q).
Corolario 6.12 Se verifica
i) El operador grad es un isomorfismo de L2(f2) en
Vi={heH Q)| <hz>=0 VzeV}

i1) El operador div es un isomorfismo de V+* en Li(Q). m

Se deduce del resultado anterior el siguiente

Corolario 6.13 Egiste una constante by > 0 tal que

,divz
o g vge Li@),
zeHyo\(o) |20
Demostracién: Dado g € L2(Q), por el Corolario 6.12, existe un tnico v € V+
tal que '
divz =g, |zlue < Cliglloa-

Entonces,
(g,div2) _ lali3a
lZlie | lzlue

1
2 ’6‘:“9”0;9-

Por tanto, se tiene el Corolario con by = 1/C. u

El siguiente resultado de levantamiento de trazas, 1til asimismo para la resolucién
del problema de Stokes, es también una consecuencia del Corolario 6.12:
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Lema 6.14 Para cada par de funciones yp € HY/2(9Q), g € L*(0) que verifiquen

/ yF-xldS=/gdx,
aQ Q

existe una funcidn y € H'(Q), tinica salvo una funcidn aditiva de V, tal que
(6.2) divy =g enf, Yy =Yyr sobreOf.
Ademds, existe una constante C, independiente de'y e yr, tal que

(6.3) zllelf/ ly + zlli;2 < Cllyrllijz;00 + ligloa-

Demostracién: Una Demostracidon de este Lema en el caso ¢ = 0, que nosotros
adaptamos aqui a nuestro caso, puede encontrarse en [25].

De los resultados relativos a levantamientos de trazas (cf. [37]), se tiene la existencia
de una funcién y, € H'(Q) tal que y, = yr sobre Q. Esta funcién, en virtud de la ‘
formula de Green, verifica

/divyodx:/ Yo -ndS = yp-nd5=/gdw,
Q afl o Q

por lo que divy,~g € L}(2). Entonces, por el Corolario 6.12, existe un vector y, € V+
que verifica

divy, = divyy, — g, lyilue < Ci(lyolia + llglloa)s

donde la constante C; es independiente de y,, y; ¥ ¢. La funcién y = y, —y; pertenece
a H'(Q) y verifica (6.2); ademads, si y* € H'(R) verifica también (6.2), es obvio que
y —y* € V. Por otro lado se tiene que

Iyllie < Ca(llyolla + llgllon),

donde C; es independiente de y, y ¢; de aqui se deduce la desigualdad

Jof Iy +zflie < Ca(llyolle + llgllos)

para cualquier y, € H;(§) cuya traza sobre dQ sea yy; tomando en esta desigualdad

infimos en y,, se obtiene (6.3). m

También haremos uso de la siguiente version, de nuevo simplificada, pero suficiente

en nuestro caso, del Teorema de De Rham:
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Teorema 6.15 Sife H‘I(Q) satisface
<fv>=0 Yv ey,
‘entonces eziste p € L2(Q), dnica salvo una constante aditiva, tal que
f=grad p.
Ademds, eziste una constante C > 0, que sélo depende de Q, tal que

I8llz2(e)/m < Clfll-1,0- =

Para la Demostracién, por ejemplo véase [25, Teorema 2.3 y Corolario 2.1].
Como consecuencia, también se prueba en [25] el siguiente

Corolario 6.16 El espacio V es denso en V para la norma de Hy (). m

Para finalizar este apartado, introducimos un espacio, mayor que el espacio V, que
también guarda relacién con el operador divergencia y con la resolucién del problema
de Stokes. Definimos el espacio H(div;{2) como sigue:

- H(div;Q)={z € L}(Q)|divz € L*(Q)}.
Es inmediato que este espacio es un espacio de Hilbert cuando se le dota de la norma

N2l aivse) = {llzlla.q + lldiv z”g;n}l/z-

Las propiedades del espacio H(div ; ) dadas en el siguiente Teorema se demuestran
en [25]:

Teorema 6.17 i) D(Q; RY) es denso en H(div;Q)..

ii) La aplicacidn traza normal yn : 2 — 2 - nyaq definida en D(Q; RY) puede
ser eztendida por continuidad a una aplicacidn lineal continua, ain denotada por ym y
llamada traza normal, de H(div;Q) en H=1/2(0Q).

iii) Se verifica
lz - nl|—1/2,00 < l2llH(aiv;0) V2 € H(div; ).
iv) Se tiene la siguiente formula de Green:

(z, Do) + (divz,p) =< z-n,¢ >g-1/2(50), H1/2(50)
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cualesquiera que sean z € H(div;Q), ¢ € H'(). m

Para una generalizacién del espacio H(div;2), véase el apartado siguiente.

6.1.7 Algunas propiedades de ciertos espacios relacionados con
* * r
el operador divergencia en L

En nuestro estudio de la regularidad de la solucién del problema de Stokes, nece-
sitaremos propiedades de funciones de L", en general r # 2, cuya divergencia estd

en L". Por ello, introducimos en este apartado la siguiente generalizacién del espacio

H(div; Q).

Sea £ un dominio acotado de RN de clase W1* y sea r € (1, 00); consideremos el

espacio vectorial

WT(div;Q)={z € L"(Q)|divz € L"(Q) }.
Se tiene:

Teorema 6.18 FEl espacio vectorial W' (div;Q), dotado de la norma

Izl wr(aiv;a) = l[2llo,s0 + lldiv 2lo,ra,

es un espacio de Banach.

Demostracién: Sea (z,) una sucesién de Cauchy en W7 (div ; ); entonces, (z,)
y (divz,) son sucesiones de Cauchy en L"(f2) y L"(§2), respectivamente, por lo que
existen z y 2’ tales que

z, — 2z enL"(Q)

divz, — 2’ en L"(Q).

Obviamente, 2z’ = div z, con lo que se tiene que z € W' (div; Q) y 2, — z en W (div; ).
Esto demuestra el Teorema. W

Teorema 6.19 W7 (div;Q) es reflezivo.

Demostracién: Consideremos el espacio L™(§; RV*+1) y la aplicacién
S W"(div; Q) — LT(Q; RV,

definida por Sz = (z,divz) que, evidentemente, es una isometria. Podemos identificar
W7 (div; Q) con S(W7(div;Q)), que es un subespacio cerrado de L"(£; RV*+1). Como

LT(£; RN+1) es reflexivo y todo subespacio cerrado de un espacio reflexivo también lo
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es, se concluye que S(W"(div;?)) — y por tanto también W7(div ; Q) — es reflexivo. m

Teorema 6.20 i) Todo elemento | = (1,1) € L™ (Q; RV*1) define un elemento
TI e (WT(div;Q)) de la siguiente forma

< T,z >=/l-zdm+/7divzdz Yz € WT(div; Q).
Q Q

ii) Para todo [ € (W™(div;Q)), eziste [ € L™ (Q; RY*Y) tal que TI = 1.

Demostraciéon: Consideremos la aplicaciéon
T: L7 (G RV — (W7 (div; Q)
definida, para cada [ = (1,1) € L™ (Q; RN*1), por

< Tz >=/1-zclx+/[divzd:c Vz € WT(div; Q).
Q Q

Es evidente que T esta bien definida, i.e. se tiene probado el apartado i) del Teorema.
Para probar el apartado ii), hay que demostrar que T es sobreyectiva; para ello, uti-
lizaremos el siguiente resultado (cf., por ejemplo, [7], pag. 30):

Sean E y F dos espacios de Banach y sea
A:D(A) C E — F un operador no acotado, cerrado, con D(A) = E;
sea A* el operador adjunto de A. Son equivalentes:

(a) N(A)= {0} y R(A) es cerrado.

(b) A* es sobreyectivo.

Consideremos el operador lineal
S Wn(div; Q) — LT(Q;RN*Y),

definido por .
S(z) =(z,divz) Vz € Wf('div;Q),

cuyo dominio D(S) es todo el espacio W(div;§2). Velamos en la Demostracién del
Teorema anterior que el rango de S es cerrado y, de manera analoga a como se demostrd
que WT(div; Q) es completo, se comprueba que S es un operador cerrado. También es
evidente que el nucleo de S se reduce a 0. Por tanto, el operador adjunto de S, S*,
es sobreyectivo. Se comprueba sin dificultad que §* y T coinciden, con lo que se tiene
probado que T es sobreyectivo y, con ello, el Teorema. ®

Teorema 6.21 D(Q;RY) es denso en W (div; Q).
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Demostracién: La Demostracién se basa en el siguiente resultado conocido de
Analisis Funcional (cf., por ejemplo, [7], pég. 7): '

Un subespacio M de un espacio de Banach M
es denso en M si y sdlo si todo elemento de M'
que se anule identicamente sobre M,

también se anula sobre M.

Sea [ € (W (div;)) tal que
<, ¥ >=0 V¥ e DER).

Por el Teorema anterior, | = T{ con | = 1,0 e L"(Q; RN+1); prolonguemos | por 0

fuera de 2 (continuamos denotando [la prolongacion); entonces, se tiene
/ (1-¥ +1div¥)dz =0 V¥ e D(;RY),
RN

lo que equivale a

grad I=1 en D'(RM).

Ya que 1 € L™(RY), se deduce que [ € WE™(RN) y, por tanto, su restriccién a 2,
también denotada [ pertenece a Wi ().

Ahora, puesto que D(f) es denso en W,""(2), se considera una sucesién (¢,,) en
D(R) tal que
¢n — 1 en WOI’T(Q);
se verifica que

grad ¢, =1 en L(Q).

Entonces,

<i,z>=/1-zdx+/z‘divzdx
1]

= lim (grad $n-2+ Ppdivz)de =0 Vz ¢ Wr(dzv Q).

n—oo
Se tiene asi probado el Teorema. m

Teorema 6.22 La aplicacién yn : 2 — z-n|sq, definida en D(Q; RY), puede ser
prolongada a una dnice aplicacidn lineal continua, también denotada yn, de W"(div; )
en W=H(9Q) (espacio dual de W=7 (39)).

Demostracién: Sean z € D(Q; RY) y ¢ € D(Q). Se verifica la siguiente férmula
de Green:

/f;z-grad Q&d:z:—l—/n(divz)qﬁdm=/an(z-n)¢d5.
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Como D()) es denso en W' (1), la igualdad anterior es vélida para ¢ € wir(Q) y
z € D(; RY). Por tanto,

iLQ(Z - n)¢d‘9! < ”ZHW'((liv;Q) H¢Hl,r’;ﬂ Vd) € le’rl(g)a Vz € D(Q; RN)

Ahora, sea p € W1~7:7(39). Entonces, existe ¢ € W17 (Q) tal que ¢ = u sobre OS.
Por tanto, la desigualdad anterior implica:

|/an(z-n)udSI < lzllwr aivia) lilh=b o0 Ve €W (Q), V2 € D(LRY).

Se tiene entonces que

lz - “H—},r;aﬂ < lzllwe aivsa),
con lo que yn : z — z - n|aq, definida en D(; RY), es continua para la norma de
W7 (div; Q). Ya que D(Q;RN) es denso en W7(div;Q), yn puede ser prolongada de
forma tnica a una aplicacién también denotada vy € L(W7(div;Q); "}"(39)) tal
que

_1, 1. m
L

”'Yllna Wr(div;Q);W (a9)) S

Por extensidn, yn se llama también traza normal y yn z suele escribirse simplemente

z -1, Se tiene:

Iz -m|l_1/r ro0 < HZ”Wr(di;;n)-

En particular, cuando z € W (Q), se tiene que z - n € W=+T(09) y

: , = : 1-207 (60).
SBMOS = /m<z n)¢dS Vée WmF" (99)

Se deduce de aqui, que

l/an(z : n)quS‘ < ”Z ' n“-—l/r,r;aﬂ ”45”1—-},-,1"’;39
< lzllwrdiviay 18ll1,:0,
para todo par de funciones z € W™ (Q), ¢ € WL ().
6.1.8 El marco de la formulacién débil de los problemas eh’pti—
COS

En este apartado, damos una descripcién breve de una herramienta fundamental

utilizada en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales de tipo eliptico.
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Sea V' un espacio de Hilbert real, cuya norma denotamos por || -||; sea V' el dual de
V y denotemos por < :,- > la dualidad entre V' y V. Sean (y, z) — a(y, z) una forma
bilineal real sobre V' x V, £ un elemento de V' y consideremos el siguiente problema
variacional, llamado Problema (P):

(P) Hallar y € V tal que
a(y,z) =< £,z > VzeV.

Se tiene el siguiente resultado bdsico, conocido como el Teorema de Lax & Milgran

(cf. [30]):

Teorema 6.23 Supongamos que a(-,-) es continua y eliptica en V, es decir, ezisten
dos constantes L y ap > 0 tales que

la(y, 2)l < Lilylth=ll vy, z€V

a(z,z) > ag ||2)|? Vze V.

Entonces, el problema (P) tiene una inice solucion u en V. Ademds, la aplicacion

£ — y es un tsomorfismo de V' sobre V. m

6.1.9 El marco de la formulacién variacional mixta de proble-
mas elipticos

En este apartado, analizamos un marco funcional abstracto que se adapta bien a

la resolucién de problemas de contorno con una restriccién lineal, como es el caso del

problema de Stokes (cf. [25]).

Sean X y M dos espacios de Hilbert reales, cuyas normas denotamos por || - ||x y
I| - llar, respectivamente. Sean X' y M’ sus correspondientes duales y denotemos por
I-llx ¥ I - ]m+ sus normas duales. Como es usual, denotaremos < :,- > los productos
de dualidad entre los espacios X y X' 6 M y M'.

Introducimos dos formas bilineales confinuas:
a(-,-): X x X - R, b(,-): X xM - R,

con normas

sup

aj| = su JESUI TS T A
el R zex\{o},nem\{o} Nzlx el me

y,z€X\{0} "y”X”Z”X ’
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Consideremos el siguiente problema variacional (mixto), lamado Problema (Q):

Dado £€ X'y x € M,
) encontrar un par (y,A) € X x M tal que
@ a(y,z) +b(z, ) =< £,z> VzeX,
by, u) =< x,p > Yu € M.

Asociamos al problema anterior el espacio

V={ze€X|bz,n) =0 VueM}

Definicion 6.24 Se dice que la forma bilineal b(-, -) verifice la condicidn “inf-sup”

s1 existe una constante by > 0 tal que

6 b(z, p)

—l > hy. R
weM\(0} sexvo) Nellxllelie =

Se tiene el siguiente resultado, para cuya demostraciéon puede consultarse, por ejemplo,

[25].

Teorema 6.25 Supongamos que lo forma bilineal a(-,-) es V-eliptica, es decir,

eziste una constante ag > 0 tal que
a(z,2) > aollzlk  VzeV.

‘Entonces, el problema (Q) tiene una unica solucidn si y sélo si la forma bilineal b(-,-)
satisface la condicidn inf-sup . Ademds, cuando esto ocurre, la aplicacion (£,x) — (y,A)
es un 1somotfismo de X X M sobre X' x M'. m

6.2 El problema de Stokes: Existencia de solucién

Planteamos en esta Seccién el problema de Stokes a partir de las ecuaciones que
rigen el movimiento de un fluido viscoso incompresible en un dominio Q de RY.

Una forma usual de estudiar la existencia de solucién de un problema de ecuaciones
en derivadas parciales es formularlo como problema funcional equivalente en un espacio
de distribuciones, probar la existencia de solucién en este espacio (solucién débil) y, por
ultimo, estudiar la regularidad de la 6 las soluciones, lo que dependera de la regularidad
de los datos. Este método permite, por un lado, probar la existencia de solucion clasica
cuando los datos son suficientemente regulares y, por otro, obtener soluciones cuando
se tienen datos menos regulares. '
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En el aptdo. 6.2.2, recordamos un resultado de existencia de solucién débil del
problema de Stokes; aunque su demostracién es bien conocida (cf., por ejemplo, [25],
[29], [52]), hemos creido conveniente su inclusién aqui, de dos formas diferentes, ya que
ciertas variantes de la misma nos serviran para probar la regularidad de la solucion del
problema de Stokes y la existencia de soluciéon de otros problemas similares; también,
describimos brevemente cémo se probd la existencia de solucion clésica originariamente,
usando la teoria de potenciales. |

Por dltimo, en el aptdo. 6.2.3, enunciamos los resultados sobre regularidad de solu-
ciones mas generales que conociamos con anterioridad a este trabajo. En las Secciones
siguientes, se contintia con el estudio de la regularidad de las soluciones de los problemas
de Stokes y Navier-Stokes.

6.2.1 Las ecuaciones de Navier-Stokes

Sea §) un dominio acotado de RY, N =2 ¢ 3. El movimiento de un fluido viscoso

incompresible en {2 estd regido por las ecuaciones de Navier-Stokes (cf. [25], [29]):

dy; N N |
p(_a_{‘ + Z”]'nyf) - ZD:'%' = pfi 1<i< N,
divy =0 (condicion de incompresibilidad),

donde o es el tensor de componentes
0ij = —Pé&ij + u(Djyi + Diy;), 1<4,5<N.

En estas ecuaciones y = (y1, y2,-.., yn) es la velocidad del fluido, p, su densidad
(que suponemos constante), & > 0, su viscosidad (que también suponemos constante) y
P su presion; (o;;) es el tensor de esfuerzos y f= (fi,..., fn) representa una densidad
de fuerza por unidad de masa (por ejemplo, debidas a la presencia de una campo

gravitatorio).

Usualmente, se pone
p=Plp, v=uplp
A p se le llama presién cinemética y a v, viscosidad cinematica pero, en lo que sigue y
por simplicidad, las llamaremos simplemente presién y viscosidad. Con esta notacion,
las ecuaciones de Navier-Stokes se escriben en la forma

Oyi i N ..
"5{+Zijjyi“VZDj(Djyi+Diyj)+Dip=fi, 1<4,5 <N,

i=1 j=1
divy =0.
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Obsérvese que, por ser div y = 0, se verifica la identidad

1 1
ZD ('D]yz +D1y1 = ‘Z i +Dijyj) = §Ayi s

2
Jj=1
de manera que podemos escribir las ecuaciones de Navier-Stokes como sigue:

ay N
57+ _uiDiy —vAy +grad p=1,

i=1

divy = 0.

Nosotros, aqui, sélo estudiaremos problemas estacionarios (no dependientes del tiempo),
con lo que —X = 0 y, por tanto, las ecuaciones de Navier-Stokes consideradas son las
siguientes:

—-vAy + Z y;D;y +grad p =f,
j=1
divy =0
ademds, para empezar, supondremos que el orden de magnitud del campo de velocidades
y es lo suficientemente pequefio como para que los términos de conveccién no lineales
y¥;(D;y;) puedan ser ignorados. Esto da lugar a las ecuaciones llamadas de Stokes:

—vAy + grad p=f,
divy = 0.

6.2.2 Existencia de solucién del problema de Stokes

Como ocurre con todas las ecuaciones y sistemas de ecuaciones en derivadas par-
ciales, es necesario afadir condiciones de contorno para que el problema de existencia
de solucién esté bien planteado; aqui afiadiremos una condicién de contorno de tipo
Dirichlet:

Yy=Y¥r sobre 0f).

Por otro lado, nuestro andlisis de la regularidad de las soluciones hace uso de la existencia
de solucién de sistemas de Stokes en los que la velocidad no tiene divergencia nula; por

ello, sustituiremos la wltima ecuacién del sistema por la siguiente:

divy=yg,

donde g, en general, no es nula. Observemos que la eleccién de las funciones Yrygno
es arbitraria, ya que si, por ejemplo, la velocidad y pertenece a H'(Q), se ha de verificar

/g,-——/ yr-nds,
Q N
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en virtud de la férmula de Green.

Sea 2 un dominio de RM, N = 2 é 3, que suponemos acotado y lipschitziano.
Dadas fy g, distribuciones en , e y, una funcién definida sobre 9Q, planteamos el
siguiente problema de Stokes: |

Hallar (y,p) tales que
(S) ~vAy +grad p=1f en D'(Q;RY),

divy =g enD(Q),
y = yr sobre 0S1.

En (5), la dltima ecuacién se entenderd, salvo que se indique otra cosa, en el sentido
de las trazas. En adelante, cuando se ponga “en ", se sobreentenderd “en D'(2)”.
Llamaremos solucién débil de (S) a todo par (y,p) € D'(Q; RY) x D'() que verifique
sus ecuaciones.

Se tiene el siguiente

Teorema 6.26 Dadas f€ H™'(Q), g € L*(Q) e yp € H/2(8Q), tales que

/g =/ yp-n dS,
Y] oN

eziste un dnico par (y,p) € HY(Q) x L*(Q)/R solucidn débil de (S). Ademds, eziste
una constante C que sdlo depende de §2, tal que

(6.4) Iyl + IBllc2@)/r < CUMl-5a + llglloa + lyrli-1/2;00)-

Primera Demostracién: i) Suponemos, en primer lugar, que se tiene ¢ = 0 e

yr = 0 (problema homogéneo). Formulamos el problema en términos del correspon-
diente Problema (P) (cf. aptdo. 6.1.8):

Consideramos el espacio
V = {z € Hy(Q)| div z = 0},
dotado de la norma | - |1,0 (cf. aptdo. 6.1.6) y definimos en él la forma bilineal
a(y,z) =v(Dy , Dz) = I//QDy-Dz dr

que es continua y eliptica; por otro lado, es claro que f determina una tnica forma lineal
continua sobre V. Por tanto, en virtud del Teorema de Lax-Milgram, existe un tnico

y € V solucion de

(P) a(y,z) =< f,z > Vz € V;
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ademas, existe una constante C > 0, independiente de f e y, tal que

lylie < Clifll-1;0.

Tenemos que —vAy — f € H™'(Q) y se anula sobre V; del Teorema, de De Rham
(cf. aptdo. 6.1.6), se deduce que existe una funcién p € L*(Q) tal que

—vAy —f=gradp en H}(Q)

1BllL20)/m < Cl| = vAy ~ fll—1.0 < Cllfl| =10

Sélo nos queda probar la equivalencia de los problemas (S) y (P). Si (y,p) es solucién

de (§), se deduce facilmente que
aly.z) =< f,z > Vz €V;
por continuidad, teniendo en cuenta que V es denso en V, se obtiene esta dltima igualdad

para todo elemento de V, con lo que y es solucién de (P). El reciproco es inmediato.

ii) Ahora, si g € yp no se anulan simultdneamente, consideramos (cf. el Lema 6.14)
una funcién z € H(Q) tal que

dwz=g, Zijpa = Yo

lzlia < C(llgllon + Iyrll-i/za ),

siendo C una constante que sélo depende de . Entonces, una solucién de (S) es el par

(y,r) = (W + z,p), donde (w, p) es la solucién tnica del problema

—vAw +grad p=f+vAz enQ,
divw =0 en €,

z=0 sobre 0f2.

La existencia de solucién de este problema acaba de ser probada en el apartado i);
ademds, (y,p), que en principio depende de z, es la tnica solucién de (S), porque
su diferencia con otra que pudiera existir seria solucién del problema homogéneo con
f = 0y, por tanto, seria nula; por dltimo, (6.4) se obtiene de forma inmediata de las

estimaciones verificadas por (w,p) y por z. ®

Segunda Demostracién: i) Suponemos, en primer lugar, que yp = 0; ahora g

puede ser no nulo y se tendra la hipétesis

/g=0.
Q
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Formulamos el problema en términos del Problema (Q) (cf. aptdo. 6.1.9):
Consideremos los espacios X = Hy(Q) y M = L2(f), respectivamente dotados de

las normas |- {;;0 ¥ || - llo;a v las formas bilineales

aly,z) =v(Dy , Dz) = u‘/ Dy . Dz dx
Q

Wz,q) = —(q,divz) = —/ gdiv z dz ;
Q

consideremos también f, que estd en X', y el elemento x € M' definido por

<Xig >=—(g,q9) = —/ng dz  Yq€ Ly(Q);
introduzcamos, por altimo, un subespacio de X,
Vo = {z € HY(Q) [b(z,0) = 0 Vg € M),
que, por estar div z en L2(§) para todo z € H}(§2), coincide con
V=A{ze Hy(Q)| div z = 0}.

Se tiene que las formas bilineales son continuas, a(-,-) es V-eliptica y b(-,) verifica la

condicién inf-sup (Corolario 6.13). Por tanto, existe un tnico par (y,p) en el espacio
H(Q) x L3(Q) que verifica

(@)

{ a(y,z) + 0(z,p) =< f,z > \?’z € Hy(Q)
by,q)=~(9,9) Vg€ L)

Yo + lploe < C(Ifl-ua + lgloa),

donde C es una constante que depende sélamente de (2.

Veamos a continuacién que los problemas (S) y (@) son equivalentes. Si (y,p) es
solucién de (.5), se prueba por continuidad que también es solucién de (Q), sin mas que
tener en cuenta que D(Q; RY) y D() son densos en Hy () y L?(Q), respectivamente.

Reciprocamente, si (y,p) es soluciéon de (@), de la segunda ecuaciéon se deduce que
divy=yg,

teniendo en cuenta que divy — g € L3(Q2); de nuevo, es evidente que (y,p) verifica la

primera ecuacion de (.5).



6.2. El problema de Stokes: Existencia de solucién 85

Por dltimo, (6.4) se obtiene de la propiedad
llpllo;2 = lI1Bllz2¢a) /R Vp e L3(Q).
il) Suponemos ahora que yp # 0 y consideramos una funcién
(6.5) z€ H(Q),  zjoa =yr

(no necesariamente aquélla dada por el Lema 6.14). Ehtonces, una solucién de (S) es el

par (y,p) = (w + z,p), donde (w, p) es la solucién tnica del problema

—vAw+grad p=f+vAz en (),
divw=g—divz enfl,

z=20 sobre 99).

Obsérvese que

/(g—divz)dm:/gd:c ——/ yr-ndS=0.
Q Q a9

Ademas, (y,p), que en principio depende de z, es la tnica solucién de (), porque su
diferencia con cualquier otra que pudiera existir seria solucién del problema homogéneo
con f =0, y, por tanto, seria nula. Por tltimo, se tiene, de la estimacién verificada por
(W,p), que

I¥lle + IBll2o)/m

<Iwihie + lIBllz2@)/r + 2l

< O (it + vazl-sa + llg - div 2l + lzlha)

< O(fl-va + liglon + lizln )

cualquiera que sea z verificando (6.5), con la constante C' dependiendo sélo de £;
tomando infimos en z se obtiene (6.4). m

Para terminar este apartado, indiquemos que existen otras formas de probar la exis-
tencia de solucién del problema de Stokes. Originariamente el problema fue resuelto por
F.K.G. Odgvist [38] y L. Lichtenstein [31], simultinea e independientemente, mediante
la teoria de los potenciales asociados al sistema de Stokes (potenciales hidrodinamicos).

Este método tranforma el problema de ecuaciones en derivadas parciales en un
problema de ecuaciones integrales, cuya solucién proporciona la del problema original
(para m3s detalles, cf. [29]; véase también la Seccién 6.6 para la definicién y propiedades
de los potenciales hidrodindmicos).
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Asi, siendo £ un dominio acotado, de clase C1'* y siendo yp € C(02), tal que

/ yr -ndS =0,
an

se prueba que el problema (S) con f = 0 y g = 0 tiene una unica solucién analitica
en ) y continua hasta la frontera de ); ésta viene dada como un potencial de capa
doble cuya funcién de densidad es la solucion del problema de ecuaciones integrales y
sus propiedades de diferenciabilidad se prueban de manera aniloga a como se hace para
los potenciales asociados al operador de Laplace (potenciales Newtonianos). Después,
se resuelve el problema no homogéneo con f# 0 y ¢ = 0, mediante la construccién de
la funcién de Green correspondiente.

El método es de una complejidad mucho mayor que el anteriormente estudiado y
precisa de mayor regularidad para los datos; no obstante, permite un estudio directo,
aunque no sencillo, de las propiedades de diferenciabilidad de la solucién.

6.2.3 Regularidad de la solucién débil del problema de Stokes

La regularidad de las soluciones de las ecuaciones y sistemas elipticos en general
ha sido estudiada por S. Agmon, A. Douglis y L. Nirenberg [2] y por V. A. Solonnikov
[49] -[50], para dominios Q de clase al menos C?. También, J. M. Ghidaglia [24] prueba
resultados de regularidad L? de las soluciones de ciertos problemas elipticos ligados a

las ecuaciones de Euler, bajo las mismas hipétesis de regularidad sobre Q.

Para el problema de Stokes, ¢l resultado més general que conocemos es el siguiente:

Teorema 6.27 Sean m un entero > —1, r un nimero real, 1 <r < 0o y 2 C RY,
N =2 ¢ 3, un dominio acotado de clase C*, donde u = max{m + 2,2}. Supongamos
1 .
que £€ W™T(Q), g € WML (Q) e yp € WTH2T57(Q) y que se verifica

Q o0

Entonces, existe un inico par
(y,P) = Wm+2,r(Q)fx Wm-l-l,r(Q)/R

solucidn débil de (S). Ademds, existe una constante C, que sélo depende de m, r y (1,

tal que

I¥llnt2.me + IBlwmtir @)k

(6.6)
< C(Iflm.rie + lgllms 1m0 + 1¥rlmsz-i,m00)- ®
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La Demostracién de este resultado en el caso N = 2 puede encontrarse, por ejem-
plo, en [52]. Alli se prueba primero la existencia de solucién y, luego, utilizando las
estimaciones “a posteriori” de [2], se obtiene una variante de (6.6).

Para el caso N = 3, la Demostracién se debe a L. Cattabriga, quien la desarrolla
en [8]. En esta referencia, siempre bajo la hipdtesis de que €2 es de clase C¥, suponiendo

la existencia de solucién en el espacio
Wm+2,r(Q) X Wm+1’r(Q)/R,

se obtiene una representacién integral de la misma; luego, utilizando resultados de
[2] y otros debidos a Calderon y Zigmund, se deducen estimaciones “a posteriori” de la
solucién; por ultimo, utilizando resultados de [38], otros debidos a Schauder y a Schroder

y las estimaciones anteriores, se prueba la existencia de solucién.

Otra Demostracién del resultado anterior en el caso m = 0, g = 0 e yp = 0
puede consultarse en [29]. Alli, también bajo la hipétesis de que € es de clase CZ,.se
estiman las soluciones del problema de ecuaciones integrales asociado al problema de
Stokes (cf. el aptdo. anterior), utilizando resultados de [49] —[50]; con estas acotaciones
se obtiene el Teorema. En [29], se indica también la posibilidad de generalizarlo para
¥r # 0y m > 0, haciendo uso de los mismos 6 analogos resultados. Sefialemos que, en

esta referencia, se deduce del Teorema 6.27 el siguiente

Corolario 6.28 Sea Q un dominio acotado de RN, N =2 ¢ 3, de clase C*. Si
fe L7(Q)NCY (Q), r > 3/2, entonces la solucidn débil de (S) cong=0eyr=0es

una solucidn clisica; mds precisamente, se tiene
y € WET(Q)n C* 7 (Q)nCH*(Q),  grad p € L7(Q) N CO*(Q),

las dos primeras igualdades de (S) son satisfechas puntualmente, en todo z € Q y, por

dltimo, la condicidn de contorno se cumple en todo z € 2. W

Finalmente, digamos que en [29] se prueba un resultado de regularidad L? en
cualquier subdominio Q' CC ) mediante regularizacién de la solucién débil, tomando

en la formulacién (P) del problema funciones “test” particulares.

En lo que concierne a la Holder-continuidad de las soluciones de (.S), se tiene el
siguiente resultado (cf. [51} y, también, [29]):

Teorema 6.29 Seu Q un dominio acotado de RN, N =2 ¢ 3, de clase cmt2h
conm > 0. Sife C™MQ), yp € C™2H(60) y se verifica

/ yr-ndS =0,
an
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entonces el problema (S) con g = 0 tiene solucidn inica

(y,p) € C™2HQ) x C™HHQ)/R.

Para terminar este aptdo., digamos que probaremos en el aptdo. 6.6 que no hay
“estimaciones L!”.

6.3 Operadores de Stokes generalizados

Cuando hablemos de la regularidad de la solucién del problema de Stokes en un
entorno U de un punto de la frontera de §2, serd necesario llevar el problema a una
semibola B}. Para ello utilizaremos los difeomorfismos que definen la frontera (cf. la
Seccién 2.3.1) y los resultados sobre composicién de funciones en espacios de Sobolev
(cf. aptdo. 6.1.4). Estos cambios de sistema de referencia y otros similares que necesitare-
mos dan lugar a ecuaciones generalizadas de Stokes, cuya introduccién es el objetivo de

esta Seccidn.

En lo que sigue, llamaremos operador de Stokes ordinario al operador que a cada par
de distribuciones (y,p) definidas en §2 le hace corresponder la distribucién
(—vAy + grad p, div y).

6.3.1 Operador de Stokes generalizado con coeficientes varia-

bles

Sean, como en el aptdo. 6.1.4, Q y §1 dominios en ]Rév y RY, respectivamente, y ¥
un difeomorfismo de 2 en §) de clase W™+2%° donde m es un entero > 0.

Sean

(v,p) € (WH2T(Q)n Wy (Q)) x WHHT(Q),.
fe LMQ), gewrthr(Q),
con0<p<myl<r< oo, funciones que v’eri’ﬁcan
—-vAy + gradk p = f,
div y =g,

c.p.d. en . Si consideramos la composicién de las funciones anteriores con ¥, entonces,

con la misma notaciéon del aptdo. 6.1.4, se tiene

(7,7) € (WHFET(Q) n WT(Q)) x WrHT(Q),
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TeL¥(Q), §ewHrtin(@)
y, ademads,
N N N _
-v Y aiiDiGi+ » biDifi + Y esDif=fi, 1<I<N,
i,7=1 =1 =1

N
Z enDiyi =9,

i,l=1

c.p.d. en Q. Aqui los coeficientes vienen dados por las férmulas

N

aii(€) =Y exi(€)ex;(£), 1<i,j <N,
k=1
eij(€) = ((Di¥5) 0 T)(8), 1<i,j <N,
N
bi(6) = —v Y ((Dua¥;") 0 T)(8), 1<i<N.
k=1

Veamos a continuacién algunas propiedades de los coeficientes anteriores, que utilizare-
mos mas adelante. Para ello, consideremos las matrices A = (aij)i<ij<n,
E = (eij)lsi:jSN y E' = (egj)lsi’jSN’ esta ultima de componentes

e;;(€) = (Di¥;)(8),

y el vector b = (b;)1<i<n. Consideremos también las funciones Jac ¥(¢) y Jac ¥~1(z).
Se verifica:

i) A=ETE y EE' = Id.

ii) Las componentes de 4, E, E' y la funcién Jac ¥ estin en W™+1o(Q}), las
componentes de b estén en W™(Q) y Jac U~! estd en W™+1(()). Denotaremos
por K el maximo de las normas de todas las funciones anteriores en el espacio al que
pertenecen. De lo anterior se deduce que Jac ¥ y Jac ¥~! estén acotadas inferiormente
por 1/K en Q y §, respectivamente.

iii) La matriz A es simétrica y uniformemente definida positiva; existen dos niimeros
A, A > 0 tales que el espectro de la matriz A(€) estd contenido en [A, A], cualquiera que
sea £ € Q. Esto implica, por un lado, el caricter uniformemente eliptico de la parte

principal del sistema de ecuaciones y, por otro, la desigualdad
avw() 24 Ve,

que usaremos en el aptdo. 6.4.2.
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Llamaremos operador de Stokes generalizado (con coeficientes variables) en un
dominio {1, a un operador en derivadas parciales, denotado £ = (Ly,...,Ln,Ly41),

que a cada par de funciones
(y,p) € WHF2T(Q) x WHHLT(Q)

le hace corresponder la funcién de componentes

N N N
Ly,p)=~» > ai;Dyyi+ Y b:Dyi+ > exDip ,1 <I<N,
1=1 i=1

1,7=1
N
Lyyi(y,p) = Z ei; Diyr.

1,l=1

Aqui, se supone que los coeficientes a;j, b; y e;; tienen las propiedades i)—iii) prece-
dentes.

6.3.2 Operador de Stokes generalizado con coeficientes cons-
tantes

Si en el operador de Stokes generalizado con coeficientes variables, suponemos que
b; = 0 para 1 < ¢ < N y particularizamos los coeficientes a;;(z) y e;;(z) en un punto

zg, obtenemos un operador en derivadas parciales con coeficientes constantes.

Llamaremos operador de Stokes generalizado con coeficientes constantes en un do-
minio §2, a un operador en derivadas parciales, denotado £° = (LY,...,L%, L%, ,), que

a cada par de funciones
(y,p) € WH2T(Q) x WHHLT(Q)

le hace corresponder la funcién de componentes

N N
Li(y,p) = —v Z a3; Dijy + Ze?iDip , 1 <1< N,
1,7=1 1=1
N
L(1]v+1(y,]?) = Z e Diyt.

1,{=1

Aqui, denotando A" la matriz cuyos elementos son los coeficientes a?j y E° la matriz

cuyos elementos son los coeficientes e?j, se supone que F° es no singular y que A =
(E9)TE®; en consecuencia, A% cs una matriz simétrica definida positiva. Denotaremos

Ao ¥ Ap el menor y el mayor autovalor de A%, respectivamente.
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Nos interesard realizar un cambio de sistema de referencia que transforme un ope-
rador de Stokes generalizado con coeficientes constantes en un operador ordinario de
Stokes; éste es el problema que abordamos a continuacién.

Sean
(¥,p) € (WHEFE(Q) n W (Q)) x WHHLT(Q),

fE L#(Q’L g € Wﬂ+1’r(ﬂ)3

verificando
| Li(y,p)=fi, 1<I<N,

Lyap) =y,
c.p.d. en Q C RV, ,
Consideremos la matriz E asociada al operador LY, la aplicacién ¥ : R?’ — RY,

definida por ¥(£) = ¢ - E y el dominio ) = ¥-1(§); entonces, ¥ es un difeomorfismo
de clase C* de Q en Q. Por tanto, con la notacién del aptdo. 6.1.4, se tiene

(¥,8) € (WHE7(Q) n W™ () x Wr+Lr(Q),

feLH(Q), gewrn(f)
y, ademas,
—-vAy + grad p = f]
divy =g,

c.p.d. en Q.

Cuando se realiza este cambio de sistemna de referencia, se verifica, cualquiera que
sea la funcién ¢ € W™"(Q) con m > 0y 1 < r < 0o y cualquiera que sea el multiindice

a=(aj,..., ay) con |a| < m, lo siguiente:

(D)o ¥ = " C(a,,(E'))DPG,
|8l=|e|
(D°G)o¥™' = " C(a,8,E°) Dy,
18l=|al
[Pliat.ra < O(NV) ldet EPP ATV 3] 5,

1l g < CAV) Idet BT APV ] 01,0

Cuando el operador de Stokes generalizado con coeficientes constantes se obtiene a
partir de otro de coeficientes variables como acabamos de indicar, entonces se verifica
A < Ao £ Ag <A, y se podrén sustituir en las desigualdades anteriores A y Ag por Ay
A, respectivamente.
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6.4 Regularldad L? de la solucién del problema de
Stokes

En esta Seccién vamos a probar que, cuando el dominio 2 es de clase W™12:> y
los datos del problema de Stokes verifican f € H™(Q), g € H™(Q), yr € H’""’%(Q) y
(6.12), existe una unica solucién (y,p) del problema que, ademas, pertenece al espacio

producto H™t?(Q) x H™+1(Q)/R.

En primer lugar, se prueba la regularidad de la solucion débil en el interior del
dominio (aptdo. 6.4.1); luego, probamos que cualquier punto de la frontera posee un
entorno en cuyo interior es regular la solucién débil (aptdo. 6.4.2); finalmente, (ap. 6.4.3)
probamos la regularidad en todo el dominio.

6.4.1 Regularidad en el interior del dominio

En este apartado, partiendo de la existencia de solucién débil en un dominio {2,
probamos que, cuando se aumenta la regularidad de los datos, también aumenta la
regularidad de la solucién en cualquier subdominio Q' CC Q. Comenzamos con el

siguiente

Teorema 6.30 Sea  un dominio acotado de RN y sea
(v,p) € HI(Q) x L*(2)/R

solucidon de

—vAy +grad p=1f en§2,
div y=g enfl
Si fe L*(Q) y g € HY(Q), entonces

(3,9) € (Hipo(2) NHY(Q)) x (Hjpe()/R N LA(Q)/R)

Ademds, cualquiera que sea el dominio Q' CC Q (i.e. ' C ), eziste una constante C,
que sé6lo depende de §2 y S, tal que

I¥llziar + 1Bl @/ < C(lifllosa + llglle)-

Demostracién: Hacemos la demostracion en varias etapas:
i) Fijado ' CcC Q,5ea p € D(Q),0< p <len Ny ¢ =1en Q. Consideramos

las funciones z = @y y ¢ = pp; tomamos una representante de p, denominada p, tal que

/@p = 0.
f
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Se verifica

(z,4) € Hy(Q) x L5(9),
sop z, sop q C Q,
—vAz+grad ¢=f en{,

div z=g¢" en{,

con f* = of —2vDy - Dy + pDp —vy Ap € L3(Q) y ¢* = pg + Dy -y € HY(Q).
ii) La primera de las ecuaciones anteriores es equivalente a

N
VZ/QDiZ'DiV ——/qdivv =/f*~v Vv € Hy(Q).
i=1 Q Q

Sea 7 tal que Q' CC 2y, CC Q y sop 2, sop ¢ C {22; sean d = dist(Q,, O1), .
Qs = {z € Q|dlz, 0Q)>d/2} y QU = {z € Q|d(z, OR) > d/4}. Consideramos todas
las funciones prolongadas por cero fuera de su dominio de definicién.

Cualquiera que sea v € H(Q3), si |h| < d/4, se tiene cuando 1 < k < N que
§7hv e Hy(Q4) v

1// Diz-Di(él\Th’v) —/qdw 6p ~hy /F 5' v).
0

Aplicando las propiedades de los cocientes de diferencias que fueron enunciadas en el
aptdo. 6.1.2, se obtiene

/D(&kz) Div —/(5 0 div v _/Q(szf*)-v Vv € H1(Q);

ademas, (6#z, 6%q) € Hy(Q3) x L§(23) v todas las integrales estan realmente extendidas

a {3, pues fuera de 3 se anulan los integrandos. Por otro lado, también se tiene que
[ dvtnn = [ Gheye vue i)
3

iii) Encuadramos el problema en el marco de la formulacién mixta (aptdo. 6.1.9).

Para ello, consideramos la forma bilineal
a: Hé(Qg) XH(I)(Q;;) - R, ;

definida por
, N »
a(w,v)=v D;w-D;v,
2 Jan
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de la que sabemos que es continua y H(§23)-eliptica, y la forma bilineal
b:Hy(s) x LE(03) - R,
definida por
b(v,pn) = —/ pdiv v,
Qs .

de la que sabemos que también es continua y que verifica la condicién inf-sup .

Por otro lado, de las propiedades de los cocientes de diferencias, se obtiene que

|/Q<6,':f*)-v|=|/9r-<6;"v)|

< ”FHO;Q ”‘Sk_hVHO;ﬂ.; < ”FHO;Q (V1,045

por lo que podemos escribir

(i) v =< h,v>
Q3

donde h € H™'(23) y || h||-1,0, < |[f*]lo;a. También se tiene:

|| @he") i1 < 108" e lilom,
lo que nos permite poner
/9(529*)# =< X, p >

con x € (L3(%s))" v
I (0 < 109"l

Entonces, tenemos que (62, 68q) € Hy(3) x L3(023) y que se trata de la solucién

unica del problema,

a(6tz,v)+b(v,68q) =<h,v>  VveH} (),
b6z, u) =< x,p >  Vp€LYN).

Sabemos, por los resultados del aptdo. 6.1.9, que esta solucién verifica
16k 200, + I8¢ alloia < CIE o2 + 1Dg*llosn),

donde la constante C' sélo depende de §23, es decir de §23 y (2.
iv) Ahora, si llamamos é§ = dist(Q)',002) y elegimos

Qy = {z € Q|dist(z,00) > §/2},
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es también posible elegir ¢ verificando las condiciones del apartado i) y, ademds, de
forma que

C
_...527

con C constante. De las expresiones de f* y g*, teniendo en cuenta (6.4), se deduce que

p(z) =0 fuera de Qy, |Dy| < -g, |D%p| <

€ o + 105"l < 55 (Il + lglhe)

por tanto, cualquiera que sea Q" CC ', se tiene

168y llur + 8kpllor < C(Q,Q)(Ifloi2 + llgllue)-
Aplicando los resultados del aptdo. 6.1.2, se obtiene

(v,p) € H*(Q') x HY(Q)

I¥llzi0 + lpllser < C(2,9) ((Iflloie + llgllie)-

v) Se ha probado el Teorema para el par (y,p), con una eleccién especial de p
realizada en el apartado i) y se ha obtenido una estimacién para este representante de
p. Cualquier otro representante de p es de la forma p+c,c € R, Y> obviamente, también
pertenece a H1(§'). Por tltimo, de la desigualdad

Bl oy = inf lp +cluser < oo, V€S,

se obtiene la acotacién deseada. m

Observacién: La dependencia de la constante C' de  y £’ y la necesidad de que
h esté acotado superiormente por dist(Q', 8Q), impide obtener estimaciones de 8ty y
6% p uniformes respecto de h en cualquier Q" C Q. Por ello, sélo se ha podido obtener,
por este procedimiento, regularidad local. m

Supongamos ahora que tenemos
feH\(Q), ¢eHY(Q),
de lo que, por el Teorema precedente, se deduce que
(¥,9) € Hipo(Q) x Hi,o(Q).

Procediendo como en la Demostracién anterior y con la notacién alli utilizada, se tiene
que

(2,9) € Hi(Q) x (H3(Q) N L§(2))
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y verifica las mismas ecuaciones; ademds, ahora, f* € H'(2) y g* € H*(Q).
Por otro lado, la formulacién variacional del apartado ii) se sigue verificando si -
sustituimos en ella la funcién v por Dyv, 1 < k < N, con v € D(§; RN). Haciendo una

integracién por partes y aplicando un argumento de continuidad, se obtiene:

N
V;/{;(D,(Dkz)) 'DiV ——/(;(Dkq)divv = /Q(Dkf“)v VVGHO(Q).

Repitiendo el resto de la Demostracién con z, ¢ y f sustituidos por Dz, Dyq y
D.f*, llegamos a que

(Dry, Dip) € HT, () x Hi,()/R
Y que, para cada Q' CC 2, existe una constante C que sélo depende de 2 y ', tal que -

IDeyllzor + 1 Depllrayr < CEL, Q) (Il + llgllza)-

Mediante un procedimiento de induccién “standard” y teniendo en cuenta lo que

precede, se deduce facilmente el siguiente

Teorema 6.31 Sea Q un dominio acotado de RN y sea
(y,p) € H'(Q) x L*(Q)/R

solucién de
—vAy +grad p=1f en (Q,
div y=g9 enfl

Sife H"() y g € H™1(Q) con m > 0, entonces

(v,p) € (HLPH(Q) nBY(Q)) x (HF(Q)/RnN L*(Q)/R)

loc loc

v, cualquiera que sea el dominio ' CC S, existe una constante C, que sélo depende de
Q, Q' ym, tal que

WY llmt2i0 + [Bllam+r@ym < C(fllma + lgllmss;). ®

Observaciones: 1) Las estimaciones obtenidas son interiores; por ello, se verifican

independientemente de la regularidad de £ y del comportamiento de la solucién sobre

of2.
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2) Se observa en la Demostracién que, si fy g verifican las hipétesis de regularidad
s6lo en un subdominio w C {2, se tiene el mismo resultado con 2 sustituido por w y Q'

sustituido por cualquier w’' CCw. m
Para finalizar este apartado, observemos que del Teorema anterior y de las Inyec-
ciones de Sobolev habituales, se deduce el siguiente

Corolario 6.32 En las condiciones del Teorema 6.31, si f€ C®(R) y g € C=(Q),
entonces

(v,p) € (CZ(Q)NHY(N)) x (C=Z(Q) N L} N)/R). m

6.4.2 Regularidad en un entorno de la frontera

En el resultado que sigue, probamos que la regularidad de la solucién débil del
problema de Stokes en el interior de un entorno de un punto de la frontera, aumenta
con la regularidad de f, g y Q:

Teorema 6.33 Sea Q un dominio acotado de RN de clase W2 y sea
(v,p) € Ho(Q) x L*(2)/R.

solucidn de

—vAy +grad p=f enQ,
div y=g enfl.

Sife L}(Q) y g € H(Q). entonces para cada punto o € O eziste un entorno U de
zg de forma que v : ’
(v,9) € Hi, (U N Q) x H, (U NQ)/R

Ademds, cualquiera que sea el abierto U* CC U, eziste una constante C, que sdlo
depende de 2, U y U™, tal que

Iy llzisne + 1Pl Er @ney/r < ClIflloe + llgllie)-

Demostracién: Nétese que la existencia de solucién (y, p), que ha sido admitida

/g -:0‘.
Q

Fijado zy, consideramos el entorno U de zy dado por la Definicién de dominios de

aqui, implica la igualdad

clase W2 (cf. Seccién 2.3.1); esta Definicién también asocia al punto zo una bola
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Br = B(0;R) en ]Rév y un difeomorfismo ¥ de B en U de clase W2'*°, Dividimos I:
Demostracion en varias etapas:

i) Fijado U* CC U, sea R' < R tal que ¥~} ({U*) C Bp y sea U' = U(Bg/)
Consideramos, como en el Teorema 6.30 una funcién ¢ € D(U), 0 < p <lenlUyp =
en U'. Sean las funciones z = py y ¢ = ¢p; tomamos como representante de p un:
funcién p tal que fQ wp dz = 0.

Se verifica lo siguiente:

(z,9) € HY(UNQ) x ZUNR),

sopz, sopqgCUNQ,

—vAz+grad ¢=f enliNQ,
dv z=g¢" enlUNQ.

Aqui, f* y ¢g* son como en el Teorema 6.30.

il) Las ecuaciones anteriores son equivalentes a

N
I/Z Diz-D;v —/ gdivv = v VveHyUNQ)
= Jura unq UnQ

divz=g" c.pd. enU NQ.

Si en las ecuaciones anteriores hacemos el cambio de variables z = ¥(€), se obtiene

con la notacién de los aptdos. 6.1.4 y 6.3.1, que

(3,3) € HY(BE) x IX(BY), /+ 7Jac ¥ dz =0,
B

R

sopZ, sop § C BRNRY,

N
vy / a;; DiZ - D;V Jac ¥ dé
ij=1YBE
N _ .
- Z / gei;Djv;Jac ¥ df = ff-vJac ¥ d¢ Vv e H(I,(BE),
i,7=1 B; B;
N .
Z ei;j D;z; =g* c.p.d. en Bg.
1,7=1
iii) Sea R, tal que R' < Ry, < Ry sop %, sop § C Br, NRY; sean d = R — Ry,
R; =(R+ R,;)/2y Ry = (R + R3)/2. Consideramos todas las funciones prolongadas
por cero fuera de su dominio de definicién.
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Cualquiera que sea v € H (B"' ), si |h] < d/4, se tiene, cuando 1 < k < N —1, que
57"V € Hy(BE,) v

Z/ ai; DiZ - D;(6; %) Jac ¥ dé

1,j=1

_Z/ GeijDj(67"5:) Jac W df = / . (67"¥) Jac W dt.

i,5=1

Obsérvese que, a diferencia de lo que ocurria en la Demostracién del Teorema anterior,
ahora se excluye el caso £ = N; esto se debe a que no se da la inclusién estricta de
dominios en la direccién N.

Aplicando las propiedades de los cocientes de diferencias vistas en el aptdo. 6.1.2 a
cada una de las integrales anteriores, éstas se transforman de la manera siguiente:

La primera es
-y Z / 6t (aij Jac ¥ D;Z) - D;v d¢
1,7=1
y es igual a
—v Z / a;; Di(6}%) - D;¥ Jac ¥ d¢ — Ty(¥),

z ]=1

siendo
T(v)=v z / 6 (aij Jac W) 7} (D;Z) - D;V dE.
1,7=1

Andlogamente, la segunda se puede escribir como

Z/ 67 (7 Jac W)e;; D;6: dE + Ta(V),

i,7=1

siendo

T,(¥) = Z / 74 (§Jac ¥)éfe;; D;b; dE.

i,7=1

La tdltima se escribe en la forma

T3(¥) = —/B+ 8F(f Jac W) -V de.

R

Se tiene de todo lo anterior que

(6:%, (g Jac W) € Hy(BE,) x L§(BE,)
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y verifica

V}:/ aij Di(68Z) - D;¥ Jac W df — Z/ 68 (7 Jac W)ei; D;jv; de

4,j=1 1,5=1

= ~T1(¥) + T2 (¥) + T3(¥), V¥ € Hy(B%,)

(todas las integrales, incluso aquéllas que definen a los operadores Tj, estan realmente
extendidas a B; , pues fuera de ahi los integrandos son nulos).
Por otro lado, también se tiene para todo fi € LI(B3,) que

- Z / Hej; D;(607)de = Z / u(ék(e”D %) — 6rei; i (D; z,))

i,7=1 i,j=1
= —/ .‘] d¢ + Z / H‘Skeu Tk(D zi)d€
BK;, i,7=1
= Tu(p).

iv) De las propiedades de los coeficientes a;; (cf. é,ptdo. 6.3.1), las expresiones que
relacionan a z con z (cf. aptdo. 6.1.4) y la estimacién (6.4), se obtiene:

ITi(V)l < Z 16k (ai; Jac ®)llg oo;p 178 (Do 53 105V Mlo;5,
i,j=1
< C(N, K) lzlunalVly; st
< O, K)(IIE llounn + Nlg* llosuna) ¥l 54 ;

andlogamente,

IT(9)] < C(N, K) (I Nowina + g™ llosuna) ¥y, 5

|T3(V)| < “f*”O;uﬂﬂth;B;a'

Por tanto, se puede escribir que
~Ti(V) + (V) + (V) =<T,v> Vv € Hy(BE,)
donde T € H™'(B},) v
T+ < C (I oo + g logan)-
Por otro lado, también se tiene que

ITu (i)l < OV, K) (I louna + 9" lhsuna) lllo; 5 »
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UNIVERSIDAD D€ SEVILLA
U FACULTAD DX ¥& i

BIBLIOTETA

por lo que se puede poner
Tu(@)=<x,E> ViEeLiBE,)
‘con x € (Lg(B}B))I ¥y
”X”(Lg(sgs))’ < O, K)(IIf losna + ll9* l1una)-

v) Con el fin de llevar el problema a un cuadro de formulacién mixta, consideramos
las formas bilineales
a: HY(BE,) x HY(BE,) — R,

definida por

N
a(%,?):u Z / a,-ngle-D,-vJac‘I' d{,
ij=1"Bi,
b:Hy(BE,) x Li(BE ) — R,

definida por
N
(W, ) =— Y /B+ ei; Djw; dE.
R3

=1

Admitamos por el momento el siguiente Lema, que serd demostrado mas adelante:

Lema 6.34 Se verifica lo siguiente:
i) La forma bilineal a(-,-) es continua y eliptica en H(l)(BE.«,)'
ii) La forma bilineal b(-,-) es continua y verifica la condicidn inf-sup . W

Entonces,

(6%, 61(7Jac¥)) € Hy(BE,) x LE(BE,)
es la solucién tnica del problema

a(61Z, ) + 6%, 84(§Tac W) =< T, ¥ > V¥ € HL(BE),
Woi7, B =<x,E> VEeIi(BR).

Sabemos por el aptdo. 6.1.9 que esta solucién verifica
]]5,’:5][1;314;3 + ||68(§ Jac \II)HO;B;;3 < C(N, K, R, R)(If flosune + |9*l1;una)-

vi) Ahora, llamando é§ = dist(U’,0U), es posible elegir ¢ de forma que, ademas de
reunir las condiciones del apartado i), se anule fuera de un dominio

Uy = {z € U|dist(z,U) > §/2}



102 8. Regularidad L™ de los problemas de Stokes y Navier-Stokes

y verifique

C 9 C
con C constante. Procediendo como en el apartado iv) de la Demostracién del Teorema
6.30, se llega a que cualquiera que sea r < R', se tiene

168211, 55 + 1168 (@ Tac ©)ll, ¢ < C(N, K, U,U")(Ifllona + llgllsuna)- i
Aplicando los resultados del aptdo. 6.1.2, se obtiene

(DiZ, Dk(7Jac W) € HY(BE) x L*(B})

1Dx2lly; 5+ + 1Dk(TTac ®)lg, g+ < C(N, KU, U') (fllosuna + llgllnuna)-

Sin mas que tener en cuenta que Jac W estd acotado inferiormente por 1/K, se

deduce de lo anterior que, cualquiera que sea R' < R, se verifica
Dijz € L*(Bf)  V(4,5) # (N,N),
D;qe L*(BY)  Vi# N,

ademas, también se tiene la \ltima estimacién con qJac ¥ sustituido por q.
vii) Del apartado ii), se tiene que (%, ¢) es solucién, en el sentido de las distribu-

ciones en B;g,, de las ecuaciones
N N .
(6.7) —v ) Dj(aijJac¥Din) + Y Dj(e;;Jac® g) = ff Jac¥, 1<I<N
i,j=1 Jj=1 :
y solucién c.p.d. en B}, de la ecuacién
N
Y €Dz = g*.
ij=1

Diferenciando la iiltima ecuacién respecto de €y, se obtiene

N N-1 N N
(6.8) Zem DynZzi=Dpng* — Z Zeij Djinzi — z Dneij Djz;
i=1 j=1 i=1 ij=1

que pertenece a L2(B},), con norma acotada por

(69) C(Nylfau>ul)(“ﬂ‘0;9 + ”9“1;9)‘
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Por otro lado, de (6.7), se tiene, cuando 1 <! < N, que
(6.10) —vanynJac W Dynzi + eiy Jac W Dyg

también pertenece a LZ(B3,) y tiene norma acotada por (6.9).

Multiplicando las ecuaciones anteriores por e;n y sumando en /, se obtiene que

N
—~vannyJacW Zeu\] DyNnzZi+ann Jac\IIDNEf
I=1

estd en L?(B},). De (6.8), teniendo en cuenta que ayy y Jac ¥ estdn acotados infe-
riormente, se obtiene que

Dng € L*(Bt)

y tiene norma acotada por (6.9). Ademds, de (6.10), se deduce que
DynZ € L*(B3),

y su norma estd también acotada por (6.9).

viii) Tenemos, por tanto, probado que
(%,3) € (H*(BE) N Hy(B})) x HY(BE,).

Basta ahora deshacer el cambio de variables y proceder como en el apartado v) de la
.Demostracion del Teorema 6.30 para llegar al resultado deseado. ®

Demostracién del Lema: i) Es claro que a(:,-) es continua. La elipticidad se
deduce de la acotacién inferior de Jac ¥ y de que sp A(€) C [A, A] para cada £ € Bpg.

il) La continuidad de b(:,-) también es evidente. Para llegar a la condicién inf-sup,
hemos de probar que existe B> 0 tal que, para todo & € Lg(B}‘;s), se verifica:

N
(6.11) sup <Z /B \ fei; D;o; dg)/ml;% 2 BllAlo; 5 -

veHq(BE )\{0} Mij=1

Para ello, lamemos U; a la imagen de B;a mediante el difeomorfismo W; haciendo

uso de las propiedades vistas en los aptdos. 6.1.4 y 6.3.1, se tiene que

Flyag, < OBVl

N R
Z/ ﬁe,-jD,-a:-d§=/ pdiv vJac ¥t dz,
B};a uF

i,7=1
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pJac ¥t € LEUT) |

lpJac T s 2 IEllo;p2 -
3

De aqui y del Corolario 6.13, se deduce (6.11) con E =C(N,K)b. u

Como en el apartado anterior, también se tiene | '
Teorema 6.35 Sean m un entero > 0, Q un dominio acotado de RN de clase
Wmt2:%0 o supongamos que

(v,p) € Ho() x L*(Q)/R

es solucidn de
—vAy +grad p=f en Q,

div y=g enfl
Sife H™(Q) y g € H™(Q), entonces para cada punto xo € O existe un entorno U

de g de forma que

(y,p) e HIP2UN Q) x HIP(UNQ)/R

loc loc

y, para cualquier U* CC U, existe una constante C, que sdlo depende de 2, m, U yU*,

tal que |

1Y lm 2o na + Bl 1 nayr < CIfllmia + Nlgllm+1,0). = o

Observacién: Si sélo es regular un trozo Iy de frontera la T, se obtiene el mismo

resultado para los puntos de I'y. &

6.4.3 Regularidad L? en el dominio (hasta la frontera)

Concluimos esta Seccién con los siguientes resultados sobre regularidad en todo el

dominio:

Teorema 6.36 Sean m un entero > —1, Q un dominio acotado de RV de clase

Wrt2es, fe H(), g € H™(Q) e yr € H™3(0Q), verificando

(6.12) /g :/ v n ds.
Q o

Eziste un unico par

(v,p) € H™*(Q) x H™(Q)/R
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solucion de
—vAy +grad p=f en Q,
divy=g enf »
y =yr sobre 95

Ademds eziste una constante C que sélo depende de Q y m, tal que

[¥llm+2:0 + Bl am+i@)/r < C(IHlma + lgllmtne + 1¥rllmeg0)-

Demostraciéon: Cuando m = —1 este resultado se reduce al Teorema 2.95. Por
tanto, supondremos que m > 0.

i) Supongamos en primer lugar que yr = 0. Dado que f € H™1(Q) y ¢ ¢ L*{Q),
existe un unico par

(v,p) € Hy(Q) x L*(Q)/R,

solucién del problema.

Para cada punto zy € 99, consideramos el entorno dado por el Teorema 6.35, con

lo que tendremos un recubrimiento de 9Q. Sea {if,..., Upr} un recubrimiento finito
extraido del anterior y sea Uy CC Q de forma que Q C uj"itlu,-.

Por los Teoremas 6.31 y 6.33, se tiene que
(v,p) € H"(U; N Q) x AU NQ)/R

para todo U7 CC U;, 1 < 7 < M +1; ademds, existe una constante C' que sélo depende
de Q y m (obsérvese que U;, U y K dependen en definitiva del dominio 2), tal que

IVllm+2u-na + Il g+ @wae)/r < C([fllme + gllmt1;0)-

Considerando una particién de la unidad en  asociada a este recubrimiento, se
obtiene facilmente la Demostracion del Teorema en este caso.
ii) Si yp # 0, introducimos z € H™**(Q) tal que z = yp sobre 9Q. Aplicindole a

y — z el apartado anterior, se obtiene la demostracién del Teorema. ®

Del Teorema anterior y de los resultados de Inyeccién de Sobolev, se deduce el

siguiente

Corolario 6.37 Con la notacion del Teorema anterior, si Q es de clase C™,
fe C®(Q), g€ C®(N), yr € C=(IN) y se verifica (6.12), la dnica solucién (y,p) del
problema de Stokes pertenece a C2(Q) x C*(Q). m
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6.5 Formulas de representacién asociadas al sistema

de Stokes

Obtenemos en esta Seccidn unas férmulas de representacion de funciones por medio
de integrales (cf. {29]). Para ello, en primer lugar (aptdo. 6.5.1), construimos las solu-
ciones fundamentales singulares del sistema de Stokes y recordamos algunas de sus
propiedades; luego (aptdo. 6.5.2), utilizando las soluciones fundamentales y la inte-
gracion por partes, deducimos las férmulas de representacién.

6.5.1 Soluciones fundamentales singulares del sistema de
Stokes

Consideramos RY, N = 2 ¢ 3, espacio Euclideo N-dimensional y, para cada k,
1 <k < N, denotamos por e* = (§1,..., 6nk) el k-ésimo vector de su base canédnica.

Fijado k, la k-ésima solucién fundamental del sistema de Stokes es, por definicién,
el par

(z%,¢%) = (2F,..., 25, ) e D'(RM;RY) x D'(RVN)
solucion de
—v AzF + grad ¢*.=ée*, en RV,
div z¥ =0, en RY,
donde ¢ es la distribucién delta de Dirac en el origen. Se tiene

Lema 6.38 Para cada k, 1 <k < N, las soluciones fundamentales singulares del

sistema de Stokes vienen dadas por las expresiones siguientes:

i) Si N =2,

1 . .
zf(a:) = '8"7;;(—45jk In|z| + Djx(Jz|*(In || - 1))), j=14d2,

1
k T ee—
g (z) = 27erln |z|.

i) $i N = 3,
1 - ; . ,
zf(.’lt) = -_8?7—{'1—/-(26],6134 1 ——Djklxl), ] = 1, 20 3,
1
k — -1

Demostracién: Es inmediata. Basta tener en cuenta que, cuando N = 2, se
verifica
A(jz*(Injz| — 1)) = 4In|z|, Alnlz|= 26,
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y que cue;ndo N =3,
Alz| = 2]z|™!, Alz|™! = —4ré. m

Las soluciones fundamentales singulares tienen las siguientes propiedades:
i) Calculando las derivadas en sus expresiones, resulta que

() = ——7(]anpp+u-z%ka|ﬁ i=162,

M(z) = yoanlal ™,

siN=2y ,
1 . ,
zk(:z:) = ———<5jk|x|-l + Tz Iml_a), 1=1,2063,

¢"(z) = —-xklr| =,

st N = 3.
ii) Las soluciones fundamentales son funciones localmente integrables en RY.
También son funciones analiticas en cualquier regién de R" que no contenga al origen.
iii) Para todo punto z # 0 y para todo multiindice a, |a] > 1, se verifica

\D%z(2)| < C(W, |al) |z >Nl

6.13
(¢4 |D%* ()| < C(N, |af) |2 |* =1,

iv) En todo punto = # 0 se verifica

~v Az*(z) + grad ¢¥(z) =0

(6.14) div 2%(z) =

v) Sea z € RN y consideremos las funciones ¢ — z*(z —€) y € — ¢*(z —¢). Para
todo ¢ # z, se verifica

—vA¢z*(z - €) —grad ¢ ¢*(z - §) =

6.
(6.15) dive 2*(z — €) =0,

donde los subindices ¢ indican que las derivadas se hacen respecto de esta variable.

6.5.2 Férmulas de representacién

Sea 2 un dominio acotado de R" de clase W!** y sean r y r’ niimeros reales tales
que 1 <r,r' < ooy i+ % =1. Se tienen las siguientes férmulas de Green asociadas al
sistema de Stokes:
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Dados (y,p) € W27(Q) x WA (Q) y (z,q) € W™ (2) x WhT'(Q), se verifica
/ (-vAy +grad p)-z — /(—qu —grad q)-y
Q Q
=—/pdivz'—/qdiv‘y
Q Q

N
_ Z ‘/39(-—1)6” -+ I/Djy,') Zin; ds

i,j=1

(6.16)

N
+ Y / (¢6:ij + v Djz) yin; dS,
o9

t,j=1

donde n; es la componente j-ésima del vector n y ademas
/(~vAy +grad p)g - /(—vAZ —grad ¢)p
Q Q

7'—'—-1//qu +u/pAz +/ pgndS.
Q Q on :

Ahora, para (y,p) como antes, denotamos

f(¢) = —v Ay(€) + grad p(¢),
9(€) = div y(¢),
1ij = —p(€)8ij + vDjyi(€),
T(y) = (Tij)lsi,jgN‘

(6.17)

(6.18)

Se tiene el siguiente

Teorema 6.39 Con la notacidn anterior,
w(@)= [ 2010
+ [ =09 de+ [ (T©)-m)-2e - ds
Q an

N .
+ 2 /m (¢"(z — O)6;j + vDjzf(z — O))yi(€)n;dS, 1< k<N,

=1

N .
p@) =2 [ e =€) F&)de +vo(e)

N ‘ , N , ',
+ Y /ag () ¢z = On;dS —v Y /{m D;q'(z — &) yi(€) n; dS,

1,j=1 i,j=1
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c.p.d. en Q. Aqui, todas las derivadas se calculan respecto de la variable €.

Demostracién: Fijemos un punto z en  y un ndmero real p > 0 tal que B, =
B(z; p) esté contenido en §2. Admitiremos que el punto = es un punto de Lebesgue para -
las funciones yx, p, Tij, Diyk, Dp, DiTij, Em Divk, €m DmD, €m Diti; ¥ €n €m Dirij (cf.
por ejemplo {22]); es bien conocido que casi todo punto de §2 satisface esta propiedad).
Sea 2, = Q\ B,; para cada k con 1 < k < N, las funciones £ — z¥(z—¢) y £ — ¢F(z—¢)
son analiticas en {2,:

i) Probamos primero la férmula de representacién correspondiente a yz. Escri-
biendo la férmula de Green (6.16) en el dominio (2, con el par (y,p) y las funciones

anteriores, se tiene:
| 50 2@ -0de - [ (~vaat(a-6) - grad oz - ) - ¥(6) é

=~ [ pOdivvia-0de- [ -0 dt
2, 2,

N
- Z /an Tij(f)zf(f”—ﬁ)nj ds

1,7=1

N
+ 2. /a o (¢"(z — €)6ij + vDjzf (c — €))yi(€) nj dS.

,j=1

Escribamos la identidad anterior en la forma

Li(p) + I(p) = Ii(p) + Lu(p) + Is(p) + Is(p),

y veamos que cada una de sus integrales es convergente cuando p — 0; entonces, por
paso al limite, se obtiene la férmula de representacién de yy.

En primer lugar, observemos que, en virtud de (6.15), tanto J3(p) como I3(p) se
anulan para todo valor de p; por tanto, existen, y son nulos, sus limites cuando p — 0.
En segundo lugar, si consideramos la funcién f prolongada por cero fuera de {2, entonces
estd bien definida la convolucién (cf. aptdo. 6.1.1)

*Zk T) = zk:t—-
(tr2)e) = [ 07— de
- [ q©ate -9 &

en virtud del Teorema de Lebesgue, esta ultima integral es el limite de I;(p) cuando
p — 0. Analogamente, se prueba que existe

lim Zi(p) = - [ oz - ©)5(6) .
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La integral I5(p) la descomponemos en suma de dos integrales: una extendida a
0N, que da lugar a

N
=3 [ ni@a-on; ds
i,j=1" 90
y otra, extendida a 0B,:

) |
B == [ (@ en;ds

ij=1
(obsérvese que en esta Ultima integral el vector n es interior a B,, lo que habra de ser
tenido en cuenta cuando se realicen integraciones por partes); si se sustituye z* por su

valor en la expresién de I7(p), teniendo en cuenta que |z — €| = p sobre 0B, y realizando

una integracién por partes, se obtiene, por ejemplo para N = 2, que
1 1
I = p? (] — d

1 N
* Tmed(5) 2, /B (61 - 9 o1 = 60 D) = 65 o1 — ) 73s)

— bip (z — €j)7'ij(€)) d¢,

que, en virtud del Teorema de Diferenciacién de Lebesgue (cf. [22]), converge a 0 cuando
p — 0; andlogamente, se obtiene el mismo resultado cuando N = 3.

Por tltimo, descomponemos Is(p) en suma de dos integrales: una sobre 0, que
da lugar a

N
Z /asz (qk(:v —€)6ij + VDjzf‘(a: - §))_yi(§) n; dS

y otra, extendida a 0B,:

N
Ig(p) = Z /aB (¢*(z — &)6i; + vDj2F(z — €))yi(€) nj dS;

1,j=1
teniendo en cuenta que sobre 0B, se verifican las igualdades

Mz — €)= sz (ok — &),

1
2Ny

Djzf(z —¢) = p N <5ij (zk — &x) + jk (xi — &) — bir (x; — &)

— Np~ 2 (z; — &) (z; — &) (zx — fk))

nj=p" (z; = &),
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tras sustituir ¢* por su valor en la expresién de Ig(p) se llega, después de realizar una

integracién por partes, a que ésta coincide con

1 N .
2N med(B,) /Bp <2yk(5) - j};(m]’ — &) Dyr(€) — N (zk — &) div yk(§)> de.

En virtud del Teorema de Diferenciacién de Lebesgue, deducimos que Is(p) converge a
yr(z) cuando p — 0. Con esto queda términado este apartado de la Demostracién.

- ii) Ahora, probamos la férmula de representacién correspondiente a p. Para ello,
escribimos la i-ésima componente de (6.17) en ©, con (2(£), ¢(¢)) = (vi(z=¢), ¢*(z— £))
después de sumar en ¢, se obtiene:

Z/ £:(6) ¢'(a — €) de — Z/ —vAvi(z — )~ Dig'(z - £)) p(€) d

i=1

=_VZ/Q Ayi(€) ¢'(z - ) d§+vZ/Q Avi(z — €) p(€) dé

N .
+;/mpp<s>q<x—s)nids.

Anidlogamente a como hicimos en el apartado anterior, escribamos esta expresion en la

forma
Li(p) + I(p) = Is(p) + L(p) + Is(p),

y comprobemos que cada una de sus integrales es convergente cuando p — 0; de nuevo,
por paso al limite, se obtiene la representacién de p.
En primer lugar, observamos que, en virtud de (6.15), I;(p) se anula para todo

valor de p; por otro lado, obsérvese que

N
ZAz:’(x—é)=0 VE#z,

de donde se deduce que I;(p) también se anula para todo p. También como en el
apartado 1), se prueba que I;(p) converge a

5 JRIGLEEDE:

cuando p — 0. Teniendo en cuenta que, para £ # z, se tiene que Ag'(z — ¢) = 0, se
obtiene, después de integrar dos veces por partes, la descomposicién

I3(P) -V Z / DJ%(OQ (:1:-— )nJ dS+v Z/ y:(E)qu (3"' )n_, as

i,7=1 1,7=1
= 6(P)+I7(P)-
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La integral I(p) se descompone en dos. La primera de ellas no depende de p:

vy [ PO = Omy s

l]""’

la segunda se puede escribir en la forma

N
v
"W ed(B) 2, [, @i~ &) Diviynias

y, mediante integracién por partes, se transforma en

Nmed(Bp) _/ g(f) + Z (z; — £J)Duyz(f))

1]—

Esta dltima integral, de nuevo en virtud del Teorema de Diferenciacién de Lebesgue,
converge a

—1—'(79(33)

cuando p — 0. La integral [7(p) también se descompone en dos; la primera, que no
depende de p, se escribe

UZ/ yi(€) Djg'(z — €)n; dS

y la segunda, teniendo en cuenta la igualdad

- N-1
Zquz(m —§)nj= mni sobre 0B,,

puede ser escrita, después de una integracién por partes, como sigue:

1/(N
B / o(€) de;

ésta converge a

AN~ o(a),

cuando p — 0. Por dltimo, I5(p) se descompone, asimismo, en una integral que no

depende de p,

N .
> [ we)da—-emas,
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y la siguiente:
1 N
— z; =& n; dS.
2N=1 1 5N ;-/63,,( &) p(€)

Una nueva integracién por partes, lleva a que esta integral coincide con

1 N
Nmed(B,) /B (N p(&) = Y- (a: = &) Dip()) e,

i=1

que converge a p(z) cuando p — 0. Esto termina la Demostracién del Teorema. m

6.6 Potenciales hidrodiniamicos

En esta Seccién introducimos los potenciales asociados al sistema de Stokes (po-
tenciales hidrodindmicos) y damos resultados de existencia y regularidad de los mismos.
En toda la Seccidn, Q serd un dominio acotado de RY de clase W1,

6.6.1 Definiciones

A la vista de las férmulas de representacién obtenidas en la Seccién 6.5, definimos
los potenciales de volumen, de capa simple y de capa doble asociados al sistema de
.Stokes. Consideremos para ello las soluciones fundamentales (z*,¢*), 1 < k¥ < N, del
sistema de Stokes. ’

Definicién 6.40 Sea f: Q — RY una funcidn medible en Q. Se define el potencial

hidrodindmico de volumen de densidad f, cuando eziste, como la funcidn
Hf: RN - RN
de componentes (Z,Q) = (2, Za,..., Zn, Q), definidas porr
Zi@) = [ #e-9)- R, 1<ESH,
o :
. N
Q=) =3 [ e -0 fude. m
k=1

Definicién 6.41 Sea T : 9Q — R¥*N yna funcién medible sobre 0K, de com-
ponentes Ti;, 1 < 1,7 < N; denotemos por t;, 1 <1 < N, el vector de componentes
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(rijhi<j<n- Se define el potencial hidrodindmico de capa simple de densidad T, cuando
eziste, como la funcion

KT :RN - RV
de componentes (V,1I) = (Vy, Va,..., VN, ), definidas por

Vk(x)—:-/aazk(a:—ﬁ)-(T-n)(E)d{, 1<k<N,

N
)= k.’L‘— I .
I(z) ,;/m“ £) (i - m)(€) dS. m

Definicidn 6.42 Sea y : 02 — RY wuna funcidn medible sobre 0. Se define el

potencial hidrodindmico de capa doble de densidad y, cuando existe, como la funcién
Ny : RN - RVH
de componentes (W, R) = (Wy, W,,..., Wy, R), definidas por

N
Wi(z)= ) /an(qk(m — E)6kj + vDjzf(z — £)) yi(€)n;dS, 1<k<N,

i,j=1

N
R(z) = —v Z /aQ D;q*(z — Oy (&) n; dS. n

kj=

También introducimos, por facilidad de notacion, el operador dado por la siguiente

Definicién 6.43 Sea g :  — R una funcidn medible en §2. Se define la funcidn

Jg, cuando eziste, como sigue:
Jg: RN - RNH!
posee componentes (G,Y) = (G1, Ga,..., Gn, T), dadas por

Gi(a) = /Q Kz —8)g(€)de, 1<k<N,
T(z) =vy(z) =

Nota: Como veremos mas adelante, los potenciales no son mas que sumas de con-
voluciones de las soluciones fundamentales con las funciones de densidad. Por tanto, sus
definiciones pueden ser generalizadas, de manera inmediata, para densidades que sean

distribuciones. Nosotros, aqui, tendremos suficiente con las Definiciones precedentes.
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Observaciones: i) De las Definiciones anteriores y las férmulas de representacion,
se deduce que todo par

(y,p) € WT(Q) x WHT(Q), 1<7 < oo,
puede escribirse, con la notacién (6.18), en la forma

(v,p) =Hf+ KT+ Ny + Jg

c.p.d. en 2, siempre que todos los sumandos estén bien definidos. Haciendo uso de esta
féormula, obtendremos estimaciones de (y,p) a partir de las propiedades de existencia y
regularidad de los potenciales que probaremos a continuacién.

ii) No existen estimaciones L!. Para probarlo, consideremos la sucesién regulari-
zante habitual (p,) (cf., por ejemplo, {7], pdg. 70); para cadan > 1,

1
pn C D(B(0, ), ] pn = 1.
n RN

Es bien conocido que
pn — 6 en D'(RV),

donde § es la distribucién de Dirac. Por tanto, para cada ¢ € D'(RY),
$*pn— dx5=¢ en D'(RN).
Supongamos que N = 2 y, para cada n > 1, consideremos el problema

~vAy, +grad p, = f, en B(0,1),
divy,=0 en B(0,1),
¥, =0 sobre 8R(0,1),

con f, = (pn,0); este problema posee una tnica solucién (y,,pn) € C(B(0, 1); R?).

Entonces, por la férmula de representacién escrita en la Observacidn i), se tiene que
(YarPn) = Hfn
c.p.d. en B(0,1); de la Definicién del potencial H, se deduce también la igualdad
(YnsPn) = (21 * P, 21 * Py 0" * pn),

que converge en D'(R)? a (21,22, ¢1).
Si supusiéramos la existencia de una constante C sdélo dependiente de B(0,1) tal

que

Ny nllz,1;800,1) + IPrll1,1B00,1) < C llfallo,1;8(0,1)s
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entonces, como ||f,|lo,1;8(0,1) = 1 para cada n, se tendria que, por ejemplo, (pn) estd
uniformemente acotada en W'(B(0,1)). En virtud de los Teoremas de Inyeccién de
Sobolev, (pn) también estaria acotada en L?(B(0,1)), por lo que poseeria una sub-

sucesion débilmente convergente en este espacio. Pero, segiin hemos visto antes,
pn— ¢ en D'(R?)

y ¢! no pertenece a L2(B(0,1)). Hemos llegado a una contradiccién. m

6.6.2 Operador J: Existencia y estimaciones

En este apartado, probamos resultados de existencia y regularidad del operador

J.

Lema 6.44 El operador J estd bien definido de L™(Q2) en L}, (RY;RN*+1) para

loc
1 <r < oo Ademds, existe una constante C que sélo depende de N, Q y r, tal que,

pare todo g € L™(§2), se verifica la desigualdad

(619) ”\79”0,1‘;57 S C”QHOJ‘;Q'
En consecuencia,

J : L7(Q) - LT(Q; RV
es un operador lineal continuo.

Demostracion: Sea g € L"(f2); prolongamos g por cero fuera de 2. Entonces,
las N primeras componentes de J g se pueden escribir como convoluciones de funciones

localmente integrables con funciones integrables de soporte compacto:
Gi(z) = (¢" *g)(z), 1<ESN.

Estas convoluciones estan bien definidas y son funciones localmente integrables en RV.

Ademas, en virtud de la desigualdad de Young, se tiene que Gk € L}, (RN) y

r
loc
IGkllo,ma < Cliglo,ma,

donde C es una constante que sélo depende de N y . De esto, junto con la igualdad

T = vy, se obtiene el Lema. m

De las propiedades de la derivacién de convoluciones, teniendo en cuenta que

Ag* = D6, 1<k<N,
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se deduce que

e

(620) AGk = Dkg, 1 S k _<_ N.’”

'Ademis, cuando g € D(Q), se tiene (G, T) € C°(RY;RM*1). Probamos a continua-

cién el siguiente

Teorema 6.45 Sige L™(Q), 1 <r < oo, entonces Jg = (G, T) verifica
(G,T) e Wh™(Q) x L™(Q).
Ademds, eziste una constante C que sélo depende de N, Q y r, tal que

G20 + I Tllo,e < Cligllo,re-

Demostracién: Sélo es necesario probar el Teorema en lo que afecta a las N
primeras componentes de Jg. Fijemos &, con 1 < k < N. Hacemos la Demostracién en
varias etapas.

i) Supongamos en primer lugar que g € D(2). En este caso G € C®(RM)y, por
tanto, la ecuacién (6.20) se verifica puntualmente. Sea R > 0 suficientemente grande,
de forma que Q CC Bg, donde Bg = B(0; R), y dist(0Br,§) > R/2. Se verifican las
- igualdades siguientes:

- 0G
”DG}CH?,;BR = —/ Gr AGi +/ —8—k'G1; s
Br 8Bg 91
= -~ G Drg +/ @des
Br 9Bz On
_ / 4 DiGi +/ % ¢, ds.
Q aBp On
Supongamos por un instante que
(6.21) lim ?ﬁ’i GrdS =0;

R—oo 8Bgr an

entonces, tomando en la dltima igualdad limites cuando R — oo, se deduce que
(6.22) DGy € LA(RM)

y .
| DGll3.pn = / g D+ G dz;
Q
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aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz al segundo miembro de la desigualdad

anterior, se llega a
IDGillory < llglloa,

de donde

(6.23) IDGillo.a < llgllo;0-

Para probar (6.21), téngase en cuenta que, cuando z € OBg y € € (1, se tiene que
|z — €| > R/2, por lo que

D"Gu(e) = | DMz~ €)a() dt
haciendo uso de las estimaciones (6.13), se obtiene
ID*G(2)) < C(N, o) R =M1 igllo,1;0.

De aqui, se obtiene

0G,
|| = GrdS| < CANR'™N |igllo 0 med(8Br),
8Bg n

que tiende a 0 cuando R — oo.

ii) A continuacién, supongamos que g € L?(Q2). Sea (g,) una sucesién de funciones
de D(§) convergente a g en L?(Q) y, para cada n > 1, denotemos G, i la k-ésima
componente de Jg¢,; por la continuidad del operador 7, se tiene que G, x converge a
Gy en L*(Q) cuando n — oo.

Ademas, haciendo uso de lo probado en 1), se tiene

IDGrnkllorr < llgnllo;e < 2llgllo;e

para todo n superior 6 igual a un cierto ny. Por tanto, la sucesion (DG, i) esté uniforme-
mente acotada en L%(2), por lo que posee una subsucesién, de nuevo denotada (DGn i),
que converge débilmente en L*(2) hacia G). Es fcil comprobar que G}, = DGy, con
lo que se tiene DG} € L?*(£2); por otro lado,

IDGillo;e < liminf [ DGrklloie < liminf flgnllo;a = llgllo;

obteniéndose asi (6.23).

iii) Sea ahora g € L"(§2) donde 1 < r < 2. Fijado ¢, consideramos el operador lineal
T : L*(Q) — L*(), definido para cada g € L*(2) por T'g = D;Gy; por el apartado
anterior, T' esta bien definido y verifica

(6.24) ITgllo,0 < ligllo;a-
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Supongamos por el momento que existen dos constantes 17 y T3 tales que

)

(6.25) pry(t) < Doz l)"’“”

3 Ngll3,
(6.26) pre(t) < -—2———2&

)

para cada g € L*(2) y para cada t > 0. Entonces, en virtud del Teorema de Inter-
polacion de Marcinkiewicz (cf. el Teorema 6.9), el operador T' se extiende como una
aplicacion lineal acotada de L"(§2) en s{ mismo para cada r € (1,2) y se verifica ademds
que

L o2or 2oz
IZgllora < 4( L, Ty llgllora

r
(r—-1)2- r))
para todo g € L"(§2). Es facil comprobar que la extensién de T sigue estando definida
por T'g = D;G para g € L™(§2). Tendremos asi probado el Teorema en este caso.

1) Demostracién de (6.26). Se obtiene de manera inmediata de (6.24) y el Lema
6.9, con T = 1.

2) Demostracién de (6.25). Sean ¢ > 0 y Kp un cubo que contiene a Q tal que, si

se prolonga ¢g por cero fuera de {2, entonces

/K lg(z)] <t med(Ky).

Se descompone el cubo Ky en 2%V subcubos congruentes con interiores disjuntos; aquellos
subcubos K que satisfacen la desigualdad

[ lo@) < ¢ medtx,
I

se vuelven a subdividir de forma similar, repitiendo el proceso indefinidamente.
Sea § = {K;|l > 1} la familia constituida por los subcubos asi obtenidos que
satisfacen

/ l0(2)] > ¢ med(KY).
K,

Para cada K € S, se denota por K, el subcubo cuya subdivisién da lugar a K; ya que
med(K)/med(K ) = 2V, se tienen las desigualdades
1 1 med(K))

(6.27) t < ——— [ J|g(z)] < _lg(z)] <t

—_— — = = 2N,
med(K;) K, med(K;) i, med(Kj)

Por otro lado, poniendo F' = U;>1 Ky G = Ko\ F, es claro que, para cada puntoz € G,
existe una sucesién de cubos anidados (K¥) tales que z € K§ y med(K3)/med(K35,,) =
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2N para cada ); ademss, si z es un punto de Lebesgue para g, en virtud del Teorema

de Diferenciacién de Lebesgue, tenemos:

(6.28) 9@ = Jim s ol <

Escribamos a continuacién g = h + b, donde

g(x) sl x‘ € G’
med(R) Jr W)y siw € Ky, 121,

Dado que T'g = Th + Tb, se deduce que

g () < ua(t/2) + nrs(t/2).

Acotemos por separado cada uno de los sumandos del segundo miembro de la desigual-
dad anterior.

a) Estimacién de p74(t/2): Por un lado, de (6.28) se obtiene que

Lin@r = [ le@r <t / 9@
por otro, usando (6.27), obtenemos
| @F < (s [ ow)dn) [ sty <2V [ lotwldy
K, med(I‘“ l) K, K, K,
para todo ! > 1; se deduce de ello que h € L?(Q) y, ademas,
Ih@la <2Vt [ 1@l
Por el apartado ii), también tenemos que Th € L*(Q) y

IThlloi2 < l1Allo;a

y, aplicando el Lema 6.9, se obtiene que

N+2

2
pre(t/2) < llgllo,1;0-

b) Estimacion de pry(¢/2): En primer lugar, obsérvese que de la definicién de b se
deduce que

(6.29) b(z) =0 en G, b(x)de =0 VI>1.
K
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Para cada I, | > 1, sea b; = bx;, donde x; es la funcién caracteristica de K;; se tiene
que Tb= 3,5, Th.
Fijado [, se considera una sucesién (byn) de funciones de D(K;) convergente a b en

L?*(Q) y verificando las igualdades

/K' bia(z) = /K. bi(z) = 0.

Ya que ¢*(z~£) es analitica cuando = # ¢, se deduce de las propiedades de la convolucién
que, para cada z € K, \ K,

Thia(z) = /K Dig*(z — £) bin(€) dé.

Sea & el centro del cubo K, § su didmetro y, para cada ¢ € K, sea £ un punto del l |
segmento que une ¢ con €. Haciendo uso de (6.29), del Teorema del Valor Medio y de
las estimaciones (6.13), obtenemos:

Thix(2)] < /I D Dig*(e = 1€ ~ Ellbrn(©)] de

(6.20) < () /K & — €N 1€ — & [bia(6)]

< C(NY 6 (dist(z, K1) ™ " buallo.1;x¢: -

Sea ahora B; = B(¢,§); entonces

/ |Tbix(z)|dz < C(N) 6 ||baallo,1;x, (/
Ko\ B,
< C(N, D)lbiallo,; ¢ -

(dist(z, K1) ™"~ >

o\Bi

Ahora, si se pone F* = U;»1 By, G* = K,\F*, se calcula la suma en [ en la expresion |
anterior y se pasa al limite cuando A — oo, se llega facilmente a que Tb € L}(G*) y a 4, "

las desigualdades

/G‘ ITo(z)] < C(V, Q) > lbillossxc,

>1

< O, Q) Y (Ikllo i, + llgllo,nixc,)

1>1
< C(N, ) llgllo,1;0 -

Por el Lema 6.9,

N, D) | Tbllo,i6 . CN, ) llgllo,u0
t - t '

med({x € G*||Th(z)| > t/z}) <4
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Por otro lado,

med(F*) < Y med(Bi) < C(N) Y med(Ky);
I>1 >1

de esta desigualdad y de (6.27), se obtiene

med(F*) < C(N) Z ; lg(z)| dz < c(N) 119”0,1;\'2.
21 !

Se tiene asi probado que

pry(t/2) <

C(N, Q) Hg”o,l;ﬂ
t )

cualquiera que sea t > 0 y con ello el Teorema cuando 1 < r < 2.

iv) Finalmente, supongamos que g € L™(2), donde 2 < r < o0. Si (gn) es una
sucesion en D(§2) que converge a g en L™() y h € D(Q), lamando G,k (resp. Hi) a la
k-ésima componente de J,, (resp. Jh), tenemos:

/ DiGui(z) h(z) = — / G ni(z) Dik(z)
Q Q
. /Q ( /ﬂ 0*(z ~ €) gu(€) d€ ) Dih(z) de
- /Q ( /Q A*(z ~ €) Dih(x) dz) gu(€) d
- /Q (¢* * Dih)(€) ga(€)
_ /Q Di(q" * h)(€) gn(€) d€

- /ﬂ DiH(€) gu(€) dt

< “DinHO,r';Q ”gnuo,r;ﬂ
< OV, Q, ") hllo,r0 lgnllo,ra - -

Obsérvese que para la Gltima desigualdad, se ha hecho uso del apartado iii)i Se deduce

de lo anterior que

”DiGnkHO,r;Q < C(N)Q) 7") ”gnHO,r;Q-

Tomando limites cuando n — oo, se llega a que las D;Gy € L™(Q2) y verifican desigual-

dades analogas a la precedente:
IDiGillo,ma < C(N, 92,1 liglloma -

Con esto, queda demostrado el Teorema. &
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Supongamos ahora que ¢ € W™7(Q) para algin m > 0 y algin r € (1,00).
Entonces, cualquiera que sea el multiindice a tal que |a| < m, se tiene, por un lado,
que D%g € L"(f?) y, por otro, que

D°Gy = [ (e =€) D*(O)de, 1<ESN;
Q

aplicando el Teorema anterior, con g sustituido por D%g, se deduce el siguiente

Corolario 6.46 Sig € W™"(Q), m > 0, 1 < r < co, entonces Jg = (G, T)
verifica

(G,T) e WHLr(Q) x W™(Q).

Ademds, eziste una constante C que sdélo depende de N, Q, m y r, tal que

“G“m+l,r;ﬂ + ”Tum,r;ﬂ < C”g“m,r;ﬂ' L

6.6.3 Potencial de volumen: Existencia y estimaciones

Probamos ahora resultados de existencia y regularidad del potencial de volumen.

Lema 6.47 El operador H estd bien definido de L7(Q) en L}, (RN;RN*1) para
1 <r £ oco. Ademds existe una constante C que sélo depende de N y § tal que, para
todo f € L"(R2), se verifica la desigualdad

(6.31) IHlo,r;0 < Clifllo, -

En consecuencia,

H: L7(Q) — L7(Q; RN+
es un operador lineal continuo.

Demostracién: Sea f € L"(Q); prolongamos f por cero fuera de {1. Entonces,
las componentes de Hf se pueden escribir como suma de convoluciones de funciones

localmente integrables con funciones integrables de soporte compacto:

N
Zi(z) = (z" xf)(z), 1<k<N, Q(z)=) (¢ +fi)(a);
k=1

estas convoluciones existen y son funciones localmente integrables en RN. Ademds, en
virtud de la desigualdad de Young, se tiene que Hf € L} (RN;RN*1) y se verifica
(6.31). = - ‘
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De las propiedades de la derivacién de convoluciones y de (6.14), se deduce que,
cualquiera que sea f € L"(2), el potencial de volumen (Z, Q) verifica el sistema (de
Stokes)

—vAZ +grad @ =f en ]RN,

6.32
(6:52) div Z =0 en RV.

Ademis, cuando f € D(§; RY), se tiene que (Z,Q) € C°(RN; RN*1). A continuacién,

probemos el siguiente

Teorema 6.48 Sif e L'(Q) con 1 < r < oo, entonces el potencial de volumen
verifica

(2,Q) € W*T(Q) x Wh"(Q)

¥ (6.32) c.p.d. en §2. Ademds, eziste una constante C que sélo depende de N, Q2 y r,
tal que

1Zll2,m0 + 1Qll1,ne < Clifllo,ra-

Demostracién: Es similar a la del Teorema 6.45. Indicamos sélo las diferencias
mas notables:

i) f € D(RY). En este caso, (Z,Q) € C°(RN;RN*1) y, por tanto, las ecua-
ciones (6.32) se verifican puntualmente. Siendo R > 0 suficientemente grande de forma,
que 2 CC Br y dist(0B,,§1) > R/2, se tiene la identidad

o(DZ)
on

U812 5, =21D*Z.5, + IDQIZ.q — v / _ Dz ds
R

(6.33)

~v| DpQ-Ldis+a / DZ;-DQ)n;dS.
9B Q an ; aBR( 7 ) J

Anélogamente a como se hizo en el Teorema 6.45, se prueba que

lim DZ- oDZ) dS =0,
R-’OO aBR arl

lim DQ- @ dS =0
R—oo aBR '811

y

N
lim Z/ (DZ; - DQ)n; dS = 0.
dBpr

R—oo

J=1

Tomando limites cuando R — oo en (6.33), se obtiene

VID*Z|grn + IDQI5my = IflG0;
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de lo anterior y del Corolario 6.7, se deduce el Teorema en este caso.

ii) fe L*(Q). Se prueba por densidad, haciendo uso de lo probado en el apartado
anterior.

iii) f € L"(Q), 1 < r < 2. Se aplica el Teorema de Interpolacién de Marcinkiewicz
a los operadores lineales definidos de Lz(Q) en L*(Q) por Tijxf = D;;jZ, donde 1 <
t,7,k S Ny Tif=D;Q,donde 1 <i < N.

Las unicas diferencias respecto al apartado iii) de la Demostraciéon del Teorema
6.45 son las siguientes: ’

a) Para las funciones vectoriales, se sustituye el valor absoluto por la norma

Euclidea.

b) La descomposicién f = h + g se hace componente a componente, en la forma

siguiente:
filz), siz € G,
hj(z) =
] .

medl(K, fl(: fily)dy size K, 1>1,
paral <j < N.

c) La estimacién de pq, se obtiene igual, pero deduciendo previamente estima-

ciones para cada componente de h.

d) La estimacion de pp}, se obtiene igual, llegdndose también a las estimaciones
(6.20) para todos los operadores T involucrados.

iv) El resto de la Demostracién es igual a la del Teorema 6.45. Sera necesario hacer
uso en cada caso del Corolario 6.7. Que (6.19) se verifica c.p.d. en § se obtiene de la
regularidad probada para (Z,Q). m |

De la misma forma que en el apartado anterior, se deduce el siguiente

Corolario 6.49 S§ife W™"(Q), conm >0y 1< r < oo, entonces el potencial
de volumen verifica

(Z,Q) € Wm+2,r(Q) X Wm-}—l,r(Q).

Ademds, existe una constante C que sdlo depende de N, Q, m y r tal que

”Z|lm+2,r;9 + ”Qum-{—,l,r;ﬂ S C”f”m,r;ﬂ- u

6.6.4 Potencial de capa simple: Existencia y estimmaciones

En este apartado, probamos resultados de existencia y regularidad del potencial de
capassimple. Utilizamos la notacién (2.6) y (2.7).
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Fijado k, 1 < k < N, sea (z*, ¢*) la k-ésimsa solucién fundamental del sistema de
Stokes, y denotemos, de manera genérica, por ¢ una cualquiera de sus componentes. Se
tiene el siguiente

Lema 6.50 Sea g una funcidén integrable y con soporte compacto en RN41. Fijado

un multitndice o = (ay, ..., ay) cualquiera, la funcidn
W an) = [ D~ o) g(€) dE'
RN-

estd bien definida y es indefinidamente diferenciable en R_If. Ademds, para todo mul-
titndice B = (B4, ..., ON), se tiene que ‘

(6.34) DPY(a’, o) = / D**Po(a — &', zn) g(E') de'.

RN~1

Demostracién: La existencia de ¢ se deduce de manera inmediata de la existen-

cia de la convolucién en RV~1 de una funcién integrable y de soporte compacto,
! 1
g’ — g(a'),
con la funcién
' — D%(z', zn),

que, para cada zx > 0 fijo, es localmente integrable en RV-1,

Por otro lado, cualquiera que sea «, la funcién
z — DY%(z' — &, zn)g(¢")
es indefinidamente diferenciable en ]Rf , v cualquiera que sea S, la funcién

=D Po(z’ — ¢, an)g(€)

es integrable respecto de ¢’ y estd uniformemente acotada por una funcién integrable
respecto de ¢ en cada abierto O CC ]R_I{Y ; por tanto, ¥ es indefinidamente diferenciable
en RY y se verifica (6.34). m

Se deduce el siguiente

Corolario 6.51 Sea T = (7ij)1<ij<nN una funcidn de Wl""(BE;RNXN), donde
1< r < oo, de soporte compacto contenido en Bp OTR__I,—\_’— y denotemos también por T la
traza de este tensor sobre GBE; sea ti el vector de componentes (Trj)1<j<nN. Entonces,
el potencial ‘ |

KT = (V, II)
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estd bien definido y es indefinidamente diferenciable en ]Rf; cualquiera que sea el mul-
titndice a, se tiene que

DVi(z) = /aB+ D*zi(z — &) - (T -n)(§)dS, 1<i<N,

N
D°TI(x) _k§=1: /a ey (= &) (t& - n)(€) dS,

N
en Ry .

Demostracion: Para mayor claridad en la Demostracién, pongamos

N
DW= Y / 5, DAE Ot mOds, 1Si<w,

La traza de T sobre OB}, es una funcién de Wl)"}""(aB;’i;RN XNY con soporte
compacto contenido en

Lo =To(Br) = BrN{(z',zn) € RN |zy = 0}.

Ya que Iy es un abierto de RM~1, restringiendo T a Iy y prolongandolo por cero

a todo RY~!, obtenemos un nuevo tensor, denotado también T, que pertenece a
W= (RN, RV*N). Asf, la funcién

z' — (tr - n)(z")

es integrable y con soporte compacto en RN ~!, Del Lema 6.30 con g(z') sustituida por
(tg-m)(z'), teniendo en cuenta que con esta funcién en el integrando todas las integrales
estan realmente extendidas a I'y, se tiene la Demostracién del Corolario. m

Teorema 6.52 Con la notacidn del Corolario 6.51, se considera el potencial KT =

(V, II).. Cualquiera que sea el multitndice «, se tiene

DV € L7(B}), D°Tl € L7(BY),

D=Vl 5t < C (ITllg pyt + lldiv Thy 5% ),
1D°Ttll, .55 < C (ITllo,r;2 +lldiv Tl 15 )

donde lus constantes C dependen sélo de N, r y a. En particular, se tiene que

KT € WhT(B}) x Wh(BE)
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VTl ammy ey € GO ) (1Tl g + i Tl s )

Demostracién: Con la notacién del Lema 6.50, tomando g(z') = (tg - n)(z') con
1 < k £ N, es suficiente probar que cualquiera que sea el multiindice a y cualquiera
que sea la componente de la k-ésima soluciéon fundamental, que representaremos por ¢,
se verifica

% € L"(B}),

1¥llo,r,55 < € (ITllg ;3 + lldiv Ty )

Hacemos la Demostracion en varias etapas:

i) Como hemos visto en la demostracién del Corolario 6.51, la funcién 3 puede ser |
escrita en la forma,

b an) = [ Dlpla =€) (6 m)(E)dSe

Tenemos por una parte, debido a que T € WHT(BE;RN*N), que ti - n puede
ser identificado con un elemento de W~ +7(8B;) (cf. aptdo. 6.1.7); este elemento, por
pertenecer también a Wl_%’r(aB;), actua sobre cada n € Wl—fr’r'(aBE) mediante la
férmula

<teem,m 2wt oty Wt E oty T /aB;;(tk n)ndS.

Por otro lado, fijado z = (z', zn) en B}, sean

1 1 '
h(z) < -id(m,aB;;) = 5mz'n{ﬁ: — |z}, zn}

Onw = {€=(¢, én) € B 1d(£,0BF) < h(z)}.

La funcién £ — D%p(z —€) estd en W*(Op(,)) para cada s € (1, 0o); en consecuencia,
tiene sentido su traza sobre OB} que, en particular, pertenece a Wi=srr (8B%). Por
tanto, ’

/ i . o —_— ’ .
’l/)(CL’ y .’L’N) =< tk n, D (,0($ ) >W—%.'(33;),W1_-}r'r (aB;;)

De aqui, se deduce que

(' en)l < lite - mll_y opt 1ID%0(z = i_ 3,02

r?

<ID% (e = Mir0acey (1Tl + 10 Tl r,m )
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donde se ha hecho uso de los resultados relativos a normas de trazas y a normas de
trazas normales.
.s . s o -+ .
ii) Buscamos a continuacién una cota de || D*p(z — )l|1,r;0,,, en Bg. Sea z fijo
en Bj. Distinguimos dos casos:

En primer lugar, tratamos todos los casos excepto aquél en el que |a| =0, p = zF | . L
i
|

y N = 2. Cuando £ € Oy, se tiene x — £ # 0, por lo que se deduce de (6.13) que
ID%p(z ~ )] < C(N)|z — ¢[P=Nlel,
con p =1 si ¢ es una presidn y p = 2 si ¢ es una velocidad. Teniendo en cuenta que

.1 1 j
lz — €] > min {Z(R — |z]), =z~},
2 2
se obtiene |
ID%p(z — &) + |DD%(x — €)|”
< C(N, L R) mazxr {(R__ Ix[)(p—N"lo‘l"‘l)T' ’ xs\’;“‘N"lﬂl—l)r'},

con lo que

1D%e(z = 1,000y N

—N—]a|- —N-lal- | F
SC(N,r,R)max{(R——h:l)p N=lal-1 , wva lel 1} (med(@h(,))) .

Eligiendo .
1 . ,
h(x) _<-. ’imzn {R_ lea TN, (R'—' I:L‘l)‘y, .’121,},

con 4 un ndimero positivo que fijaremos después y teniendo en cuenta que
med(Op(z)) < C(N, R) h(z),

se llega a

o —N-—|al— -N—a-—-l+-3r
1D%0(z = Y1 wri0ns, < C(N, 7, R) maz {(R — [of) N loIm1¥e g lel=idery

En segundo lugar, consideramos el caso que queda, es decir, aquél para el cual

N=2 ngo = zlk Para £ € Oh‘(z) se tiene que = —5750 y

(zi — &)@k — &k)
|z — €2 .

Zik(x‘—f)=6,‘k (lnlx—ﬂ-{-,-;-) —

Teniendo en cuenta que

lin |z — €] | < maz {|s - €, ’”"‘”—|x-1-g|} | Z
2 2
< ——e —
< maz {R, In i In wN}’
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se obtiene
lef(z = )" + D2 (z — )"

= C(N’“R)m“‘“{Q”R—zlxl)r’ (’”;g;) (Rfm)r’ (;g,;)}

de donde, procediendo como antes, se llega a la desigualdad

”Z,k(.'t - ')”1,1";0,.(45) S C(N) Ty R)X

X max{(ln R_“lel) (R- |xl)‘r7T, (ln -x—z;) wf,r, (R— [;1;()"1+'r1’, (xN)"l-i-f"}, .

!

iii) Finalmente, acotemos la norma de ¥ en L"(B}). Del apartado ii) se deduce
que, eligiendo -y > 0 suficientemente grande, la funcién

e = 1D°¢(e = Wi 000,

es integrable en B;, y su integral estd acotada por una constante que depende de N,
r, Ry a. De esto y de la estimacién obtenida para |1(z', zx)| en el apartado i), se
deduce que ¥ € L™(B%) vy

¥llo,rsa < €N, R, @) (ITlly 53 + Idiv Tlly .52 )-

Con esto termina la Demostracion del Teorema. m

Obsérvese que la constante C(N,r, R, «) es creciente respecto de R.

Los resultados estudiados hasta aqui prueban la existencia y proporcionan estima-
ciones L" del potencial de capa simple en una semibola BE centrada en el origen cuya
densidad es la traza de un tensor de W7 (B}; RN *V) con soporte en Bg N Eﬁ De-
mostrar directamente los mismos resultados en un dominio Q% = QOR_,A_’ presenta como
complicacion que aparece la funcién d(z, 09"’). No obstante, gracias a un argumento de
“localizacién”, para probar las estimaciones L” de la solucién del problema de Stokes,
sera suficiente, como veremos, el resultado precedente, junto con alguna generalizacion

del mismo ‘que damos a continuacion.

Sea a = (a',an) un punto de RN y sea Zf\_’__l o;(zi —a;) =0,conlos o; € R, la

ecuacién de un hiperplano de RY que pasa por a; sea también 2 un dominio acotado
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de RM. Pongamos

N
RY ={z ¢ RV | Zdi(ﬂ?i —a;) > 0},

i=1

N
TI_{—F ={.’1} € RN l ZO’,‘(:E,' —_ a,-) > 0},
i=1

Br =B(a, R),
B =BrNRY,

N
I.=BrN{z € RN | ) oi(z: - a;) = 0},
i=1

Q*=0nRY,

N
S* =Qn{z e RN | Za,j(a:,- —a;) = 0},
=1

§ =diam(Q¥).

Siempre es posible realizar un cambio de sistema de referencia en RY de forma que

RY y B} se transformen en Rf y B;‘i, respectivamente; éste vendria dado por
z=h(t)=a+1tQ

siendo () una matriz ortogonal. Con este cambio, se transforman el punto a, el hiper-
plano Eil oi(zi — a;) = 0, el semiespacio RY, la semibola Bj, s y el vector normal
np, en0,ty =0, ]RQ’ , Bﬁ, To y nr,, respectivamente. Ademds, para cualquier funcion
n € LY(8B%), se tiene (cf. [36], pag. IV.27) que noh'e L'(0B}) y

/ ndS, = / (n o ) |det [Dh]{[[Dh]"T - n| dS;
aBt, a8},

:/ (noh)dSy,
aB} ,.

ya que det [Dh] = det@ =1y |[Dh]™T -n| = |n| = 1.
Se tiene

Teorema 6.53 Sea T = (7;)1<i j<N una funcién de WH(By; RN*N), donde
1 <r < oo, de soporte compacto contenido en Br ﬂﬁ:{v y denotemos también por T la
traza de este tensor sobre OB}%; sea ty el vector de componentes (7xj)1<j<n. Entonces,
el potencial "

KT = (V, II)
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estd bien definido y es indefinidamente diferenciable en RY. Ademds, se tienen las
mismas conclusiones del Corolario y del Teorema anterior con RY, B% y T's en lugar

de ]Rf, B?{‘ y [o, respectivamente.

Demostracién: Si consideramos el cambio de sistema de referencia anterior, el

tensor T = T(a+tQ) verifica todas las hipdtesis del Corolario anterior, por lo que existe
el potencial

KT = (V, II)

en R,I,Y , ¥ sus componentes vienen dadas por
N N
=Y [ A= meds, 1<i<h,
k=1 aBR ’

_ N
. kit —p)(t - n .
fi(t) ,.Z /aqua p) (i - m)(p) dS,

Haciendo cambios de variables, de 9B} a OB% en la integral, y de RYaRNenla
variable del potencial, se tiene

N
(@-ae™) =3 / . @O O, 1SisH,

o -1 al k
fifte - 0™) = 3 / . @O mE dss

aqui, se ha tenido en cuenta que zf ((z—£)Q1) = 2¥(z )y ¢* (z=6)Q7) = ¢*(z-9),
debido a que |(z — £)Q™!] = |z — ¢|. Se deduce de lo anterior que existe el potencial
KT = (V,II) en RY y verifica

(KT)(z) = (KT) ((z — a)Q7Y).
De esta igualdad se deducen las demads propiedades. m

Por 1ltimo, se tiene:

Teorema 6.54 Sea T = (7ij)1<i,j<nN unae funcién de WL RY*N) con 1 <
r < 00, de soporte compacto contenido en QN RY y denotemos también por T la traza
de este tensor sobre 02*; sea ty el vector de componentes (Tkj)lsjsjv. Entonces, el

potencial

KT =(V, II)

estd bien definido y es indefinidamente diferenciable en RY. Ademds, se tienen las
mismas conclusiones del Teorema precedente, con B}, sustituido por * y R (en las

constantes de las estimaciones) sustituido por 8.
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Demostracién: Sea R suficientemente grande de forma que Q* C Bj. Prolon-
gando T por cero fuera de §2*, se obtiene una nueva funcion, denotada T, que verifica
en B}, las hipotesis del Teorema 6.53; por tanto, KT existe en RY,

Debido a que los soportes de las trazas de T y T sobre 9Q* y 0B}, respectivamente,
estan contenidos en S, NT', y a que coinciden en este iltimo conjunto, se tiene la
existencia del potencial XT, igual a KT, en RY. Esto demuestra el Teorema. B

6.7 Estimaciones L' en el interior del dominio

Probamos a continuacién estimaciones de pares de funciones de W2"(Q) x W1 ()
en cualquier subdominio Q' CC ; haremos uso de estas estimaciones, junto con las de
la Seccidn siguiente, para probar la regularidad L” de la solucién débil del problema de
Stokes. En toda la Seccién, 2 serd un dominio acotado de R" de clase W1,

6.7.1 Estimaciones de funciones de W>"(Q) x W (Q)

Comenzamos por probar estimaciones de pares de funciones que se anulan sobre

ofd.

Teorema 6.55 Sea (y,p) € W2'(Q) x Wa'"(Q), donde 1 < r < co. Se denota
f=—-vAy + grad p, g=divy.
Eziste una constante C' que sélo depende de N, Q y r, tal que

ID*Yllo,ria + 1Dplo,ra < € (Ifllojria + 1 Dgllo,rin)-

Demostracién: Teniendo en cuenta la Observacién i) a las Definiciones de los

potenciales, que Ny = 0 y que KT = 0, con T definido por (6.18), se puede escribir
(y,p) = HE+Tg=(2,Q) +(G,T).

Utilizamos a continuacién los resultados sobre existencia y estimaciones de los poten-
ciales. Por un lado, como f € L"(§2), se tiene que

(2,Q) € WT(Q) x W(Q)

||D2ZH0,r;Q + "DQHO,T;Q < c "f”mr;ﬂ .
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Por otra parte, como g € WH7(Q), se tiene que

(G,T) e W»(Q) x Wh(Q)

1D*Gllo,e + 1D YHlo,rs0 < CliDgllo,n0-

Con ello, se tiene la Demostracién del Teorema.

Ahora, utilizando la notacién del aptdo. 6.3.2, obtenemos:

Teorema 6.56 Sea (y,p) € W2'() x WE™(R), 1 < r < co. Se considera un
operador de Stokes generalizado con coeficientes constantes £° = (L3,..., LY, LY,,)
y se denota

fi=Li(y,p), 1<I<N, g=L%..(y,p)

Eziste una constante C que sélo depende de N, Q, r y Ag tal que

15l + 102l < 5= (Iflo.n + 1Dl

Demostracion: Con la notacién del aptdo. 6.3.2, hacemos el cambio de sistema
de referencia z = W(¢{) = ¢ - E. Entonces, las funciones (¥,p) pertenecen a Wg’r(ﬁ) X
Wy () y verifican ‘

—vAy + grad p -—3',
div y =g,

c.p.d. en Q.

En virtud del Teorema anterior, se tiene
ID*Fllo,ri2 + 1Dllo,ri0 < € (IFllo, e + 1D3lo )

Deshaciendo el cambio de variables (cf. aptdo. 6.3.2), se tiene demostrado el Teo-
rema. B

Nétese que, aqui, la constante C es creciente respecto de Ayg.

6.7.2 Estimaciones LY en el interior del dominio

Probamos ahora estimaciones en el interior de §) para pares de funciones que no se

anulan necesariamente sobre 9. Utilizamos la notacién de la Seccién 6.3.
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loe Ioc

Teorema 6.57 Sea (y,p) € (W2 Q)N L"(Q)) X ( N L"(Q)),- conl<

r < 0o. Se considera un operador de Stokes generalizado con coeficientes variables
L=(Ly,..., Ly, LNy1) con m =0 y se denota

':'LI(Yap)a 1<1< N) g=LN+l(y)p)‘

Para cada Q' CC 2, eziste una constante C que sélo depende de N, Q, ¥, r, A, A y
K tal que

Wy ll2,~0 + Pl £C (”ﬂ!o,r;n + llglli,me + Yo, + ”P”o,r;n)- '

Demostracion: Sea ' un dominio estrictamente contenido en Q y denotemos
por d = dist(§2',0Q). Hacemos la Demostracién en tres etapas.

i) Sea zg € Q' y consideremos el operador de Stokes generalizado £° con coeficientes
constantes obtenidos cuando se toma af; = ai;(z0), e?j = eij{zo) para 1 < 1,5 < N.

Sean R > 0 y Bp = B(zo,R); si (z,q) € W2"(Bgr) x WQ'"(Br), en virtud del
Teorema, 6.56, se tiene

ID*2lj0,r;8x + 1 Dgllo,r; B
C(N,Q,r, A
= ( )\0 0) (”Lo(z Q)IIO rBr + ”‘D(L +1(z7 q))”ﬂ r,BR)

(N i\l T A) (”LO(Z Q)”(] B+ ”D(L +1(Z,Q))”0 r,Bn)

donde L°(-,-) es el operador vectorial en derivadas parciales de componentes L{(,-),
1 <1 < N (aqui, se ha puesto la constante dependiendo de §) en lugar de Bg, lo cual
es evidentemente posible). Entonces, para € By se tiene

N , N
LY(z,9) = —v Y _ (ai;(0) — ai;(2)) Dijz+ Y (esi(wo) — esil@)) Dig
i,j=1 i=1
N N
—v Y ajDijzu+ Y eiDig, 1<I<N,
i,7=1 i=1

N

N .
Lysa(z,9) = Z (eli(xo) — eii(z)) Diz + Z eii(z)D;z,

i,0=1 1,l=1
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por lo que

C(N,Q,r,A)
—-——-——-——-———-—/\ X

x (llA(mo) ~ A(@)l1,00:80 1D*2ll0,r;Bn + 1E(20) = E(2)|l1,00:B [1Dgllo,r; B

”D2ZH0,T;BR + ”D‘IHO,T;BR <

N N
+ )| -v Z aij(z) Dijzi + Z eii(z) Digllo,r; B
i=1

i,j=1

N
+ 1E(z0) = E(@)ll1,00:n 1D*2ll0,r;5 + I ) (Dets) Diztllo,r;Br

i,l=1

N
+ID( z eti Dizi) llO,r;BR> :

i,l=1

Tomando R < min {g, 6}, con 6§ = 4](C(N),\Q,T,A)’ se obtiene

”'DZZHO,T;BR + ”ano,'f';BR < C(N,Q,T,A/\,I{)X

N N
9 (u S (@) Dz + S en(@) Diglloss
t=1

i,j=1

(6.35)

N .
£ 1Dzl + 1D(S e Diza) uo,r;gn).

i,l=1
ii) Sean o € (0,1) fijo, R < min {£, 6} y n una funcién de D(BRr) que verifique

1+o
2 b

0<np<1, 7=1 enByr, n=0 paralz|>0'R, o' =

|Dn| < [D?p| <

_C __C
(1-0o)R’ (1—0)? R?’

donde C es una constante. Entonces, si z = ny y ¢ = np, se tiene que (z,q) €
W2T(BR) x W (Bg , por lo que satisfacen (6.35). Se deduce que
0 0 q

”DzyHO,T;Ban + “Dp”(),";Ban < C(N’Q,T’Av’\’l() X

1
X (”ﬂlo,r;Bn + A=k 1Dyllo,r;B, s

-+ '('I":‘%‘z“‘k—i “yno,r;Bn + '(_i__:l_a_)_—R?"p”o’r;BR

1
+IDglonsn+ s lollorsan )
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- En consecuencia, para ¢ € (0,1), obtenemos

(1= 0) R*|ID*Yllo,rBar + (1 = 0)* R* || Dpllo,r;B.n < C %
. ((1 —0): R? |[fllo.sipp +2(1 — 0) RIIDyllors,en
+Iyllorr + (1= 0) Rlpllo,;8r
(1= 2) B 1Dgllosin +(1 = @) Rllglossn )
Tomando supremos en ¢ y usando el Lema 6.8, llegamos a que
®2,8r(y) + sup (1-— 0)2 R? ”Dp“f),R;BR
0<o <1
< (R flosuan + I¥llerin + Rlplorn
+ B Dol + Rl ),
de donde se deduce también que
”Dzy”Uﬂ';Ban + | Dpllo,r:B,r
C ,
< o (o + 15 + Rl

+RWwawR+Rmmﬂm)

y esto cualquiera que sea o € (0,1) y cualquiera que sea R < min{$, ¢, 1}.
iii) Ahora, consideramos un recubrimiento finito de §' formado por bolas con
centros en Q' y radio R/2, siendo R < min {§, d/2, 1}:

Se tiene que

M
”DQ)’HOJ;Q’ + ”DP”U,T;Q’ < Z(“Dzyuﬂ.r;B,‘ + ”DPHO,r;Bj)'

Aplicando el resultado del apartado ii) a cada sumando de la desigualdad precedente,

se obtiene, después de hacer uso del Lema 6.6, la Demostracion del Teorema. &
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6.8 Estimaciones L" en el dominio (hasta la frontera)

En esta Seccién, probamos estimaciones para pares de funciones de W' (Q) x
W1T(£2) en todo Q.

6.8.1 Estimaciones L' de funciones con soporte en semidomi-
nios

Comenzamos por probar estimaciones de pares de funciones que se anulan sobre
una semiesfera. Utilizamos la notacién del aptdo. 6.6.4:

Sea a = (a',an) un punto fijo de RY y sea Zfil oi(z;—a;)=0,dondeloso; € R
para 1 < ¢ < N, un hiperplano de R" que pasa por a; se supone que § es un dominio :
acotado de RN de clase W'*. Pongamos

N

R ={z € RY| > oi(zi — a;) > 0},
=1

L N

RY ={z ¢ RV | Zm(m; —a;) > 0},

=1

O =0nRY.

Teorema 6.58 Sea (y,p) € (WQ’r(Q*) N Wé’r(Q*)) x WHT(Q*) con 1 <r < o0,

tal que sop y y sop p estin contenidos en QN RY. Se denota
f=—-rAy + grad p, g =divy.
Eziste una constante C' que sélo depende de N, Q* y r tal que

ID?yllo,ma+ + |1Dpllo.rar < C (”f”o,r;ﬂ‘ + 1Dgllo,r0+ + lIPllo,m0e + “Dyuo,r;ﬂ*)-

Demostracién: De la Observacién i) que sigue a las Definiciones de los poten-

ciales, teniendo en cuenta que Ny = 0, se obtiene que
(,p) = HE+ KT+ g = (2,Q) +(V, 1) + (G, T),

donde T esta definido por (6.18). Utilizando los resultados sobre existencia y estima-

ciones de los potenciales, junto con las desigualdades

W THo .m0 < C(N,r) (HPHo,r;n* + IID)’Ho,r;O‘)»
Hdiv THO,T;Q* = “f”fl,r;ﬂ‘v



6.8. Estimaciones L en el dominio (hasta la frontera) 139

se llega a la demostracion del Teorema. m

Ahora, de manera andloga a como se probd el Teorema 6.56, se demuestra el si-
guiente

Teorema 6.59 Sea (y,p) € (WQ’T(Q*) ﬂW(l,'r(Q*)) X Whr(Q*) con 1 < r < oo,

tal que sop y y sop p estdn contenidos en QNRY. Se considera un operador de Stokes

generalizado con coeficientes constantes LY y se denota

fl = L?(Y71))7 1 S l S Na g - L(}v'+1(y,P)
Eziste una constante C' que sdélo depende de N, Q*, r y Ay tal que

C '
ID*yllo,r;0+ + I Dpllo,rie < " (Hfllo,r;sr + | Dgllo,r;0+ + llpllo,ma + NDyHo,r;n-)- u

6.8.2 Estimaciones L' en el interior de semidominios

De forma andloga a como se demostré el Teorema 6.57, se prueba también el

Teorema 6.60 Sea (y,p) € (W”(Q*) n W(l,’r(Q*)) X Whr(Q*) con r € (1,00).
Se considera un operador de Stokes generalizado con coeficientes variables L de compo-

nentes (Ly1,...,Ln, Ln41), con m =0, y se denota

fi=Ldy,p), 1<I<N,  g=Lnulyp)

Para cada w CC R, cziste una constante C que sélo depende de N, Q, w, r, A, A y K,
tal que

Il + Bplls o < C (fllo.me + llgll,rine + ¥l + llpllo,iae ) m

6.8.3 Estimaciones LY en el dominio

Probamos ahora estimaciones en todo el dominio (hasta la frontera).

Teorema 6.61 Scan Q0 un dominio acotedo de RN de clase W y sea el par
(y,p) € (Wz’r(ﬂ) N W(I)T(Q)) x WHT(Q) con 1 <r < c0. Pongamos

f=—vAy + grad p, g =divy.
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Eziste una constante C que sdélo depende de N, Q y r, tal que

(636)  [¥lleria + [pllsio < € (Iflo.m + lglls.re + [¥llomia + Iplloria)-

Demostracién: Dado que {2 es de clase W2, existen Uj, Bpg; y ¥; como
en el aptdo. 2.3.1 y existe un abierto Uy 41 CC 2, de manera que los U; forman
un recubrimiento de ; se considera una particién de la unidad en § asociada a este

recubrimiento, i.e., funciones 7; que, para cada j, cumplen lo siguiente:

M+1
7 €DW;),  0<n; <1, Y omi()=1 Vzel
J=1
Entonces, se tiene para cada x €  que
M+1 M+1
y(@)= > ni(@)y(@) =) z;(z),
J=1 j=1
M1 M+1
ple) =Y ni(x)p(z) = > g(z).
=1 j=1

En primer lugar, consideramos el par (zar41,9m+1), que verifica las hipotesis del
Teorema 6.55 en Uy, 1. Debido a ello se tiene, después de aplicar el Lema 6.6, que

Nzars1ll2,mting 1 + Namtilli g < C (”f”o,r;ﬂ + gl ma + 1yllo, 0 + ”P”o,r:ﬂ)-

En segundo lugar, consideramos los pares (z;,¢;), con 1 < j < M. Para cada
J, introducimos el cambio de sistema de referencia ¢ = W;(£), con lo que el par de
funciones (z;, q;) verifica las hipotesis del Teorema 6.60. En consecuencia, después de

deshacer el cambio de variables, obtenemos
Nz ill2, ;00 + llgjlli,mune < C (Ilﬂlo.r;n +llgll,ma +llyllo,ma + Ilpilo,r;n)'
Se tiene probado asi el Teorema.

A continuacién, comprobamos que cuando aumenta el exponente de sumabilidad

de los datos, también aumenta el de la solucién. Esto queda establecido en el siguiente

Teorema 6.62 351, en las hipdtesis del Teorema 6.61, se tiene que

feL'(Q), g € Wh=(f),
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para algin s € (r,00), entonces
(v,p) € (W2 (@) n W () x Wh*(%)
y se verifica (6.36) con r sustituido por s.

Demostracion: Con la misma notacién que la utilizada en la Demostracién del
Teorema 6.61, bastara probar que para cada j se tiene que

(zj,q;) € W2 (U; N Q) x W (U; N Q).

Hacemos la Demostracién en tres etapas:

i) j = M + 1; en adelante, no ponemos el subindice por facilidad de notacién. El
par de funciones (z,q) pertenece a W?,’T(U) X WOI’F(U); por tanto, de la férmula de
representacion (cf. la Observacién i) del aptdo. 6.6.1), se tiene que

(z,q) =H[~vAz + grad q] + J[div z]
—H[F] + 7(G],

siendo
F=nf—vAy—2vDn-Dy+ pDn,

G=Dny-y+ng.

En virtud de los Teoremas de Inyeccién de Sobolev, F y G estin en L7(U) y W12 (U),

respectivamente, con + = maz {1 — %, %} De las propiedades de los potenciales, se

tiene ademads que
(z,q) € W (U) x Who(U).
ii) 1 € j < M; continuamos sin poner el subindice. Haciendo el cambio de variables
z = W(¢£), obtenemos el par (Z, §), que pertenece a (W2 (BE)NW(BE)) x Wi (BE),
tiene soporte contenido en Br N ]Rﬂ\_’ y verifica
L(z,q) = (F, G)

c.p.d. en B}, siendo £ el operador de Stokes generalizado con coeficientes variables que
resulta del cambio de variables. De nuevo gracias a la Inyeccién de Sobolev, se tiene
que FyG pertenecen a L7(B}) y Wh?(B}), respectivamente.

Siendo L° el operador de Stokes generalizado con coeficientes constantes asociado
a L y al punto §p = 0 (cf. ap. 6.3.2) y denotando

N
di=L(%,9-Y_ b(€)Din, 1<ILN,
’ =1

d} = L}(z,9), 1<1<N,

X = Ln+1(2,9),
XO = L(IJ\J+1(%‘”~)’
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se tiene que

L(1)V+1(Ea‘.7) = (XO - X) +X.
Es inmediato que d° —d € L"(B}) y x° — x € WhT(B}); ademds, otra vez debido a la
Inyeccién de Sobolev, se tiene que d € L?(B}).
Ahora, siendo E = (e;;(0))1<i,j<n, se introduce el cambio de variables t = { - E =
®(¢); obtenemos el par de funciones (z*, ¢*), que pertenece a (WZ’T(Q*)HW‘I)’r(Q*)) X

WL (Q*) (2* es aqui el transformado de B} mediante ®), tiene soporte compacto en
Q*U S, (S, transformado de Br N {(¢',én) € RN | €n = 0} por ®) y verifica

~vAz* + grad ¢* =(d° —=d)o P +d o @,
divz* =(x’—-x)o® + xo®,

c.p.d. en 2* De las férmulas de representacién, se obtiene que

(z%,¢") =H[(d° — d) o ®] + T[(x° — x) o ®]
+ H[d o @]+ T [x 0 ®] + KT,

c.p.d. en 2*, donde T" es la traza sobre 9Q* del tensor de componentes 7;; = —q*6i; +
vD;z;. Haciendo uso de las propiedades de los potenciales y de los Teoremas de inyeccién

de Sobolev, y deshaciendo el tltimo cambio de variables, se llega a que

(z,3) = T(%,9) + h,

con

T(z,q) = H[(d* —d) o ®]o @' + T[(x* — x) 0o B] 0 &1

h € W»7(B%) x Who(BE).

De los resultados sobre estimaciones de los potenciales, se deduce que el operador
T es lineal y acotado de W*?(B}) x W1 ?(B3%) en s mismo; ademds, existe Ry > 0 tal

que si R < Ry, entonces T es contractivo. Se deduce de ello que la ecuacién
(w,m)=T(w,7)+h

posee, para cada p € (1,0}, un tnico punto fijo en W*?(B}) x Wh?(B}), siempre
que los entornos U se tomen de forma que los correspondientes B;'z' verifiquen R < Ry;
ademas, este punto fijo es independiente de p, pues en caso contrario dejaria de ser dnico
para algun valor de p.
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n
= . s . .
Dado que el par (Z, 7) es punto fijo de la ecuacién anterior en W27 (BY)xWhT(Bf),
lo es también en W>?(B}) x WLP(B},), cualquiera que sea p € (1,0]. Se deduce de

ello que

(Z,3) € W»7(Bf) x WH(B)

y, por tanto,

(2,9) € W7 (UN Q) x W (UNQ).

iil) Se tiene de i) y 1i) que

(v,p) € (W27(2) n W7 (9)) x W (@),

1 1_ 11
con o =maz {3 — +,1}

Ahora, si 0 = s, se tiene el Teorema. Si, por el contrario, = = % - -}V—, repitiendo el
|
proceso se obtiene :

(v,p) € (W27 (2) n W5(@)) x Wh (@),

1 1_21 2 : :
con 7= = maz {; — %,¢}. Después de repetir el proceso k veces, siendo k el menor

entero > 1 tal que max {-1— — —,’E,—, -1- = -i—, queda demostrado el Teorema. W

6.9 Existencia de solucidon fuerte

En esta Seccién, utilizando las estimaciones “a posteriori” probadas anteriormente,

demostramos la existencia de solucién fuerte del problema de Stokes.

6.9.1 Unicidad de solucién

En primer lugar, probamos la unicidad de solucién fuerte. Consideremos de nuevo |

el problema de Stokes

Hallar (y, p) tales que

(S) —vAy +grad p=1f en (Q,
divy=g enfl,
y = yr sobre 052.

Se tiene el siguiente

Teorema 6.63 Supongamos que 0 es de clase W™ y que

feL™(Q), geWh(Q), yre W™ H7(aQ),
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donde 1 < r < 0o. Supongamos que

/g :/ yl—\'nds-
Q (711

(v,p) € WHI(Q) x WH(Q)/R

Caso de existir un par

para algin g € (1,00) que sea solucion de (S), éste es inico.

Demostracién: Supongamos que existe otro par
(z,q) € W*(Q) x W (Q)/R,

con 1 < s < 00, que es solucién de (S). Por supuesto, tanto (y,p) como (z,q) satis-
facen las e.d.p. de (5) c.p.d. en Q. La diferencia (w,n) = (y,p) — (2, q) pertenece a
(Wz”’(Q) N Wé”(ﬂ)) x WHe(Q)/R con p = min {q,s}, y verifica

—vAw +grad T =0,
divy =0,

c.p.d. en 2. Por el Teorema 6.62, debe tenerse que

(w,m) € (WP(2) N W (2)) x WH(Q)/R,

para cada p € (1,00). En particular, (w,n) estd en (HZ(Q) N H(l)(Q)) x H'(Q)/R;
ademads, se trata de la unica solucién débil del problema de Stokes homogéneo, de
donde (w, 7) = (0,0), es decir, (y,p) = (z,q). ®

6.9.2 Existencia de solucién fuerte del problema de Stokes

Tenemos ya las herramientas necesarias para probar la existencia de solucion fuerte.

Primero probamos el siguiente

Lema 6.64 Seca  un dominio acotado de RY de clase W™ y sea r € (1,+400).
Egiste una constante C' que solo depende de N, r y {2 tal que, para todo par

(v,p) € (W>"(2) n Wy () x WHT(Q)/R,

se tiene
Iyll2,me + ll2llwir@yr < C (“ﬂlo,r;n + ”g”l,r;ﬂ),

donde
f=—vAy + grad p, g=divy.
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Demostracién: Supongamos que no es cierta la desigualdad. Entonces, para
todo entero positivo m existe un par i

1

!
|
t.
!
f
1

(Y Pm) € (WT(R) N WHT(0)) x WHT(Q)/R

que verifica

1 mllz,rin + Ipmllwer@ym > m (fmllo,ne + lgmilra ),

donde
fmn = —vAy,, + grad p,,, Igm =div y,,.

De la desigualdad anterior, junto con (6.36) aplicado a (y,,,Pm), se tiene que, para
m suficientemente grande,

WEmllo,na + llgmlls,re <

C
—— (I mllo.ro + Ipmllze @y/m)-

Dividiendo ambos miembros de la desigualdad anterior por

Tm = llym“o,r;ﬂ + ”pm“L'(ﬂ)/Ra

y poniendo

_Ym __ Pm
Z;m = 3 dm = —,
Tm Tm

se tiene que

zmllo,r2 + llgmllzr@y/r = 1,

para todo m y, ademas,
(6.37) ~vAzm +grad ¢, = 0y div 2, — 0,

en L™(Q2) y WH7(Q), respectivamente, cuando m — oo.

Aplicando de nuevo (6.36) a (zm, ¢m), se obtiene ahora que '

"zm”2,r;ﬂ + ”qm”W'-*(Q)/R <C (” — vAz,, + grad QmHO,r;ﬂ + Hdiv zm”l,r;ﬂ + 1);

dado que el segundo miembro de la desigualdad anterior converge a 1 cuando m — ‘

o0, se tiene que las sucesiones (Zm)m>1 ¥ (¢m)m>1 estdn uniformemente acotadas en L
; i

W2T(Q) N W () y W (Q)/R, respectivamente; por tanto, existen subsucesiones,
también denotadas por z.,;, y ¢m, que verifican:

Zm — 2 en W(Q) y 2, — 2z en WyT(Q),

gm —qen WHT(Q)/R y qm — g en L"(Q)/R.
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Se deduce que
—vAz,, + grad ¢,, — —vAz + grad g,

div z,, — div z,

en L"(2) y WHT(Q), respectivamente, cuando m — oo y que
(6.38) I2llo,r0 + llallzr@)/r = 1.
Por otra parte, de (6.37) se¢ obtiene que

—vAz + grad ¢ =0,

divz =0,

de lo cual, junto con z € Wé’r(Q) y la unicidad de solucién, se deduce (z,q) = (0,0);

obviamente, algo que estd en contradicién con (6.38). =

Ahora probamos el resultado de existencia siguiente:

Teorema 6.65 Supongamos que § es de clase W3 y que
feL™(Q), geW'(Q), yre W 7(5Q),

donde 1 < r < oo. Supongamos que

/g :/ yr - ndS.
Q a0

Entonces, eziste una tunica solucidn de (S),
(y,p) € WH(Q) x WI(Q)/R,

que verifica

¥l + ol @ym < GOV, 2,r) (o + ol re + 13ella—t 0 )-

Demostracién: i) Supongamos en primer lugar que yp = 0. S5i r > 2, entonces
fe L} Q) y g € H'Y(Q), por lo que, en virtud de los resultados de regularidad de la

Seccién 6.4, existe un tnico par
(v.p) € (H () N H{(Q)) x H'(2)/R
solucion de (.5). Del Teorema 6.62, se obtiene ademas que

(v.p) € (WH() N WT(9)) x W (Q)/R.
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Sil<r < 2, se considera una sucesién (f,,) de funciones de L?(Q) que converge
a fen L'(Q) y una sucesién (g,,) en H()) que converge a g en WH7(Q2). Para cada
m 2> 1, sea (¥, Pm) € (HQ(Q) N H(l,(Q)) x H'(Q)/R la correspondiente solucién de

(S) cuando se ponen f,, y gm en los segundos miembros. Se verifica que
(Yo 2m) € (W2T(@Q) N WET(Q)) x WH(Q)/R;

ademds, utilizando el Lema 6.64, se deduce facilmente que (¥,,,Pm) posee una sub-
sucesién débilmente convergente hacia un par

(v,p) € (W>"(Q) N Wy™(Q)) x W (Q)/R

que es solucién de ().

i) Cuando yr # 0, se introduce una funcién & € W27(Q) tal que & = yp sobre
01, y el problema auxiliar

—vAz +grad p=f+vA® en (,
divz =g —div ® en Q,
z = 0 sobre 0f},

al cual se aplica el apartado i). El par (y,p), con y = z + ®, verifica las condiciones
del Teorema. m

Con un razonamiento andlogo al utilizado para la Demostracién del Teorema 6.62,
se demuestra el siguiente

Teorema 6.66 Supongamos que ) es de clase W5 y que
fe W™(Q), geWm™imQ), ype W™H2-5r(5Q),

donde 1 <1 < c0. Supongamos que

/9~/and5

Entonces, eziste una tinica solucidn de (S),
(y,p) € W""H‘T(Q) x WTET(Q)/R,
que verifica

Wy llm+2.m0 + Pllwmsiry/r
S C(N,Q,?Tl,?‘) (”fnm,r;ﬂ + ”g“m+l,r;ﬂ + nYF"m-s-z-%,r;Q)' u
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6.10 El problema de Navier-Stokes: Existencia y re-
gularidad de la solucién

En esta Seccidén, consideramos las ecuaciones de Navier-Stokes,

N
—vAy + Zijjy +grad p=f en{,

(N-S) j=1
divy=0 en

Yy =Yr sobre 0}

(cf. Seccién 6.2), recordamos un resultado de existencia y unicidad de solucién débil y

probamos un resultado de regularidad de la solucién débil en funcién de la regularidad
de los datos.

6.10.1 Existencia de solucidn

Comenzamos por estudiar la existencia de solucién de (N-5). Sea © un dominio

acotado de RM (recordemos que N =2 6 3) de clase WH* y consideremos el espacio
W = {z € H'(Q) | div z = 0}

y el espacio

V = {z € H(Q)|div z = 0},

definido en el apartado 6.1.6 y que sabemos que tiene estructura de espacio de Hilbert

cuando se le dota del producto escalar

aly,z) =(Dy , Dz)= / Dy - Dz dz ;
Q

consideremos también la siguiente forma trilineal
(y,zw Z/y,Dz]w]dx
1,7=1
En [32], se prueba el siguiente

Lema 6.67 i) Euiste una constante C que sdlo depende de ) tal que pam todo y,
z, w € H'(Q), se verifica

!b(yv z, W)l < C uynl;fl lzll;ﬂ kul}ﬂ'
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ii) Dadosy, z, w € W de los que al menos uno de ellos pertenece a V, se verifica

+

by, z, w) = —b(y, w, z).
iii) Dadosy, z € W tales que y € V 6z € V, se verifica

(y,z,z)=0.m

Con la notacién anterior, se prueba en [32] (cf. también [25],[29]) que una formu-

lacién débil, en cierto sentido equivalente, para (N-S) viene dada por lo que sigue:

Hallar (y,p) € W x L*(Q)/R tal que
va(y, z)+ by, y, z) — / pdivzde =<f,z> VzeV,
Q

Y=Yr sobre 0€2.

Necesitaremos el siguiente resultado de levantamiento de trazas (cf. [32], [25],[29])

Lema 6.68 Dada una funcidn yp € Hl/z(aQ) tal que

/ ypnd5=0,
an

y un némero € > 0 cualquiera, existe una funcidn w € H'(Q) tal que
div w =0, w =yp sobre 0Q,

o(z, w,z)| < elz|tq VzeV.m

Con el Lema anterior se prueba el siguiente

Teorema 6.69 Sea ) un dominio acotado de RN con N =2 6 3 de clase Wheo,
Dadas f € H(Q) e yp € H/*(Q), verificando :

/ Yr -ndS =0,
an

eziste al menos un par (y,p) € HY(Q) x LH(Q)/R solucidn de (N-S). Ademds, eziste
una constante vy que sélo depende de Q, f e yp tal que, si v > vy, entonces la solucion

es unice. M
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6.10.2 Regularidad de la solucién | '

!

Utilizando el resultado de existencia de solucion anterior y los resultados de regu-
laridad de la solucién débil del problema de Stokes, se prueba el siguiente

Teorema 6.70 Sean m un entero > 0, r € (1,00), Q de clase W™t f ¢
W) NHY(Q) e yp € WHET(Q), tales que

/ yP'ndSZO.
an

Entonces, cualquier solucidn (y,p) de (N-S) pertenece a W27 (Q) x WmtLr(Q).

Demostracién: Es suficiente probarlo en el caso en que yp = 0, pues en otro
caso basta aplicar un razonamiento analogo al del Teorema 6.36. Ademds, sélo hacemos
la Demostracién en el caso m = 0, r = 3 y N = 3, siendo andloga en cualquier otro

caso. Para ello, escribimos el problema de Navier-Stokes en la forma

—vAy +grad p=F en (,
divy =0 en{},
y =0 sobre 0%,

con FF = f— }:ﬁ__l y;D;y. Dado que la solucién (y,p) verifica y € H'(2), se tiene,
por los Teoremas de Inyeccién de Sobolev, que y € L°(Q2); aplicando la desigualdad de
Holder, se prueba que Zj-vzl y; Dy € L3/2(Q), con lo que F € LS/Z(Q). Entonces, en
virtud del Teorema 6.65, se tiene que (y,p) € W2’3/2(Q) x W13/2(Q). Repitiendo el
razonamiento se obtiene F € L¥(Q), con lo que (y,p) €. W??(Q) x W13(Q), y se tiene

asi probado el Teorema en este caso. M

6.11 Comentarios finales

En esta Seccién comentamos brevemente el origen de las técnicas utilizadas en las
Demostraciones de los resultados probados en el Capitulo. |

Las Demostraciones de la Seccién 6.1 son cldsicas. Sélo destacamos la introduccién
del espacio W7 (div;§) y las propiedades por él verificadas; la demostracion de estas
propiedades se ha hecho andlogamente a como se hacen en [25] para el espacio H(div; §2).

Las Demostraciones del resultado de existencia de solucién débil del problema de
Stokes (Seccién 6.2) son diferentes adaptaciones de otras clasicas, que pueden verse, por
ejemplo, en [25], [29], [52).
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Los operadores de Stokes generalizados han sido introducidos por similitud Con‘lés
operadores elipticos que generalizan al operador de Laplace. ‘

La Demostracién de la regularidad de la solucién débil de una ecuacién eliptica
haciendo uso de los cocientes de diferencias y la formulacién débil es bien conocida. En

[16], se demuestra un resultado de regularidad L? de la solucién débil del problema de

Navier-Stokes con hipétesis de regularidad sobre £ mas fuertes que las aqui utilizadas,

basandose en resultados previos de [24]. Nosotros, en un primer intento, pretendimos
adaptar dicha Demostracion a nuestro caso; entonces, observamos que se podia llegar
al mismo resultado mediante la formulacién de un problema mixto para los cocientes
de diferencias, lo cual clarifica el argumento.

Las soluciones fundamentales del sistema de Stokes y las férmulas de representacién

para funciones con divergencia nula han sido introducidas en [29]; aqui, hemos gene-

ralizado estas féormulas, escribiéndolas en el caso de funciones cuya divergencia no es .

necesariamente nula, que es el que necesitamos contemplar en nuestro estudio posterior.

Asimismo, las Definiciones de los potenciales hidrodindmicos han sido esencialmente
tomadas de [29]. En cuanto a los resultados de existencia y regularidad del potencial de
volumen y del operador J, hemos utilizado técnicas similares a las de [26] para el pé—
tencial Newtoniano; en lo que se refiere al potencial de capa simple, las Demostraciones
de los resultados expuestos son totalmente originales.

Las Demostraciones de los resultados relativos a estimaciones en el interior, hasta
la frontera y en el dominio, asi como el de existencia de solucién fuerte del problema de
Stokes, son similares a las utilizadas en [26] para el operador de Laplace. No obstante,
las diferencias entre este operador y el operador de Stokes llevan a ciertas dificultades
que hacen necesarios cambios importantes en el argumento.

Para finalizar, indiquemos que la técnica utilizada para la Demostracién de regu-
laridad de solucién del problema de Navier-Stokes a partir de resultados que conciernen
al problema de Stokes es bien conocida.




CAPITULO 7

Aplicacion II: Obstaculo de arrastre
minimo en régimen de Navier-Stokes

En este Capitulo, aplicamos los resultados de los Capitulos anteriores en el marco de
la determinacién de cuerpos aerodindmicos (obst4culos, carenas) que opongan resisten-
cia minima al arrastre cuando se desplazan a velocidad constante h en un fluido viscoso
incompresible. Esta cuestién ha sido tratada, entre otros, por O. Pironneau, quien
calcula la diferencial-Géateaux de una aproximacién de la resistencia por un método de
desarrollo limitado respecto de las “variaciones normales” del dominio (cf. [40], [39]),
por F. Murat y J.Simon ([35]), que calculan formalmente la derivada-Gateaux de dicha
aproximacioén y por E. Ferndndez Cara ([18], [19], [20]), que estudia la existencia de
carena Optima y aspectos numéricos del problema. M4s recientemente, el problema ha
sido considerado desde un punto de vista riguroso por J. Simon en el caso de un flujo
en régimen de Stokes (cf. [48]) y por E. Fernindez-Cara, J. Simon y el autor en el caso
de flujos de Navier-Stokes (cf. [3], [4], [5]).

En primer lugar, planteamos el problema y analizamos la existencia, unicidad y
regularidad del estado, indicando de qué dos maneras (las mds interesantes) puede ser
optimizado el obstaculo. En la Seccién 7.2, probamos, bajo hipdtesis de regularidad para
los dominios admisibles, la existencia de derivada total del estado; luego, se deduce la
existencia de derivada local y el problema de contorno satisfecho por ésta. En la Seccién
7.3, probamos la existencia de derivada de la energia disipada en el fluido, que es una
buena aproximacién de la resistencia que el cuerpo opone al arrastre. En la Seccién
7.4, probamos la existencia de derivada del arrastre propiamente dicho., Por dltimo,
indicamos algunas de las dificultades que se plantean cuando no se impone regularidad

para los dominios admisibles.

7.1 Planteamiento del problema

Sean D un abierto acotado de RY (N = 26 3) y A un abierto que verifica A CC D;
se supone que las fronteras dD y JA son de clase W2* y se considera el abierto

Q=D\A.
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Sea
W = {u]ue W»*(R"), ulsgp =0, Jlul; < &}

¥y consideremos la familia de abiertos
Qus = {Q+ujue W}

Si €; hasido elegido suficientemente pequeiio (lo cual sera admitido en adelante) entonces
Q4+u=D \m es un abierto acotado de R de clase W2, Ademds, existe un
abierto O tal que

A+ucCccOccbD.

Aqui, se supone que D es la regién ocupada por el fluido y, para cada u € W fijo, A+u
es la zona que ocupa un obsticulo; también se supone que med(A) es muy pequena
frente a med (D).

Para cada u € W, se considera el problema de Navier-Stokes

—vAy(u)+ (y(u)- V)y(u) + grad p=0 en D\B ¥4,
div y(u)=0 en D\ A +u,
y(u) =0 sobre A + u,
y(u) =g sobre dD.

(7.1)

Fijado u, i.e. para un obstéculo dado, la solucién (y(u), p(u)) de este problema, cuando
existe, proporciona el campo de velocidades y la distribucién de presiones del fluido,
con sistema de referencia fijo respecto de A + u; aqui, v es la viscosidad del fluido
(una constante positiva) y g = ~h, siendo h la velocidad del obst4culo, que se supone
constante. El par (y(0),p(0)) se denota simplemente (y, p).

En estas condiciones, la resistencia al arrastre que genera A + u viene dada por

sy =g ([ (~ptu)1a+oly(w)) -nw)as),

cuando esta integral tiene sentido. Aqui, Id denota la matriz identidad de orden N,

o{y(u)) es la matriz de componentes
0ij(y(u)) = v(Djyi(u) + Diy;(u)), 1<ij<N

y n(u) es el vector normal unitario sobre A + u exterior a D \ A + u.

El problema de disefio ptimo que planteamos corresponde a la bisqueda de carenas
6ptimas; mds precisamente, nos interesard la existencia y caracterizacién de u* € W,
tal que

Ju*) < J(u) VueW.
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En particular, en esta Memoria nos centraremos en el estudio de la existencia y calculo
de la derivada-Fréchet de la funcion

u— J(u).

De la expresion de dicha derivada, podréan obtenerse consecuencias que caractericen los

u* optimos y que podran ser utilizadas para la puesta en practica de algoritmos iterados
de céalculo de carenas éptimas.

Antes de probar la existencia de derivada del arrastre, veamos bajo qué condiciones
el problema estd bien planteado.
7.1.1 Existencia, unicidad y regularidad del estado del sistema

En este apartado, adoptamos la notacién de la Seccién 6.10. Recordemos que, para
cada dominio acotado @ C R", se denota

V = {z € H\(Q)| div z = 0},

a(y,z):/Dy~Dzd:c
Q

N
Wy,z,w) = Z /(;y,-D,'zjwjdx.

i,j=1
Tomemos @ = D\ A. En [35] se prueba el siguiente

Lema 7.1 Dadosy, z, w € H(Q) con divergencia nula, trazas también nulas

sobre A y trazas constantes sobre AD, se cumple la desigualdad

(7.2) 16(y, 2, w)| < v (lyl;a + I¥llo;ap) 1zly0 (IWlie + [wlle;ep),

donde v es una constante que sélo depende de D. m

También se prueba el siguiente resultado de levantamiento de trazas:

Eziste una funcion G que verifica:

(7.3) GeHYD), G=0enO, divG=0en D, G=g sobre dD y
' G|l < Blgl, donde la constante B sélo depende de D y de O.

Con este resultado de levantamiento de trazas, haciendo uso de los resultados de

la Seccidn 6.10, se tiene que, para cada u € W, existe un par

(y(u),p(w)) € H*(D\ A +u) x H(D\ A+ u)/R
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que es solucién fuerte de (7.1). De aqui, se implica que, para cada u € W, J(u) esta
bien definido.
Ademsés, F.Murat y J.Simon prueban en [35] que, si

(7.4) gl < va,

entonces la solucién de (7.1) es Unica y verifica
v
(7.5) ly(wll < ol

Aqui, se supone o = min {n*/v,1/(8v)} y n* es la menor solucidén positiva de la

ecuacién
1-2n =B +Bm* - Fn* =0

(obsérvese que las constantes v y « sélo dependen de D y O).

7.1.2 Aproximacion del arrastre

Las ecuaciones de Navier-Stokes proporcionan el campo de velocidades y la dis-
tribucién de presién de un fluido viscoso incompresible que ocupa la regién D de RY,
en presencia de un obstdculo 6 carena A. La velocidad “lejos de A” se supone igual
a gy, por definicién (cf. [39] y las referencias alli dadas), la resultante de las fuerzas
ejercidas por el fluido sobre JA es

Fp= —-/ (=pId+o(y)) - ndS.
aa

Se llama fuerza de sustentacién de A en la direccién J € RY a la cantidad

1
Pag =13 Fa-3

¥, cuando g es un vector constante de R™, lo que es nuestro caso, el arrastre de A es la
fuerza de sustentacién de A en la direccién g: '

1
Th = —Fj-g.
A lg‘Ag

Sea ¢ = £(A) la energia instantanea disipada en el fluido. Se tiene que, salvo un
factor multiplicativo,

N
§a)= 515 /D\A 2 i)’

4,j=1
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Por otro lado, admitida la existencia de una superficie S que encierre a A y sobre
la cual y = g, lo que es fisicamente aceptable cuando las dimensiones de D son grandes
respecto de las de A, se tiene que

E(A) = Fa - g+ 0(d) + términos independientes de A,

donde
d = med(A)/med (D).

En consecuencia, si en nuestro problema de disefio éptimo sustituyeramos la funcién
u — J(u) por

N
1

u— - oi;(y(u))?,
2 /p\(a+u) iél

obtendriamos un nuevo problema cuya solucién parece razonable que constituya una
buena aproximacién de la del problema inicial.

7.1.3 Existencia de carena éptima
En [35], se prueba que, cambiando la anterior familia de dominios admisibles por
Qea ={ Q+ujueW, vol(Q + u) = a},

donde @ > 0 es una constante dada (2 y W estdn dados al principio de esta Seccién) y
considerando la funcién de coste

N

_ 1 (v(u))?
B =g [ 3 o)

1,j=1

(1a energia disipada en el fluido), existe al menos una solucién Q* € 44 del correspon-
diente problema de disefio éptimo.

Mis generalmente, en [18] se supone dada una familia 2,4 de dominios admisibles
y se considera la familia de cerrados

S ={A|1Q\ A € R},

y se hace la hipotesis siguiente:

( De toda sucesion (Si) de cerrados de §

se puede extraer una subsucesién (Syr)

convergente en el sentido de la distancia de Hausdhorff hacia un
(H) { § €S, tal que las funciones caracteristicas

Xk de los correspondientes D \ Sy

convergen en L®°(D) — débil *

\ hacia una funcién x nula c.p.d. en S.
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Para la misma funcién de coste considerada anteriormente, se prueba en [18] el resultado

sigulente:

Teorema 7.2 51 S satisface la hipdtesis (H), entonces eziste al menos una solucidn

‘del correspondiente problema de diserio optimo. W

Obsérvese que, si N = 2, la hipétesis (H) es satisfecha, por ejemplo, en el caso
siguiente (aqui & > 0 es una constante dada):

Qoa={Q+ujuew, dS =k}
. dAa+u

(para detalles, cf. [40], [18]).

7.2 Existencia de derivada del par velocidad-presién

En lo que queda de Capitulo, suponemos que se verifica (7.4). Con la notacién de
la Seccién precedente, se tiene en primer lugar el siguiente resultado sobre existencia de

derivada total de la aplicacién u — (y(u), p(u)):

Teorema 7.3 La aplicacion

u = (y(u),p(u)) o (I +u), definida en un entorno de 0 en W
con valores en H*(D \ A) x (H*(D \ A)/R),

‘es derivable-Fréchet en 0. Su derivada en 0 en la direccidn u serd denotada (y (u), p(u)).
|

Nota: Este resultado, andlogo al de existencia de derivada total del potencial
eléctrico (cf. Cap. 5), se prueba también haciendo uso del Teorema de la Funcién
Implicita. Sin embargo, aqui existe una dificultad afiadida, relacionada con el hecho
de que div y(u) pertence al espacio L3(Q + u) que, si bien es el adecuado, posee de-
pendencia no local de u. Esta dificultad se va a salvar introduciendo para cada u el

espacio

Yu={¢ec H(D\A)] /D\A |det [D;(I + u);]| ¢dz =0}

y un isomorfismo apropiado de Yy sobre ¥;. m

Demostracién del Teorema 7.3: Se aplica el Teorema de la Funcién Implicita
en un entorno de (0;y(0),p(0)). La funcién considerada, F'(u;v,r), toma en ese punto
el valor cero.

. i) Ecuaciones satisfechas por (y(u),p(u)) o (I + u).
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De (7.1), se tiene que -

(7.6) (=vAy(u) + (y(u) - V)y(u) + grad p(u))o (I +u) =0 en D\ A,

(7.7) (V-y(u)o(I+u)=0 en D\A,
(7.8) y(u)o (I +u) =0 sobre 9A,
(7.9) y(u)o (I +u) =g sobre dD.

Usando el Lema 3.2, las ecuaciones (7.6) y (7.7), se escriben como sigue:

N
(71.10) —v Z M;;(u) D; (M,-k(u) Di(y(u)o (I + u)))

i,7,k=1
+ Z@,(u o (I +u)) Z Mir(u) Di(y(u) o (I + u))
N
+z Mig(u) Di(p(u)o (I +u))=0 en D\ A,
k=1
N
(7.11) > Mig(u) Dk(yl(u) (I+u)=0 enD\A.
1,k=1 -

Aqui, M;j(u) es la componente (7, j) de la matriz
[D;(I + w)i]™

ii) Determinacién de la funcién implicita.
De (7.8) y (7.9), obtenemos que (y(u), p(u)) o (I + u) estd siempre en

E={n=(v,r)ly € H}(D\A), v = 0 sobre A, v = g sobre D; r € H}(D\ A)/R},
que es una variedad afin de H*(D \ A) x (HY(D \ A)/R) asociada al espacio
Ey = (H*(D\ A)nHy(D\ &) x (HY(D\ B)/R).

Por tanto, si G es una funcién que verifica (7.3) y escribimos G = (G, 0), entonces
E =G+ E,. Por consiguiente, se utilizara F' definida en un abierto de W x E,.
Para cada n = (v,r) € E, la funcién

N .
> Mu(w) Di(Gi +v;) € Yu

1,k=1

con

Yu ={¢ € H\(D\ &) /D 5 [4iDAT+ 16 =0).
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Afortunadamente, podemos construir un Gtil isomorfismo de Yy sobre Y;. M3és precisa-

mente, tenemos el resultado siguiente, que demostraremos mas adelante:

Lema 7.4 Para cada u € W, la aplicacidn
Au:Yu — Yo,

definida por
Aup=¢- (/D\A ¢d$>¢0,

donde ¢y esta dada por

es un tsomorfismo. M

Se utiliza el espacio de Hilbert X = L?(D \ A) x Y;. Se considera la aplicacién
F:Wx Eo - X,

definida para u en un entorno de 0 en W y n = (v,r) € Ey como sigue:

N
Fi(u,n)==v Y Mi;(u) D;(Mu(u) Dp(Gi + v))

ijk—l

+2(G +vi) ZMzL(u)Dk(Gz-i-vz)

=1

+ ZMlk(u) Dyr para 1 <1<,
k=1
N
Faya(u,n) =Au( Y Mia(u) De(Gi + 1))
1,k=1

N
Z ./W,L u) DA(G +v)

1,k=1

/D\A Z M;i(u) Di(Gi +v,))

1,k=1

ili) Verificacién de las hipdtesis del Teorema de la Funcién Implicita.
a) Ecuaciones verificadas por (y(u),p(u)) o (I + u).
Se verifica que (y(u),p(u)) o (I + u) € E, por lo que se puede escribir

(y(u),p(u))o(I+u)=G + x(u) con x(u) = (z(u),¢(u)) € E,.
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Con esta notacién, se tiene de (7.10) y (7.11) que

(7.12) F(u, x(u)) = F(u,(y(u),q(u))) =0

para u en un entorno de 0 en W,

Reciprocamente, si (u,7) € W x Ey, ||u|; es suficientemente pequefia y se tiene que
F(u,n) = 0, entonces (74 G) o (I +u)~! es solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes
en D\ A +u.

b) Diferenciabilidad de F.

Gracias al Lema 3.3 y al hecho de que la aplicacién F es cuadratica con respecto a
7, se tiene:

(7.13) F es continuamente diferenciable en un
) entorno de (0, x(0)) en W x Ej.

c) %%(O,x(ﬂ)) es un isomorfismo de Ey en X.
La derivada

oF
'5;;(07 X(O))

es un operador A € L.(Ey, X) que estd definido para n = (v,r) € E; mediante la
formula

Av,r) = (~vAv + (v -V)y + (y - V)v + grad r, div v).
Admitamos el siguiente Lema, que probaremos mas adelante:

Lema 7.5 Para cada par (f,¢) € X, eziste un dénico par (v,r) € Ey, solucidn de
la ecuacion A(v,r)=(f,¢). =

Se deduce del Lema que
(7.14) %%(0, x(0)) € Isom(Ey, X).

iv) Aplicacién del Teorema de la Funcién Implicita.

Los resultados (7.12), (7.13) y (7.14) permiten aplicar el Teorema de la Funcién
Implicita en un entorno de (0, x(0)). Por tanto, existe un entorno Oy de 0 en W, un
entorno Oy de x(0) = (y,p) — G en Ey y una aplicacién '

H: 01 — Eo '
de clase C!, tales que

{(u,n) € Or x Oy | F(u,n) = 0} = {(u,7) € O1 x Eo | = H(u)}.
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Es decir, para cada u € O, existe n = H(u) € Ey que verifica F(u, H(u)) = 0; ademas,
la aplicacién u — H(u) es C'. Como F(u, H(u)) = 0, se deduce que el par de funciones
dado por (H(u)+G)o(I+u)~! es solucién del problema de Navier-Stokes en D\ A + u,
ie.

(y(u),p(u)) o (I +u)= H(u)+G.

Por tanto, se tiene finalmente que

u — (y(u), p(u)) o (I + u),

definida de O; en H*(D \ A) x (H}(D \ A)/R), es derivable-Fréchet en 0.
v) Demostraciéon del Lema 7.4.
Para ¢ € Y} dado, se estudia la existencia de ¢ € Yy tal que Ay¢ = ¢, i.e. tal que

(7.15) é— </D\A¢>¢O=¢.

Cuando se multiplica por |det M;;(u)|™! y se integra en D \ A, se obtiene

/D Bt M (I ( /D . ¢) ( /D | Jde M,-j<u)r1)

- / |det Myi(w)|~ .
D\A

Gracias a que ¢ € Yy y |det M;;(u)|™! = |det[D;(I + u);]|, se deduce:

(7.16) /D\A¢ - —;—0(/]3\5 \det z\/.r,-j(u)y-l)—1 /D\A (det Mi;(w)|~" .

Por tanto, de (7.15) y (7.16), se tiene

6= — (/D\A |det M,»,-(u)|‘1>—l /D\A \det M (u)|™ % = Al

Se deduce evidentemente que Ay es un isomorfismo.
vi) Demostracién del Lema 7.5.

Teniendo en cuenta que
Yo={se H(Q)| [ 4dz=0) = BN LHD)
Q

el problema que tenemos planteado es el siguiente:

Dado (f,4) € L*(Q) x (HY(Q) N L3()),

Hallar (v,r) € (H*(Q) N H§(Q)) x H}(N)/R tal que
(7.17) { —VvAV+(v- V)y+(y-V)v+gradr=f en (,

divv=2¢ en .
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Con la notacién de la Seccién 6.10 (cf. también el aptdo. 7.1.3), se tiene que la
formulacién variacional mixta de (7.17) es:

Hallar (v,7) € Hy(Q) x L3(R) tal que
a(v,z) + b(z,r) =<,z > vz € Hy(Q),

b(v,q) =< x,q > Vg € LE(Q),
siendo @ : Hy(Q) x Hy(Q) — R, definida por
a(v,2) = va(v,z) + b(v,y,2) + by, v,2),

b: HY(Q) x L3(Q) — R, definida por
Wz,q) = — /Q qdivzdz,
1€ H1(Q), definido por
<fz >-—:/Qf-zda: Vz € Hy(Q)
y x € L2(Q)', definido por

<X, 4 >= —/ ¢qdz,  Vge Ly(Q).
Q
El espacio V asociado a la formulacién variacional mixta coincide con
V = {z € Hy(Q) | div z = 0}.

Obviamente, estas formas bilineales son continuas y b verifica la condicién inf-sup. Por
otro lado, para todo z € V, en virtud de las propiedades de b vistas en la Seccién 6.10
y (7.2),
lb(2,y,2)| < 7lzliq ¥lse,
con lo que
la(z,2)] > (v = 1lylse) 2l 0;
ya que por {7.5) se tiene
[ ’Y!ylliﬂ > 0)

se deduce que a(-,-) es V-eliptica.

Por tanto, el problema (7.17) tiene solucién tnica (v,r) € Hg(Q) x L*(Q)/R. De
forma andloga a como se hizo en la Seccién 6.10 para el problema de Navier-Stokes, se

prueba ahora que

(v,r) € (HE(Q) N HY(Q) x H'(Q)/R,
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con lo que se tiene la Demostracion del Lema. m

- Del Teorema 7.3, utilizando los resultados de las Secciones 3.2 y 3.3, se deduce
que u — (y(u),p(u)) posee una derivada local en 0, que puede ser caracterizada en
términos de un problema de contorno. Mas precisamente, se tiene el siguiente

Teorema 7.6 Para cada abierto w tal que w CC Q, la aplicacién

u — (y(u) |o,p(u) |), definida de un entorno de 0 en W
con valores en H*(w) x HY(w)/R,

considerada como funcidn que toma valores en H'(w) x (L*(w)/R),

es derivable en 0. En consecuencia, u — (y(u),p(u)) es localmente derivable en 0. Su

derivada local en O en la direccidn u, se denota (y'(u),p'(u)) y verifica:

((—vAy'(u) + (y'(u) - V)y +

+(y - V)y'(u) + grad p'(u) =0 en D\ A,
(7.18) < divy'(u) =0 en D\A,
y'(u) = —ung% sobre OA,

y/{u)=0 sobre OD.m

De nuevo, la formulacién variacional mixta puede ser usada para probar que el

problema (7.16) posee solucidn tnica.

7.3 Derivada de la energia

En esta Seccidn, vamos a probar la existencia de derivada de la energia disipada en el
fluido. Como hemos visto en el aptdo. 7.1.2, al menos cuando la razén med (A)}/med (D)
es pequena, minimizar la energia y minimizar el arrastre son aproximadamente lo mismo.
Para cada u € W, la energia asociada a A + u est4 dada por

,1 N

E(u)= = > oii(y(u))?.

2v Jp\(a+uw) i5=1

Se tiene el siguiente

Teorema 7.7 La funcién

(7.19) { u — E(u), definida de

un entorno de 0 en W con valores en R,
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es derivable en 0. Su derivada en la direccién u estd dada por
ow
2 : E'(u) = — — =—=)-—=—upd
(7.20) W=v | GE-7) FLumds,
donde up = u-n y w, junto con ¢, verifica
(w,q) € (H*(D\ A) nHy(D\ A)) x (L*(D\ B)/R

y es la inica solucion del problema

N N
—vAw; + Z Diyjw; — Zyj D;w; + Dig=—2vAy; en D\ A,
(7.21) = 7=1 _
divw=0 en D\ A,
w=0 sobre OA U OD. &

Notas: a) La existencia y unicidad de solucién del problema (7.21) en el espacio
H3(D\ A) x L*(D \ A)/R se prueba, escribiendo su formulacién mixta equivalente,
de manera analoga a como se ha hecho en el Lema 7.5 para un problema similar. -La
pertenencia de la solucién a H*(D \ A) x YD\ A) se deduce igual que se hizo en la
Seccién 6.10 para el problema de Navier-Stokes.

b) Se obtiene una expresién para E'(u) que depende de u sélo a través de su
componente en la direccién del vector normal unitario exterior a A. Una expresién de
~ este tipo permite deducir mas ficilmente condiciones de optimalidad que caractericen
al dominio éptimo, asi como determinar direcciones de descenso cuando se utiliza un

‘algoritmo de tipo gradiente para su calculo. &

Demostracidén del Teorema 7.7: De los Teoremas 7.3 y 3.14, se deduce de
manera inmediata que la aplicacién .
N ,
u— Z(u) = {3 ;- 0i(y(w)eij(y(u))} o (I + w),

(7.22) definida de un entorno de 0 en W con valores en
WD\ A), es derivable en 0.

De (7.22) y el Teorema 3.9, se deduce que, para cada abierto wtal que @ C Q, la
aplicacién ‘

y considerada como aplicacién que toma valores en L}(w),
es derivable en 0.

{ u — Z(u) |, definida de un entorno de 0 en W

En consecuencia, u — Z(u) es localmente derivable en 0. Un sencillo calculo lleva a
que su derivada en 0 en la direccién u es
- N

Z'(w) =2y oii(y(u))oi;(y'(u).

1,j=1
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De lo anterior y de los resultados de la Seccién 3.4, se tiene (7.19) y

(7.23) E'(u) _/ Z oij(y(u))o(y'(u))dz + = / {z 0:;(¥)0ij(y)} un dS.

i,3=1 t,5=1

Teniendo en cuenta (7.1) y (7.18), la expresién (7.23) se transforma mediante inte-

gracién por partes en
(7.24) E'(u) = —2/ Ay - y'(u)dz —/ | = |2u ds.
D\a

Usando también (7.21), se observa que el primer sumando del miembro derecho de (7.24)
esta dado por |

I= {~v Zsz i(u) + Z D:y; wj yi(u)

D\a 52

N
- Z y; Djw; yi(u) +ZD gyi(w)} —Q/AZpy'(u)-ndS.

t,0=1

Después de algunos cédlculos, usando (7.18), se obtiene:

: ow Oy Oy
I = N — d — 2p)—— -ndS.
g /6A tn on on S - A un(g = 2p) On n

Ya que y = 0 sobre 8A y div y = 0 en D\ A, resulta que

Oy Gy w
%nzsz-a_;;:ZD]yjzo sobre OA.
]:] =1
Por tanto,
ow Oy
I = . L
Y J3a On 8nundS’

lo que prueba (7.20). m
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74 Derivada del arrastre

En esta Seccidn, vamos a probar la existencia de derivada del arrastre. Recordemos
que éste, para cada u € W, estd dado por

J(u) = —g- (/8A+u(—p(u) Id+ a(y(u))) - n(u) ds>.

Se tiene el siguiente

Teorema 7.8 La aplicaciin

u — J(u), definida de
un entorno de 0 en W con valores en R,

(7.25) {

es derivable en 0. Su derivada en la direccidon u estd dada por

(a) = 9 09
(7.26) J'(u) = —U,/aa 50 Bn Un ds,

donde un = u-n y q, junto con Q, verifica
(9,Q) € H*(D\ &) x (H{(D\ A)/R

y es la solucidn inica del problema

( N N .
—vAgi+Y Diyjqi—» yiDjai +D:Q=0 enD\A, 1<i<N,
j=1 1=1
(1.27) o divq=0 en D\A,
| q=—g sobre A,
| q=0 sobredD.m

Notas: a) De nuevo, la existencia y unicidad de solucién del problema (7.27)
en el espacio H'(D \ A) x L*(D \ A)/R se prueba a partir de su formulacién mixta
equivalente, de manera analoga a como se hizo en el Lema 7.5. La pertenencia de la
solucién a H*(D \ A) x HY(D \ A) se deduce como se hizo en la Seccién 6.10 para el
problema de Navier-Stokes.

b) También en este caso se tiene una expresién para J'(u) que depende de u sélo
a través de su componente en la direccién del vector normal unitario exterior a 9A;
recuérdense las ventajas que ello lleva consigo. ®

Demostracién del Teorema 7.8: Una sencilla integracién por partes lleva a las
igualdades

Ju)=g- /a (~AwId+a(y(w)) - nds



168 7. Aplicaciéon II: Obsticulo de arrastre minimo en régimen de Navier-Stokes

g / div (~p(u)Id + o(y(u)))
D\(a+u)

= Ji(u) + Jo(u).

De los Teoremas 7.3 y 3.14, se tiene que la aplicacién

{ u — Z(u) o (I +u) = (-p(u)ld + o(y(u))) o (I + u),

(7.28) definida de un entorno de 0 en W con valores en

HY(D\ A), es derivable en 0;

teniendo en cuenta que

(7.29) u=0 sobredD,

un sencillo calculo nos lleva a que su derivada en la direccién u verifica
Z(u) = (—p’(u) Id+ a(y'(u))) ‘n sobre 9D;

también, gracias a (7.29), se puede escribir

Ji(u)=g- /aD[Z(u) o (I + u)] -ndS;

por tanto, en virtud de (7.28), la aplicacién

en W y con valores en R,
es derivable en 0

{ u — Ji(u) definida de un entorno de 0

y su derivada en la direccién u estd dada por

Biw=g- [ (-p@Id+o(y'(w))-nds.
Por otro lado, de (7.1), se tiene que

div (—p(u)ld + a(y(u))) = (y(u) - V)y(u).
De nuevo, como consecuencia inmediata del Teorema 3.14, tenemos que la aplicacién

{ u—Y(u)o(I+u)=|(y(u) V)y(u)o(l+u),
(7.30)

definida de un entorno de 0 en W con valores en
W1H(D\ A), es derivable en 0.

De (7.30) y del Teorema 3.9 se deduce que, para cada abierto w CC {2, la aplicacién

considerada como aplicacién que toma valores en L!(w),

{ u — Y(u) |o, definida de un entorno de 0 en W,
es derivable en 0.
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En consecuencia, u — Y'(u) es localmente derivable en 0. Ademas, su derivada en 0 en

la direccién u esta dada por
Y'(0) = (y'(w) - D)y + (v D)y "(w)

= div (=p(WId + o(y'(w))).

Por aplicaciéon de los resultados de la Seccién 3.4 a

To(w = -g- [ R

y teniendo en cuenta que u e Y'(0) se anulan idénticamente sobre 8D, se obtiene que la
funcién

en W y con valores en R,

{ u — Jy(u) definida de un entorno de 0
es derivable en 0

y su derivada en 0 en la direccion u estd dada por
Tyw) = =g+ [ div (-p(u)Id+oly'(w)).
D\A

De todo lo anterior, se tiene (7.25); sumando las expresiones de J{(u) y J3(u) e

integrando de nuevo por partes, se obtiene:
(7.31) J'(u) = —g - / (—p'(w)Id + o(y'(w))) - ndS.
aA

Ahora, obsérvese que, siendo (q, Q) la solucién tnica de (7.27), la identidad (7.31)

puede ser escrita como sigue:

T = [ oy (P40 () n) -qds

N |
= v/ Ay'(u)-q + ) / a:5(y'()) Dig; —/ p'(w)n-qdS
D\A D\A o(D\&)

1,7=1

=I1 +Iz+]3

En primer lugar, se tiene que

I = / ((Y'(u)- V)y + (v V)y'(u) + grad p'(u)) - q
D\A _

N
= —/ (y Vg y'(n) + / Djyi giyj(u) + Is.

1,j=1
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Por otro lado,

I =—v Z / Diiq;jyi(u)

1,7=1

o [ (3 )(;”;1.5@. )ds_,,g/ w2808 25

i=1 1, 7=1

Por tanto,

N
J'(u) = Z /I;\A (-U-Diigj +Djyigi —y; Dif!j) y;(u)

1).7:1

0
[ B

- La primera integral de la expresién anterior se anula, ya que coincide con

N
-/ grad @ -y'(u) = / un Q < —a—yinj> dS:/ un @ (div y)ds.
D\a aa =1 on aa

En consecuencia, (7.26) esta demostrado. m

7.5 Algunos comentarios finales

De manera anéloga a como se hace en el caso del condensador, con las adaptaciones
necesarias debidas a la ecuacién de la divergencia, se podré probar la existencia de
derivada total del par velocidad-presion con hipdtesis de regularidad mas débiles sobre
). Asimismo, se podrd probar la existencia de derivada de la energia, obteniéndose,
obviamente, una expresidon menos sencilla que (7.20). En cuanto al arrastre, primero
serd necesario precisar el sentido de (—p(u)Id + o(y(u))) - n sobre A + u, ya que, en
principio, esta expresién no estd en L' (8A + u); el sentido que habréd que darle estara en

la linea de lo estudiado en los aptdos. 6.1.6 y 6.1.7 sobre trazas normales de funciones
con divergencia en L” y serd también necesario extender los resultados técnicos de los

Capitulos 3 y 4 a estos espacios. Para algunos detalles cf. [5].



[4}
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