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Resumen

En este trabajo se va a tratar el estudio numérico del fendémeno de conveccioén natural de Rayleigh-
Bénard al incluir la radiacion en un recinto rectangular bidimensional.

Se empezara con la introduccion de conceptos basicos para una mejor comprension del problema
fisico que se va a analizar posteriormente. También se incluye la evolucion historica de este estudio
con la que se aprenden muchas cosas acerca de este fenomeno.

Se partiran de las ecuaciones de Navier-Stokes junto con una serie de hipotesis que se asumen para
llegar a la aproximacion de Boussinesq. Al desarrollarlas se llegaran a unas ecuaciones finales que
gobiernan el movimiento del fluido en la conveccion natural con presencia de radiacion. Se adaptara
el sistema de tal forma que se pueda implementar en un codigo sencillo de MATLAB y se puedan
realizar simulaciones.

Se mostraran los resultados que se obtienen tras seguir esta metodologia y se interpretaran las graficas
y valores que se alcanzan. Se realizardn comparativas con algunos resultados provenientes de la
literatura.

Xi



xii



Abstract

This proyect will reflect the numerical study of the phenomenon known as Rayleigh-Bénard
convection in the presence of radiation inside a bidimensional rectangular enclosure.

Firstly, there is a brief introduction to treat basic concepts related to this physical problem that will
help for the forward analysis. It includes an historical evolution of this problem in order to learn and
to be familiarized with its properties.

The governing equations of Navier-Stokes that describe the fluid motion inside the enclosure, will be
accompanied with some hypothesis which will be assumed to simplify the problem. After proper
developments, it will result in the final system of equations considering the presence of radiation.
Consequently, these equations are written in an appropiate form that will allow their resolution through
a numerical method based on a finite difference discretization of the non linear differential equations.

Finally the results are shown after executing a simple MATLAB code that is made by following the
previous steps, which are detailed in other chapters. They will help to draw conclusions of the
phenomenon. Furthermore, there will be comparisons between the graphics and values obtained
through this code and the values from the literature.
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1 Introduccion

1 INTRODUCCION

1.1 Objetivo

En las ciencias de la Mecéanica de Fluidos y de la Transferencia de Calor se tratan muchos
problemas cuya resolucion es bastante compleja debido a la presencia de ecuaciones
diferenciales. En algunos casos se conoce una solucién predefinida con pardmetros que
se deben determinar segun las ecuaciones con las que se trabajan. Sin embargo, en la
mayoria, desconocemos esa solucion analitica que nos permitiria avanzar. En las
facultades de ingenieria, recientemente, se han impartido clases en las que el tutor daba
contenidos teoricos sobre la formulacion de los problemas a analizar, para més tarde
aplicar una metodologia con la que se obtenian soluciones aproximadas y no tan exactas
(es un buen método para los estudiantes viendo la gran complejidad de los problemas).
Hace muchos afios, tanto los profesores como los alumnos no solian disponer de los
medios adecuados para realizar este proceso descrito debido a la tecnologia poco
desarrollada de aquella época, por lo que se dedicaba muchas horas y esfuerzo a la
deduccidn de estos problemas tan complejos. Esto podia causar que algunos alumnos no
pudieran seguir el problema con facilidad y provocaba mucha confusion, hasta el punto
de que el profesor entregaba los resultados y graficas directamente a los estudiantes (habia
que tener fe en que la solucion del tutor fuera la correcta).

Se puede decir a dia de hoy que la situacion ha cambiado notablemente (y para bien de
todos) ya que en estos tiempos es posible proceder a la resolucién de estos problemas
gracias al gran desarrollo de los ordenadores y su accesibilidad al alumnado y al
profesorado. De hecho, existen programas numéricos, como MATLAB, que permiten
obtener soluciones a estos problemas que son aceptables para el entendimiento del
alumno sobre los conceptos tedricos de dichos problemas. Ademas, esto da la posibilidad
de ejecutar simulaciones para ver con mayor claridad el comportamiento de algunos
fendmenos fisicos. Esta habilidad es bastante util en el campo de la Mecéanica de Fluidos
ya que permite conocer mejor algunos problemas esenciales como la conveccion natural,
casos de la capa limite, movimientos de gases en conductos, flujos potenciales alrededor
de un ala, etc.

En las clases practicas, con conocimientos basicos de programacion y de métodos
numericos, es posible la resolucion de estos problemas de manera mas sencilla, eficiente
y empleando menos tiempo. Los estudiantes pueden ademas elaborar sus propios codigos
e ir corrigiendo los errores que vayan encontrando, favoreciendo de esta forma la mejor
comprension sobre los conceptos teoricos y los métodos numéricos empleados.

Habiendo explicado la evolucién de la ensefianza en cuanto a resolucion de problemas
relacionados con la Mecéanica de Fluidos y la Transmision de Calor, se puede afirmar que
se ha mejorado considerablemente la calidad de las docencias. Se va a concretar esta idea
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centrando el estudio sobre el fendémeno de la conveccion natural de Rayleigh-Bénard
afiadiendo la presencia de radiacion en este problema y analizando sus efectos.

1.2 Conveccion de Rayleigh-Bénard

Se trata de un tipo de conveccion natural (mecanismo de transferencia de calor sin la
intervencion de medios externos como bombas, ventiladores, etc.) en el que el
movimiento del fluido es generado por la presencia del campo gravitatorio y los
gradientes de densidad, que a su vez puede ser generado por los gradientes de
temperatura. Hay situaciones en las que también puede ser provocado por los gradientes
de concentracion. Pero para este proyecto se centrard en los movimientos generados por
los gradientes de temperatura que provocan gradientes de densidad, originando de esta
forma la conveccion natural de Rayleigh-Bénard.

En la naturaleza se observan varios ejemplos de este fendémeno como es el caso de la
conveccion libre a gran escala en la atmosfera terrestre formandose células de conveccion
de Hadley (latitudes ecuatoriales y tropicales), de Ferrel (de latitudes medias) y Polar.
Los gradientes de temperatura entre los polos y el Ecuador generan este movimiento.

Subtropical jet

\

Polar Jet

North Pole Equator

Figura 1.1 Células de conveccion natural a gran escala en la atmdsfera junto con las
corrientes de chorro subtropical y polar

En la ingenieria este concepto tiene varias aplicaciones: los equipos electrénicos o en los
motores eléctricos industriales, es un factor determinante el aprovechamiento de la
conveccion natural para la disipacién de calor. También es importante su aportacién en
la ventilacion de salas de calderas o de produccion, o en el aislamiento y calefaccion de
edificios.

Historicamente el estudio de la conveccion natural comenzo alrededor de 1900, cuando
Henri Bénard realiz6 experimentos cuantitativos en los que trataba una fina capa de fluido
(grasa de ballena) expuesta a aire ambiente y sometida a un gradiente de temperatura


https://www.pirobloc.com/productos/calderas-de-fluido-termico/
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vertical (calentada desde abajo). Bénard estudiaba la estabilidad de esta capa como las
formas geomeétricas adquiridas en estas condiciones. El cientifico observd como en el
fluido se originaba un flujo convectivo que, tras un régimen transitorio inicial, creaba
patrones semiregulares y semiestables en forma de celdillas hexagonales (parecido a una
colmena).

El ascenso del fluido se producia en el centro de las celdillas y su descenso se originaba
en el perimetro de las mismas. Ademas, visualizd pequefias depresiones de la capa
superficial libre del fluido en el centro de cada patron, lo que le llevo a especular acerca
del papel que jugaba la tension superficial.

Rayleigh-Bénard instability
aka
Rayleigh-Bénard convection

«aft tte

tttt1

Credit: Wikipedia user WikiRigaos Credit: I, Eyrian

Figura 1.2 Celdas formadas en la superficie del fluido al calentar el recipiente desde abajo.

En 1916, Lord Rayleigh publicé su articulo “On Convection Currents in a horizontal
layer of fluid, when the higher temperature is under side”, donde continuaba con el
estudio de la conveccion natural y los mecanismos fisicos que tomaban lugar en ella,
consiguiendo reunir todos por primera vez en un mismo corolario. En este documento
describié el movimiento del flujo convectivo causado por la presencia de fuerzas de
flotabilidad o empuje de Arquimedes (el fluido con densidad menor tiende a ascender por
encima del que es mas denso). No obstante, esta fuerza va acompafiada de otras que
actian como fuerzas atenuadoras: la fuerza de friccidn y la fuerza de conduccion de calor.
La primera es la fuerza que hay que vencer en primera instancia para poner en movimiento
el flujo, mientras que la segunda tiende a homogeneizar la temperatura y, por tanto, la
densidad del fluido.
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Se supone un fluido en reposo con una distribucion descendente de densidades en la
direccion ascendente y en un instante se introduce una perturbacion. En funcion de la
importancia de los mecanismos anteriormente mencionados (flotabilidad, friccion y
conduccion de calor), se alcanza un equilibrio estable si el fluido vuelve a su estado de
reposo, 0 inestable en el que el fluido permanece en movimiento originando un flujo
convectivo, es decir, la conveccion natural.

Fuerza de
Flotacion

1
|| Fuerza
l . .
Viscosa

Difusion

Temuca

Figura 1.3 Fuerzas actuando sobre una particula fluida en el fendmeno de
conveccion natural

Los experimentos de Bénard resultaban contradictorios a la teoria que propuso Rayleigh.
Pero gracias a posteriores investigaciones se pudo deducir que la teoria era valida
mientras se despreciara los efectos de la tension superficial presentes en los experimentos
de Bénard, es decir que, para un fluido convectivo confinado entre dos placas con distintas
temperaturas y situados perpendicularmente a la direccién de la gravedad, no debe haber
tensiones ni velocidad del fluido alrededor de las paredes. En este caso si serian aplicables
los descubrimientos de Rayleigh, obteniendo asi la conveccion natural de Rayleigh-
Bénard.

Rayleigh linealiz6 en torno a la situacion de equilibrio las ecuaciones de Navier-Stokes
para poder estudiar la estabilidad de las pequefias perturbaciones presentes en el caso. De
las ecuaciones dedujo un parametro adimensional al que otorgé su nombre, el nimero de
Rayleigh:

g: aceleracion de la gravedad

H: espesor de la capa fluida
g H2AAT B: coeficiente de dilatacion térmica
fta = Ly AT: diferencia de temperatura entre placas

v: viscosidad cinematica

o difusividad térmica
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Este nimero mide la importancia relativa entre los efectos de la flotabilidad, viscosidad
y la conduccién térmica. Existe un valor critico de este pardmetro (Ra,) a partir del cual
el sistema se vuelve inestable y por consiguiente se forman las celdas de conveccion
natural.

Después del gran trabajo realizado por Rayleigh y Bénard, se llevaron a cabo numerosas
investigaciones sobre la conveccion de fluidos confinados. Muchos autores se dedicaron
a buscar el Ra, de sistemas con distintas configuraciones (geometria, conductividades de
paredes laterales, etc). Si se tratan nimeros de Rayleigh elevados muy por encima de Ra,,
se puede ver como el fluido entra en un régimen turbulento de conveccidn natural que ha
suscitado un gran interés recientemente como lo demuestran las investigaciones de D.
Lohse publicadas en la revista Annual Review of Fluid Mechanisc, en 2010 mediante el
articulo ”Small-Scale Properties of Turbulent Rayleigh-Bénard Convection”.

Por altimo, se recuerda que, aunque en este proyecto la conveccion natural es originada
por los gradientes de densidad, existen més causas como pueden ser los gradientes de
concentracion en fluidos heterogéneos.

Este fendmeno se puede ver en grandes salinas donde, por evaporacion, el agua se seca
dejando en el terreno capas delgadas de sal que forman perimetros de celdas hexagonales.
Esto es consecuencia del arrastre que el liquido efectta sobre la sal, y al evaporarse el
agua, esta sal se cristaliza.

Figura 1.4 Celdas formadas en el terreno del salar de Uyuni, Bolivia
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1.3 La radiacion

La radiacion térmica es uno de los mecanismos fundamentales de transferencia de calor.
Todos los cuerpos, al poseer una temperatura determinada, emiten radiacion
electromagnética debido al movimiento de las particulas que estan cargadas que se
encuentran en la materia. La intensidad de esta radiacion es dependiente de la temperatura
y longitud de onda considerada.

Las caracteristicas de la radiacion térmica dependen de las propiedades de la superficie
del objeto de donde emana, como su temperatura, y su capacidad para absorber y emitir
radiacion. Cuando el objeto irradiador se encuentra en equilibrio termodinamicoy la
superficie presenta una absortividad maxima a todas las longitudes de onda, se denomina
un cuerpo negro. Un cuerpo negro también es un emisor perfecto. La radiacion térmica
emitida por un cuerpo negro se llama radiacién de cuerpo negro. La proporcion de la
emision de un cuerpo, en relaciébn con la de un cuerpo negro se conoce como
la emisividad.

El intercambio de radiacion térmica viene dado por la siguiente expresion:
T+ot+p=1

donde o representa la componente de absorcion, p la reflexion y t la transmision. Una
superficie perfectamente opaca no transmite la radiacion incidente (=0 y oa+p=1 ). Por
otro lado, un reflector perfecto refleja toda la radiacion incidente, es decir, p=1 y =0=0 .
Para objetos reales, a, p y t varian con la longitud de onda.

En cuanto al intercambio de energia de la Tierra, casi el 30% de la radiacion de onda corta
que incide sobre la superficie del planeta y su atmosfera es devuelta al espacio (albedo)
en forma de radiacién infrarroja. Por otra parte, la presencia de los gases de efecto
invernadero (como el vapor de agua y el diéxido de carbono) provocan que el grueso de
esta radiacion infrarroja se emita al espacio desde unos 5 km de altitud. Esta es una de las
causas principales del efecto invernadero que consigue el calentamiento de la parte baja
de la atmosfera.

EARTH'S ENERGY BUDGET

. Reflected by Reflected Reflected from
atmosphere by clouds carth's surface
6% 20% 49% 649% 6%

Incoming Radiated to space
solar energy .hom ?louds and
1 00% atmosphere —

Absorbed by

atmosphere 16% adiated

directly
Lo space
from earth

S Absorbed by
clouds 3% Radiation

absorbed by

atmosphere

Conduction and 15%

Carried to clouds
and atmophere by

Absorbed by land latent heat in
and oceans S19% water vapor 23%

Figura 1.5 Intercambio de energia térmica entre superficie terrestre,
atmdasfera, nubes y el espacio exterior


https://es.wikipedia.org/wiki/Equilibrio_termodin%C3%A1mico
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La energia solar no calienta la superficie de manera uniforme, sino que lo hace en mayor
medida hacia el ecuador que hacia los polos. Este gradiente térmico en latitud trata de
compensarse mediante el acoplamiento entre la atmdsfera y las corrientes oceéanicas. Los
procesos que los acompafian son los vientos, precipitaciones, conveccion, evaporacion.
Juntando estos procesos, se consigue mantener en funcionamiento el motor térmico
terrestre.

Figura 1.6 Distribucion de temperaturas del planeta

Todos los cuerpos con una temperatura T emiten radiacion electromagnética de forma
continua con diferentes longitudes de onda. A temperaturas lo suficientemente grandes,
el andlisis de los flujos de calor puede resultar bastante complejo. EI mecanismo de
transferencia de calor por radiacion viene definido por una ecuacion diferencial basada
en un balance de energia de radiacién que pasa a través de un elemento diferencial de
volumen llegando a un equilibrio termodinamico local.

La radiacion incidente se divide en varias partes al penetrar en el medio. Una parte de la
intensidad es absorbida por el medio. Otra fraccion es la radiacion dispersada. Ademas,
el volumen de control también es capaz de emitir radiacion en todas las direcciones como
un cuerpo negro. Suponemos que la radiacion incidente sigue una direccion Q.

Ly
f I dw 1.1

=0

al o
70 v = wly — (k+ o)1 + -

Esta ecuacion es conocida como RTE (Radiative Transfer Equation).


https://es.wikipedia.org/wiki/Gradiente_t%C3%A9rmico
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Absorption and
scattering loss:
I(a+ og)ds

Outgoing radiation
I+(dl/ds)ds

A

v |
Scattering I
I

addition
Gas emission Incoming radiation (1)
(ac T*/m)ds
. = >

Figura 1.7 Flujos de radiacion en el interior de un elemento diferencial

Resolver esta ecuacion RTE es muy complicado y es por ello que existen aproximaciones
mediante las cuales se puede continuar con el problema con una suficiente fiabilidad en
los resultados. Antes se introduce otro concepto denominado optical thickness o optical

depth :
T = [ Kils (12)

Este parametro describe cuanta absorcion tiene lugar cuando la luz atraviesa un medio
absorbente, por ejemplo, la atmosfera solar. Si T << 1, la intensidad | permanece
practicamente constante, y se puede decir que el medio es 6pticamente fino o transparente
(optically thin), mientras que si t>> 1, la intensidad I cae rapidamente, absorbiéndose los
fotones por el medio de forma inmediata y se considera que este medio es dpticamente
grueso u opaco (optically thick).

En este proyecto se ha decidido aplicar la condicion optically thick con la que se ha
logrado expresar el flujo de calor por radiaciéon como una ecuacién analoga a la de
conduccion de calor en la Ley de Fourier. Se trata de un modelo de difusion que simplifica
los célculos. Se requiere de una intensidad isotropica en el medio participativo. Para ello
se puede suponer un medio Gpticamente grueso con pequefios gradientes térmicos.



1 Introduccion
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Esta es la ecuacion difusiva de Rosseland, cuyo desarrollo se demostrara en capitulos
posteriores.

Una de las motivaciones de este proyecto es formular y tratar el problema de conveccion
natural con radiacion, que es bastante estudiado al analizar la participacion de la radiacion
térmica en la estructura interna de las estrellas, como por ejemplo el Sol.

s
~ Convective "
Zone 3 % Prominance

Radiative
Zone

Photosphere

" {:hronto’s’phe.re
Al e

Large Eruptive
Prominance

Figura 1.8 Estructura del interior del Sol

La energia procedente del nicleo solar es arrastrada hacia la zona de conveccién mediante
radiacion, y alli el transporte energético se realiza mediante radiacion y conveccion
turbulenta. En las estrellas es habitual aplicar la aproximacion opaca (optically thick). Es
por ello que el anlisis que se va a detallar en este trabajo puede ser de ayuda para futuros
proyectos dedicados al comportamiento en el interior de las estrellas.

1.4 Estructura del proyecto

En este trabajo se va a tratar el estudio teérico y numérico del fendmeno de la conveccion
natural de Rayleigh-Bénard que tiene lugar en un recinto rectangular con un fluido
participativo en presencia de radiacion y en el que se imponen unas temperaturas en la
superficie inferior (caliente) y superior (fria). Las paredes verticales se supondran
adiabéticas.



1 Introduccion

En el capitulo 2 se va a tratar la formulacion del problema bidimensional de conveccion
natural de Rayleigh-Bénard considerando la radiacién que actta sobre el fluido en un
recinto. Se asumird una serie de hipdtesis con las que se llega a la aproximacion de
Boussinesq que serd bastante Gtil para simplificar las ecuaciones. A continuacion, se
procederd a obtener un modelo de radiacion para un caso optically thick. También se
explicard una forma de conseguir una distribucion de temperaturas de equilibrio
dependiendo de la intensidad de radiacién que vendra definida por un pardmetro de
radiacion-conveccion facilmente manejable. Tras realizar los pasos anteriores, se
incorporarén estos términos a las ecuaciones del movimiento fluido para desarrollarlas y
llegar a las ecuaciones diferenciales que se usaran para capitulos posteriores. Ademas, se
incluirdn las condiciones de contorno necesarias para poder proceder a la resolucion
numerica del problema.

En el capitulo 3 se van a discretizar las ecuaciones diferenciales, ya que de esa forma se
puede implementar facilmente en los codigos que se emplearan en MATLAB. Para ello
se empleara el método de colocacidn, que consiste en el uso de funciones interpolantes
para facilitar la integracion del sistema de ecuaciones diferenciales del capitulo anterior
en un espacio mallado pertinente de un recinto rectangular. Este método aplicado se
incluye en el apéndice de la memoria. Se llegaré a un sistema matricial que evolucionara
en el tiempo de simulacion y se calcularén las variables del problema en cada instante de
tiempo.

En el capitulo 4, se mostraran los resultados numéricos obtenidos en la resolucion del
sistema de ecuaciones desde MATLAB y se interpretaran las graficas con el fin de obtener
varias incognitas interesantes como son el nimero de Rayleigh critico (es la clave para
determinar un criterio que defina si la situacion del fluido en el recinto sera estable o
inestable con celdas convectivas), nimero de rollos de conveccidn que se forman segln
las dimensiones del recinto, numero de Nusselt, etc.

En el capitulo 5 se expondran las principales conclusiones de los resultados obtenidos y
se sacaran algunas ideas para posibles proyectos en el futuro.

10



2 Formulacién del problema

2 FORMULACION DEL PROBLEMA

2.1 Hipétesis aplicadas en el problema de conveccién natural con radiacion

Se supone un fluido contenido en una cavidad de un prisma rectangular como viene en la
siguiente figura con dimensiones L, B, H seguin los ejes X, y, z respectivamente. La pared
inferior se encuentra a una temperatura T; y la pared superior posee una temperatura T, ,
siendo T, < T, . Se afiade que este fluido esta afectado por el campo gravitatorio
terrestre.

T,
z g [l Pared Fria
Ez"‘ [ ] Pared Caliente
% [ | Paredes Laterales
Ty

Figura 2.1 Cavidad prismdtica rectangular con fluido en su interior con las
condiciones de contorno del problema

Para tratar este problema se van a emplear las ecuaciones de Navier-Stokes de
conservacion de masa, de cantidad de movimiento y de energia. Estas ecuaciones
diferenciales y no lineales de la Mecanica de Fluidos son bastante complejas y su
resolucion conllevaria un alto coste computacional. Es por ello que en los estudios de la
conveccion natural de Rayleigh-Bénard es frecuente hacer algunas hipétesis que
permitian simplificar el problema.

Se puede empezar aplicando la aproximacion de Boussinesq, para la que es necesario
suponer que los incrementos de densidad son despreciables en la ecuacion de
conservacion de masa, pero no en la de cantidad de movimiento. Como ya se sabe, la
densidad p tiene como variables dependientes T y p. Hay que demostrar que las
variaciones de densidad causados por estas variables son pequefias comparadas con el
valor de referencia con caracteristicas Ty Y po-

11



2 Formulacién del problema

A partir de la ecuacion de estado y con el desarrollo en serie de Taylor de esta funcion se
obtiene lo siguiente:

(po, To) (aﬁ) (T —Th) (aﬁ) ( )
p=plpo,To) + | 7= T —=To)+ | 5= (P — po, 21
(}T _,‘.J||.T|| (}EJ j!J||.T|| ( )

Al analizar la diferencia relativa de densidades respecto de una de referencia con p, y T,
se saca que:

J - . - "
= BT —Ty) +rlp—po) -5 — id—ﬁ K= i% (22)
0 p T a p Op 0

Donde By k son los coeficientes de dilatacion térmicay compresibilidad respectivamente.

Se va a calcular el orden de magnitud de los efectos de la presion para comprobar gue, al
haber variaciones importantes de temperatura (caso de conveccion de Rayleigh-Bénard),
la influencia de las variaciones de presion es despreciable. Para ello se va a imponer que
el término convectivo y el de las fuerzas masicas en la ecuacién de cantidad de
movimiento sean del mismo orden.

ve ~ gHB(T, — To): Ape ~ pv? = pgHB(T) — Tp) (2.3)

Se muestra la velocidad caracteristica y la variacion de presiones, que se puede estimar
usando la ecuacion de Bernoulli. Los 6rdenes de magnitud para el agua y el aire son:

Aire:
H N 2m
T — T — 20K 5N /m-
o 3 . 1/300 }»71 — Ap ~ IN/m? << 10°N/m?
£ - *
2] ) 152;/59/”13
Apgna:
H “ 2 m
T T - 20K 5
o 8 ? 10—4 ;’—1 — Ap « 50N/m?* << 10°N/m?
/ - £
P «  1000kg/m?3

12



2 Formulacién del problema

Viendo estos valores, se deduce que las variaciones de presiones son pequefias. Ademas,
se puede demostrar también que este término es despreciable frente al de la variacién de
temperaturas si L tiene cierto orden de magnitud:

p—po) o [Agua—107"1000.10.L <1 si L < 100 km
AT —1y) "I T ) dire — 107°9.110.0L < 1 si L < 10 km

De esta forma se puede aproximar la expresion de la variacion de densidades asi:

Y
=P~ —B(T - T)
P

(2.4)

Para conseguir que las variaciones de densidades relativas sean pequefias basta con hacer
que el término de diferencia de temperatura sea pequefio también.

En el caso del agua, donde B ~107*, se asegura la hipétesis para incrementos de
temperatura de hasta 10000 K (no se alcanza porque dejaria de ser liquido).

En el caso del aire, B ~ 1/300 . Este dato es mas restrictivo, permitiendo sélo asumir la
hipétesis de pequefias variaciones de temperatura de hasta 30 K.

Cumpliendo estas caracteristicas, se asegura que las variaciones de densidad son
despreciables en la conveccidn natural de Rayleigh-Bénard.

Por otro lado, comparando en la ecuacién de la energia los términos de disipacion viscosa
y de conveccion térmica:

! — |

L (2.5)
f)f:}JF.TT f-}J \'ll LI:T - IE,I.:I

Introduciendo los valores correspondientes de longitud y variacion de T que se dan en los
problemas de conveccion, se puede ver que este cociente es despreciable tanto para gases
como para liquidos.

Se van a citar las hipotesis que conlleva la aproximacion de Boussinesq, de frecuente uso
en los problemas de conveccion de Rayleigh-Bénard:

e Ladensidad empleada se considera constante, debido a su pequefia variacién, en
las ecuaciones de Navier-Stokes, con excepcion de la de cantidad de movimiento
para la que se puede aproximar de la siguiente forma:

p=pm[l —B(T - Ty)] (2.6)
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2 Formulacién del problema

Asi se tiene en cuenta la fuerza de flotabilidad como causa del movimiento del fluido.

e Las siguientes propiedades del fluido (p, K, B, ¢,,) se consideran constantes y se
corresponden con la p y T de referencia. Esta hipotesis es valida cuando la
diferencia de T entre la pared horizontal superior e inferior provoca un cambio
relativo menor del 10% de estas propiedades.

e Ladisipacion viscosa es despreciable (funcion de disipacion de Rayleigh).

2.2 Flujo de radiacion en aproximacion optically thick

A continuacion, se procede a hacer uso de una de las aproximaciones que se menciono
anteriormente para tratar el flujo de radiacion. Se trata de la aproximacion optically thick,
en la que una radiacion que pasa a través de un medio recorre una distancia corta hasta
que es absorbida o dispersada. En este caso es posible encontrar una formula que defina
la radiacion como una expresion analoga a la de conduccidn de calor en la Ley de Fourier.
Se trata de una aproximacion de difusion que simplifica los calculos. Se requiere de una
intensidad isotrépica en el medio participativo. Para ello se puede suponer un medio
Opticamente grueso con pequefios gradientes térmicos.

La ecuacion RTE es la que viene a continuacion y consiste en un balance de la radiacion
que entra y sale de un elemento diferencial (como se explic6 en el primer capitulo)

% =3I +kly + fﬂ_ { Ieh df2 2.7)

De la ecuacion se aprecia la presencia de unos parametros entre los que se encuentran «
que es el coeficiente de absorcion, o, es el coeficiente de dispersion, I, es la intensidad
emitida de un cuerpo negro, ¢ es una funcidn de dispersion de fase en la que se determina
la probabilidad que tiene el flujo de radiacion de desviarse de una direccion a otra.

Se empieza definiendo el coeficiente de extincion P, junto con otros coeficientes que
representan la importancia relativa de la absortividad y la dispersion:

A=0g.+K: w= Is ]l —w = L; (2.8)

La profundidad optica se puede definir para este caso como la expresion de abajo y
sustituyendo en la RTE se obtiene que

. : Ey
dr =3 dS — ﬁ =1+ (1 —w)l+ il Idd  (29)

T T Jn
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2 Formulacién del problema

A

[=(1—wl+— | I¢d0 (2.10)
0

T

Donde T es denominada como la funcién de fuente

6 | I(x, 8)
dx -,
\ _ Path

ds-! Medium with
extinction
coefficient B, (x)

(a)

Figura 2.2 Definiciones geométricas para RTE: (a) placa
unidimensional, (b) caso tridimensional

De la figura anterior, se saca que dS=dx/cosf, usandose en la expresion de las
intensidades:

asfl O (x,0) o osf [z, 8)
O H(w6) - H(w) i
3 dx fH d(z/H)

. P 2.11
BT (R

Para resolver la ecuacion diferencial, se plantea | como la suma de varias funciones
I, (n=0, 1, 2...) multiplicadas por potencias de 1/pH <<1 :

1 132
I =1+ ﬁf} + (ﬁ) Is ... (2.12)

Insertando esta expresion en la ecuacion diferencial, queda de la siguiente forma:

15



2 Formulacién del problema

it dly 1 al B
CBH |0(z/H) " BHO(x/H) = |

1 \ w [ 1
=Lh+—0LH+ ... —(1—wl— — I+ —0+ ...| dQ
0 3H 1 \ Wiy M'{ [{. 3H 1 ] {

(2.13)

donde p = cosb y la funcion de dispersion de fase ¢ =1 por ser un caso isotrépico.

Si de la ecuacion anterior se juntan los términos de orden O en cuanto a 1/BH se puede
deducir que

i (2.14)
Iy = |:1 — “-'jjn T % Iy d€)

o

Los términos de la derecha son independientes del angulo Q, por lo tanto, I, también lo
es, asi que se puede sacar de la integral. Al resolverlo queda que I, = I,

Si se repite con los términos de primer orden de 1/BH :

Ay w [T
_'”dlf:i::fHW =h- ar Jg Tt (215)

Multiplicando por dQ = 2m sin6 d6 = —2m dp e integrando para toda la ecuacion:

T : 1 4 o e A
[ drcoslsinfdh = ——0_ [ 2 dp = [ -2 140 [ i (%10
Jo D’I‘:F;HJ 4 -1 41 T Jy 410

La integral de la izquierda con p es igual a 0

A Ly
0= Iy d) —w Iy dQ (2.17)
4100 10

A ;
_ dffj
w# 1 — [ Ld}=0—1 = MO H) (2.18)
Ay,
I=1,-LC 2.19
"8 0 219

Con esta expresion se deduce para este caso difusivo que la intensidad de radiacion
depende de la magnitud y el gradiente de la intensidad de cuerpo negro. Si se afade el
hecho de que los gradientes térmicos son pequefios y que B es enorme, se ve que el
término de la derecha es pequefio, por lo que I es mas 0 menos isotrépico como I,,.

16



2 Formulacién del problema

Para el calculo del flujo de calor se multiplica | por cosf dA 'y se integra para todos los
angulos sélidos. Se tiene en cuenta que I, no depende de p y se puede sacar de la integral.

T J
q dX = 2wd) [ I1(B)costising dff = 2wd) [ I{p)p dp (2.20)
Jo J

J Wrd\ Ol () [, A Ol (2.21)
() = 21l (x) — = — ) = |
9(x) dA ly(z)dA ,[_j p Blz) Oz ,[_J e 30(x) O “

Si se integra m I, dA para todo A, se obtiene ¢ T*. Se llega finalmente a la ecuacion
difusiva de Rosseland, para la que se tiene un modelo de flujo de radiacién total

Ao 1607

— 3
i § A VT = —CT*VT 2.22
q 33" 33 (2.22)
= l;—j =cte: q = —%FT'] SV = —gvgﬁ (2.23)

2.3 Temperatura de equilibrio en presencia de radiacion

Para el céalculo de la temperatura de equilibrio, se va a realizar un proceso de resolucién
numeérica de la ecuacion térmica hasta alcanzar un limite estacionario, para el cual se
obtiene la distribucion de temperaturas hidrostatica que se busca. Se introduce en la
ecuacion térmica la expresion del flujo de calor por radiacion, quedando de la siguiente

forma
drT ar ar :
0 Cp Fr tra + ﬂ'_:a = KvT — ?.E? (2.24)
oT T aT : .
f«’{jlt'p (E T “E - Uz I) = IRFTET - T?ET] (2-25)

ar T T\ 9? C ik C
| —+ve— +v.— | = — | KT+ =T"| + — | KT+ =T"] (2.26)
poes (m e "-a;) ) (‘ 1 ) 022 (‘ 1 )

17



2 Formulacién del problema

Se introduce el concepto de funcion de corriente W ya que las lineas de corriente estan
relacionadas con la trayectoria de las particulas fluidas y las componentes del vector de
velocidades.

ol el
=Up == =1 2.27
R g . (8 (2.27)
0z _ Ov, o L]
- = - b (2 — V. i = —0z + —dar = — (228)
oz Ov, dz —v; de = —=dz + ——dv = d¥ =0

-
-

Figura 2.3 Linea de corriente en plano xz

La adimensionalizacion de las variables que se empleara sera la siguiente:

r=Hz" : 2=Hz" ; t = Ea‘.* W= /(T — To)H* V" = o HU"

Ve

T=T+{T)-0L)T:; Tz, " ") =T (") + 8" (2", 2", ")

g

T
h -1

r:a-m-mr’*zm—m(

La distribucion de temperaturas esta repartida de tal manera que hay una componente
correspondiente a la situacion de equilibrio hidrostatico T," y la otra asociada a las
perturbaciones o movimientos del fluido, 8*. Tras aplicar los cambios anteriores a la
ecuacion de la energia:
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2 Formulacién del problema

C(T - T) AN

PR 1 J A i
. — - + T+ N, (s+ T = (2.29)
1K ot \IPr + Ra v L

_-"‘r: = —

T 0 0 02 o

Se observa que para N,..=0 la ecuacién de energia tendria la forma de un caso en el que
no se considera la radiacion (caso més sencillo de conveccion natural). Este es el
pardmetro de radiacion-conveccion y tendrd mucha relevancia en proximos analisis.

Fijese en que han aparecido otros parametros adimensionales que son:

P _ v Es el nimero de Prandtl, que relaciona la viscosidad
" cinematica y la difusividad térmica.
9 Es el nimero de Rayleigh, que compara los efectos de la

fuerza de flotabilidad del fluido con los de la viscosidad y
Lk conduccion térmica

th =

Para el célculo de la temperatura hidrostatica se supondra que no hay velocidades ni
temperatura debido al movimiento (condiciones estaticas) y se simplifica de la siguiente
forma con sus condiciones de contorno en z*.
& L e ds
WG I.:: + Npels + I.'u J]J =0
= (2.30)
Th(z"=0t")=0: Ty (2" =1t") = -1

Resulta conveniente considerar esta distribucion hidrostatica como la solucion limite al

Ilegar a un tiempo infinito (solucidn estacionaria) del siguiente problema no estacionario
con 0 (z*, t¥) (0=T*):

+ 8+ N, (s+

4

(2.31)

Primero se discretiza numéricamente esta ecuacion temporalmente y particularizando
para el instante t,,*, donde 6,,(z*) = 6(z", t;,), se tiene que

On — by 9% . v
Y : = 072 (5 4+t + Neols + 0, J]J (2.32)
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2 Formulacién del problema

La mayor dificultad radica principalmente en el tratamiento del término no lineal que
aparece en el miembro de la derecha. Se van a emplear los siguientes pasos empleando
una serie de Taylor

|:"" _Hn:'.] - I:""_Hn—l _Hn - IEJH—J:I'.] = E"‘_HH—J:".J T '“:""_Hil—ljl:il:'gn — HM—J:' (233)

Se han despreciado los términos mayores de 2° orden. Si se elige un tiempo de paso o de
separacion de instantes consecutivos pequefio, se puede considerar que
0, —0h_1 K s+ 0,_;.

Si en lugar de aplicar la serie de Taylor se desarrolla analiticamente la potencia y se
desprecian los términos de orden igual o superior a (8,, — 8,,_1)% se llega a la misma
expresion.

Reemplazando esta expresion en la ecuacion numérica

6, — 0, O . o - H
” f’l\.f” J - U"*g 1°+ 9” v hlﬁ-“*"" —I'?]”_] J.] T 'H"" n HJI—JJIHH?I - Hn—l Jﬂ (2-34)

Al reordenar los términos conocidos con subindice n-1 en el miembro derecho y las
incdgnitas con subindice n en el izquierdo (instante actual t,,*) queda lo siguiente

dgﬁl” d2 e ;
B, — Ot —— — AN At ——[(s + 0,-1)70,] =
0272 el 1) n] (2.35)
- * Uz I3 -\..] 3 " .s
= 1 + Nyt [L""_H:l—l,ll - ‘H""_ﬁn—ljlﬁn—ll

0272

Se ha usado el método de colocacion para la resolucion de esta ecuacion y que se puede
consultar en el apéndice de la memoria con mas detalle.

Aqui se definen los vectores correspondientes a las variables de la ecuacion.

| fn(l) | = (1) ] s+ 0,-1(1) ]
—F . — R T — L
O = | Onli) DB = | Bhald) P s+ = s+ 0, 1(i)

_Hn [Jn"'r.:jl_ _E’]H—J |:-""fr::|_ Kl 1 |:-'n"'r.: :'_
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2 Formulacién del problema

|:-‘\' T IlrJ‘]iu—J [H\J:i 9”':1:1

T3 o7 . A o —
L""_ﬂn—lji- * Oy = L""'_'la']n—]'ﬂ’,ll,l'i tli) = M,_1 * 0,

_|:"" + fdﬂr.:jj:i BN, )

g

J_{”—] — -‘if.-"ﬂr-f.“ﬂ-"i[[-‘i T H”—] Jli. []. _'"\'_':. _"‘\I_'::l D-’:-’.‘ — D.’: * D.’:

Con esto se consigue expresar el producto de 2 vectores en un producto de una matriz por
un vector. Este cambio se realiza para poder despejar el vector con las variables incognitas
en el sistema matricial. El producto entre dos elementos con ““ .* “ implica que el producto
sea componente a componente, compartiendo el significado de este simbolo caracteristico
en los cédigos MATLAB.

Al sustituir los vectores y matrices que se han mencionado, usando la notacion del método
de colocacion, el sistema queda de la siguiente forma

A=1—At'D,, — AN, At* D, + M,_, (2.36)
b= HFI_—T + AN Dox [E“ T Hn—lj.] - 'h:" T |fJIH—I}‘J:!- * ﬁn—i] (2.37)
Avlh=1 (2.38)

Para las condiciones de contorno se impone en la matriz principal:

1) =0—A(1,:)=0; A(1,1) =1, b(1)=0
O (N.)=—1— A(N.,:)=0; A(N.,N.)=1: b(N.) = -1
Este proceso se repetira en bucle en MATLAB hasta que se cumpla la siguiente condicién

implicando que la solucion converge a lo largo del tiempo. Se ha elegido una tolerancia
lo suficientemente pequefia para ello:

—  — :
maz |6, — 6, 1| < 1072

Al cumplir esta condicion se consigue salir del bucle y se obtiene la distribucion de
temperaturas hidrostatica
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2 Formulacién del problema

I |r:|:J.;| ] |5]FI[J-:I
= o — "
Th = T,r4 () = H?I = B‘]JI“J

| Th (V) 6, (V)]

Se ha elaborado un codigo MATLAB para tratar de representar graficamente la
distribucion de temperaturas hidrostaticas como funcion del parametro N,... Se llega a
este resultado

08r

0.4

0.z2r

L 1 L L L
-1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 o

"

Figura 2.4 Componente hidrostdtica de T* en funcion de N,

Como se puede apreciar, al ser N,.. nula, la funcion es lineal con la altura mientras que
cuando va elevando su valor, esta funcion cobra una no linealidad importante hasta que
Ilega un limite cuando alcanza valores superiores a 5.

Como se menciond anteriormente, esta solucion estacionaria de T,* es la que se va a usar
en el problema de 6* para el caso con radiacidon ya que solo es dependiente de la variable
adimensional z* y no del tiempo.

2.4 Ecuaciones de conveccion de Rayleigh-Bénard con radiacion para casos
bidimensionales

El analisis del problema de conveccion se realizara en un recinto rectangular con
dimensiones L x H. Se va a eliminar la influencia del eje y, para que desaparezca de esta
forma la componente de velocidad v,,.
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2 Formulacién del problema

pared fria

NN
-

N
AN

W N

SRR
A

AN
¥
=
AN

pared calenta

L

Figura 2.5 Cavidad rectangular de dimensiones L x H

A continuacion, se procede a introducir las ecuaciones de conservacion de masa, cantidad
de movimiento y conservacion de la energia suponiendo que se cumplen las hipotesis
anteriormente descritas. Se incluye el término del flujo de radiacion en la ecuacion de
energia como viene a continuacion

50 (2.39)
. . . 92 a2
o ID?E r df +u, (fh il _@ + d i:' . d i..;. (240)
ot " O iz (e = 1z =
. UE'_~ v, EJ; dga' EJEE';
| — + g —— _ ,— = ———/ J_ fT T|l|l|_ ; =

(a}T aT aT (2.42)
0 Cp

c 1
E—E_ra i_:d:>—11?T—T?T

Donde g es la aceleracion de la gravedad, K es la conductividad térmica, (v,,v,) son las
componentes del campo de velocidades del fluido, T es el campo de temperaturas, p, es
la densidad, p es el campo de presiones.

Para resolver las ecuaciones diferenciales es necesario imponer unas condiciones de
contorno e iniciales. Se decide que las paredes de la cavidad sean rigidas e inmoviles,
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2 Formulacién del problema

donde la pared superior horizontal tiene una temperatura T, y la inferior Ty, el fluido parte
de un estado en reposo a una temperatura Ty,.

e Parat=0 v, =v,=0, T=T, (2.43)
e Parax=0 v =1, =0, =0 (2.44)
o Parax=L v =1, =0, =0 (2.45)
e Paraz=0 v, =v, =0, T=T; (2.46)
e Paraz=H v, =v, =0, T=T, (2.47)

Hay un sistema de 4 ecuaciones diferenciales con 4 incdgnitas que son v,(x,z,t),
v,(x,z,t), T(x,zt), p(x,zt). Existe una forma de reducir la complejidad de este
sistema y se puede lograr con un método expuesto por Barry Saltzman, que consiguio
transformar este sistema en otro con 2 ecuaciones de 2 incognitas.

Para ello, se procede a sustituir las velocidades por las derivadas de la funcion de corriente
como se Vvio en apartados anteriores.

vy v foal! oAl

- - = 2.48
O 0z Oedz  Ovdz 0 (2.48)

La ecuacion de continuidad se anula al aplicar estas igualdades en las componentes del
vector de velocidades.

a o v d ov  Ov P Ap 5 O
20 :_E_”v 7= @O (249

At \Ndz) " 020x 02  Or 02
(O (0w 0V [ W\ 0% 9 [ IV _
Po it dx = Jx? dx iz fa N
2)  (2.50)
= —g — pog + pogB(T — Tp) — .“‘FE%

(GT v ar o oT
0 Cp

_ ooy Corp
ot 0z 0x Oz U':) =KVT+ 4 vir (2.51)

A continuacion, se va a combinar las 2 ecuaciones de cantidad de movimiento. Asi se
obtiene una ecuacion de y interesante ya que se elimina el término de presiones y queda
de la siguiente forma:
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2 Formulacién del problema

L(d, . 0, g aT OV o WD, L, (252
— .—LlJ——LEJ) ) (V20) — w70 + gf— = — —(V20) — — — (V) (2
( ' P Y oy~ oz 02 FRER

Al aplicar la adimensionalizacion de variables que se introdujo en el apartado previo se
consigue llegar a las ecuaciones que vienen a continuacion

r=Hz": 2=Hz" : t = Ea‘.* W= /(T — To)H? W* = o HV*

e

T =T +(Ty = T)T" ; T*(x*, 2" t*) = Ty (2*) + 0°(a*, 2 . 1)

=

T, ‘ . x
T=(T- ﬂ( : —T)=m—nm—m%wn=m—mﬂ

-1

J [Pr o o9, o dur 0
_ =y — * — (T — * (2.53)
ot (v" K V Rn? v dr* O ':*Lv v) 9z Oz (v* l]J
o* 1 P UI!" a1y UH*) aw* og*
F - "F_. I:—_-NHT J . 4 F — ¥ 254
dt*  /Pr« Ra T - Oa? ( 2 z* =t Ot (2.54)
Los términos no lineales se pueden escribir como:
ot ad o o
NLP = (V20 [
Do+ 0= T 97 0z (259
A oft o gl of” (2.56)

NLT =

Dzt 0= 02 dr*

Este conjunto es conocido como las ecuaciones de Saltzman que gobiernan el movimiento
de un fluido en la conveccion natural con radiacion, cuyas incognitas son ¥* y T*.
También es necesario adaptar las condiciones de contorno al nuevo cambio de variables.
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2 Formulacién del problema

e Parat*=0 Y =P N(x*, 2%),  0%=0,*(x*, z¥) (2.57)
o Parax*=0 @ =0, f,’;;’ =0, gz = (2.58)
e Parax*=L/H @ =0, =0, ZIo= (2.59)
e Paraz*=0 w* =0, =0, 6*=0 (2.60)
o Paraz*=1 p =, =0,  0*=0 (2.61)

Estas ecuaciones, junto con sus condiciones de contorno, se resolveran numéricamente
en préximos capitulos.
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3 Método numérico de resolucién

3 METODO NUMERICO DE RESOLUCION

3.1 Preparacion de las ecuaciones de Saltzman con radiacion para el método
de colocacion

Las ecuaciones gque gobiernan el movimiento del fluido en el caso de conveccion natural
de Rayleigh-Beénard en presencia de radiacion, pueden adaptarse de forma que se pueda
aplicar el método de colocacidn (se explica en el apéndice). Para ello se va a sustituir
algunos términos convenientemente para facilitar la resolucion del problema. Se parte del
sistema que se desarrollé en el capitulo anterior.

Como se trata de un caso bidimensional, se emplean unas coordenadas x, z. Por lo tanto,
los nodos de Chebyshev seran de esta forma:

e — Lar T Lmin Tmin — Tmar oS |:|:*': - H?'_:| I=1.... N, (3.1)
T = , T , "0 . :
2 2 N, —1
Zrar + Zmi Zmin — Zmar (i — 1) :
3:' _ T , TH n TH , TYULT cOS |:~.,I" .. ':| le Nz (3.2)
' 2 2 N.—1

Donde x,,in Y Zmin Seran nulos debido a que se corresponden con el origen de
coordenadas, mientras que X,,g,=L/H=AY z,,,,=H/H=1.

El uso de un pardmetro | para enumerar los nodos de la cavidad resulta ser ventajoso
debido a que en vez de usar una matriz espacial se puede emplear un vector de dimension
Ny. Para referirse a un nodo (x;, z;), se le asigna un indice I que sigue la siguiente

propiedad:
I=0{—-1).N,+j (3.3)

A continuacion, se procedera de forma analoga con la distribucion de las variables
incdgnitas del problema en los nodos del recinto rectangular, que ha sido discretizado
espacialmente.

(3.4)

, , — f f -
Wy, 20 7)) S W) = UHILEY) Tay, 2 ) =T =T
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3 Método numérico de resolucién

[ 0,(1) ] [ 6, _1(1) ] [ Th(1) ]
7| o — |l =]
Hn — H |~‘” 1 = ?I—JLIJ : Th — .f.gLIJ

|65 (N7 | | On 1 (N7 | T (Nr) |

La distribucion de temperaturas de equilibrio, como ya se ha visto anteriormente, es un
vector conocido a partir de este punto del problema.

Se van a discretizar las derivadas temporales tal que:

"}_‘) o Pn — Pn—1 35
at), At (35)

El valor ¢,, representa la funcion ¢ en el tiempo t,, (andlogamente con ¢,,_1 Y t,,—1)-

Se procede a realizar una simplificacion importante que consiste en aproximar los
términos no lineales de una estacion determinada t, a los de su estacion anterior,
facilitando de esta manera la resolucion del sistema de ecuaciones. Si no se asumiera este
paso, implicaria un proceso computacionalmente costoso que podria perjudicar la
eficiencia numeérica debido a que se trata con un sistema no lineal de ecuaciones.

NLP, = NLP,_|: NLT, = NLT,_, (3.6)

Teniendo en cuenta estos detalles, se puede desarrollar las ecuaciones para aplicarles la
resolucion numérica empezando por separar las variables en instantes consecutivos n 'y
n-1, siguiendo la nomenclatura de derivadas que viene explicada en el método de
colocacion. Se empieza con la ecuacion de la energia.

H:I - :I—] 1 " l " NH- ; " 4
- DL+ 8, — ————DL+ T} ———e DL+ (s+ T} + )
At v Pr+ Ra v Pr+ Ra { v Pr  Ra L ’ a7
_["""r*D-l'l *l:[l D * Ijn 1/ D *Hn J‘ - D *l:[l'” J‘ D Hn J‘
DE=D.«D, + D.=* D, (3.8)
\'LI;I 1= D * 11}” I D * Hu I D * lI’n Ja * [Dl * HJ (3.9)
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3 Método numérico de resolucién

Para facilitar la notacion, se puede utilizar DL que equivale al laplaciano. EI miembro de
la derecha es el vector NLT,,_; que se mencion0 previamente. Los vectores en las
ecuaciones no llevan la flecha para facilitar la notacion.

Se introducen matrices nuevas de forma que se pueda tratar el problema numéricamente
como son las siguientes:

LY

M, _y = spdiags((s + T; + 6 _1).0, Np. Ny) (3.10)

Se emplea esta matriz para que se quede en forma matricial posteriormente al juntar las
submatrices del sistema que se multiplican por las variables del problema.

N = .ﬁp{fi{:grﬂ:D: * ﬁ 0. -"“rrT- -"‘"rTj (3.11)

o1y 0w; _
dz* dz*

=N« (D, « ?1 = (N D,)* lI’_’? (3.12)

n

Esta matriz N es la que aparece en la ecuacion térmica y se ha formulado también como
una matriz debido a la misma causa de M,,_, .

Se decide tratar el término no lineal de temperaturas correspondiente a la radiacion de
forma anéloga a la viene reflejada en el capitulo anterior para la temperatura hidrostatica
mediante una serie de Taylor

4 ¢ 1 )
Tit = (s+ T +0) = (s+ Ty +6,_, +6; 6, =

n— n— JJ

, VI \ (3.13)
= L""_Th Hn IlI l"*_rﬁ Hn JlI H* Hn JlI

Si se reemplazara esta expresion en la ecuacion de energia discretizada y se desplazaran
las variables lineales a la izquierda, se puede organizar de tal forma que:

At AN, At
— ——— DL - ———DLx%M,_ 0 — At (N * D)W, =
v Pr+ Ra v Pr+ Ra J L
— APNLT, 4 + 0", &—fDL )
v Pr+ R (3.14)
N At " \
_WDI’*[ I;’e Hn l1 LH_Th H “! *Hn 1

29



3 Método numérico de resolucién

Para calcular las potencias de vectores se hacen componente a componente como viene
abajo:

(s+ Ty + 05 )V =(s+ Ty + 65 1) *(s+ Ty +0;_1) (3.15)
(s+Tp + 05 ) =(s+ Ty +0, )2 % (s+ Ty +65 ) (3.16)
(s Ty 405 ) = (s + Ty + 05 1)% % (s + Tp + 05 y) (3.17)

La ecuacién combinada de cantidad de movimiento es mas sencilla de exponer y esta
discretizada y particularizada para el instante t,,*:

- Pr .
(Dps W )ox (D« DLW ) — (D, W) )% (Dypx DL* W7
NLP, 1 =(D, *!IJ'” (D, *DLMIJ” —=(D, *!]-'” oDy *DLHIJ'” 1) (3.19)

Los términos no lineales se expresan con la notacion del método de colocacion. Si se
reorganizan los elementos de la ecuacion de la misma forma que en la de energia, queda

[Pr

DL — At a—DL U+ At Dt = DL +A'NLP, 1 (3.20)
\ n 1

n—=

A partir de las ecuaciones (3.14) y (3.20) ya formuladas se pueden definir las submatrices
que constituyen la matriz principal y son las siguientes:

| Pr
Ap = e L — - Ag = &!‘.*D,-
Ay = DL — At ‘V R“DL d :
At AN, A
_ ,‘r:; .‘ B:j—:DL_;
B‘l" .&f L-\ *‘D.r_:l II-" \/Pr*j?“ '-,.-'P}"*Rﬁ
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3 Método numérico de resolucién

by = DL+’ _| + A NLP,_

b@ = ,&f_*_.n'lr"_[,j_;l_J -T- :I—J - &—f—DL + lr:—
v Pr* Ra
IAUSAY \ 14
+———DLx[(s+ Ty +0,_ ) —4(s + T + ;)" x6_,]

v Pr+ Ra

Formandose el sistema matricial final que se implementara en el cédigo MATLAB
Ay Ap \Jr :, o by
By Ba| [6,]  |bs (3.21)

1 Av A o by o ‘I’:, A e
.--l— [Bw Br}] . l?J— [hﬁ] L= [9:‘] . .--l*.t._f]ﬂ (322)

Antes de resolver este sistema se van a implementar las condiciones de contorno de las
paredes del recinto en la matriz del sistema matricial que se describié anteriormente
usando la notacion del método de colocacion:

e Para la condicion de la funcién de corriente nula en las paredes se va a hacer estas
modificaciones: para todo elemento con indice | correspondiente a un nodo de
contorno se anula toda la fila | de las submatrices A, , A, , By , B, y de los términos
b;, b, para después imponer que A,(l, I) = 1.

e La condicion de las derivadas nulas de la funcion de corriente requiere la
introduccién del concepto de subcontorno (porque se ha usado ya los nodos del
contorno) y se esquematiza como viene en la imagen inferior:

I=(i-1) Ny+N,-I

I=(2-1) N,+j I=(N,-2) N,+j

I= (i-1) N,+2

Figura 3.1 Representacion del subcontorno en el recinto
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3 Método numérico de resolucién

- Para un nodo I que pertenezca al subcontorno adyacente al margen izquierdo
vertical, se anula las filas | en las submatrices A, , A, , B, , B, y de los términos
by, b,, para posteriormente sustituir la fila | de A; por la fila de la matriz D,
asignada al nodo K = I — N,, es decir, A;(l, 1: N;)= D, (K, 1: N;). Si se trata
del otro extremo, es decir, de la pared derecha, solo hay que cambiar K = I +
N, .

- Paraun nodo I que pertenezca al subcontorno adyacente al margen horizontal
inferior, se anula las filas | en las submatrices A, , A, , B, , B, y de los términos
by, b,, para posteriormente sustituir la fila I de A; por la fila de la matriz D,
asignada al nodo K = I — 1, es decir, A;(l, 1: N;y)= D,(K, 1: N;). Si se trata
del otro extremo, es decir, de la pared superior, solo hay que cambiar K = I +
1.

e En la condicion de temperatura nula para un nodo | de contornos horizontales
inferior y superior se impone que B,(l, 1) =1. Se recuerda que anteriormente se
anuld en las submatrices y los términos independientes la fila I, por lo que no es
necesario cambiar mas componentes.

e Para imponer la condicion de paredes verticales adiabaticas, en un nodo |
perteneciente a dichas paredes, se iguala B,(l, 1: Ny) con la fila D,(I, 1: Np).

Faltaria exponer las condiciones iniciales, por lo que se va a imponer lo siguiente:

*
&
L]
*
—
®
]
=
e

\ e

J Tmar “mar

.
0.0005 2 Ir-iflarart.r_-i'a.]-l2 2" Izcarul:.r_::\\)2 cos (L) (3.23)

, Ir(x* —a* ) 2zt — 2t ) 3.24
27271 = 0) = 0.005 % cos (g) % SN (g) (3.24)

a —_ 7 F
'E'mrt.r- 'E'mm /

N L

TS i /

Se ha seleccionado esta perturbacion inicial de forma que cumpla las condiciones de
contorno del problema que se analizan en este capitulo.

3.2 Codigos MATLAB empleados
Matriz Lpx

function [Lpx]=matrizLpx(x1l,xN,N)

% N es el numero total de nodos en el gque el intervalo (x1,xN).
x(1)=x1;

%Es el punto inicial del intervalo a dividir en N nodos.

x (N) =xN;

%Es el punto final del intervalo a dividir.

32



3 Método numérico de resolucion

for cl=1:N

end

x(cl)=(x(N)+x (1)) /2+(x(1)-x(N))/2*cos ((cl-1)/(N-1)*pi);

$Lpx (1, J)=dL]j (x1) /dx (derivada del j-ésimo interpolante de
Lagrange en el punto de colocacidén x 1)
for j=1:N

end

denom=1;
for m=1:N
if m~=j
denom=denom* (x (j)-x(m) ) ;
end
end

for i=1:N
sum=0;
for k=1:N
if k~=7
prod=1;
for m=1:N
if m~=k && m~=j
prod=prod* (x (i) -x(m)) ;
end
end
sum=sum+prod/denom;
end
end
Lpx (i, j)=sum;
end

Matriz Dx y Dz

function [Dx]=matrizDx (Lpx,Nx,Nz)

for

end

i=1:Nx
for j=1:Nz
I=(i-1) *Nz+j;
for m=1:Nx
for n=1:Nz
if n==7
1lnz=1;
else
1nz=0;
end
K=(m-1) *Nz+n;
Dx(I,K)=Lpx(i,m)*1lnz;
end
end
end
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3 Método numérico de resolucién

function [Dz]=matrizDz (Lpz,Nx,Nz)
for i=1:Nx
for j=1:Nz
I=(i-1) *Nz+7j;
for m=1:Nx
if m==1i
1nx=1;
else
1nx=0;
end
for n=1:Nz
K=(m-1) *Nz+n;
Dz (I,K)=Lpz(j,n) *1lnx;
end
end
end
end

Resolucién del problema de conveccion Rayleigh-Bénard con radiacion

ele

clear all
close all

% Nodos de Chebyshev
Nx=20;
xmin=0;
xmax=2;
for i=1:Nx
xch (1) = (xmax+xmin) /2+ (xmin-xmax) /2*cos ( (i-1) / (Nx-1) *pi) ;
end

Nz=20;
zmin=0;
zmax=1;
for p=1:Nz
zch (p) = (zmax+zmin) /2+ (zmin-zmax) /2*cos ( (p—1) / (Nz-1) *pi) ;
end

Nt=Nx*Nz;

% Matrices derivativas

%Matrices sparse para que obtener mejores resultados
Lpx=sparse (Nx, Nx) ;

Lpz=sparse (Nz,Nz)

4

Dx=sparse (Nt,Nt); %derivada respecto a x
Dz=sparse (Nt,Nt); %derivada respecto a z

DL=sparse (Nt,Nt); %laplaciano
DL2=sparse (Nt,Nt); S$biharménico
[Lpx]=matrizLpx (xmin, xmax,Nx) ;
[Lpz]=matrizLpx(zmin, zmax,Nz) ;
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3 Método numérico de resolucién

[Dx]=matrizDx (Lpx,Nx,Nz) ;
[Dz]=matrizDz (Lpz,Nx,Nz);
DL=Dx*Dx+Dz*Dz;
DL2=DL*DL;

DxDL=Dx*DL;

DzDL=Dz*DL;

% Creacion de matrices y vectores del sistema
psi=zeros (Nt,1); %vector de \psi (funcidén de corriente)
theta=zeros (Nt,1); Svector de temperaturas T
psinml=zeros (Nt,1l); %vector de condiciones iniciales
thetanml=zeros (Nt, 1) ;

Asyst=sparse (2*Nt,2*Nt); Smatriz que engloba el sistema con
submatrices AP, AT, BP, BT

Apsi=sparse (Nt,Nt) ;

At=sparse (Nt,Nt) ;

Bpsi=sparse (Nt,Nt) ;

Bt=sparse (Nt,Nt) ;

bpsi=zeros (Nt,1l); %vector de terminos independientes para \psi
btheta=zeros (Nt,1); %vector de terminos independientes para T

FBCpsi=ones (Nt,1) ;
FBCt=ones (Nt, 1) ;

% Propiedades del fluido e incremento de tiempo

T2T1=0.5; s=1/(1-T2T1); $T2T1=T2/T1

Nrc=1; %chi=4*Nrc (chi de Goody) , Nrc nuestro=Nrc Goody* (1-
T2/T1)"3

Pr=0.733;

Ra=4.5e4; %equilibrio (v=0 o v=cte) que puede ser

%estable (reposo)/ inestable (permanece en movimiento)
dt=0.1; %Incremento de tiempo que se va a tomar.

Ntime=2000; %Limite de ntau, siendo t*=ntau*dtau

% Calculo de Th~*
Th=Thydrostatic (s,Nrc,Nz,Lpz) ;
for j=1:Nz
for i=1:Nx
I=(i-1) *Nz+j; % Forma vector TH de las notas (valor de
Th en nodo 1I)
TH(I,1)=Th(j,1);
end
end

% Perturbacidén inicial theta* : cualquiera, se amortiguara con
el tiempo vy
% T*=Th*+theta* tenderd a Th*
for i=1:Nx
for j=1:Nz

I=(i-1) *Nz+7j;

psinml (I,1)=0.0005*xch (i) "2* (xmax-
xch (i) )"2*zch(j) "2* (zmax-
zch (J))"2*cos (pi®2*xch (i) *zch (j) /xmax/zmax/5) ;

thetanml (I,1)=0.005*cos (2*pi* (xch (i)-xmin) / (xmax-
xmin) ) *sin (2*pi* (zch (j)-zmin) / (zmax-zmin) ) ;
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3 Método numérico de resolucion

end
end
% Matrices del sistema, sin Bt que se define en el bucle
Apsi=DL-dt*sqgrt (Pr/Ra) *DL2;
At=dt*Dx;
DzTh=spdiags (Dz*TH, 0, Nt,Nt) ;
Bpsi=-dt*DzTh*Dx;

o©°

Condiciones de contorno:
% CC en contornos horizontales (psi impuesta)
for i=1:Nx

o

% inferior

I=(i-1) *Nz+1; Apsi (I, :)=0; Apsi(I,I)=1;
At(I,:)=0; FBCpsi(I,1)=0;

Bpsi (I, :)=0; FBCt (I,1)=0;

% superior

I=(i-1) *Nz+Nz; Apsi (I, :)=0; Apsi(I,I)=1;
At (I,:)=0; FBCpsi(I,1)=0;

Bpsi (I, :)=0; FBCt (I,1)=0;

end

o

% CC en contorno verticales (psi impuesta)
for j=2:Nz-1

%izquierda

I=(1-1)*Nz+j; Apsi(I, :)=0; Apsi(I,I)=1; At (I, :)=0;
FBCpsi(I,1)=0;

Bpsi (I, :)=0; FBCt(I,1)=0;

%derecha

I=(Nx-1)*Nz+73; Apsi (I, :)=0; Apsi(I,I)=1;
At (I, :)=0; FBCpsi(I,1)=0;

Bpsi (I, :)=0; FBCt (I,1)=0;

end
% CC en subcontornos horizontales (vx=0 en cont horiz)
for i1=2:Nx-1

%$subcontorno inferior

K=(i-1) *Nz+2; At (K, :)=0; Apsi(K,:)=Dz (K-1,:);
FBCpsi(K,1)=0;

$sub sup

K=(i-1) *Nz+Nz-1; At (K, :)=0; Apsi(K,:)=Dz(K+1l,:);
FBCpsi (K, 1)=0;
end
% CC en subcontornos verticales (vz=0 en cont vert)
%$vz=0 en cont vert
for j=3:Nz-2

%subconjunto izqg

K=(2-1) *Nz+j; At (K, :)=0; Apsi (K, :)=Dx(K-Nz,:);
FBCpsi(K,1)=0;

%sub der

K= (Nx-1-1) *Nz+j; At (K, :)=0; Apsi(K,:)=Dx(K+tNz,:);
FBCpsi (K, 1)=0;
end

[X,Z]=meshgrid(xch, zch) ;
dtPrRa=dt/sqrt (Pr*Ra); % para facilitar notaciédn
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3 Método numérico de resolucion

vntau=[0:10:Ntime];
h=2; %i para decir si quiero representar temperaturas (i=1) o
psi (i=2) o velocidades vx, vz (i=3)

for n=1:Ntime

t=n*dt;

n
% Forma matriz Bt y vector btheta de las notas y se modifican
con condiciones de contorno

NLP(1:Nt,1)=(Dx*psinml) .* (DzDL*psinml) -
(Dz*psinml) .* (DxDL*psinml) ;

NLT (1:Nt,1)=(Dx*psinml) .* (Dz*thetanml) -
(Dz*psinml) .* (Dx*thetanml) ;

bpsi=(DL*psinml+NLP*dt) .*FBCpsi;

sTHthetanml=s+TH+thetanml;

sTHthetanml 2=sTHthetanml.*sTHthetanml;

sTHthetanml 3=sTHthetanml 2.*sTHthetanml;
sTHthetanml 4=sTHthetanml 3.*sTHthetanml;

DL 1=DL*spdiags (sTHthetanml 3,0,Nt,Nt);

DL 2=DL* (sTHthetanml 4-4*sTHthetanml 3.*thetanml) ;
Bt=speye (Nt) ~-dtPrRa*DL-4*dtPrRa*Nrc*DL 1;
btheta=thetanml+dtPrRa*DL*TH+dtPrRa*Nrc*DL 2+NLT*dt;

o)

% Condiciones de contorno para Bt
% Horizontales (theta impuesta)
for i=1:Nx
% inferior
I=(i-1) *Nz+1; Bt (I, :)=0; Bt (I,I)=1; FBCt(I,1)
% superior
I=(i-1) *Nz+Nz; Bt(I,:)=0; Bt (I,I)=1; FBCt (I, 1)
end
% Verticales (paredes adiabaticas)
for j=2:Nz-1
%$izquierdo
I=(1-1) *Nz+j; Bt (I, :)=Dx(I,:); FBCt(I,1)=0;
%derecho
I=(Nx-1) *Nz+7j; Bt (I, :)=Dx(I,:); FBCt (I, 1)
end

0;

0;

0;

sResuelve para theta* n (se suprimen asteriscos en theta*) y
pinta
%subplots

btheta=FBCt.*btheta; %FBCt esta definido en las condiciones
de contorno de arriba

Asyst=[Apsi,At;Bpsi,Bt]; b=[bpsi; btheta];

sol=Asyst\b;

psi(l:Nt,1l)=so0l(1:Nt,1); theta(l:Nt,1l)=sol (Nt+1l:2*Nt,1);

for j=1:Nz

xmat (1:Nx, j)=xch (1:Nx) ;
zmat (1:Nx,j)=zch(3j);
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psimat (1:Nx,j)=psi(((1l:Nx)-1)*Nz+3j,1);

Thmat (1:Nx, j)=TH(((1l:Nx)-1)*Nz+j,1); % matriz de Th*

thetamat (1:Nx,j)=theta (((1:Nx)-1)*Nz+j,1); % matriz de
theta*

Tmat (1:Nx,j)=Thmat (1:Nx,j)+ thetamat (1:Nx,3); % matriz
de T*=Th+theta*

end
if h==3 %Vector de velocidades v=(vx,vz)
psimat=psimat’;
for j=2:Nz
vx(j,:)=(psimat (j, :)-psimat (j-1,:))/(zch(j)-zch(j-
1))
end
for j=2:Nx
vz (:,])=-(psimat(:,J)-psimat(:,Jj-1))/(xch(j)-xch(j-
1))
end
vx(1l,:)=0; vx(Nz, :)=0;
vz (:,1)=0; vz (:,Nx)=0;
end

for k=1l:length (vntau)
if n==vntau (k)
if h==
subplot(2,2,1)% 1fila 2 col y este es el subplot

1
contour (X, Z, Tmat"', 'linewidth', 1)
title('Isocontornos T"*') &% T*=Th*+theta*
xlabel ('X'"); ylabel('Z")
subplot (2,2,2)
contour (X, Z, thetamat') % Isocontornos de
thetax*

title('Isocontornos \theta”*'")

xlabel ("X'"); ylabel('Z")

subplot (2,2, 3)

plot (thetamat (round (Nx/2),:),zch(:),'r")
%$theta* en xch=L/H/2

title('\theta”* en seccidén x=L/2")

xlabel ('\theta”*'); ylabel('Z")

subplot (2,2,4)

plot (Tmat (round (Nx/2),:),zch(:),'r') %
T*=Th*+theta* en xch=L/H/2

hold on

plot (Thmat (round (Nx/2),:),zch(:),'* b') $ Th* en
xch=L/H/2

title ('Temperatura T h”* en seccidén x=L/2"')

xlabel ('T h**'"); ylabel('Z")

axis([-1 0 0 11])

pause (0.01)
hold off
elseif h==

contour (X, Z,psimat', 'linewidth', 1)
title ('FUNCION DE CORRIENTE ')
xlabel ('X"); ylabel ('Z")
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hold off
pause (0.01)
elseif h==

scale=0.5;
quiver (X, 7z, vx, vz, scale)
title ('CAMPO DE VELOCIDADES'")
xlabel ('X'"); ylabel ('Z")
axis ([0 xmax 0 zmax])
hold off
pause (0.01)
end
end
end
% Pasa al instante siguiente
thetanml=theta; psinml=psi;

a=xmax/zmax; thetamat=thetamat'; Thmat=Thmat';
DthetaDeta= (thetamat (2, :)-thetamat (1, :))/ (zch(2)-zch(1l)):;
DThDeta= (Thmat (2,1) -Thmat (1,1))/ (zch(2)-zch (1)) ;
F=DthetaDeta+DThDeta;
Nu (n) =trapz (xch, F)/(a*DThDeta) ;

end

figure

plot([1l:n]*dt, Nu)

function [Th]=Thydrostatic(s, Nrc, Nz, Lpz) S$Th*

D2z=Lpz*Lpz;
% Condiciones de contorno:
Thetal=0; Theta2=-1;
% Intervalo de tiempo y numero de instantes a avanzar
dt=0.001; Ntime=1000;
% Valor inicial de Theta (puede ser cualquiera, va al
estacionario Th de todas formas)
Thetanml (1:Nz, 1)=Thetal;
% Avance en el tiempo
for n=1:Ntime
t=n*dt;
% Forma matriz A y vector de términos independientes b a partir
de D2z y valores e tnml:
sThetanml=s+Thetanml;
sThetanml2=sThetanml.*sThetanml;
sThetanml3=sThetanml?2.*sThetanml;
sThetanml4=sThetanml3.*sThetanml;
A=speye (Nz) -dt*D2z-4*dt*Nrc*D2z*spdiags (sThetanml3, 0,Nz,Nz) ;
b=Thetanml+dt*Nrc*D2z* (sThetanml4-4*sThetanml3.*Thetanml) ;
% Boundary conditions
A(l,:)=0; A(1,1)=1;
A(Nz,:)=0; A(Nz,Nz)=1;
b(l,1)=Thetal; b(Nz,1l)=ThetaZ2;

39



3 Método numérico de resolucién

Thetan=A\b;
if max (abs (Thetan-Thetanml)) <107-12
break, % Entonces ya consideramos alcanzado el

estacionario y tenemos Th

end

Thetanml=Thetan;
end
Th(1:Nz,1l)=Thetan; $ Esta es Th* (en programa hemos quitado
asteriscos a todas las variables de las notas)

end
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4 RESULTADOS NUMERICOS

En este capitulo se va a mostrar numéricamente los resultados que se obtienen al aplicar
los conceptos explicados en capitulos anteriores. Se han elaborado unos ficheros
MATLAB implementando las caracteristicas del problema de conveccion natural
controlando el nivel de radiacién térmica para el caso de un recinto rectangular.
Ejecutando el cddigo, se puede llegar a estudiar las propiedades del sistema fluido y que
se ensefiaran a continuacion.

4.1 Conveccion de Rayleigh-Bénard sin radiacion

4.1.1 Numero de Rayleigh critico

Se supone un sistema con un fluido en reposo. Para conseguir estudiar el problema sin
radiacion basta con igualar N,.. = 0. Si al aplicar una perturbacion inicial en y* (6* no se
ha perturbado inicialmente por lo que toma valor nulo en t*=0), el fluido recupera su
estado de equilibrio amortiguando los efectos de la perturbacion, se considerara estable.
En cambio, si experimenta variaciones y no tiende al equilibrio, se considera inestable.
Estos sucesos dependen de un parametro que se ha visto en anteriores capitulos: el nUmero
de Rayleigh Ra. Si se analiza el problema tomando Ra distintos valores, se observara que
existe un valor (Ra.) que limita la estabilidad del problema, es decir, separa el intervalo
de manera que para Ra <Ra, el sistema es estable y para Ra > Ra,. se inestabiliza.

Se va a observar el caso de un recinto rectangular con relacion de aspecto
A=X0x/Zmax=2. El fluido de esta simulacion sera aire, con Pr=0.733, con un mallado
de 900 nodos con N,=30, N,,=30.

Comenzando con Ra=1000 se obtienen unas distribuciones de T* y ¥* junto con el campo
de velocidades en distintos instantes de tiempo:

FUNCION DE CORRIENTE < 107

0.7 / - N\
|ll A
0.8 f "-I 1.5
1
N 0.5 | |
[ |
| | |
0.4 | 1
\ /f;
0.3 \, P ’

Figura 4.1 Funcion de corriente para Ra=1000, t*=13
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CAMPO DE TEMPERATURA
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Figura 4.4 Funcidn de corriente para Ra=1000, t*=80
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CAMPO DE TEMPERATURA
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Figura 4.5 Distribucion de temperaturas para Ra=1000, t*=80

Para este caso se puede observar que a medida que transcurre el tiempo, la evolucion de
la funcién de corriente y el campo de temperaturas es estable, ya que la perturbacién
inicial que se ha introducido se ha amortiguado. Este resultado se ve reflejado en las
figuras anteriores, en las que la funcion P* se representa mediante unas lineas de contorno
cuya diferencia de valores entre ellos va reduciéndose en el tiempo, hasta que el fluido
alcanza un estado de reposo. En cuanto al campo de T*, a lo largo del tiempo, no varia su
distribucion, manteniendo las lineas horizontales y una variacion uniforme de
temperaturas en direccion z. Por lo que se puede afirmar que el niumero de Rayleigh
critico es superior a 1000.

Se va a representar las graficas analogas para Ra=4000
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Figura 4.6 Funcion de corriente para Ra=4000, t*=40
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Figura 4.7 Distribucion de temperaturas para Ra=4000, t*=40
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Las figuras anteriores muestran la evolucion del fluido para Ra elevado. Se deduce que,
segun la funcion de corriente, en instantes de tiempo posteriores a la transicion, el fluido
asciende por la linea central de la cavidad, llegando al tope superior y se mueve hacia las
paredes, para posteriormente descender y completar el circuito convectivo (se forman 2
células de conveccion térmica). Este proceso es estacionario y el fluido permanece en
movimiento. Se recuerda que este paso a la inestabilidad en forma del fendmeno de
conveccion se debe a la perturbacion inicial y a otros parametros que involucra Ra. Es
interesante ver el campo de temperaturas ya que se percibe como el aire calido ascendente
calienta las zonas centrales y su entorno, mientras que, al enfriarse, se vuelve mas denso
y provoca su descenso sobre las paredes del recinto, cerrando el circuito ya mencionado.

Para ver con mayor claridad la evolucion de este proceso, se ensefian imagenes en
distintos instantes de tiempo:
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CAMPO DE TEMPERATURA
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Se puede apreciar la transicion al nuevo estado, que llega en el instante t*=55. En la
grafica de ¥*, se van formando las 2 celdas de conveccion, mientras que para las T*, se
van curvando las lineas isotermas cobrando la forma de una montafia, representando el
ascenso del aire mas calido por el centro del recinto.

Después de observar el comportamiento en los casos extremos, llega el momento de
buscar el valor limite de Ra que separa los 2 regimenes de estabilidad e inestabilidad que
da lugar a la conveccion térmica. En situaciones estables la transferencia de calor se
produce principalmente mediante el mecanismo de conduccion, mientras que en
presencia de inestabilidad se realiza por conveccion. Para determinar este Ra, se procede
a un proceso de tanteo consistente en juzgar el Ra que se trate de la siguiente manera: si
el movimiento del fluido es amortiguado, hay que elevar Ra, en cambio, si el fluido
permanece en movimiento tras un largo periodo de tiempo (t*=3000) , hay que reducir
Ra. Siguiendo este método sencillo, se ha deducido que Ra, es aproximadamente 2013,
a partir del cual el sistema se encuentra en un estado estacionario asi:
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Figuras 4.10 Estado estacionario del sistema para Ra=2013

En las figuras anteriores, se representan los estados que cobra el sistema fluido durante
practicamente todo el periodo de simulacién, por lo que se puede suponer que es
estacionario. Se puede notar en las células convectivas, que el hecho de que las curvas
de nivel permanecen fijas implica que la variacion de velocidades es aproximadamente
nula con el tiempo, por lo que existe un equilibrio que es casi inestable. Para Ra menores
ocurria que se llegaba al equilibrio estable (el flujo es amortiguado y las células se
contraian). Mientras que para Ra mayores el sistema contenia aceleraciones que impedian
la estacionareidad (las células se expandian).
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4.1.2 Relaciones de aspecto y Ra,

En este apartado se tiene como objetivo estudiar las variaciones de Ra, frente a la relacion
de aspecto de la cavidad, A. El procedimiento es andlogo al mostrado en el previo
subapartado consistente en probar valores y seguir un criterio para seguir convergiendo
en la busqueda del Ra,.

Se procede a realizar un barrido de distintas relaciones de aspecto A, teniendo asociada
cada una un valor critico diferente de Ra.

14000 T T T T T T T T T

12000 1

10000 - T

BOOO T

Ra

5000 1

4000 1

2000 -

D 1 1 1 1 1
o 1 2 3 4 5 5] 7 8 9 10

A=L/H
Figura 4.11 Relacién entre Ay Ra,

De esta grafica se ve que en dimensiones estrechas de la cavidad, con A pequefias, se
llega a Ra, bastante grandes, debido a que la separacién entre paredes se ve reducida, y
para que suceda el fendmeno de conveccion natural es necesario mayores incrementos de
temperatura que proporcionen fuerza suficiente al fluido para el movimiento.

En cambio, al aumentar la distancia entre las paredes se observa la reduccion brusca hasta
A cercana a 2 y a partir de ahi, va disminuyendo muy lentamente. En el infinito se puede
predecir el valor de Ra., que equivale a 1708, segun los resultados teoricos. Este es el
valor al que tiende la curva representada, teniendo una asintota horizontal que corta al eje
de ordenadas en dicho Ra,.

4.1.3 Numero de células convectivas

A continuacion, se analiza otra influencia de la variacion de la relacion de aspecto, el
namero de rollos de conveccion. Se observo una peculiaridad adicional al aumentar el
parametro A. Resulta que esto da lugar también a un mayor nimero de celdas convectivas,
y cobra sentido esta observacion ya que al tener mayor espacio entre las paredes verticales
es mas asequible para el fluido formar mas circuitos convectivos, como se muestra en las
figuras posteriores.
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Figura 4.16 Campo de velocidades para A=10, Ra.=1734

Adicionalmente a estas graficas también tenemos el caso de A=2 (estudiado
previamente), en el que se ve la convivencia de 2 circuitos convectivos en el recinto
rectangular.

La conclusion es que al aumentar la dimension horizontal respecto de la vertical es mas
posible que se llegue a un estado de mayor nimero de rollos de conveccion debido a la
facilidad espacial que le proporciona al fluido en movimiento.

4.1.4 Numero de Nusselt

Este parametro es un indicador del aumento de transmision de calor desde la altura de una
superficie (z*=0) sobre la que fluye un fluido, es decir, mide la relevancia que tiene la
conveccidn como transferencia de calor frente a la conduccién pura de calor. La siguiente
expresion define el nmero de Nusselt:
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Nu(z) = —=2220 (4.1)

El numerador se puede obtener si se emplea la distribucion de temperaturas que se explico
en apartados anteriores:

) L -1 96"
. =K — 1 — 4.2
h ( dz ) z=0 . H (l ( = ) z* ={]> 2

El nimero de Nusselt local queda de la siguiente forma, en funcion del gradiente térmico
a la altura de la superficie y de Ra.

o 96 (4.3)
Nule | =1-— dz* ) .,

El calor por unidad de tiempo y de longitud se calcula integrando a lo largo de la placa
inferior lo siguiente

L ] arTr 3 \ A . 6 \

Por otro lado, también se puede obtener el calor en la situacion hidrostatica

.I.l T _ I )
Qpo = [ kB Be — k(1 - 1) @5)
S0

Estos valores al dividirlos daran el Nu promedio de la placa, siendo mas utilizado que el

valor local.
S ), 1 A ( (UE*) )
No — P _ 1— | - dx” (4.6)
Qpo Ay ¥/ =0
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Para este calculo se ha empleado MATLAB aprovechando los resultados del programa
de conveccion, y dada la distribucion de T*, se puede calcular la integral mediante el
método de los trapecios.

Nu

0.5 1 1.5 2 2.5 3
Ra.-fRaB

Figura 4.17 N2 Nusselt medio para el caso de A=2, con Ra.=2013

Si se calcula una correlacién aproximada para este caso de conveccion natural con el
rango de Ra que se ha empleado hay varias formas de expresarlo:

- R .64 (47)
Nu = 0.0086 Ra"* : Nu = 1.12 ( “)

Ra,

El nimero de Nusselt es independiente de Pr como se puede observar en las deducciones
anteriores y en experimentos de estas condiciones como hicieron en su 1974 Koschmieder
y Pallas llegando a los resultados que se muestran:

1 Foocoooo O oo

1 2 a
Ra'Racr

Figura 4.18 N2 Nusselt medio de las pruebas experimentales de Koschmieder y
Pallas de 1974 con aceites de silicona demostrando la existencia de un Ra, a
partir del cual la funcion de Nu empieza a crecer, siendo antes Nu=1
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4.1.5 Tiempo estacionario

En el problema de conveccion de Rayleigh-Bénard se ha observado que tras un periodo
de tiempo de evolucidn a partir del estado inicial (perturbacion), se produce una transicién
hacia un nuevo estado en el que se forman células convectivas, en caso de superar el Ra,
para una relacién de aspecto dado.

Se analiza el caso de A=2, para el que se va a escoger un Ra=3000 y se representa la
evolucion de Nu a lo largo del tiempo de simulacién, llegdndose a ver el paso desde un
Nu inicial a un valor correspondiente al estacionario. Para esta configuracion se obtiene
un tiempo estacionario t,* =113.

1.5 T T T T T T T T T

145

141 1

13+t _
= 1.25¢f .

12 4

11r N

1.05 1

1 ) ) . 1 L 1 L L 1
0 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200

llr

Figura 4.19 N@ Nusselt medio en funcion del tiempo para el
caso de A=2, con Ra.=3000

En la siguiente figura se muestra el resultado de la variacion de este tiempo estacionario
al variar Ra si permanece constante A=2 del recinto.

120

110

100

90

70

60

50

40 L L L 1 L T
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Figura 4.20 Tiempo de alcance estacionario en funcion de Ra con A=2
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4 Resultados numéricos

Se puede deducir que a medida que aumenta Ra, la intensidad de conveccién es mayor,
por lo que se alcanza antes la formacion de los rollos de conveccion y menor es el tiempo
de alcance estacionario. Ademas, cuanto mas se acera Ra al valor critico, se ve que el
valor del tiempo tiende a infinito.

4.2 Conveccion de Rayleigh-Bénard con radiacion

Se procede al estudio del caso de conveccion natural considerando la radiacién y cuyo
modelo e inclusion se han detallado en otros capitulos. En este anélisis el pardmetro de
radiacion — conveccion N,. va a tomar valores distintos a 0 y se podran observar los
efectos que implica la presencia de radiacion en este problema.

4.2.1 Numero de Rayleigh critico seglin N,..

Se decide emplear un mallado menos fino que en el caso sencillo sin radiacion debido a
la complejidad y lentitud que conlleva la resolucion del problema. Los resultados que se
obtienen son bastante razonables comparados con el mallado anterior. Es por ello que se
elige que N, = 20, N, = 20, es decir, unos 400 nodos.

En este apartado se decide escoger un recinto nominal de A=L/H=2, que contiene un
fluido que serd el aire con Pr=0.733. Las paredes inferior y superior tienen una relacion
de temperaturas que es de T, /T; = 0.5 . En este caso si habra perturbacion inicial en y*
y 0* (los que aparecen en el capitulo anterior y en el c6digo). Se empezara por mostrar la
evolucion de un caso con N,. = 1. Se ha visto que el Ra, = 4.5 * 10* , es decir, que a
partir de este valor se alcanza la conveccion por inestabilidad.
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Figura 4.21 Evolucién de W y temperaturas con N,.. para Ra,=4.5 x 10*

El procedimiento para encontrar Ra, ha sido idéntico al del caso sin radiacion. En cuanto
a la funcién de corriente se ha partido de la perturbacion inicial en la que se forman mas
de 2 células pequefias y con el tiempo se ha llegado a las 2 celdas de conveccién
caracteristicas de la configuracion. Se debe tener en cuenta que al afiadir una perturbacién
térmica inicial no se parte de las mismas condiciones de estado que en el caso sencillo sin
radiacion en el que se anuld la perturbacion en 6* y solo se le aplico a la funcién de
corriente. A pesar de ello se llega a la misma configuracion estacionaria con la circulacién

del fluido formando rollos convectivos.

Se ha representado caracteristicas méas detalladas en cuanto a temperaturas. Entre ellas se
puede observar la evolucion de 0*, que al estar proximo a la situacion estable, se ve como
se amortigua con el tiempo (se ve mas claro en la linea roja que es el perfil de 6* en la
seccién media del recinto). Ademas, si esto sucede, eso quiere decir que el perfil de
variacion de temperaturas T* tiende a la distribucion de equilibrio hidrostatica T;,*, con
lo que es otro indicador que puede avisar de la transicion a la inestabilidad en el problema.
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En cada grafica hay en la esquina inferior derecha una linea roja que representa
T*=T,*+0* y un conjunto de asteriscos azules que forman la distribucion de T,*. Esas
temperaturas se corresponden con las de la seccion media del recinto, es decir, para x=L/2.

A continuacion, se muestran ejemplos de casos inestables, por lo que se eleva a Ra méas

elevados.
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Figuras 4.22 Distribucion de W, T* en estado estacionario para N, = 1

En la situacion inestable se puede notar como 0* va aumentando su magnitud hasta que
alcanza valores apreciables frente a los del equilibrio. Por otra parte, se llega a una
distribucion de lineas isotermas de T* que comparte un parecido con la que se mostrd
para el caso sencillo sin radiacién.

Lo que se deduce de estas graficas y resultados es que la radiacion contribuye a la
estabilidad del problema, con lo cual, se hace mas dificil alcanzar el estado inestable. Es
por ello que salen Ra criticos bastante mayores comparados con el caso sin radiacion. Se
necesita de mayor energia para poder perturbar lo suficiente el fluido y de esa forma
conseguir una circulacion con células de conveccion.
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Hay una idea que se puede deducir y que ya se preveia al analizar estas graficas. Resulta
que hay 2 tendencias:

e La conveccidn tiene la intencion de mezclar los perfiles de temperaturas de tal
forma que se homogeneiza la distribucion en cada seccion. Por ejemplo, en la
seccion media hay un tramo hasta z* ~ 0.7 en el que T* posee una pendiente mas
vertical y esto es debido a la existencia de la conveccion. Este detalle se ve al
aumentar Ra (hay mayor intensidad de conveccion) ya que cada vez este tramo es
mas vertical y el médximo de 0* también sube. La conveccion tiene una propiedad
homogeneizadora.

e Por otro lado, la radiacion tiende a hacer lo opuesto a lo anterior. La transferencia
de calor por radiacion consigue disminuir el movimiento del fluido, por lo que la
conveccion influye cada vez menos (mezcla menos relevante) al aumentar N,.. y
la temperatura T* se aproxima mas a la distribucion de equilibrio T,*. La
radiacion posee un caracter estabilizador por lo que los Ra,. son mayores.

Estos resultados se han obtenido para el caso particular de N,. = 1, pero se puede probar
a analizar la influencia de este pardmetro de forma mas globalizada. Para ello se han
conservado las propiedades geométricas del recinto (la relacion de aspecto A=2) y se ha
analizado la variacion de Ra,. frente a N,.. llegando al siguiente resultado.

1"

Iogm(Rac)

log 1 D(Nrc)

Figura 4.23 Ra critico en funcion de N,. en escala logaritmica
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N;c Ra,
0 2013
0.5 2.3 * 10*
1 4.5 % 10*
10 4.45 = 10°
30 1.35 % 10°
300 1.35 * 107
3 %103 1.35 = 108
3 % 10% 1.35 * 10°
3% 10° 1.35 % 101°

Se ha incluido una tabla con los valores necesarios y se han representado en una gréafica
con escala logaritmica para mejor comprension visual.

La idea que se obtiene de este proceso, es que al aumentar el nivel de radiacion presente
en el movimiento del fluido influye bastante a la estabilidad fortaleciéndola y dificultando
que los efectos de las perturbaciones iniciales sean relevantes a lo largo del tiempo.
Comparando con los resultados sacados de la literatura se puede ver que los resultados
son similares. Se adjunta una gréfica sacada de un articulo de un estudio meteorolégico
que trata sobre la transferencia de radiacion en la conveccién por celdas. En ella se
muestra los efectos de varios parametros en el Ra.. Estos parametros son A (para valores
grandes se llega a la aproximacion opaca, que es la que nos interesa) y  (parametro
similar al de radiacion-conveccion pero de distinta magnitud).

Se ha obtenido una relacion entre y y N,.. de la siguiente forma:

16Ty OV (T -T) 4Ny Y (1—6h)*
C3Bpea K (T =T (1- (/T 7 4 X (4.8)

X
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Figura 4.24 N° Ra critico para varios A, x segun los resultados
computacionales de R. M. Goody realizados en 1956

4.2.2 Relaciéon de aspecto y Ra,

El parametro A, tal y como se analiz6 en apartados anteriores, influye en el nimero de
celdas convectivas y en el Ra.. Se representa el caso de conveccion con N, =1y
Ra=6 * 10> (bastante superior al valor critico de inestabilidad) en un recinto con
proporciones de A=3.

Analogamente al caso sencillo sin radiacion, el aumento de A da lugar a nuevas formas
de conveccion (se observan 3 células de conveccion que se forman con el tiempo) como
se puede ver reflejados en la figura posterior:
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Figura 4.25 Estado estacionario para el caso de A=3 con radiacion

Al tratarse de un caso inestable, 6* no se atenuia con el tiempo, sino que hace lo opuesto
y crece en magnitud hasta alcanzar valores apreciables que se notaran en la distribucion
de temperaturas T*. Ademas se puede observar el efecto de la conveccién al
homogeneizar las temperaturas con z* (la curva roja de la esquina inferior derecha se
verticaliza ligeramente) al aplicar Ra bastante mas alto que el valor critico. Se cumple la
idea a la que se lleg6 anteriormente al ver que se forma un mayor ndmero de circuitos de
conveccion al aumentar la dimension horizontal de la cavidad ya que de esta forma existe
mas espacio para que se favorezca el desarrollo de estos rollos.

En este apartado se realizard un procedimiento similar al que se ejecut6 en el apartado
anterior pero se afiade otra variable dependiente que es N,... Se muestran a continuacion
unas graficas en las que se ve la relacién entre A'y Ra critico para 2 valores de N,...

%107
25F ]

15T 1

Ra

Figura 4.26 Funcion de Ra_ frente a A para N,.=1. Tiene
asintota horizontal en torno a Ra, = 4.5 * 10*
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« 108

Ra

0 1 2 3 L 5 6 7 B 9 10

Figura 4.27 Funcidn de Ra, frente a A para N,..=10. Tiene
asintota horizontal en torno a Ra, = 4.5 = 10°

Adicionalmente a estas figuras también se puede ver en apartados previos esta funcion
para N,..=0, que se corresponde con el caso de conveccidn libre sin radiacion. La idea que
se obtiene de estas graficas es que a medida que se aumenta la distancia que separa las
paredes verticales de la cavidad, el fluido tiene mas facilidad para desestabilizarse y
formar circuitos convectivos mientras que para recintos estrechos es mas complicado y
se requiere de Ra mas altos para llegar a mover el fluido debido a la gran influencia de la
condicion de rigidez en las paredes del contorno que se encuentran a poca distancia.

También se puede apreciar que el aumento de N,.. favorece a la estabilidad en el recinto
y se dificulta la aparicién de inestabilidades en la circulacion del aire.

4.2.3 Numero de Nusselt

Para este apartado se calculard primero la férmula para Nu promedio, que indica la
importancia relativa entre la transferencia de calor desde la altura de una superficie
caliente (la inferior a T;) cuando se produce la conveccion con radiacién del fluido en el
recinto y en la situacién de equilibrio donde no hay movimiento fluido.

— (K + CT:ij%)::ﬂ

Nu(z) = PR & (4.9)
N (S DS
Esta es la definicion de la que se parte y a partir de ahi se obtiene el Nu local
fdT T -1 0 .
K () A E e e
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__lr'i (d: ) » = __lr.!L H d ].r'r! |pl|—{l
aTs iR
(ﬁ + %) . (4.12)
Nu = =

aT;
i ] 1 =

Lo siguiente sera obtener el Nu promedio usando las siguientes expresiones para obtener
los calores transferidos desde z*=n=0 por unidad de tiempo y longitud

L . 0T : oty op
Q, = f ([I{ + CT'!].—) dr = —L{H—C‘T!]L{TJ—E]/ ( by —) de*  (4.13
21‘ i} d: =0 ! {I df]f dili =0 ( )

L O\ N \ 0T (n)
(2}]0 = / — (I\f-h' T CTIsJ r ) “rii: = —[IKP—CTITJ[I] _TEJ\/‘ ( }Jr ) {]r;if*
0 0z ) g 0 o /e (4.14)

N JT,
(K +CT{)(T1 -T)A ( “)
dn

— @, 1 /*“ (01’? 09*)
Nu P _ — daz* (4.15)
(I.J}J 04 (ﬂm) {_ 0 dyp  dn ),y
n=u

a7

Con esta férmula se puede implementar en el cddigo de conveccion natural con radiacion
tras obtener la distribucion de 6* y con la T,* que ya era conocido.

En primer lugar, se representan curvas de Nu en funcién de Ra para varios valores de N,..
para una relacion de temperaturas de T, /T; = 0.5y A=2

227r

1871

16

Mu

14T

121

08 E 1
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
RafRac

Figura 4.28 Funcion de Nu frente a Ra para varios N,.. con T, /T; = 0.5
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El Ra, para estos valores de N,.. utilizados son:

Nc Ra,

0 2013

1 4.5 % 10*
10 4.45 % 10°

El aumento del pardmetro de radiacion-conveccion reduce el crecimiento de Nu cuando
se eleva Ra. La radiacion colabora en la estabilidad dentro del movimiento fluido y las
temperaturas en el recinto se aproximan cada vez mas a las de equilibrio. Este efecto es
superior al de la tendencia de Ra a aumentar Nu (para N,. elevados) con las altas
intensidades de conveccién como se puede apreciar en la figura anterior.

Se decide ver adicionalmente la influencia de la relacion entre las temperaturas de la pared
superior e inferior fijando N,.. = 1.

187

MNu

14

1.2

1 ; i L I 1
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Ra/Ra_
Figura 4.29 Funcidn de Nu frente a Ra para varios T, /T; con N,.. = 1

Los Ra criticos que se han usado para este N..=1 segun las temperaturas son:

T, /Ty Ra,
0.5 4.5 10*
0.7 2.2 x10°
0.8 7.9 * 10°
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De la grafica anterior se saca la conclusion de que al acercar los valores de temperaturas
de paredes entre si (al aumentar T, /T;), Nu crece cada vez menos al aumentar Ra. Esto
sucede debido a que la fuerza que se produce por el gradiente térmico se atentia por lo
que la circulacion se debilita y se complica mantener en movimiento el fluido del recinto
(afecta a 6*). El fendmeno es similar al del caso anterior pero aqui se han modificado la
relacion de temperaturas mientras que en el otro caso se aumento la intensidad de
radiacion.

4.2.4 Tiempo estacionario

Se procede a recopilar los tiempos de alcance al régimen estacionario de la misma forma
que en el caso sin radiacion para un recinto con relacion de aspecto A=2 y con relacion

de temperaturas T, /T; = 0.5 y para distintos valores del parametro N,... El resultado es
el siguiente:

450 T T T T
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Figura 4.30 Funcidn del tiempo estacionario frente a Ra
para varios N,.. con T, /T; = 0.5

También se ha optado por averiguar el efecto al realizar variaciones de temperaturas. Para
este caso N,..=1. Se llega a lo siguiente:

700
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Figura 4.31 Funcidn del tiempo estacionario frente a Ra para
varios T, /T; con N, = 1
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El aspecto de las gréaficas es l6gico ya que al aumentar la intensidad de radiacion tarda
mas tiempo en llegar al régimen estacionario debido a la propiedad estabilizadora que
posee la radiacion. También se menciona que al aumentar la relacion de temperaturas
entre paredes, es decir que se acercan sus valores, se dificulta la progresion hacia un
estado estacionario debido a la poca fuerza por gradiente térmico que se genera en este
recinto.
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5 CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

El objetivo principal de este trabajo ha sido analizar el efecto de la radiacion en el
fendmeno de conveccién natural de Rayleigh-Bénard de un fluido como medio
participativo en un recinto rectangular bidimensional que fluye formando células
convectivas. Se ha considerado las condiciones de paredes verticales adiabaticas y
horizontales con temperaturas impuestas (siendo la inferior la mas caliente), ademas de
ser rigidas.

En el capitulo 2 se planted el escenario del problema. Luego se asimilé una serie de
hipotesis que daban lugar al tratamiento de un problema maés asequible, llegando de esta
forma a la aproximacion de Boussinesq. En primer lugar, se investigo y se planted el
modelo de flujo de calor por radiacion que se obtiene a partir de asumir la aproximacion
optically thick. Lo siguiente es plantear el calculo de las temperaturas de equilibrio del
problema. Luego se formula el problema de conveccion incluyendo el término del flujo
de calor por radiacion mencionado. A partir de ahi se desarrollan las ecuaciones de
Navier-Stokes, Yy se aplica la adimensionalizacion pertinente con la que se llega a las
ecuaciones de Saltzman (aparecen pardmetros como son Pry Ra, con el que se determina
la intensidad de conveccion) con presencia de radiacion. También aparece el parametro
de radiacion-conveccion N,.. con el que se puede manejar la intensidad de radiacion que
se desea considerar.

En el capitulo 3 se elige una metodologia frecuentemente usada para este tipo de estudios
numericos como es el método de colocacién (en el apéndice viene explicado) que trata de
usar las funciones interpolantes de Lagrange para adaptar las ecuaciones finales y permitir
implementarlas en unos sencillos codigos de MATLAB con los que se puede proceder a
la resolucion numérica del problema de conveccion natural con radiacion. Se usa un
mallado espacial de la cavidad en nodos que siguen una distribucidn tipica de los nodos
de Chebyshev, mejorando la eficiencia del método. Se discretizan las ecuaciones y se
particularizan para instantes de tiempo determinados para mas tarde organizarlas y formar
un sistema matricial cuya resolucion permite obtener los campos de las variables
incdgnitas, que evolucionan a medida que va pasando el tiempo de simulacion.

Finalmente, en el capitulo 4 se muestran los resultados que se obtienen tras realizar
simulaciones con los cédigos planteados. Se van a tratar varias configuraciones (variando
Ra, A, N,., T,/T; , etc.) para realizar varios objetivos: encontrar un valor critico de Ra
que limita la conveccién de forma estable e inestable, el calculo del nimero de Nusselt
que describe la importancia de la conveccion y radiacion en la transferencia de calor a la
altura del contorno inferior frente a la situacion de equilibrio, describir la influencia de la
relacion de aspecto del recinto en Ra, y en el numero de células de conveccién que se
forman, los tiempos de alcance del régimen estacionario. En primer lugar, se comprob6
los resultados para el caso sencillo sin radiacién y si se realizan comparativas con otros
trabajos que tratan sobre este caso sencillo, se deduce que estos resultados son buenos.
Por otro lado, se ha observado que la presencia de la radiacion en el problema afiade una
estabilizacion al movimiento del fluido que dificulta, en general, la circulacién y es por
ello que Ra, llega a valores mas elevados para conseguir llegar a la inestabilidad. En
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5 Conclusiones y lineas futuras

cuanto al Nu, se puede deducir que la influencia de 6* es cada vez menor ya que se
amortigua con el aumento de N,.. , por lo que Nu decrece. También se observo que al
aumentar A, el valor critico de Ra se reduce porque al haber mas espacio el fluido tiene
mas libertad para formar los rollos convectivos y en mayor cantidad. Por Gltimo, en
referencia a los tiempos estacionarios, se aprecia un aumento considerable al elevar la
intensidad de radiacion o también al aumentar T, /T;.

Existe una gran cantidad de posibles trabajos destinados a realizarse en el futuro. Uno de
ellos puede ser la extension a un problema tridimensional ya sea en una cavidad con
seccion rectangular o circular u otras caracteristicas geométricas. Otro ejercicio podria
ser aplicar la aproximacion opuesta a la de un medio opaco: optically thin o transparente.
El problema con otras condiciones de contorno en las paredes del recinto también es una
interesante opcion. Por otra parte, se puede plantear un régimen turbulento en el problema
de conveccidn natural por lo que habria que aplicar unos valores muy altos de Ra. Un
trabajo interesante seria generalizar este estudio para analizar el comportamiento en la
estructura interna de una estrella como puede ser el Sol. En las estrellas es perfectamente
aplicable la aproximacion opaca, por lo que se podria realizar un andlisis a gran escala
para ver como fluye la energia en el interior de las estrellas mediante conveccion y
radiacion.
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Apéndice

APENDICE

A. Método de colocacion para problemas con una variable mediante
interpolantes de Lagrange

En este apartado se va a explicar la metodologia que se empleara para la resolucion
numérica de las ecuaciones de la conveccién natural de Rayleigh-Bénard con radiacion.
Se le denomina el método de colocacion. Este método consiste en expresar las incognitas
como combinaciones lineales de funciones conocidas, que pueden ser obtenidas con el
método de Lagrange.

Se considera una funcion f(x) como incognita, de la cual conocemos N valores f1, f5 ... fx
asociados a N puntos que pertenecen a un intervalo [a,b], tal que a= x; < x, <... <xy_;
<xy=b.

Se introduce unos polinomios interpolantes de Lagrange tal que:

N
Li(z) = H i i=1....N (A1)
. S — Iy
J=Lj# :
Esta expresion tiene la siguiente propiedad 1L [.a-j_] =44 3 Vi, j=1..N

La derivada de esta funcion L;(x) se calcula de la siguiente forma:

N

L'i(.x)—z(x X1) oo (X = Xjog ) (X = Xjgq) oo (X = Xpe_g ) (X = Xpeyq) oo (X — Xp) (A2)

(X = X1) o (%5 = Xj— ) (X = Xjgq) - (%) — Xp)

k=1

De esta forma el polinomio de Lagrange se expresa como:
N
plz) = Z fiLi(x) coincidiendo con f(x) en los puntos x;
1=1

A partir de este polinomio se puede tener la funcion de la derivada de f(x) en los nodos
Xi

N
.}F}IZ-E'E'.]J = Z.f:j-['jj‘ I:-E'z'] — f_; = L}J'f (A3)
j=1
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La matriz L, se determina calculando las derivadas de las funciones Li(x). Analogamente
se puede obtener la funcion de la derivada segunda:

f" = (L, f)' = L,(L,.f) = L. f (A.4)

En cuanto a la eleccidn de los nodos para la funcion incognita, se han de escoger unos
puntos, que a priori parecen arbitrarios, pero es importante la eleccion adecuada de estos
nodos para lograr una buena aproximacion de f(x). Si no se hace esto bien se llegara a
observar que existe una desviacion considerable entre la funcion calculaday la real en los
puntos no pertenecientes a los nodos.

Pues segun un investigador Ilamado Chebyshev, la eleccion optima de los nodos debe
coincidir con los ceros del polinomio, que vienen definidos por esta formula:

a+b a—2b m(i—1)
o 0 g | A5
. f.m[N_J (A5)
Z T T T T T T T T T
funcian

2 nodos equiespaciados

15l polinomio interpolante ||

*  nodos chebyshey

polinomio interpolante

L

—DE 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -04  -06 -04 -02 1] n.z 04 0.6 0. 1

Figura A.1 Polinomios con diferentes elecciones de nodos
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B. Método de colocacion para problemas bidimensionales mediante
interpolantes de Lagrange

En este apartado se va a centrar en nuestro caso, que se trata de un problema en un recinto
rectangular bidimensional. Es necesario extender el método de aplicacion anteriormente
visto a 2 variables independientes X, z.

En las ecuaciones de Saltzman aparecen derivadas de primer orden, de segundo
(laplaciano) y de cuarto orden (biarmdnica), por lo que se vera una manera de tratarlas
para obtener la solucion. Se supone una funcion con 2 variables ¢=¢(x, z), definida en
una cavidad rectangular tal que 0 < x < L y0 < z < H. Se tiene un conjunto de N, X N,
nodos: { (x;, Z,,) : m=1.... N,, n=1....N, }.

N: N,

N,
‘-'JI:-E': :) = Z L.rm I:-i'j ‘-ﬂ:-i'ar!: :) = Z Z L.rm I:-E'.] L:FI'::.]-I ‘-ﬂ:-i'ar!: :FI.:I (B-l)

m=1 N=1n=1

©(x,, , Z,) representa el valor de la funcion ¢ en los nodos (x,, , z,,), mientras que L., (x),
L,,(2) son las funciones interpolantes en las variables X, z.

N N.
; xr —r; ) > — .
Lym(z) = H — L.n(2) = % (B.2)
e

Ly I — @y - :
j=1,j#m J j=Lji#n

Las expresiones para las derivadas parciales con respecto a x, z de la funcion ¢ son:

N, N
Hih - z ) . .
Wy = E = Z Z Lj—;” Iuil.] Loy I\.:.]'I O Ty :nj (B.3)

m=1 n=1

. N, N,
(lh = ) . . B.4
0. = E = NZI ; L.rm Iuil.] Lj:”'n.:.]'l O Ty :nj ( )

La eleccién de los nodos en el caso bidimensional es muy relevante. Por lo tanto, se
escogen los nodos de Chebyshev en la direccion X, z:

Tinar Tmin Linin Tinar o (2 — l.]”_
+ Cos
2

-2

- - - - (= J_],I"'
“max T snan SR T ST IJ - L)
i = oS .

~] = 3 T

[
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En el siguiente esquema se representa la forma en la que se realiza el mallado de la
cavidad del recinto rectangular del problema de conveccién.

Nz A
Nz_1
J H
3
” 1 5 3 i Nx-1 Nx
g =

L

Figura B.1 Mallado de la cavidad rectangular

Una forma de referirse a un nodo en concreto es usando un vector con dimension
Nr= N, X N, con un indice I tal que (x;,z;)) > 1 = (i —1).N, +j

3 6 9 12

» - » ® A
5 8 11
2 ® P P P H
Z

‘|_ g - & F Y Y

" 1 4 7 10

>

g L

Figura B.2 Ejemplo de enumeracion de nodos para N,=4, N, =3

Los productos de matrices de interpolantes de Lagrange y las derivadas se pueden
expresar en forma de otras matrices D, , D, con dimensiones Ny X Ny.
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DALK) = L, (2) Lan(z) : DL K) = Ly () L () 1 K=1.Ny (B.7)

; T =T

Siendo I = (i —1).N, +j, K = (m —1).N, + n. Ahora se sustituyen las matrices en
las expresiones de las derivadas parciales de o:

o I)=(i—1)N.+j: I=1..Np (B.:8)
Nr Nr
(1) =Y Du(lK) 6(K) : 6:(1) =Y DI, K) 6(K) (B.9)
K=1 K=1
Anélogamente se calculan las derivadas parciales de segundo orden:
Ny Nr
burl) = Y Dall,K) Do(ILK) 6(K)  62(1) = Y Du(1,K) D.(1.K) 6(K) (B.10)
K=1 K=1
Con estas expresiones, se puede obtener la del laplaciano y la biarmonica.
- — — — B.11
V2P = drr + oo = (D2 + D*) . 6 = Lap.¢ (B.11)
V5 = Dmres + 2000 + 0 = (D} +2D2D2 + DY 6 = Laprs  B1D

Lap también es equivalente a DL, como se vera en las expresiones de la memoria.
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