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Capitulo 1

Introduccion

1.1. ;Qué es un medio granular?

Un medio granular es un sistema constituido por un gran numero de
particulas macroscépicas, a las que denominaremos granos. El tamaho de
estos granos puede ir desde el de las particulas de polvo, hasta el de las ro-
cas que forman algunos anillos planetarios. Por tanto, en la expresién medio
granular se encuentran englobados un gran nimero de sistemas. La propiedad
fundamental que caracteriza las colisiones entre las particulas de un sistema
granular es la disipacién de energia, es decir, los granos interaccionan in-
eldsticamente. Asi, en ausencia de una fuerza externa las particulas tienden
al reposo.

Se piensa que muchas de las propiedades de los materiales granulares
tienen su origen en el tamafio macroscopico de los granos, que van a ser
considerados como objetos sélidos cuyos grados internos de libertad no serdn
tenidos en cuenta. Esto tendrd como consecuencia que la temperatura ordi-
naria no juegue ningin papel en el andlisis de la dindmica de estos sistemas.

La gran variedad de sistemas granulares viene dada tanto por el tipo de
particulas que los constituyen como por las interacciones entre ellas que, si
bien de caracter disipativo, pueden ser puramente repulsivas o contener una
parte atractiva. Podemos encontrar sistemas constituidos por granos de difer-
entes tamafos y formas. Estos pueden poseer superficies lisas o rugosas. Y
atendiendo a las interacciones, si éstas son de cardcter puramente repulsivo,
nos encontramos con un medio no cohesivo, en el cual las particulas no tien-
den a permanecer unidas. Si, por el contrario, la interaccién tiene una parte
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Capitulo 1. Introduccion

atractiva, el medio serd cohesivo. Las particulas que constituyen el sisteina
granular estdn inmersas en un medio, y segin sean las interacciones con éste
podemos hablar de medio granular seco o mojado. El medio serd seco cuando
esta interaccién no es relevante. Esto suele ocurrir cuando el medio es el alre
o el sisterna se encuentra en el vacio. Si, por el contrario, las Interacciones
con el medio si condicionan el comportamiento del sistema, nos encontrainos
ante un medio granular mojado.

Existe un interés creciente en el estudio y comprensién de los medios
granulares. Fntender sus propiedades fisicas es de gran importancia, ya que
los medios granulares estdn presentes en muchos fenémenos que tienen lugar
tanto en nuestra vida cotidiana como en procesos industriales [1]. Estédn im-
plicados en multitud de fenémenos geofisicos, geoldgicos y geomorfoldgicos,
como por ejemplo, la formacién de dunas y ondas en la arena, corrimientos
de tierra o avalanchas, y en la propia formacién de los planetas. Por ofro
lado, las propiedades de estos materiales son de enorme importancia en una
gran variedad de industrias, tales como las relacionadas con el transporte
y almacenamiento de cereales. Los granos ejercen sobre las paredes de los
silos enormes tensiones que pueden desembocar en la ruptura de éstos, lo
que conlleva importantes pérdidas econémicas. En las industrias quimicas y
farmacéuticas, gran cantidad de los materiales en bruto y asi como de sus pro-
ductos se manejan en forma granular [2]. El conocimiento de las propiedades
de mezcla y segregacién de estos sistemas es primordial para optimizar el drea
de contacto entre los componentes quiniicos, y consecuentemente la cficicn-
cia de las reacciones quimica. Por otra parte, la segregacién que se produce
en las mezclas granulares es esencial y deseable en los procesos minerales,
pero altamente indeseable en los procesos quimicos y farmacéuticos donde el
objetivo es obtener mezclas uniformes. Mientras que la eficiencia con la que
se procesan actualmente los fluidos moleculares en las industrias es alta, se
estima que dista mucho de lo éptimo en los procesos en los que intervienen
materiales granulares.

Ademads de este interés practico, con evidentes consecuencias econdmicas,
la amplia fenomenologia que presentan estos medios atrae la atencién de los
cientificos al proponer nuevas cuestiones de interés fundamental. Es necesario
un conocimiento bésico del mecanismo fisico subyacente en el comportamien-
to colectivo, tanto estdtico como dindmico, de un medio granular.
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1.2. Fenomenologia

1.2. Fenomenologia

Los medios granulares manifiestan una sorprendente y rica fenomenologia.
Hasta tal punto es esto cierto, que algunos autores han llegado a proponer
que se considere al estado granular como un cuarto estado de la materia, con
identidad propia frente a los tres tradicionales de sélido, liquido o gasesoso
[3].

Existen diversos campos de estudio en los medios granulares. La estatica,
en la que se considera al medio bédsicamente en reposo, y la dindmica, dentro
de la cual podemos distinguir entre flujos lentos, en los que se manifiesta un
comportamiento més parecido al de un liquido, y flujos rdpidos, mas similares
a los gases. Cuando paseamos por la playa, la arena se nos muestra como un
sélido, mientras que en un reloj de arena nos la encontramos fluyendo. Pero,
a pesar de presentar, en cierto modo, comportamientos similares a los sélidos
y a los fluidos, los medios granulares se entienden mucho peor que éstos.

Aunque es actualmente cuando los medios granulares estan centrando la
atencién de un mayor ntmero de investigadores, debido tanto a las cues-
tiones de nivel fundamental que plantean como a sus aplicaciones practicas,
su estudio cientifico tiene una larga historia. Ya en 1773 Charles-Agustin
de Coulomb [4] observé que las propiedades estdticas de los sistemas granu-
lares podian ser explicadas en términos de las propiedades de friccién entre
diferentes capas, obteniéndose una relacién entre el dngulo de reposo de un
mont6n de granos y el coeficiente de friccidn estdtica. Cabe destacar que aun
no se sabe calcular este coeficiente de friccién a partir de las propiedades
mecdnicas de cada grano y de su forma. ‘

Cuando un material granular se somete a una vibracién vertical se puede
observar la formacién de estructuras bien definidas [5]. Las primeras obser-
vaciones de estas estructuras fueron hechas por Chladni (1787) y Michael
Faraday (1831). Dependiendo de las condiciones del experimento, se pueden
observar una gran variedad de estructuras que incluyen bandas, cuadrados
o hexdgonos. En la figura 1.1 se muestran algunos ejemplos obtenidos en los
experimentos realizados por Melo, Umbanhowar y Swinney [6]. El orden en
que se muestra la secuencia corresponde a ir aumentando la amplitud de las
oscilaciones a las que se somete a un sistema granular constituido por esferas
de bronce. Estas estructuras tienen similaridades con las que se observan en
los fluidos normales moleculares cuando se les somete también a oscilaciones
verticales.

Cuando un fluido ordinario se encuentra en presencia de la gravedad
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Capitulo 1. Introduccion

2
»
>

GRS
e e

Figura 1.1: Estructuras obtenidas en la superficie de un medio granular con-
stituido por esferas de bronce, en los experimentos realizados por Melo, Umn-
banhowar y Swinney [6], cuando se le someta a un proceso de vibracion.

sometido a un gradiente de temperatura desarrolla la denominada inestabil-
idad de Rayleigh-Bernard. Esto es debido a que, por un lado, el gradiente de
temperatura tiende a hacer que las particulas suban mientras que, por otro,
la gravedad tiende a llevarlas al fondo del recipiente, origindndose asi rollos
de conveccién. En el caso de un sistema granular vibrado, el gradiente no
viene impuesto del exterior, sino que se genera debido a la propia dindmica
del sistema. El sistema experimenta un aporte de energia por la parte inferior
como consecuencia de la vibracién, y, al ser las colisiones entre los granos in-
eldsticas, se produce una pérdida de energia cinética a medida que los granos
avanzan por el medio. La energia media de los granos decrece a medida que
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1.2. Fenomenologia

aumenta la altura.

Osborne Reynolds fue pionero en estudiar los regimenes turbulentos. En
lo que se refiere a los medios granulares, puso de manifiesto el fenémeno de
la dilatancia {7]. Bajo ciertas condiciones de compacidad y bajo el efecto
de la presién, el volumen de una cierta cantidad de arena es susceptible
de aumentar, al contrario de lo que ocurre normalmente cuando ejercemos
presiéon sobre un material. Eso es lo que sucede cuando, al caminar por la
playa y pisar la arena mojada, ésta se seca: se produce un aumento del
volumen de la arena que pisamos, y el agua puede fluir dentro de los huecos
que se han formado. Para que un medio granular pueda deformarse tiene
que dilatarse primero, ya que es necesario que los huecos existentes sean lo
suficientemente grandes para que los granos puedan deslizarse dentro de estos
huecos, y asi el material pueda modificar su forma.

En otro trabajo clédsico, Janssen [8] establecié que la presién en un silo
vertical no se incrementa linealmente con la profundidad, como sucederia si se
tratase de un fluido ordinario, sino que satura a un cierto valor. Fisicamente
esto significa que parte del peso de los granos estd sostenido por las paredes
verticales laterales debido a la presencia de fuerzas tangenciales. Es éste el
motivo por el que la presién en el compartimento superior de un reloj de arena
no depende de lo lleno que esté, y el ritmo de flujo es, en una muy buena
aproximacién, constante en el tiempo. Esto es contrario a lo que ocurre en un
liquido y es por lo que los relojes de arena se han usado durante siglos. Las
cadenas de fuerza son las responsables, ademds, de muchas otras propiedades
no usuales de los medios granulares. Juegan un papael relevante, por ejemplo,
en el fendmeno de la transmisién del sonido en un medio granular. La arena
se emplea a menudo para absorber la vibracién y/o el sonido. El sonido no
puede propagarse uniformemente a través de ella, sino que viaja a través de
las conexiones poco claras que forman las cadenas de fuerza, separdndose y
reconectandose en varios puntos. Si se inicia una onda sonora en un punto
del material, la sefial transmitida a un segundo punto depende fuertemente
de la distribucién exacta de las particulas en el recipiente.

La segregacién en mezclas granulares compuestas por varios tipos de
particulas es otro de los fendmenos complejos que atrae la atencién de los
fisicos [9-11]. Esta segregacién puede producirse por agitacién o rotacién
del material. En el caso particular de agitacién vertical, los granos de mayor
tamano tienden en general a subir en el medio, mientras que los mas pequenos
se mueven hacia la parte baja del recipiente. Esto sucede aunque todos los
granos posean la misma densidad. Este efecto se conoce como el efecto de las
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Capitulo 1. Introduccién

nueces del Brasil, y debe su nombre a que se observo que, en el transporte de
frutos secos, las nueces del Brasil, que eran las mas grandes, quedaban por
encima de las otras. Recientemente se ha observado el efecto de las nueces
del Brasil inverso, en el que los granos pequernos tienden a moverse hacia la
parte alta del sistema. Generalmente, las particulas de mayor tamano tien-
den a subir bajo condiciones de intensidad de vibracién baja, pero pueden
hundirse si la agitacién es de gran intensidad. La subida o caida depende de
una gran variedad de factores como la frecuencia y la amplitud de vibraciown,
la geometria del contenedor, la relacion entre las densidades y tamanos de
las distintas particulas o la posicién de la particula en el medio.

Otras caracteristicas peculiares de los medios granulares son la aparicion
de fuertes inhomogeneidades en la densidad y la temperatura [12-14], v la
ruptura espontanea de la simetria en sistemas divididos en compartimentos
[15-17] y sin dividir [18-20]. Un fenémeno relacionado con la ruptura de la
simetria y con la formacién de agregados es el efecto del diablillo de Maxwell.
Consideremos un medio granular en el interior de un recipiente que esta di-
vidido en dos mitades mediante un tabique que tiene un agujerc en su parte
baja. Si la amplitud de vibracién es suficientemente grande, los granos se dis-
tribuyen de igual modo en ambos compartimentos. Cuando la amplitud de
vibracién es pequena se produce una asimetria, y uno de los compartimentos
comienza a sobrecargarse de particulas mientras que en el otro quedan sélo
unas pocas. En la medida en la que el recipiente se construya de manera
suficientemente simétrica, el grueso de las particulas cae en un lado o en el
otro indistintamente. Las particulas en el lado menos denso se mueven con
velocidad mucho mayor que las otras. La ruptura espontanea de la simetiia
es un fenoémeno que se ha observado tanto en el caso de presencia como
de ausencia de campo externo, sistemas con mds de dos compartimentos, e
incluso sistemas sin compartimentos.

Como consecuencia de esta amplia variedad de comportamientos, se han
comenzado a establecer paralelismos entre los fenémenos observados en los
medios granulares y los que se producen en sistemas mdas complejos, em-
pledndose como una analogia muy fructifera para describir otros sistemas
con dindmica disipativa. Per Bak y colaboradores [21, 22] observaron que
las avalanchas que se producian en una pila de arena obedecian ciertas
propiedades universales que eran comunes a un gran numero de sistemas
fuera del equilibrio y estaban caracterizadas, entre otras cosas, por leyes de
potencia. Este es el fenémeno de la criticidad autoorganizada. Posteriormente
se mostrd que este sistema, usado como prototipo de criticdad autoorganiza-
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1.3. Flujos granulares rdpidos

da no respondia realmente al esquema tedrico propuesto [23].

1.3. Flujos granulares rapidos

Como hemos comentado, existen diversos campos de estudio en los medios
granulares. Nuestro trabajo va a centrarse en el caso de los flujos granula-
res rapidos, también denominados gases granulares [12], en los que el medio
estd sometido a unas condiciones externas tales que el movimiento de las
particulas o granos puede describirse como una serie de colisiones entre
particulas, separadas por intervalos de tiempo en que el movimiento es libre
o balistico. En este régimen, parece evidente que un método para abordar
su estudio consiste en tratar de extender las técnicas y metodologias de los
gases moleculares ordinarios. Y en efecto, esta via ha sido desarrollada en su
doble vertiente, de una descripcién de tipo campo (Hidrodindmica) [24] y de
una al nivel més fundamental de conjunto de particulas (Teoria Cinética o
Mecénica Estadistica) [25-31]

Una diferencia fundamental entre los fluidos granulares y los ordinarios es
la ausencia de un estado de referencia de equilibrio. En lugar de ello, el estado
homogéneo, sin flujos, correspondiente a un sistema granular que evoluciona
libremente, posee una dependencia temporal debida a la pérdida de energia
en las colisiones. Este es el denominado estado de enfriamiento homogéneo
(HCS) [32, 33] y juega un papel similar en el caso de fluidos con colisiones
ineldsticas que el que juega el estado de equilibrio en los fluidos ordinarios.

En el caso més idealizado, los granos se modelan mediante particulas
esféricas lisas, cuyas interacciones sélo afectan a los grados de libertad trasla-
cionales. El efecto de la inelasticidad se incorpora fcilmente modificando la
regla de colisién binaria, mediante la inclusién del coeficiente de restitucién
normal, que se define como la tasa de velocidad relativa normal que pierden
las particulas en la colisién.

Una descripcién basada en la Mecénica Estadistica puede formularse a
partir de la ecuacién de Liouville del sistema [30, 34]. En el limite de baja
densidad, se puede generalizar el método desarrollado en el caso eldstico
y obtener la ecuacién de Boltzmann ineldstica, que describe la evolucién
temporal de la funcién de distribucién monoparticular. Una cuestién diferente
es el dominio en el espacio de pardmetros de la densidad y el coeficiente de
restitucién en el cual esta ecuacién proporciona realmente una descripcion
adecuada del sistema [35].
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También es posible estudiar, en el limite de baja densidad, las fluctua-
ciones y correlaciones en las posiciones y velocidades de las particulas a través
de las funciones de distribucién asociadas. Se pueden deducir ecuaciones ce-
rradas para las fluctuaciones y las funciones de correlacion, empleando las
mismas aproximaciones que llevan a la ecuacién de Boltzmann [36, 37]. Sin
embargo, mientras que la ccuacién de Boltzmann incldstica y sus implica-
ciones han sido ampliamente estudiadas, se sabe poco de las fluctuaciones y
correlaciones en gases granulares, aunque es evidente que son cruciales para
la comprensién de las propiedades de estos sistemas.

El que los medios granulares presenten un comportamiento dindmico sim-
ilar al de un fluido ha llevado a intentar establecer una teoria hidrodindmica
para estos sistemas. La idea es encontrar algin tipo de descripcién hidrodi-
namica, entendida como un conjunto de ecuaciones cerradas para los campos
hidrodindmicos: densidad, velocidad y temperatura (granular). El concepto
de temperatura granular se introdujo a principio de los afios 80 y se de-
fine desde un punto de vista cinético a través de la varianza de la distribu-
cién de velocidades de los granos. La forma y la validez de la descripcion
hidrodinamica para gases granulares sigue siendo un problema que genera
controversia. Un contexto adecuado en el que tratar el tema de la existencia
de la hidrodindmica para los gases granulares diluidos, la forma de las corve-
spondientes ecuaciones hidrodindmicas y su rango de validez lo proporciona
la ecuacién de Boltzmann ineldstica. Usando una extensién del método de
Chapman-Enskog, se pueden derivar las ecuaciones hidrodindmicas y obtener
expresiones formales para los coeficientes de transporte. Los resultados son,
en principio, validos para valores arbitrarios del coeficiente de restitucion [38].
El hecho de que un sistema sea ineldstico no implica suposiciones o hipotesis
adicionales para la aplicabilidad a un gas granular diluido del método de
Chapman-Enskog mds alld de la existencia de una solucién normal y la de
pequenios gradientes. Las diferencias con los gases normales, esto es, el estado
de referencia y la forma de las ecuaciones constitutivas, es una consecuencia
del método, no una limitacién de este. Los coeficientes de transporte han
sido expresados recientemente como integrales temporales de la correlacién

-de algunas funciones de la velocidad calculadas en el estado de enfriamiento
homogéneo [39, 40]. Estas férmulas son las generalizaciones de las relaciones
de Green-Kubo para gases eldsticos, pero con significativas diferencias que
dificilmente podrian haberse esperado a priori.

Debe indicarse que el método de Chapmann-Enskog y las relaciones de
Green-Kubo presuponen la existencia de hidrodindmica en las escalas es-
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paciales y temporales adecuadas, y por tanto, no afiaden ningtin soporte
fundamental a la validez de una descripcién hidrodindmica para gases granu-
lares. Lo que si se se puede afirmar es que, si las ecuaciones de Navier-Stokes
existen, el método de Chapmann-Enskog nos da su forma explicita.

Un entendimiento més profundo de la estructura de las relaciones de
Green-Kubo y de su validez se sigue del anélisis de la ecuacién de Boltzmann
linealizada, y méas concretamente del espectro del operador asociado [40]. La
existencia de los modos hidrodindmicos ha sido probada mediante el cdlculo
exacto de los autovalores y las autofunciones hidrodindmicas en el limitc
de longitud de onda larga [40]. Su forma hasta el orden de Navier-Stokes se
obtiene por teoria de perturbaciones, encontrandose un completo acuerdo con
los resultados del método de Chapman-Enskog. El punto clave que resta para
establecer la relevancia de la hidrodindmica es si los correspondientes modos
dominan para tiempos y longitudes de onda largos [41, 42}, lo que requiere
que sus autovalores sean los mds pequetios y que estén aislados del resto
del espectro. Los modos hidrodindmicos también determinan la forma de las
fluctuaciones de las cantidades hidrodindmicas en los sistemas granulares.

Una de las caracteristicas fundamentales de los gases granulares, que los
diferencia de los gases ordinarios, es su tendencia a formar agregados de
particulas y vértices de velocidad [12, 13]. Para que se produzcan estas ines-
tabilidades es necesario que el sistema sea de un tamano tal que permita
el desarrollo de excitaciones con longitud de onda larga. Esto significa que,
en general, sélo los sistemas suficientemente pequefios serdn estables. Esta
inestabilidad ha sido identificada en el contexto de la Hidrodindmica y se
ha determinado una expresién para el tamafio critico del sistema, de manera
que para tamahos mayores el sistema se vuelve inestable [38].

1.4. Simulaciéon numérica

Aligual que en otros campos cientificos, se ha producido un aumento cre-
ciente en la utilizacién del ordenador y de su potencia de célculo como medio
para simular sistemas granulares cada vez de mayor tamano y complejidad.
El método de Simulacién Directa de Monte Carlo y el de Dinamica Molecu-
lar son herramientas indispensables para el estudio de los medios granulares,
permitiendo confirmar las predicciones teéricas realizadas.

El método de simulacién directa de Monte Carlo (DSMC) es un método
desarrollado para generar soluciones numeéricas de la ecuacién de Boltzmann

11



Capitulo 1. Introduccion

[43]. El algoritmo ha sido aplicado en numerosas ocasiones para el estudio
de los medios granulares [32, 44]. El punto clave al interpretar los resultados
obtenidos con el método DSMC es que es un método numérico que trata de
reproducir la dindmica efectiva de las particulas en el limite de baja densidad
[35].

La introduccion del método de simulacién conducido por sucesos [45] en
el campo de los gases granulares [12, 46] ha revolucionado las capacidades de
computacién en este campo. Las simulaciones de Dindinica Molecular pro-
porcionan un método para investigar un sistema de particulas al nivel mds
fundamental de descripcion, esto es, siguiendo la dindmica de cada particu-
la. La aplicacién de este método al estudio de los gases granulares presenta
ciertas dificultades en el caso de sistemas no sometidos a la accion de fuerzas
externas. El valor de las velocidades de las particulas va disminuyendo con-
tinuamente debido al cardcter disipativo de las colisiones, y, al tener que
tratarse con cantidades cada vez menores, se pueden originar problemas de
redondeo. Recientemente, se ha introducido un método mediante el cual el
estado de enfriamiento uniforme puede ser transformacdo en un estado estacio-
nario mediante un cambio de variable en la escala temporal [47], elimindndose
as{ los posibles problemas de precisién.

Por otro lado, como hemos comentado, el estado de enfriamiento uni-
forme es inestable con respecto a perturbaciones con longitud de onda grande
[12, 13]. El tamano para el cual el sistema se vuelve inestable depende de
la densidad y de la inelasticidad y la simulacién de estados estables im-
pone ciertas limitaciones en el tamafio del sistema, pudiendo aparecer efec-
tos de tamaiio finito no deseados cuando se trabaja con sistemas demasiacdo
pequenos.

1.5. Objetivos

En este trabajo se estudian distintos aspectos de los medios granulares
secos, no cohesivos y en el régimen de flujos répidos. La existencia de un
tamano del sistema para el cual el estado de referencia, el HCS, se vuelve
inestable, nos ha llevado a estudiar propiedades del sistema para tamarnos
préximos a este tamano critico. Nuestro estudio no se restringird a sistemas
diluidos sino que también consideraremos sistemas con densidad finita.

Maés concretamente, en esta memoria:

= Analizaremos, mediante simulaciones de Dindmica Molecular, el com-
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1.5. Objetivos

portamiento de la energia total de un fluido granular en el HCS a
medida que se va aumentando el tamafio del sistema, acercdndonos a
su tamafo critico. En particular, veremos cémo varia la velocidad con
la que se enfria el sistema.

« La funcién de distribucién de probabilidades de la energia scrd también
analizada a medida que nos acercamos al tamano en el que el HCS se
vuelve inestable. Dedicaremos especial atencion al estudio del segundo
momento de dicha distribucion.

» Para llevar a cabo este estudio hemos desarrollado un algoritmo de
simulacién de Dindmica Molecular que permita reproducir la dindmica
del sistema.

s Veremos cémo las fluctuaciones en un gas granular cerca de la inestabil-
idad pueden describirse en una forma bastante precisa empleando una
teorfa hidrodindmica fluctuante. Ello pondrd ademds de manifiesto el
papel relevante que juega el acoplamiento no lineal entre los modos
hidrodinamicos.

En el siguiente capitulo se realizard una revisién de la descripcién hidro-
dindmica de los medios granulares y nos centraremos en la determinacién del
tamafio critico del sistema a partir de un andlisis de estabilidad lineal. En el
Capitulo 3 presentaremos resultados de simulaciones de Dindmica Molecular
que nos mostraran cémo se comportan las magnitudes en las que estamos in-
teresados a medida que nos aproximamos al tamafo critico. En el Capitulo 4
la teorfa hidrodindmica fluctuante se utiliza para explicar los comportamien-
tos observados y discutidos en el capitulo anterior. Finalmente, en el Capitulo
5 revisamos los resultados y conclusiones mds relevantes obtenidos.
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Capitulo 2

Gases granulares que
evolucionan libremente

En este capitulo haremos una revisién de aquellos resultados previos que
van a ser el punto de partida para el desarrollo del presente trabajo. Comen-
zaremos presentando el modelo que emplearemos de fluido granular, el mod-
elo de esferas duras ineldsticas, caracterizado por un coeficiente de restitu-
cién normal constante. Presentaremos una extensién al caso ineldstico de la
ecuacién de Boltzmann, y obtendremos, a partir de ella, las ecuaciones de
balance para los campos hidrodindmicos.

El resto del capitulo se dedicard al estado de enfriamiento homogéneo
(“homogeneous cooling state”, HCS), ya que éste es el estado objeto de es-
tudio en esta Tesis. Dicho estado corresponde a un sistema homogéneo e
isétropo que evoluciona libremente, sin fuerzas o agentes externos, y cuya
energia decae monGtonamente en el tiempo, como consecuencia de la inelas-
ticidad de las colisiones. En el HCS es posible el desarrollo de inestabilidades
que provocan la formacién de agregados de particulas y de vértices de veloci-
dad. Para que estas inestabilidades se desarrollen es necesario que el sistema
sobrepase un tamaio critico, cuyo valor ha sido determinado, como veremos,
a partir de un anilisis de la estabilidad lineal de las ecuaciones hidrodindmi-
cas [38].

Las propiedades del HCS en la regién estable han sido estudiadas am-
pliamente. Entre ellas, su funcién de distribucién monoparticular, y recien-
temente las fluctuaciones y correlaciones en este estado [37, 48], de las que
también hablaremos en este capitulo.

Finalmente veremos cémo la dindmica del modelo de esferas duras puede
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Capitulo 2. Gases granulares que evolucionan libremente

ser reformulada, a través de un cambio de variables, de modo que el HCS s¢
transforma en un estado estacionario, existiendo una relacion sencilla entre
las propiedades de ambos sistemas [35, 47].

2.1. Modelo de esferas duras inelasticas

Cémo modelar un medio granular es la primera cuestién a la hora de
abordar su estudio. La forma en que se hace dependcerd del grado de realisio
que se pretenda y de los fenémenos que se quieran explicar. Una mayor con-
plejidad en el modelo implicard mayores dificultades a la hora de estudiarlo
y €s, por tanto, necesario determinar cudles son las caracteristicas esenciales
que debe tener nuestro modelo para ser capaz de reproducir las propiedades
de interés, sin complicar excesivamente el desarrollo tedrico.

El modelo idealizado maés sencillo de un fluido granular consiste en un
sistema de esferas (d = 3) o discos (d = 2) duros, de masa m y didinetro
o, que colisionan ineldsticamente de modo instantdneo. En la colision se
produce un cambio en las velocidades de las particulas implicadas, mientras
que entre colisiones el movimiento de las particulas es balistico. Considerainos
a nuestros granos como particulas macroscépicas sin estructura interna. La
cantidad de movimiento se conserva en la colisién, pero no asi la energia.

En este trabajo nos restringiremos al caso de esferas lisas, de forma que no
existen fuerzas tangenciales a la superficie de la esfera en la colision, sino que
la fuerza se produce exclusivamente a lo largo de la linea que une los centros
de las particulas en contacto. La inelasticidad en la colisién se describe a
través del coeficiente de restitucién normal «, definido como el cociente entre
los médulos de las componentes de las velocidades relativas en la direccién de
la linea que une los centros de las particulas después y antes de la colision. El
rango de valores que puede tomar serd, por tanto, 0 < « < 1, correspondiendo
o = 1 al limite eldstico. En este trabajo consideraremos, por sencillez, «
constante, aunque en los sistemas reales depende de la velocidad relativa de
las particulas que colisionan [49, 50]. Esperamos que este modelo, aunque
muy simplificado, retenga las caracteristicas cualitativas principales. Si las
particulas fuesen rugosas habria que introducir otro coeficiente adicional, el
de restitucion tangencial, (.

Consecuentemente con todo lo anterior, cuando se produce una colision,
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2.1. Modelo de esferas duras inelasticas

Figura 2.1: Velocidad relativa antes y después de la colisién, segin las ecua-
ciones (2.1) y (2.2).

las velocidades de las particulas 7 y j implicadas se modifican segin

1
Vio Vi= bV = Vi- =22 (5 V)6, (2.1)

1
tes.v,)e, (2.2)

V, = Vi=b,V; =V +

siendo V; y V; las velocidades antes de la colisién, Vj y V;- las velocidades
postcolisionales, V;; = V,; — V; la velocidad relativa, y & el vector unitario
que va desde el centro de la particula 7 hasta el centro de la particula ¢
cuando estdn en contacto. El operador bs transforma las velocidades a su
derecha en las velocidades postcolisionales de acuerdo con la reglas (2.1) y
(2.2). El cambio en la velocidad relativa en la direcciéon normal es

g - V;] = —ab - V/I:j- (23)

Debido a la inelasticidad, la energia no se conserva en una colisién, sino que

se produce una pérdida dada por
, m

e —e= —Z(l —a?)(6 - V)2, (2.4)

siendo e y € las energilas antes y después de la colisién, respectivamente. La
energia en un sistema aislado disminuird mondétonamente como consecuencia
de las colisiones.
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Capitulo 2. Gases granulares que evolucionan libremente

La regla de colisién puede invertirse, excepto para a = 0, y, dadas las
velocidades tras la colisién, obtener las velocidades precolisionales,

1

Vi= IV, =V, - ;O‘ (6-Vy)a, (2.5)
8]

. - l+a, . . o

Vi=b,'V; =V, + 5o (6 Vy) o, (2.6)

siendo b;! el operador que reemplaza las velocidades a su derecha por las
velocidades precolisionales.

2.2. FEcuacién de Boltzmann inelastica

Al igual que sucede en el caso de fluidos ordinarios con colisiones elasticas,
la aplicacién de los métodos de la Teor{a Cinética a los medios granulares im-
plica la obtencién de una ecuacidén cinética para la funcién de distribucion y
posteriormente, la resolucién de la misma. Aunque muchas de las ecuaciones
cinéticas para los flujos granulares han sido derivadas mediante argumentos
intuitivos [51], el problema también se ha formulado a partir de las propias
ecuaciones de movimiento de las particulas, de las que se deriva una ccuacion
de evolucién para la funcién de distribucién del sistema completo, que es
una generalizacién de la ecuacién de Liouville para sistemas conservativos
[30]. A partir de esta ecuacién se obtiene la (BBGKY) para las funciones de
distribucién reducidas. La ecuacién para la funcién de distribucién monopar-
ticular f(r,v,t) que se obtiene involucra de la funcién de distribucién de dos
particulas. En el caso de baja densidad, esta ecuacién puede desacoplarse del
resto de las de la jerarquia, obteniéndose una ecuacién cerrada para f(r,v,t),
la ecuacién de Boltzmann ineldstica [29]. La deduccién de esta ecuacién se
puede hacer también a un nivel fenomenoldgico, de modo andlogo a como lo
hiciera Boltzmann para el caso eldstico [52].

En el limite de baja densidad, la deduccién de la ecuacién para f(r,v,t)
implica hacer las mismas suposiciones que en el caso de los fluidos ordinar-
ios. Al estar tratando con un sistema poco denso, vamos a considerar des-
preciables los efectos de las colisiones que implican a tres o mas particulas.
La descripcién de nuestro sistema podrd hacerse simplemente en términos
de colisiones binarias. Por otro lado, despreciaremos las correlaciones de las
particulas que van a colisionar. Esto no significa admitir que no existan cor-
relaciones en nuestro sistema, sino suponer que las particulas que colisionan
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2.2. Ecuacién de Boltzmann ineldstica

provienen de regiones diferentes del mismo y su “historia colisional” es dis-
tinta en el momento de encontrarse. Obviamente, una vez que se produce la
colisién, las particulas si van a estar correlacionadas.

Para el caso de gases diliudos es de esperar que la funcién de distribucion
precolisional de dos particulas fy(ry,rs, Vi, v, t) puede aproximarse por el
producto de las funciones de distribucién monoparticulares, esto es,

falry,va, vy, Vo, t) = f(r1,vi, ) f(ra, Vo, t). (2.7)

Esta es la conocida .

De este modo, la evolucién de la funcién de distribucién f(r,v,t) de un
gas de esferas o discos duros incldsticos en el limite de baja densidad se
considera bien descrita por la ccuacién de Boltzmann

(5+v-v) =11 (28)

donde J[f|f] es el operador de colisién de Boltzmann ineldstico que viene
dado por

I = [ T ) 0w, )0, (2.9)
siendo T'(v,v;) el operador de colisién binario ineldstico
Tv,v;) = 041 / d66(g - 5)g - 6(a 5" - 1), (2.10)

donde g = v — v, © es la funcién de Heaviside, & es el vector unitario
que une los centros de las dos particulas en contacto, « es el coeficiente de
restitucién normal y b7 un operador que reemplaza las velocidades v y vi
a su derecha por los valores precolisionales v* y vj, dados por las ecuaciones
(2.5) y (2.6).

Para densidades mayores, es posible considerar una extensién de la de los
sistemas ineldsticos [30]. Esta ecuacién incorpora correlaciones espaciales en-
tre las particulas que van a colisionar, y proporciona una descripcién bastante
adecuada para fluidos moderadamente densos. En este caso, en la esfera pre-
colisional se aproxima fo(ry, ro, vy, Vo, t) = go(0) f(r1, V1, t) f(re, Vo, ), siendo
g2(0) el valor de la funcién de correlacién de pares, ga(r12), en contacto. La
funcién go(r12) describe la densidad de probabilidad de que la distancia entre
un par de particulas, con cualquier velocidad, sea igual a rqs.
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Capitulo 2. Gases granulares que evolucionan libremente

A partir de la ecuacién de Boltzmann ineldstica (2.8) se pueden obtener
las ecuaciones de balance para los campos hidrodindmicos. Suele admitirse
que estos campos son los mismos para un gas granular que en el caso de los
fluidos ordinarios, esto es, la densidad numérica de particulas n(r, t), el campo
de velocidades u(r,t) y la temperatura local T'(r,t) [24]. Las definiciones en
términos de la funcién de distribucién monoparticular son:

n(r,t) = /dvf(r,v,t), (2.11)
n(r, )u(r, ) = / dvv f(r, v, 1), (2.12)

d m
S OT(r,) = / dvgblﬂ Fr,v,b), (2.13)

donde V = v — u es la velocidad de la particula relativa al flujo de velocidad
local.

Podemos obtener las ecuaciones de balance para estos campos hidrodind-
micos facilmente tomando momentos en la ecuacién de Boltzmann ineldstica
(2.8), resultando

on
- - (1 = 2.14
ey +V - (nu) =0, (2.14)
%% +u-Vut+(mn)'V-P =0, (2.15)
oT 2
gt—‘Jf‘U'VT-{‘%(P.VU*f—V‘q)—FTC*O, (216)

donde P y q son el tensor de presiones y el vector flujo de calor respectiva-
mente, cuyas formas funcionales son

P(r,t) = m/deVf(r,v,t) = nkgTI+ /dvD(V)f(r,v,t), (2.17)

q(r,t) = %/de2Vf(r,v,t) = /dv S(V)f(r,v,t). (2.18)

En las expresiones anteriores, I es el tensor unitario y
D(V) =m (vv _ zll-VZI) , (2.19)
S(V) = (%W . %T) V. (2.20)
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La funcional ¢ recibe el nombre de velocidad de enfriamiento y viene dada
por

(1- a2)7r15—1m(f

4T (%—3) nTd

d-1 )
c(rat) = /dVVlf(I',V, t)f(r,Vl,t)lV —Vl‘d. (221)

Para un gas normal con colisiones cldsticas, las ecuaciones (2.14)-(2.16) son
las leyes locales de conservacién macroscépica para la masa, el momento y
la energia. Para el caso ineldstico, la tnica diferencia formal es la aparicion
del término que contiene la velocidad de enfriamiento, ¢, en la ecuacién de
la temperatura, que es consecuencia del caracter disipativo de las colisiones.

2.3. Estado de enfriamiento homogéneo (HCS)

Como ya hemos comentado, debido a la continua disipacién de energia
que se produce en un sistema granular como consecuencia de las colisiones,
no existe un estado estacionario similar al estado de equilibrio de los fluidos
ordinarios. En este caso, el estado homogéneo de referencia de un sistema
aislado es el HCS.

La ecuacién de Boltzmann ineldstica (2.8) admite una solucién espe-
cial describiendo el HCS, frcs(v,t). En este estado, la densidad ny es ho-
mogénea, la velocidad media u es nula y toda la dependencia temporal de
la funcién de distribucién viene dada a través de la temperatura homogénea
Tres(t). La funcién de distribucién del HCS admite un escalamiento de la
forma [29):

fros(v, 1) = ngug“(t)xacs(c), (2.22)
siendo
1/2
wolt) = {2THCS(t)] ’ (2.23)
m

v xucs(c) una funcién isétropa de la velocidad escalada ¢ = v/up(?).
El campo hidrodindmico de interés en este estado es, por tanto, la tem-
peratura granular, Trcos(t), v la ecuacién (2.16) que obedece se reduce a

Trnes(t)

ot + CHCS(t)THCS(t) =0, (2.24)
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donde la velocidad de enfriamiento (gcs(t) es una funcional bilineal de x gcg,

i
Cucs(t) = (1-c ) TNE f) rvo(t) /dc/cic1|c~c1
7

Xues(e)xmes(cr).

(2.25)
Teniendo en cuenta que (yes(t) o Tres(t)/?, la ecuacion (2.24) puede inte-
grarse, resultando la conocida ley de Haff [25],

Tres(0) .
[T+ $Cres(0)t]?

Sustituyendo (2.22) en (2.8) y empleando (2.24) obtenemos una ecuacién
cerrada para xgcos(c),

Tucs(t) = (2.26)

0 y
%(7% (exwes) = J'xneslxucs]- (2.27)
En esta expresién
{ t
C() _ CHCS( ) (228)
vo(t)

es la velocidad de enfriamiento del HCS adimensionalizada, siendo [ =
(ngo@)~1 proporcional al recorrido libre medio del gas. Ademds hemos
introducido J' como

J'xucs|xucs| = /d01T(C,Cl)XHcs(C)XHcs(C1), (2.29)

T(c,c,) = /d&@[(c ~¢1)-Fl(c—cy) - [ 2t 1] (2.30)

El operador b3' viene definido por (2.5) y (2.6), pero reemplazando las ve-
locidades V; y V; por ¢ y c;, respectivamente. Es 1til introducir en este
punto variables escaladas de tiempo y longitud definidas mediante

t
s:/ a8 ey (2.31)
0

respectivamente. Es facil ver que s(t) es proporcional al nimero medio de
colisiones por particula en el intervalo (0,t). En funcién de la variable s, la
ecuacion (2.24) se reduce a

OTucs
Os

= —(oTrcs(s), (2.32)
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2.3. Estado de enfriamiento homogéneo (HCS)

donde se aprecia que la temperatura del HCS decrece exponencialimente so-
bre esta escala temporal, es decir, el nimero acumulado de colisiones por
particula.

A diferencia de lo que ocurre en el estado de equilibrio de un gas molecu-
lar, no se conoce la solucién analitica de la ecuacién de Boltzmann ineldstica
para el estado de enfriamiento homogéneo, es decir, la distribucién x gcs(c)-
Se ha obtenido una expresién aproximada de la misma mediante un desarrollo
en polinomios de Sonine [53],

xuos(e) = xies(€) Y a; S5y (), (2.33)
Jj=0

donde x HCS( c) = 17 %%~ es la distribucién gaussiana y Sl(j ) son los poli-

nomios de Sonine definidos como

) G+i+1) e .
SN (z) = Z(]_ 'p'Fp+l+1)( )P, (2.34)

De la condicién de normalizacién y de la definicién de temperatura se obtiene
que ag = 1y a; = 0. El coeficiente a, esta relacionado con el cuarto momento
de XHCS(C) por

4ct

ddr2) " (2:35)

az(a) =
siendo

ct = /dcc4XHCS(c). (2.36)

Sustituyendo la expresién de x HCS(C). dada por (2.33), reteniendo s6lo hasta
J = 2, en la ecuacién (2.27) y despreciando los términos no lineales en as
resulta [33, 53],

16(1 — a)(1 — 2a?)
9+ 24d + (84 — 41)a + 30a? — 30a®

az(a) = (2.37)

En esta misma aproximacién se puede obtener una expresién aproximada
para (g que es

B \/iﬁ%(l —a?) 3
Co = T2 [1 + 1—()‘-czg(oé)} . (2.38)
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2.3.1. Ecuaciones hidrodindamicas linealizadas alrede-
dor del HCS

Consideremos ahora un estado muy préximo al estado de enfriamiento
homogéneo. Una forma de abordar su estudio es linealizando las ccuaciones
hidrodindmicas alrededor del HCS. Esta linealizacién nos permite obtener
unas ecuaciones diferenciales con coeficientes que son independientes de la
variable espacial pero dependen del tiempo, ya que el estado de referencia
estd enfriandose continuamente. Para eliminar esta dependencia temporal se
propone el cambio de variables en el espacio y en el tiempo dado por (2.31).
Sea f(r,v,t) la funcién de distribucién de este estado. Definimos, en las
nuevas variables

x(1,c, 8) = n vi(t) f(r,v,1). (2.39)

Al encontrarnos en un estado préximo al HCS podemos escribir

X(l, G, S) = XHCS(C) + 5X(1a C, S) (2/10)

siendo dx(], ¢, s) la desviacién con respecto a su valor en el HCS.
Definimos las desviaciones relativas de los campos hidrodindmicos como

(L s) = ES%(L—I}‘I& = /dcéx(l,c,s), (2.41)

w(l, s) = 52&2;) - / decdy(l,c, s), (2.42)
L 0T(r,t) 2¢2 ] 1 N

0L, s) = Trcs) /dc (7 - 1> ox(l,c,s), (2.43)

siendo dy(r,t) = y(r,t) — ymes(t) la desviacién del valor local de la variable
macroscépica y respecto de su valor en el HCS. Linealizando las ecuaciones
hidrodindmicas, se obtienen las ecuaciones de balance linealizadas para los
campos hidrodindmicos escalados,

0 0
- . = : 2.44
S=plLs) + 57 wll,s) =0, (244

(2-9)on9+dmug=0 @

20 20
%9(17 s) + 731 w(l,s) + qal #(1,s) +8Go(L, s) ~
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donde IT y ¢ son el tensor de presiones y el flujo de calor en las variables
reducidas definidos como

In= %[9(1, s) + p(L, $)] T+ /ch(c)dX(l,c,s), (2.47)
o(l, s) = /ch(c)éx(l,c,s), (2.48)
siendo A y 3 las formas adimensionales de D y S,
2
Ac) =cc— EI’ (2.49)
S(c) = (02 _ %) c. (2.50)

Las cantidades IT y ¢ estdn relacionadas con la linealizacién de los flujos
dados por las ecuaciones (2.17) y (2.18) mediante

_ P(r,t)

0 8) = o e (2:51)
_ m?q(r,t)

o(l,s) = ——21/2nHTZ/CZS(t). (2.52)

Finalmente, el término 8{y(1,s) es la desviacién lineal de la velocidad de
enfriamiento adimensional con respecto a su valor en el estado de enfriamiento
homogéneo,

d—1
2

(1-ao®)rm

(5(0(1, S) = W /dC / dClecs(C)dx(l, C, S)lC — C1l2. (253)

Por supuesto, las ecuaciones (2.44)-(2.46) pueden obtenerse también a
partir de la linealizacién de la ecuacién de Boltzmann ineldstica, tomando
posteriormente momentos. Estas ecuaciones son el punto de partida para
la descripcién hidrodindmica de nuestro sistema, ya que describen la evolu-
cién de los campos hidrodindmicos en la aproximacién lineal. Es necesario
cerrar las ecuaciones, transformando las expresiones formales del tensor de
presiones, el flujo de calor y la velocidad de enfriamiento en expresiones en
términos de los propios campos hidrodindmicos, esto es, establecer las ecua-
ciones constitutivas. Esto puede hacerse mediante la aplicacién del método
de Chapman-Enskog [38].
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La expresién para el tensor de presiones y el vector flujo de calor en primer
orden en los gradientes puede escribirse como

I,;(1, s) = %{9(1, s) 4+ p(1, )]s —

&

0 %) 20 i
il L )+ —wi(l s) — 2= w(l8) | . (2.54
ol aliwj(l’é) + 8ljwl(1,a) ¥ w(l, )0, (2.54)
BL5) =~ (L, s) - s pll ) (259)
,§) = h,al .S /l,aI[) ,8). 2.5

La ecuacion (2.54) es la expresién esperada para el tensor de presiones e in-
cluye el coeficiente de viscosidad tangencial 7, que, al igual que en el caso de
los fluidos ordinarios, caracteriza el flujo de momento debido al gradiente de
velocidad. La ecuacién (2.55) contiene, ademads de la ley de Fourier normal
caracterizada por la conductividad térmica &, una contribucién adicional pro-
porcional al gradiente de densidad y con un coeficiente de transporte asociado
£ que no tiene andlogo en el caso de gases eldsticos. La conductividad térmica
caracteriza el flujo de calor debido al gradiente de temperatura mientras que
el nuevo coeficiente i relaciona el flujo de calor con el gradiente de densi-
dad [32, 54]. Se han obtenido expresiones explicitas para estos coeficientes de
transporte mediante la aplicacién del método de Chapman-Enskog [38], en
la primera aproximacién de Sonine y se han detallado en el Apéndice A.

En lo referente a la desviacion de la velocidad de enfriamiento, d(y, sélo
consideraremos los términos de orden cero, ya que no existen térininos de
orden 1 (se anulan por simetria) y los de orden 2 son despreciables frente a
los primeros [38],

¢, s) =~ (o |2p(1, 5) + ge(l, s)| . (2.56)

2.3.2. Analisis de estabilidad

Las ecuaciones hidrodindmicas obtenidas en el apartado anterior permi-
tirdn llevar a cabo un andlisis de la estabilidad lineal del HCS. Las predic-
clones que se obtengan serdn, por tanto, validas para el caso de pequenas
fluctuaciones alrededor del estado de referencia considerado, el HCS. Traba-
jaremos para ello en el espacio de Fourier. Definimos los campos transforma-
dos pi(s), wk(s) y Ok(s), como '

Ye(s) = / dle= 1y (1, s). (2.57)
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Si escribimos ahora las ecuaciones (2.44)-(2.46) en el espacio de Fourier,
obtenemos

d
é;pk(s) + ik - wi(s) =0, (2.58)
0 G, 2d-1)_ ik ik
<% - 50 + — d kz) Wil + —91( + 5 —pk =0, (2.59)
a CO ~712
= .22 = 2.60
(5 - 3+ wi =0, (2.60)

( <0 + = I{k2) 91( + (C() + *C-i[tkl2> Pk + %ikwk” = 0. (261)
0s 2 d

Debe notarse que hemos escrito dos ecuaciones para la velocidad escalada
w, una para la componente paralela al vector k, wyj, y otra para las (d —
1) componentes ortogonales al vector de onda, wy . Del conjunto de las
ecuaciones se observa que la ecuacién para la velocidad transversal, wyy,
estd desacoplada del resto y puede ser resuelta facilmente, obteniéndose

wkl(s) = wkl(O)e)‘L(k)s, (262)

donde A (k) es el autovalor asociado a los modos transversales,

(k) = <2° k2. (2.63)
Asi pues, el autovalor A (k) puede tomar valores tanto positivos como
negativos segin sea el médulo del vector k considerado. Si definimos

G\ Y2 .
ki=<2—%) : (2.64)

todas las perturbaciones o modos de la velocidad transversal con k£ < k§
tienen asociados valores positivos de A} (k). De este modo, perturbaciones de
longitud de onda tales que exciten estos modos crecerdn exponencialmente,
implicando una inestabilidad del estado de referencia. Cuando la pertur-
bacién se hace mayor, la hidrodindmica completa, no lineal, es necesaria
para entender la evolucién y posible estabilizacién. Hay que observar que,
aunque la velocidad transversal escalada con la velocidad térmica, esto es,
w1, crece exponencialmente, la velocidad en las variables originales, uy, (2)
siempre decae en el tiempo.
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El desarrollo de estos modos transversales lleva a la formacién de vortices
de velocidad. Es necesario, para que se produzca la formacion de los vortices,
que en nuestro sistema puedan desarrollarse modos con k < &% lo que implica
que el tamano del sistema debe ser tal que L™ > %{—7 siendo aqui L™ el tainano
lineal del sistema en las variables escaladas que estamos considerando. Por
encima, de este tamano, el estado de enfriamiento homogéneo no cs estable
y una perturbacién en la velocidad transversal no decae en el tiempo. Esto
no sucede en el caso eldstico, en el que el estado de equilibrio de un sistema
aislado es linealmente estable independientemente del tamano.

En las variables no escaladas originales, la expresion de la longitud critica
por encima de la cual el sistema se vuelve inestable es

- _\ 1/2
Lo=- 2T (ﬁ) | (2.65)
nygo Co
Si el sistema es mds pequerio, los modos con autovalor positivo no son posibles
y 1o se produce la formacién y desarrollo de vértices. La exactitud de esta
prediccién ha sido verificada mediante simulaciones de Monte Carlo de la
ecuaciéon de Boltzmann [55]. Recordemos que este valor del tamano critico
ha sido determinado en el limite diluido. En el caso de sistemas més densos
es necesario recurrir a la teorfa de Enskog [56], pero como veremos mds
adelante la precisién con la que determina el tamano critico no es suficiente

para nuestros propdsitos.

Del resto de ecuaciones hidrodindmicas linealizadas, que constituyen un
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, se obtienen otros tres
autovalores, y es posible hacer un andlisis del signo de los mismos andlogo al
hecho para los modos transversales. Sin embargo, para nuestro trabajo sélo
nos interesa el modo correspondiente a la velocidad transversal, y es por eso
que no vamos a hablar en detalle del resto [38]. Cabe destacar, en todo caso,
que la inestabilidad transversal es la primera que se alcanza al ir aumentan-
do el tamafio del sistema, esto es, corresponde a un k mayor. Ademds, las
contribuciones de los acoplos no lineales de la velocidad transversal juegan
un papel crucial en la formacién y el desarrollo inicial de los agregados de
particulas [12, 57].

2.3.3. Fluctuaciones de la energia total en el HCS

Como ya hemos comentado, las propiedades del HCS lejos de la ines-
tabilidad, esto es, considerando tamanos del sistema bien por debajo del
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tamaio critico, han sido ampliamente estudiadas. Entre otras cuestiones, re-
cientemente se ha estudiado el comportamiento de las correlaciones de las
fluctuaciones de la energia total en este estado [37, 48]. Esto se ha hecho
desde el punto de vista de la Teoria Cinética, a través de las ecuaciones que
obedecen las funciones de correlacién para uno y dos tiempos en el limite de
baja densidad. Se obtiene asi el valor de las correlaciones de las fluctuacioncs
de la energia total del sistema, empleando para ello el conocimiento de las
autofunciones del operador dg Boltzmann linealizado [40, 58]. En este aparta-
do sélo presentaremos los resultados obtenidos. Para un estudio detallado ver
[37, 48, 59]. Es importante sefialar que, aunque su deduccién se basa, como
hemos indicado, en el conocimiento de los modos hidrodinamicos, la validez
del resultado no se restringe a ningin tipo de régimen hidrodindmico.

La energia total del sistema en una cierta configuarcién puede escribirse
como

/dr / dv—Fl r,v,t), (2.66)

donde I representa un punto en el espacio fasico y Fi(r,v,t) es la densidad
microscopica en el espacio fasico definida por

(r,v,t) Z(S[r — Ry(t)]0[v — Vi(1)] (2.67)

con R;(t) y V;(t) la posicién y velocidad de la particula 4 en el instante .
Las fluctuaciones de la energia con respecto al valor medio se definen
como
SE(L,t) = E[I'(t)] - (E(t)nes, (2.68)
con
() ucs = [ dCB(T)paos(T 1) (2.69)

siendo ppcs(T,t) la funcién de distribucién de probabilidades del HCS en el
instante t.

Los resultados que se van a presentar a continuacién no son exactos, sino
que para su derivacién es necesaria una aproximacién operacional debido
a que no se conoce la autofuncién del operador adjunto del operador de
Boltzmann linealizado correspondiente al autovalor de la energia. El valor
que se obtiene para la correlacién de las fluctuaciones de energia en el HCS
es

(BE(®)) ros = Nk Thes(Dela), (2.70)
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donde se ha introducido la funcién e(a)

d+1+d+2
2d 4d

e(a) = d? as(c) + b(a) |, (2.71)

con b(ar) una funcional de la funcién de distribucién en el HCS que, en la
primera aproximacién de Sonine, viene dada por

bla) — 2+ d—6d% — (10 — 15d + 2d*)a — 2(2 + 7d)a? + 2(10 — d)o?
() = 6d(2d + 1) — 2d(11 — 2d)or + 12da? — 12da? ‘
(2.72)
Recordemos que en la misma aproximacion, as(«) viene dada por la ecuacién
(2.37). La funcién e(«) crece mondtonamente con «, anuldndose en el limite
clastico. Cuanto mds inclastico es el sistema, la pérdida de energia en cada
colisién es mayor y, por tanto, las fluctuaciones de la energia son mayores.
Esta prediccidn tedrica ha sido comparada con resultados de simulacién de
Dindmica Molecular para sistemas con tamaifio mucho menores que el critico,
encontrdndose un buen acuerdo entre ambos. Las simulaciones tamnbién han
mostrado que la funcién densidad de probabilidad de las fluctuaciones de la
energia total se ajusta con bastante precision a una distribucién gaussiana.

Por otro lado, las correlaciones temporales de la energia se definen como
Cep(t.t') = (E(®)E(t"))ucs — (B(®))nes(E)) nes, (2.73)

cont >t > 0. Esta cantidad también ha sido estudiada en la aproximacion
mencionada anteriormente [37, 48, 59]. El valor tedrico que se obtiene es

_ Sols()—s¢")]
2

Cei(t,t') = NkpTucs(t)Tues(t)e(a)e : (2.74)

Asi pues, las correlaciones de la energia decaen exponencialmente en la escala
s definida por (2.31) con la velocidad de enfriamiento adimensional, (o. Se
encuentra de nuevo un buen acuerdo con los resultados de simulacion de
Dindmica Molecular para el caso de sistemas diluidos lejos de la inestabilidad
transversal.

Estos resultados muestran que existen correlaciones de velocidad en un
gas granular como consecuencia de la inelasticidad de las colisiones, incluso
en el limite de baja densidad.
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2.3.4. Representacién estacionaria del HCS

Recientemente [35, 47] aprovechando las propiedades de escala del HCS,
se ha propuesto una transformacién que convierte a este estado en un estado
estacionario. Esta transformacién consiste bdsicamente en un cambio en la
escala temporal, como veremos a continuacion.

La ley de Haff, dada por (2.26) posee la interesante propiedad de volverse
independiente de la temperatura inicial en el limite de tiempos largos. Maés
exactamente se reduce a

Tres ~ 4(0t) 2, (2.75)
siendo
= Cues(t)
¢ = SHOS (2.76)
Ths(t)

Este limite de tiempos largos para la temperatura implica la existencia de un
régimen asintético en el cual el HCS se vuelve independiente de la condicién
inicial 0, en otras palabras, todos los estados de enfriamiento homogéneo
de un sistema con un « dado tienden a converger en el limite de tiempos
largos. Este comportamiento sugiere que podemos obtener una representacion
estacionaria en la escala temporal 7 definida por 35, 47]

t
woT = In—, (2.77)
to

donde wy y tg son constantes arbitrarias. Consistentemente, la velocidad de
la particula ¢ en estas nuevas variables, W;, viene dada por

Wi(’l') = WQtoeonvi(t) = thVi(t). (278)

En la nueva escala temporal, las particulas entre colisiones se aceleran, y la
dindmica entre colisiones viene dada por

JRy(r) = Wi(r), (279)
g’;wi(T) = (.UOW.L'(T)- (280)

Por otro lado, el efecto de una colisién entre las particulas ¢ y j es modificar
instantdneamente sus velocidades segtin las mismas reglas dadas por (2.1) y
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(2.2), es decir,

1+« . - oot

1+«

W,‘y —>W: = bchL' :W, -

(6-W,)& (2.82)

W, > W, =b,W, =W, +

La invarianza de la regla de colisién es, por supuesto, una consecuencia del
cardcter instantdaneo de la colisién o, en otras palabras, de la ausencia de una
escala temporal intrinseca para esferas duras. En la escala 7, la ecuacion de
Boltzmann toma la forma

(E’% +w05%-w+w~§;> fle,w,t) = JIfIf] (2.83)
Aqui J es el mismo operador de colisién definido por (2.9), pero sustituyendo
las velocidades v, v; por w, w;. La funcién. de distribucién monoparticular
escalada es _
fr,w.t) = (wot) 4 f(r, v, t). (2.84)
Por tanto, la unica modificacién de la ecuacién de Boltzmann en las varia-
bles escaladas es la aparicién de un nuevo término en la ecuacidn, como se
esperaba, consecuencia de la nueva dindmica del sistema dada por (2.79)
y (2.80). Este término tiene la forma caracteristica de un termostato cue
permite al sistema estar en un estado estacionario, pero es importante resaltar
que aqui ha aparecido a través de un simple cambio de variable.
Supongamos que nuestro sistema se encuentra en el HCS y que permanece
en él a lo largo de su evolucién. Para que esto sea asi es necesario eliminar la
posibilidad de que el sistema desarrolle espontdneamente inhomogeneidades
espaciales debido a la existencia de perturbaciones con longitud de onda larga
(12, 13, 60, 61]. En principio, la inestabilidad puede evitarse considerando
sistemas suficientemente pequenios, como ya hemos indicado reiteradamente.
En la dindmica modificada, definimos una nueva temperatura del HCS,

Thes, como
d

~ 1 ~
5”HkBTHCS(T) = /dw—gm’waHCS(W, 7’) (285)

donde fres(w,7) es la funcidén de distribucién monoparticular escalada del
HCS. La ecuacién de evolucién que obedece esta nueva temperatura es

T

) ~ e
(5- - 2w0> Trcs(t) = —CT24(7), (2.86)
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siendo su solucién

~ 9 2 9
Thes(T) = (’C‘-—JQ) 1+ %—— —1)e™m . (2.87)
¢ (Tres(0)

Consecuentemente, sea cual sea la temperatura inicial de nuestro sistema,
ésta alcanza un valor estacionario, en el limite de tiempos largos, dado por

Tot = (%)2 (2.88)

Como ya hemos comentado, esta expresion es valida siempre y cuando nuestro
sistema permanezca en el HCS a lo largo de su evolucién , y nos proporciona
el valor de ¢ a partir de la temperatura estacionaria, Ty, alcanzada por el
sistema con un wq dado.

Debe senalarse que el hecho de que el sistema se encuentre en el HCS
no implica por si mismo que la temperatura en las variables escaladas tome
este valor estacionario. Esto sélo sucede en el limite de tiempos largos. Sin
embargo, lo que es relevante es que existe una correspondencia entre el estado
estacionario en la representacién escalada y el HCS asociado, para un valor
arbitrario del parametro wg. Por supuesto, para un estado cualquiera del sis-
tema, es posible relacionar cada propiedad en las variables originales con la
correspondiente propiedad en la representacién escalada. Los resultados cual-
itativos muestran que esta representacién estacionaria del HCS es también
valida para sistemas con densidades mds altas [62]. Aunque matematica-
mente equivalente, esta representacién estacionaria es conveniente para las
simulaciones numéricas del HCS, ya que elimina los problemas asociados con
el rdpido decaimiento de la energia cinética, como veremos en el préximo
capitulo.
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Capitulo 3

Fluctuaciones de energia cerca
del punto critico

En el Capitulo 1 vimos que los gases granulares tienen un comportamiento
cualitativamente distinto al de los gases moleculares [1], diferencias que han
sido ilustradas extensamente utilizando métodos tedricos, experimentales y
de simulacién [63]. Pero podemos, por otro lado, encontrar sorprendentes
analogias entre los sistemas granulares y los moleculares. En concreto, en
este capitulo mostraremos que el comportamiento estadistico de un sistema
granular que evoluciona libremente cerca de la inestabilidad transversal posee
fuertes similitudes con multiples sistemas moleculares, incluyendo sistemas
de equilibrio en la regién critica.

A fin de investigar el comportamiento de un gas granular en las proximida-
des de la inestabilidad transversal, se presentardn resultados de simulaciones
de Dindmica Molecular para un gas granular de discos duros en el HCS.
En concreto, se estudiard el comportamiento de ciertas magnitudes a medida.
que el tamano del sistema se aproxima al critico, considerando tanto sistemas
diluidos como sistemas de mayor densidad. En el caso diluido podemos em-
plear las predicciones teéricas que tenemos para el HCS. En particular, el
tamafio critico viene dado por la expresién (2.65). Para los sistemas mds
densos, la prediccién tedrica anterior no es vdlida y tampoco se obtiene una
prediccién suficientemente precisa utilizando los resultados obtenidos a par-
tir de la ecuacién de Enskog. Por ello, tendremos que determinar el tamano
critico a partir de la propia simulacién.
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3.1. Simulaciones de Dindamica Molecular en

el HCS

Ya hemos indicado que, como suele hacerse normalmente, el gas granular
se modelard en este trabajo como un sistema de particulas duras que se
mueven libremente entre colisiones. Para simularlo empleamos el inctodo e
Dindmica Molecular conducido por sucesos, construido segun el algoritiio de
Allen-Tildesley [64], que se detalla en el Apéndice ?77. El método de shimulacion
de Dinamica Molecular particularizado para el caso de sistemas de particulas
duras se reduce simplemente a identificar cudl es la préxima colision que va
a tener lugar en el sistema, mover las particulas el tiempo necesario para
que se produzca esta colisién y modificar las velocidades de las particulas
que colisionan. Partiendo de esta nueva configuracién se vuelve a iniciar el
proceso.

A la hora de realizar simulaciones numéricas de un sistema en el HCS
nos encontramos con una dificultad asociada al cardcter ineldstico de las col-
isiones. Como el sistema se estd enfriando continuamente, las velocidades de
las particulas son cada vez menores, y llega un momento en que son de un
orden de magnitud tal que se producen errores significativos de redondco
debido a la precisién del ordenador empleado. Para solucionar este problema
se han intentado varios procedimientos. Uno de ellos se basa en emplear el
hecho de que no existe ninguna escala temporal intrinseca en un sistema de
particulas duras, y reescalar las velocidades de todas las particulas despucs
de cada colisién, de modo que asi la energia se fuerza a permanecer cou-
stante [65]. Aunque este método parece claro que debe conducir a resultados
correctos en el caso de propiedades que, en el HCS, son independientes del
tiempo, no es evidente cémo extraer de los datos de simulacién propiedades
de la dindmica real del sistema que involucren correlaciones de magnitudes
en dos instantes de tiempo.

Este problema puede solucionarse empleando la representacion del HCS
descrita en la seccién 2.3.4, que transforma a dicho estado en un estado es-
tacionario. Para ello, en lugar de simular un sistema de particulas que entre
colisiones se mueven libremente, se considera un sistema en el que las particu-
las, entre colisiones, se aceleran segin la ecuacién (2.80). Es necesario, por
tanto, modificar el algoritmo para reflejar esta aceleracién entre colisiones.
Con este método, las trayectorias pueden seguirse un tiempo arbitrario, va
que se eliminan los problemas de precisién numérica provocados por el enfri-
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amiento del sistema.

Hemos realizado simulaciones de Dindmica Molecular de un sistema de
N discos duros (d = 2) que evolucionan libremente, encerrados en una caja
cuadrada de lado L con condiciones de contorno periddicas. Las unidades de
simulacién empleadas han sido 0 =1, m =1y T(0) = 1. Nuestro propésito
es realizar medidas en el HCS. Es necesario, por tanto, conseguir, en primer
lugar, que nuestro sistema esté inicialmente en el HCS y, en segundo lugar,
controlar que no abandone dicho estado. Para ello, partimos de una dis-
tribucién espacial homogénea, con una distribucién aleatoria de velocidades
con valores comprendidos entre —0.5 y 0.5. Ajustamos las velocidades de
las particulas para conseguir que la velocidad total del sistema sea nula y
que la temperatura tenga valor 1. Dejamos, en primer lugar, evolucionar al
sistema eldsticamente (a = 1), hasta que se alcanza una distribucién de ve-
locidades Maxwelliana. Una vez que el sistema ha alcanzado esa distribucion
caracteristica del equilibrio, activamos la inelasticidad, es decir, asignamos
al coeficiente « el valor deseado (@ < 1), y dejamos evolucionar al sistema.
Tras un pequefio transitorio el sistema alcanza el HCS, siempre y cuando su
tamano sea menor que el critico.

Los valores escogidos para los pardmetros de la simulacién estacionaria
han sido wy = nglo/ V2yity=1 Jwy. Esta eleccién para wy estd motivada por
el hecho de que la temperatura estacionaria dada por (2.88) puede expresarse

como
2
o M [ %
st — 20_2(‘1__1) (COnH> . (31)

De este modo, y si el { que tomamos para calcular wy es el correspondiente a
la velocidad de enfriamiento real del sistema, la temperatura estacionaria al-
canzada en la simulacién ser4 igual a la unidad (en las unidades utilizadas).
Para sistemas diluidos en el HCS, el valor para (, en la primera aproxi-
macién de Sonine viene dado por (2.38), y éste serd el empleado en todas las
simulaciones, incluso en el caso de sistemas con densidad moderada, lo que

provocard que, para estos sistemas, la temperatura estacionaria alcanzada
difiera de la unidad.

Un punto fundamental serd relacionar los resultados que obtengamos en
estas simulaciones con las magnitudes correspondientes del sistema. con la
dindmica original, pero esto es sencillo ya que esta nueva dindmica proviene
simplemente de realizar un cambio de variable en la escala temporal.

=~
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Figura 3.1: Evolucién de la velocidad local como funcién del tiempo escalado
s en un sistema de discos duros con a = 0.95 y ng = 0.2072. La figura de
la izquierda corresponde a un sistema con tamano inferior al critico (L/L. ~
0.829), y la de la derecha a uno con tamaifio superior (L/L. ~ 1.354).

3.1.1. Criterios para saber que se sigue en el HCS

Como ya hemos comentado, el HCS no es estable para cualquier tamano
del sistema. Al ser el objetivo de este trabajo el estudio del comportamiento
de ciertas propiedades en el HCS a medida que nos acercamos a la inestabi-
lidad, serd fundamental controlar de forma precisa en nuestras simulaciones
que el sistema permanece durante toda la evolucién en dicho estado. A con-
tinuacién discutiremos los criterios que hemos utilizado en el presente trabajo
para asegurarnos de que esto es asi.

Por un lado, debido al tipo de simulacién empleado, la simulacién esta-
cionaria, si nuestro sistema permanece en el HCS durante toda su evolucién
la temperatura alcanzard un valor estacionario en el limite de tiempos largos.
No obstante, el que la temperatura alcance y se mantenga estacionaria no
garantiza que el sistema esté en el HCS. Por ello, a fin de controlar a nivel mas
fundamental la posible aparicién de vértices de velocidad y/o agregados de
particulas, hemos dividido nuestro sistema en celdas, de modo que podamos
controlar la evolucién tanto de la velocidad media como de la densidad en
cada una de ellas. El tamafio de la celda se ha escogido lo suficientemente
pequeno para que puedan observarse las fluctuaciones locales y lo suficiente-
mente grande para que el nimero de particulas en ella nos permita promediar
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Figura 3.2: Evolucién de la densidad de una celda para los sistemas de la
figura 3.1.

adecuadamente. La formacién de vértices de velocidad llevaria a un aumento
del valor de las componentes de la velocidad en la celda, que no oscilaria
en torno a cero. Si se produjese la formacién de un agregado de particulas
veriamos como el valor de la densidad en la celda seria distinto del valor de
la densidad del sistema homogéneo.

Para observar la diferencia en el comportamiento de la velocidad me-
dia y de la densidad en una celda tanto por encima como por debajo del
tamaho critico hemos realizado simulaciones en ambos rangos. En la figura
3.1 mostramos, tanto para un sistema en la regién estable (L < L) como para
uno en la inestable (L > L), la evolucién de la componente z de la velocidad
media en la celda, u,, en funcién de la variable s, definida en (2.31), y que es
proporcional al niimero de colisiones por particula. Puede verse como, en el
caso estable, u, fluctia alrededor del valor medio cero, mientras que, por el
contrario, para el caso inestable y tras un transitorio, u, comienza a fluctuar
en torno a un valor distinto de cero, como consecuencia de la formacién de
vértices de velocidad. Nétese la diferencia de escala entre ambas figuras. En
lo referente al comportamiento de la densidad, en la figura 3.2 observamos
que la densidad de la celda fluctia alrededor del valor medio correspondiente,
ng = 0.2072, para los mismos dos valores de L que en la figura 3.1. Esto es
asi porque no se ha producido, en ningtin caso, la formacién de agregados de
particulas.
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3.2. Comportamiento de la velocidad de en-
friamiento y del segundo momento de las
fluctuaciones de la energia

En general, en las proximidades de un punto critico, es de esperar que ex-
istan fluctuaciones cuya longitud de correlacién es del orden del tamano del
sistema. Consecuentemente, a medida que nos aproximamos a la inestabil-
idad transversal, ciertas propiedades del sistema deben manifestar un com-
portamiento critico peculiar. Nuestro estudio se centrard en el andlisis de
la energia total, Unico campo hidrodindmico global del sistema que puede
fluctuar. Las condiciones periddicas de contorno utilizadas implican la con-
servacién del niimero de particulas y la cantidad de movimiento. Sin embargo,
el cardcter local de la disipacién de la energia en las colisiones, hace que la
energia total no sélo disminuya mondétonamente en el tiempo sino que lo haga
fluctuando. Para investigar en detalle el efecto de las correlaciones criticas
sobre el comportamiento de la energia del sistema, analizaremos el compor-
tamiento de la velocidad de enfriamiento del sistema y del segundo momento
de las fluctuaciones de la energia total.

En este punto conviene insistir en que el estudio se ha realizado tanto
para sistemas diluidos como para otros con densidad moderadamente alta.
Sin embargo, el tratamiento de los datos obtenidos serd diferente en am-
bos casos, ya que mientras la teoria para gases granulares diluidos se conoce
ampliamente, el conocimiento para sistemas con mayor densidad es més lim-
itado. En concreto, la prediccién tedrica para la velocidad de enfriamiento y
del segundo momento de las fluctuaciones de la energia en la regién estable
han sido presentadas en el capitulo anterior para sistemas diluidos, pero no
existe un estudio andlogo, es decir, con la misma fiabilidad, para densidad
finita.

3.2.1. Sistemas diluidos

Como hemos comentado, hemos simulado un sistema de N discos duros
(d = 2), empleando la representacién estacionaria del HCS. Los resultados
obtenidos se relacionan de manera directa con las magnitudes en el HCS.
La densidad en todas las simulaciones que van a mostrarse en esta seccién
es ng = 0.02072. A densidad fija, modificar el tamano del sistema implica
modificar el nimero de particulas N. El valor de la densidad considerado se
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Figura 3.3: Evolucién de la temperatura de un sistema con ng = 002y
o = 0.80, para diferentes valores de L.

ha encontrado que es suficientemente bajo como para garantizar que el com-
portamiento medio del sistema est4 descrito adecuadamente por la ecuacion
de Boltzmann, incluso en la regién inestable del gas granular [35]. Se han
considerado dos valores diferentes del coeficiente de restitucién, a = 0.80 y
a = 0.90, para los cuales el tamafio critico predicho por la ecuacién (2.65) es
L, ~ 30430 y L. ~ 412.90, respectivamente. Hemos estudiado el compor-
tamiento de ciertas propiedades del sistema cuando vamos incrementando el
valor de L para a y ny constantes, aproximandonos al valor critico. En to-
das las simulaciones, como ya hemos comentado en la seccién anterior, hemos
controlado que el sistema permanece en el HCS.

En la figura 3.3 hemos representado la temperatura en funcién de la vari-
able s, proporcional al nimero de colisiones por particula, para a = 0.80
y diferentes valores del tamafio del sistema. Los resultados presentados cor-
responden a promediar sobre 200 trayectorias. Se observa que en todos los
casos la temperatura del sistema alcanza un valor estacionario muy proximo
a 1, que va aumentando a medida que lo hace el tamafo del sistema, L. Tam-
bién aumenta con el tamano del sistema el tiempo necesario para alcanzar
este valor estacionario. La temperatura estacionaria no es la magnitud mds
adecuada para caracterizar el estado del sistema, ya que su valor depende
del valor de wy escogido. Es més conveniente trabajar con la velocidad de
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enfriamiento adimensionalizada, (o, que es una magnitud propia, intrinseca
del sistema, no dependiente de ningin pardmetro de la simulacion estacio-
naria. Hemos calculado, por tanto, la velocidad de enfriamiento reducida, ¢,
como funcién de la longitud lineal del sistema, manteniendo « constante. La
velocidad de enfriamiento estd relacionada con la temperatura estacionaria a
través de (3.1) de forma que puede ser obtenida a partir de ésta. De la figira
3.3, se desprende claramente que (, depende de L, puesto que Ty depende de
L y el wy es el mismo en todas las simulaciones correspondientes a la misia
densidad y al mismo valor coeficiente de restitucién.

Dado que las leyes de potencia son habituales en las proximidades de un
punto critico, trataremos de determinar si el comportamiento de (o viene dado
por una ley de potencias de la distancia a la inestabilidad 0L = (L. - L)/ L.,
para tamafios proximos a L., para valores de ng y « constantes. Para ello,
en las figuras 3.4 y 3.5 hemos representado el comportamiento de ¢ como
funcién de 8L para los dos valores de o estudiados. Los simbolos son los
resultados de las simulaciones de Dindamica Molecular, habiéndose determi-
nado las barras de error a partir de las desviaciones del valor instantaneo
respecto del valor estacionario medio. Las simulaciones muestran que (o de-
crece monotonamente a medida que L se aproxima a su valor critico. El de-
caimiento es imperceptible en las figuras 3.4 y 3.5 cuando se representa [n (;°
como funcién de In SZ, para ambos valores de «, ya que la variacion de (y
es muy suave incluso en las proximidades de la inestabilidad. Para hacer ex-
plicita la dependencia respecto de L, hemos representado In[(;2(L) — (5 2(0)],
donde (,(0) es el valor asintético de la velocidad de enfriamiento escalada,
bien lejos del punto de transicién, y obtenido también a partir de las simula-
ciones. Los resultados representados en las figuras muestran que la velocidad
de enfriamiento, en las proximidades de la inestabilidad, verifica una ley del
tipo .

GHI) ~ G(0) + AL (3.2)

siendo A¢ ~ 0.017, para a = 0.80, y A, =~ 0.019 para o = 0.90. En las figuras
3.4y 3.5 la ley (3.2) viene representada por la linea continua. Si este compor-
tamiento se mantuviese hasta el punto de inestabilidad, esto implicaria que
la velocidad de enfriamiento tenderia a cero como (dL/A¢)Y2. Cabe notar,
sin embargo, que las correcciones a (4(0) en todo el rango de L considerados,
aunque verificando la ley (3.2), siguen siendo ain muy pequenas.
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Figura 3.4: Velocidad de enfriamiento adimensional (p como funcién de la
distancia a la inestabilidad L para un sistema de discos duros inelasticos
con o = 0.80 y ng = 0.0202. Los simbolos corresponden a los resultados de
simulacidn y la linea continua es el ajuste a la ley de potencia descrita en el
texto.
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Figura 3.5: Andlogo a la figura 3.4 pero para un sistema con a = 0.90 y
ng = 0.02072.
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Hemos estudiado también el segundo momento de las fluctuaciones de la
energia total £, definido como

(B0 (B*(0) = (B(0)* -

(E(1)? (E()*

donde (...) denota promedio sobre el colectivo generado por un nmunero de
trayectorias [37]. Esta cantidad no depende del tiempo en el HCS, debido a
la propiedad de escala de la funcién de distribucion.

Es importante ver cémo se relaciona esta magnitud con lo medido en
la simulacién estacionaria. La relacién que existe entre la energia total del
sistema en una y otra representacion viene dada por

2
9k

1
E t) = g "/i t 2
(t) ;:1 2m (t)
1 N 1 1
= m@*&uor Z 57’]1Wi(7‘)2 — me—Qw(JrEest(T>, <3A4)
=1

siendo Feg la energia total del sistema en la simulacién estacionaria. Segun
la expresién anterior, la medida de % en la simulacién estacionaria lleva al
mismo resultado que si se midiese en el HCS.

En la figura 3.6 se representa No% en funcién de la variable s para un
sistema con o = 0.80. Al igual que ocurria con la temperatura, el tiempo
necesario para llegar a un valor estacionario es mayor para los sistemas con
L més préximo a L. Los resultados para los valores estacionarios de No.
como funcién de 3L para un sistema con a = 0.80 se representan en la figura
3.7. Los simbolos corresponden a los resultados de Dindmica Molecular y las
barras de error se han determinado, al igual que en el caso de (p, a partir de
las desviaciones del valor instantaneo respecto del valor estacionario medio.
En la figura se ve que No%(L) es practicamente constante e independiente
de L para L < L., lo cual indica que o5 o N~'/2, como era de esperar. De
hecho, el valor en esta regién, que denotamos por No%(0), es predicho de
manera adecuada por los resultados obtenidos en [37] usando los métodos de
la Teoria Cinética. Aunque es una funcién de « que crece a medida que «
decrece, su valor permanece pequeno, al menos para sistemas no demasiado
inelasticos. Por otro lado, cuando L se aproxima a su valor critico, las fluctua-
ciones de energia crecen muy rdpidamente. Esto se ve claramente estudiando

la cantidad N[o%(L) — 0%(0)], que también se representa en la figura 3.7.
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Figura 3.6: Evolucién de No% como funcién del tiempo escalado s para un
sistema con ny = 0.02 y o = 0.80, y diferentes valores de L/L..

Como valor para 0%(0) hemos empleado la prediccién tedrica para sistemas
diluidos obtenidos utilizando (2.70). Se observa que, suficientemente cerca de
la inestabilidad, el segundo momento de las fluctuaciones de la energia total
estd descrito de forma adecuada por la ley critica

op(L) ~ Ag(6L)7}, (3.5)

donde Ag ~ 1.5 x 1072 es su amplitud critica, para a = 0.80.

Al escribir la ecuacién anterior, hemos usado el hecho de que cerca de la
inestabilidad podemos aproximar N ~ N, = ngL?. El mismo comportamien-
to se observa para a = 0.90 como podemos observar en la figura 3.8 pero
con una amplitud Ag ~ 6 x 10™%. Por tanto, los resultados de simulacién
indican un comportamiento critico de las fluctuaciones, con un exponente
critico de valor —1 y una amplitud que depende del valor del coeficiente de
restitucién a. Por supuesto, la validez de lo anterior se basa en la suposicién
de que el comportamiento anterior sigue siendo el mismo hasta que el sistema
estd asintdticamente cerca de la inestabilidad. Sin embargo, debe sefialarse
que suficientemente cerca de L. el comportamiento divergente anterior es de
esperar que tienda a desaparecer debido a efectos no lineales, ya que esta
magnitud no puede tomar, en ningin caso, valores arbitrariamente grandes.
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Figura 3.7: Segundo momento de las fluctuaciones de energia No% como

funcién de la distancia 6L a la inestabilidad para o = 0.80 y ny = 0.020 2.
La linea continua es el ajuste a la ley de potencias definida en el texto.
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Figura 3.8: Andlogo a la figura 3.7 para un sistema con « = 0.90 y ng =

0.02072.
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De hecho, las simulaciones realizadas indican que este podria ser el caso,
va que suficientemente cerca de la inestabilidad las fluctuaciones comienzan
a no crecer segun (3.5), sino de forma mds lenta.

3.2.2. Densidades moderadas

Una dificultad fundamental que encontramos para el estudio de sistemas
con densidad finita es la ausencia de una teoria que nos permita predecir el
valor del tamaiio critico del sistema, L., con la suficicute precisién. En conse-
cuencia, éste ha sido determinado a partir de las propias simulaciones, ya que
los valores del tamafio critico obtenidos por la teorfa de Enskog [56] se desvian
significativamente de los observados en las simulaciones. En nuestro estudio,
hemos considerado dos valores diferentes de la densidad, ny = 01672y
ng = 0.2072, y para cada uno de ellos dos valores del coeficiente de restitu-
cién, o = 0.95 y a = 0.98.

En la figura 3.9 se representa el valor de No% para distintos valores del
tamano del sistema para nyg = 0.107% y a = 0.95. Al igual que en el caso
de baja densidad, observamos que el valor estacionario de 0}23 crece a medida
que lo hace el tamafio del sistema. Los resultados presentados corresponden
a promediar sobre 100 trayectorias.

En la seccién anterior hemos visto que, en las proximidades de la inesta-
bilidad, N{[o%(L) — 0%(0)] es proporcional a 5L Supongamos este mismo
comportamiento en el caso de alta densidad y, a partir de esta hipétesis,
determinemos L.. La consistencia de los resultados nos indicard si la su-
posicién anterior es acertada. Para ello, utilizaremos que, si representamos
[NoZ(L) — No%(0)]~'/2 frente a L y hacemos un ajuste lineal, la ordenada
en el origen y la pendiente de la recta de ajuste nos permitirdn obtener los
valores de L. y Ag. El problema es que, para ello, necesitamos conocer el
valor de ¢%(0), y no hay tampoco una prediccién tedrica precisa para esta
cantidad en el caso de densidades moderadas. Utilizaremos, por tanto, la
simulacién para determinar también 0%(0). Los resultados de la simulacién
muestran que, para valores de L lejos del tamafio critico, las fluctuaciones de
energia oscilan en torno a un valor practicamente constante, independiente
de L,como puede verse en la figura 3.10, en la que hemos representado Nog
como funcién del tamano del sistema L. Tomaremos entonces como valor de
No%(0) el valor constante que se alcanza para L < L.y que presentamos
en la Tabla 3.1. En el caso diluido, la prediccién tedrica dada por (2.70) es
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Figura 3.9: Evolucién de No% para un sistema con ny = 0.1c %y a=095
y distintos valores de L/L..

No%(0) = 0.2064 para a = 0.95 y, No%(0) = 0.0854 para a = 0.98. Si con-
paramos estos valores con los obtenidos en las simulaciones para los sistemas
con mayor densidad encontramos que el valor de esta magnitud depende de
la densidad, aumentando con ésta.

En la Tabla 3.1 damos también los resultados obtenidos para los tamanos
criticos. Parang = 0.207% y a = 0.95 el valor obtenido coincide con el de baja
densidad, LB ~ 57.20, y no con el de la teoria de Enskog [56], L ~ 54.00.
Para esta misma densidad y a = 0.98, el valor de L. que nos da la simulacion
estd entre el valor L ~ 89.30 y LF ~ 84.80, al igual que sucede para el caso
deng =0.1072y a =0.95 en el que L? ~ 11440 y LEF ~ 109.90.

Las mayores discrepancias las encontramos en el caso de ny = 0.167% y
a = 0.98 en las que el valor critico obtenido estd por debajo tanto del valor
de baja densidad (LZ ~ 178.7¢) como del de Enskog (LZ ~ 172.30). Si este
mismo tipo de andlisis para la determinacién del tamafio critico se realiza
para el caso de los sistemas diluidos de la seccién anterior, se obtiene un
resultado para L. en total acuerdo al dado por (2.65).

En la Tabla 3.1 damos también los valores obtenidos para la amplitud
Ag. Podemos concluir, en vista de estos resultados, que la amplitud de las
fluctuaciones de la energia aumentan conforme lo hace la inelasticidad a ny
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Figura 3.10: Comportamiento de No% para un sistema de discos duros con
nyg = 0.2 y o = 0.95 como funcién del tamaio del sistema. Se observa como,
para valores de L mucho menores que el critico, los valores tienden a un valor
constante.

constante y aumentan con la densidad, para un « dado.

Una vez que tenemos el valor de L. para cada valor de los parametros es
inmediato obtener las amplitudes A, que rigen el decaimiento de la velocidad
de enfriamiento. En la figura 3.11 se muestran las evoluciones de las temper-
aturas en la representacién en que el HCS lleva a un estado esatcionario para
un sistema con ny = 0.2072 y o = 0.95, para distintos valores de L/L.. La
temperatura que se alcanza, incluso para tamanos alejados de L., difiere de
la unidad, ya que el valor de (4 que se ha considerado para calcular wqg es
el dado por (2.38), vdlido en el limite diluido y no en el caso de sistemas
densos. La dependencia con ng y a de A; es anéloga a la de Ag. Asi pues,
estos efectos aumentan con la inelasticidad y con la densidad del sistema
considerado. En la Tabla 3.1 se recogen los valores para las velocidades de
enfriamiento adimensionalizadas lejos de la inestabilidad, (o(0), obtenidas
también de la simulacion asi como las amplitudes A;. Los valores de (y(0)
obtenidos coinciden con los dados por la teoria de Enskog hasta la segunda
cifra significativa.
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Figura 3.11: Evolucién de la temperatura del sistema para ny = 0.2072,
a = 0.95 y diferentes valores de L. A medida que L se aproxima a L., es
mayor el tiempo necesario para llegar al estacionario.

ngo® | a | NoZ(0)| L. | Agx103| &(0) | Ac x 10°
0.2 1095 0.2349 | 57.2 3.6 0.1584 4.59
0.2 10981 0.0976 | 87.2 1.34 0.06459 2.34
0.1 1095 0.2250 | 111.8 1.45 0.1375 2.38
0.1 1098 0.0921 | 168.5 0.47 0.05610 0.50

Tabla 3.1: Valores de los tamafios criticos L. en unidades de o, determinados
a partir de las simulaciones, asi como de No%(0), (o(0) y de las amplitudes

Ag y A¢ que rigen el comportamiento de o y (p respectivamente.
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3.3. Funcién de correlacién temporal de la
energia

Estudiemos ahora ¢émo decae en el tiempo una fluctuacién de la energia
total a través de su funcién de correlacién temporal, definida como

(SE()SE(t')
(B()E®))

donde 4E(t) fue definido en la ecuacién (2.68). En el apartado 2.3.3 vimos
que, lejos de la inestabilidad y para sistemas diluidos, las fluctuaciones de
energfa decafan exponencialmente, en la escala s, con la velocidad de en-
friamiento adimensionalizada, (g, es decir Cpg(t,t') o e FlsO-s(t)]
istiendo hasta la fecha prediccién teérica para sistemas con densidad finita.
Veamos cudl es el comportamiento que presenta Cgg(t,t’) en las proximi-
dades de la inestabilidad transversal.

En nuestra simulacién, hemos medido Cgg(t,t') para los mismos valores
de la densidad y del coeficiente de restitucién considerados para el resto
de las magnitudes analizadas en los apartados anteriores. Evidentemente,
es necesario tener clara la relacién entre lo que se mide en la simulacion
estacionaria y las magnitudes correspondientes en el HCS. En este caso, y
al igual que sucedia para ¢%, la magnitud Cgg(t,t’) posee el mismo valor en
ambas descripciones como consecuencia de (3.4).

En la figura 3.12 se representan los valores obtenidos para Crg en la escala
s para un sistema con ng = 0.2072, a = 0.95, y distintos valores de L/L..
Se observa cémo estas correlaciones decaen m4s lentamente a medida que L
se aproxima a L.. Si representamos Cgr en escala logarftmica (figura 3.12
derecha) podemos ver que presenta un decaimiento exponencial, al igual que
sucedia lejos de la inestabilidad para sistemas diluidos, pero mds lento para
los sistemas con mayor tamafio. Esto es debido a que cerca de la inestabilidad
existen mayores correlaciones y una fluctuacién de la energia tarda mas en
decaer. Como se puede ver en la figura 3.12, el comportamiento exponencial
comienza para s — s’ ~ 10, continuando hasta s — s’ ~ 60. En esta regién
es donde hemos realizado el ajuste para ver el decaimiento. Esto es asi en
el caso de los sistemas con mayor densidad, mientras que en los sistemas
diluidos el buen ajuste a la exponencial se observa practicamente desde los
primeros instantes.

Se tiene, por tanto, que las correlaciones temporales de la energia obede-

Cpge(t,t') = (3.6)

, NO ex-
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Figura 3.12: Decaimiento de la funcién de correlacion de las fluctuaciones de
la energia para un sistema con ng = 0.207% y o = 0.95. Se observa que a
mayor tamano del sistema, el decaimiento se produce mas lentamente. En la
figura de la derecha mostramos estos mismos resultados en escala logaritmica.

cen la ley
s{t]—s[t')

CEE(t, t/) xe s . (37)
donde s., cerca de la inestabilidad, depende de L.

En la figura 3.13 hemos representado los valores para s; ! en funcién de la
distancia escalada a la inestabilidad, L. Se observa que para valores alejados
de L., las fluctuaciones decaen con un tiempo caracteristico independiente
de L. En el caso diluido, este valor estd en buen acuerdo con la prediccion
tedrica dada por (2.74) para el caso de sistemas alejados de la inestabilidad,
esto es, con (p/2. En el caso de alta densidad, el valor que se alcanza para
L < L. no coincide, evidentemente, con el valor teérico de (5/2 en la primera
aproximacion de Sonine, ya que éste sélo es vélido para sistemas diluidos,
pero se observa que también el comportamiento lejos de L. es independiente
de L.

En las proximidades de la inestabilidad se observa un comportamiento
lineal con 6L de s;!. Asi, para L préximo L., tenemos que

s;' ~ AL. (3.8)

Los valores de A, obtenidos se recogen en la Tabla 3.2. Como puede verse,
este coeficiente aumenta con la inelasticidad, para ny fijo, no siendo clara su
dependencia con ng para « fijo.
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Figura 3.13: Tiempos caracteristicos que rigen el decaimiento de las fluc-
tuaciones de energia para ny = 0.1 y o = 0.98. Para tamanos del sistema
alejados del critico, el decaimiento se produce segiin un valor constante, y
cerca de L. se observa un comportamiento lineal con d L, representado por la
linea continua.

ngo’ | a A,
0.2 10.95]0.253
0.2 [0.98 |0.079
0.1 {0.95]0.206
0.1 1098 | 0.13
0.02 10.80]1.188
0.02 1 0.90 | 0.701

Tabla 3.2: Valores del coeficiente A, que rige el decaimiento de las fluctua-
ciones de la energia para los distintos valores de los pardmetros considerados
en las simulaciones.
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1 g

3.4. Distribucién de las fluctuaciones de la
energia

En esta seccidon estudiaremos la forma de la distribucién de probabilidacdes
de las fluctuaciones de la energia total, para distintos valores del tainano del
sistema. Definimos las fluctuaciones relativas de la energia como

= B0 —(EO)] (3.9)

Para cada trayectoria de un sistema, el rango de valores de AE se la
dividido en intervalos que no se solapan y se ha construido la distribucion
de frecuencias usando todas las trayectorias correspondientes a los misios
valores de L y a.

Como ya hemos comentado en el capitulo anterior, la funcién densidad de
probabilidad de una fluctuacién de la energia ha sido estudiada para L <« L.
(37, 48], observéandose un buen ajuste a una distribucién gaussiana. Este
comportamiento, sin embargo, no se mantiene a medida que L se aproxima
a L.. En la figura 3.14 representamos la distribucién para un sisteimna con
ng = 0.0207% v a = 0.90 para dos valores de L, uno bien alejado de L.,
observandose una distribucién gaussiana, y otro con L préximo a L. Eu este
ultimo caso, la distribucién es asimétrica en torno al valor medio. Cormo puede
verse, se extiende hacia valores positivos de d E. El mismo comportamiento
cualitativo se observa para todo el rango de densidades que hemos estudiado.

3.4.1. Funcidon de distribucion escalada

Para analizar en mds detalle la estructura de las fluctuaciones de energia,
hacemos la suposicién injustificada, a priori, de que la funcién de distribucion
de probabilidades de las fluctuaciones relativas de la energia, Pr(0E), en las
proximidades de la inestabilidad transversal, verifica la relacién de escala

B = —F (22, (3.10)
OE OE

donde f es una funcién de escala. Se asume por tanto que toda la dependencia
de f con « y L ocurre a través de og. Si consideramos entonces
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Figura 3.14: Distribucién de probabilidades de las fluctuaciones relativas de
la energia, Pr(0F), para un sistema con ny = 0.0207? y a = 0.90 para dos
valores de L, uno alejado de L., en el cual la distribucién es gaussiana y otro
més préximo a la inestabilidad. En este tltimo caso se observa claramente la
asimetria.

0.1

Figura 3.15: Distribuciones de la figura anterior representadas en escala lo-
garitmica. 55
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UEPL<()TE) :}7 5—E ) (3.11)
op

toda la dependencia en L se ha eliminado en la parte derecha de esta ex-
presién cuando la consideramos como una funcién de 6E/og. En la medida
que la suposicién anterior se verifique cerca de la inestabilidad, los datos
para sistemas con diferentes tamanos tenderian a colapsar a medida que L
se aproxima a L.. Mas adn, este colapso debe ocurrir en una funcion que 1o
depende de «.

En la figura 3.16 se representan las distribuciones normalizadas segin
(3.11) para o = 0.80 y a = 0.90. En cada caso se presentan resultados para
distintos tamanos del sistema. Por motivos que explicaremos mds adelante,
lo que realmente se representa en la figura es opPr(—0E). Se observa que
los datos colapsan, como implica la ley de escala (3.11), sobre mas de 3
ordenes de magnitud, especialmente cuando nos centramos en los resultados
para los dos sistemas de mayor tamano. Las fluctuaciones son fuertemente 1o
gaussianas y asimétricas alrededor del valor medio. Esta es una manifestacion
de la presencia de una longitud de correlacién del orden del tamano del
sistema, de modo que éste no puede ser dividido en regiones mesoscépicas
estadisticamente independientes y, por tanto, no hay razén para esperar que
las fluctuaciones de las cantidades globales sean gaussianas.

La forma de la funcién de distribucién de probabilidades de la figura
3.16 es muy similar a la encontrada en otros sistemas de equilibrio y de no
equilibrio [66, 67]. Por ejemplo, en el caso del modelo bidimensional XY, se
encuentra que la forma de la funcién densidad de probabilidad de las fluc-
tuaciones de la magnetizacién total, y = (m — (m))/om, siendo m la magne-
tizacion y o, su varianza, en la aproximacién armonica, para temperaturas
significativamente inferiores que la de la transicién de Kosterlitz-Thouless,
puede aproximarse por la funcién I(y) [67] definida por

I(y) = K(e*™")°, r=bly — s), a=m/2. (3.12)

La regién de valores positivos grandes de y de esta funcién es aproxi-
madamente gaussiana, mientras que para valores negativos grandes presenta
una cola exponencial. Un gran numero de sistemas fuera del equilibrio que
muestran criticidad autoorganizada presentan datos que colapsan en una
distribucién de probabilidad muy similar a II(y) {66, 67]. El mismo tipo
de comportamiento se ha observado también en experimentos con flujos
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Figura 3.16: Funcién densidad de probabilidad de las fluctuaciones de la
energia total relativa o PL(—dF) para un sistema de discos duros inelasticos
con ny = 0.02072 para o = 0.80 (izquierda) y a = 0.90 (derecha). Los
simbolos son de las simulaciones y la linea continua es la ecuacién (3.12).

turbulentos confinados [68]. En nuestro contexto, en principio, deberia ser

—~—

N(y) = opPL(y) con y = 0E, pero para obtener un buen acuerdo con los
resultados de Dindmica Molecular, hemos cambiado SE por —0F en la iden-
tificacién de y. Los valores de los tres parametros en la ecuacién (3.12) se
obtienen por normalizacién, valor medio nulo y varianza uno, con los resul-
tados K = 2.14, b = 0.938, y s = 0.374. Por tanto la ecuacién (3.12) no tiene
ningin parédmetro ajustable. La funcién II(y) se ha representado también en
la figura 3.16 y se encuentra un sorprendente buen acuerdo con los datos
experimentales.

El cambio en el signo de las fluctuaciones, esto es, el hecho de que las fluc-
tuaciones de energia en un gas granular estén descritas por una funcién que
es la simétrica con respecto al origen de la de los sistemas ordinarios, puede
ser debido al cardcter disipativo de los medios granulares. En el HCS el gas
estd continuamente disipando energia en las colisiones sin que haya ningtn
aporte externo de la misma. Por el contrario, en los sistemas moleculares
se tiene que suministrar continuamente energia al sistema para conseguir
mantenerlo en un estado estacionario de no equilibrio.

Como para el resto de propiedades estudiadas, los resultados que se ob-
tienen para sistemas con densidad mayor también presentan un ajuste muy
bueno a la misma funcién densidad de probabilidad, como puede observarse
en la figura 3.17. Esto nos lleva a concluir que este escalamiento es una
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Figura 3.17: Funcién densidad de probabilidad de las fluctuaciones de la en-
ergia total relativa para un sistema de densidad ny = 0.1672y a = 0.95.
Nuevamente, los simbolos son los resultados de la simulacién y la linea con-
tinua es la ecuacién (3.12).

propiedad independiente de la densidad del sistema, con la tnica exigencia
de considerar tamafos préximos al critico. Observamos, por tanto, que los
resultados no sélo colapsan para distintos valores de a y del tamaio del
sistema, sino también para el caso de distintas densidades.

3.5. Conclusiones

En este capitulo hemos presentado resultados obtenidos mediante sim-
ulaciones de Dindmica Molecular para sistemas de discos duros ineldsticos
en el HCS, en la regién de pardmetros que corresponde a las proximidades
de la inestabilidad transversal. Para el rango de valores de los pardmetros
considerado se ha observado que

= La velocidad de enfriamiento tiende a cero con de forma suave como
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(EE)V % a medida que el sistema se aproxima a la inestabilidad transver-
sal. Aqui 6L = (L. — L)/ L., siendo L, la dimensién critica del sistema.

El segundo momento de las fluctuaciones de la energia presenta un
comportamiento potencial divergente a medida que nos acercamos a la

-2
inestabilidad, aumentando segiin 6L .

La funcién de correlacién temporal de la energia presenta cerca de la
inestabilidad un decaimiento exponencial, mas lento cuanto mas cerca
estamos del tamaio critico. La velocidad de decaimiento disminuye
como L al aproximarnos a la inestabilidad.

También se observa que la funcién de distribucién de probabilidades
de las fluctuaciones de la energia es no gaussiana y asimétrica en torno
al valor medio. Ademds, escalada de la forma adecuada, colapsa para
todos los valores de a y ny considerados en una funcién que tiene la
misma forma que la que se encuentra en otros sistemas de equilibrio y
de no equilibrio.
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Capitulo 4

Teoria mesoscopica de las
fluctuaciones criticas para gases
granulares aislados

Los resultados de simulacion presentados en el capitulo anterior muestran
que las fluctuaciones de la energia total de un sistema en el HCS, en las
proximidades.de la , exhiben un comportamiento critico caracteristico [69].
Abordaremos en este capitulo el estudio de este problema desde un punto
de vista tedrico, empleando para ello una teoria hidrodindmica fluctuante.
Nuestro objetivo es tratar de identificar cuéles son los mecanismos fisicos
responsables del comportamiento observado en las simulaciones.

Revisaremos, en primer lugar, las ecuaciones de la hidrodindmica fluc-
tuante para sistemas eldsticos [70] y presentaremos una extension de éstas
para sistemas cuasieldsticos, es decir, sistemas de particulas cuyo coeficiente
de restitucién normal estd muy préximo a la unidad [71}. Los resultados que
obtengamos se restringirdn a este limite, si bien, en lo que a la densidad se
refiere, esperamos que nuestras predicciones sean vélidas tanto para sistemas
diluidos como para sistemas con densidad finita. Al aproximarnos al tamano
critico, el campo local cuyas fluctuaciones comienzan a ser relevantes es la
velocidad transversal, ya que es la inestabilidad transversal la primera que
aparece al aumentar el tamano del sistema. Nos centraremos, por ello, en
la ecuacién de Langevin para la velocidad transversal, y veremos cémo las
fluctuaciones de este campo son el origen de los comportamientos observados
[62]. Ademds, la teoria serd consistente con la propiedad de escala observada
para la funcién de distribucién de probabilidades de la energia.
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4.1. Revision de las ecuaciones de la hidrodi-
namica fluctuante para sistemas elasti-
cos

Las ecuaciones hidrodindmicas presentadas en la scecién 2.2 nos permiten
conocer la evolucién para los valores medios de los campos hidrodindmicos,
pero no hacer predicciones sobre las fluctuaciones de los mismos. Para esto
ultimo, necesitamos conocer las ecuaciones que verifican los campos fluctuan-
tes.

En el caso eldstico, el estudio de las fluctuaciones de los campos hidrodina-
micos fue llevado a cabo por Landau y Lifshitz [70]. Los campos hidrodindimi-
cos fluctuantes alrededor del equilibrio obedecen el conjunto de ecuaciones
Para a = 1, las ecuaciones hidrodindmicas (2.14)-(2.16) se reducen a

%%Jrv - (ma) =0, (4.1)
g—? +14-va + (mn)'V-P =0, (4.2)

oT ~ 2
- tu- —(P : Vi+V.q) = 4.3
Y +u VT+7FLd(P Vu+V.q)=0, (4.3)

donde la tilde indica que estamos tratando con campos fluctuantes macros-
copicos. Estas ecuaciones expresan la conservacion de la masa, la cantidad
de movimiento y la energfa, y son vélidas para cualquier evolucién del flui-
do, incluyendo cambios fluctuantes en el estado del mismo. A continuacié,
consideremos los campos como la suma de dos términos, uno determinista.
correspondiente al valor medio, y otro fluctuante. Si admitimos que las fluc-
tuaciones son pequeilas alrededor del valor medio, podemos linealizar las
ecuaciones en torno al mismo.

Para que nuestra descripcién sea completa es necesario especificar la for-
ma precisa del tensor de presiones y del vector flujo de calor. En el caso
eldstico que estamos considerando en este apartado, las expresiones generales
para ellos vienen dadas en funcién de los gradientes de la velocidad y la tem-
peratura. En presencia de fluctuaciones, existen en el fluido presiones y flujos
de calor locales espontdneos que no estdn relacionados con estos gradientes.
Entonces, podemos escribir el tensor de presiones y el vector flujo de calor
como la suma de dos partes: una determinista, que serd la que estard ex-
presada en funcién de los campos hidrodindmicos, y otra, que constituird un
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eldsticos

término de ruido en la ecuacidén en la que aparece. Tenemos entonces que

Py(r,t) = P(x,t) + P (x,1), (4.4)
alr, t) = q*(r, 1) + a/"(x, ). (4.5)
Llegados a este punto, es necesario determinar cudles son las propiedades

de los términos de ruido Pigluc y g/, Esto puede hacerse a a partir de las
férmulas generales de la teoria de las fluctuaciones [72], obteniéndose

(Pf(r,1)) =0, (4.6)
(g™ (r, 1)) =0, (4.7)
y
(Pi);luc(rl, t1) P (rg, 1))
. 2
= 2kpTnod(r1 — r2)d(t1 — t2)(didjm + dimdj1 — 'd‘éijélm)a (4.8)
<qz’ﬂuc(r1, tl)Q{luC(rz,Q» = 2/*CBTzl‘ﬁoé(rl —12)0(t1 — t2)dy5. (4.9)

con 1o ¥ Ko los coeficientes de viscosidad tangencial y de conductividad térmi-
ca para sistemas eldsticos, respectivamente. A partir de estas propiedades es
posible determinar las funciones de correlacién de los campos hidrodindmi-
cos fluctuantes. Las ecuaciones (4.8) y (4.9) formulan sendos teoremas de
fluctuacién-disipacién para los sistemas eldsticos.

Este mismo problema, partiendo de una descripcién de tipo cinético, fue
abordado por Bixon y Zwanzig [73], quienes obtuvieron una generalizacién de
la ecuacién de Boltzmann linealizada, la denominada ecuacién de Boltzmann-
Langevin, que incluye un término de fuerza fluctuante. Consecuentemente,
estos resultados estan limitados al caso de gases diluidos. La ecuacién fluc-
tuante se relaciona con la ecuacién de Boltzmann del mismo modo en que
lo hace la ecuacién para la velocidad de una particula browniana con la
ecuacion para su velocidad media. Las expresiones obtenidas para las cor-
relaciones del tensor de presiones y del vector flujo de calor a partir de la
ecuacion de Boltzmann-Langevin coninciden con los propuestos por Landau
y Lifshitz, ecuaciones (4.8) y (4.9). coinciden en ambas descripciones.
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4.2. Extensiéon a un medio granular ligera-
mente inelastico

Para el estudio de las fluctuaciones en un sistema granular, necesitamos
unas ecuaciones hidrodindmicas fluctuantes andlogas a las presentadas en
la scecidn anterior, pero extendidas para el caso de sistemas incldsticos, no
existiendo hasta la fecha una deduccién fundamentada de la hidrodindmica
fluctuante para sistemas ineldsticos comparable a la existente para sistemas
moleculares. Actualmente se estdn realizando trabajos que estan orientados
a obtener las ecuaciones hidrodindmicas fluctuantes y las propiedades de los
términos de ruido a partir de la extensién de la ecuacién de Boltzmanu-
Langevin al caso de sistemas ineldsticos [59]. Los resultados que en su caso
se obtengan de este modo serdn védlidos en principio para cualquier valor del
coeficiente de restitucién, .

Consideraremos que las fluctuaciones de los campos son pequenas y que,
por tanto, su evolucién vendrd bien descrita por el orden lineal. Las ecua-
ciones hidrodinamicas fluctuantes serdn, por tanto, ecuaciones de Langevin
lineales obtenidas mediante la linealizacién de las ecuaciones de Navier-Stokes
para un gas granular alrededor del HCS. La dificultad se encuentra en la de-
terminacion de las propiedades de los términos de ruido. Si nos restringimos a
sistemas ligeramente ineldsticos, esto es, con 1 — a < 1, podemos considerar
que los términos de ruido vendran descritos por las mismas propiedades que
en la teoria estdndar para los gases moleculares normales [71], pero susti-
tuyendo las expresiones para los coeficientes de transporte por las correspon-
dientes en el caso ineldstico. No hay razones para esperar que esto sea cierto
en general para un gas granular, excepto como una aproximacion en el limite
cuasieldstico. Por tanto, los resultados que obtengamos aqui serdn vélidos
s6lo en ese limite.

Definimos las desviaciones de los campos fluctuantes con respecto a su
valor en el HCS como

57i(r,t) = F(r, £) — g, | (4.10)
Su(r, t) = U(r, ), (4.11)
§T(r,t) = T(r,t) — Tyes(t). (4.12)

Emplearemos en lo que sigue las variables adimensionales 1 y s definidas en
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las ecuaciones (2.31). En estas variables, definimos los campos adimensionales

_ on(r,t)

pL,s) = S, (4.13)
~ _du(r,t) 7
w(l,s) = woll) (4.14)
~ 6T (r,1) _
0(l,s) = Trcs®)’ (4.15)

y pr(s), wk(s) y 5;((5), como la transformada de Fourier de los correspon-
dientes campos hidrodindmicos,

Y = /dle'ik'lgj(l, s). (4.16)

En concreto, nos interesara la ecuacién que verifica la velocidad transver-
sal que estd desacoplada de las ecuaciones de los otros campos, puesto que
son las fluctuaciones de este campo las que crecen en el rango de valores de
tamanio del sistema considerados, esto es, en las proximidades de la inesta-
bilidad transversal.

Como hemos comentado, consideraremos que las fluctuaciones de los cam-
pos son pequenas y nos restringiremos a ecuaciones de Langevin lineales.
Habiamos visto en la seccién 2.3.2, que las componentes de Fourier del cam-
po de vorticidad o campo transversal de velocidades verificaban la ecuacién
(2.60). La ecuacién de Langevin que, en las unidades reducidas que hemos
introducido, verifica el campo fluctuante @y, (s) viene dada por (70, 71]

a C() ~392| ~
2 -2viw] o) =6 (417)
donde, andlogamente a en la ecuacién (2.60), Wy, (s) representa la compo-
nente de wy(s) perpendicular a k. El ruido &, (s) que hemos introducido en
la ecuacién (4.17) es blanco y gaussiano y verifica

(€x, (8N mes =0,  (4.18)

*2

(€i, ()i, (N mes = 4 5(s — 8')oy _1 KL (4.19)

N
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Aqui I representa al tensor unitario de dimensién d—1y V* es el volumen del
sistema en unidades de | = (ngo@V)~1 Las ecuaciones (4.18) y (4.19) se
siguen de las ecuaciones (4.6) y (4.8) particularizadas para el HCS, es decir,
sustituyendo T por Tycs y 1o por la viscosidad de un fluido granular a la
temperatura Tycs v densidad ngy. La mayor ventaja de emplear las nuevas
variables es que el coeficiente en la ecuacién de Langevin (4.17) asi como la
amplitud del ruido dado por la ecuacién (4.19) son independientes del tiempo.
Este no es el caso si la ecuacién de Langevin se escribe en términos de los
campos y escalas espacial y temporal originales, debido a la dependencia del
estado de referencia, el HCS, respecto del tiempo.

Como hemos visto existe un valor minimo de k, &, y, por tanto, un valor
maximo del tamano lineal del sistema, L., para el cuél la velocidad transversal
se vuelve inestable. Para sistemas con L < L., el HCS es estable vy, en ese
caso, la solucién para tiempos largos de la ecuacién (4.17) no depende de la
condicién inicial, y puede escribirse como

Gii(s) = / ds'e =MW (o). (4.20)

con A (k) definido en la ecuacién (2.63). Entonces, usando (4.19) podemos
calcular la funcién de correlacién de un tiempo de las velocidades transver-
sales, obteniéndose

V*2 ’f]k’z

N S | 4.21
o )\L(k:)ék’ kl, (4.21)

(Wki(s)ww i (s)m =

y, en particular

Vd-1) 7k
2N AL(k)

(Wi () Wwi(s)u = Ok —k/ (4.22)

V*2(d—-1) 7k?
2N AL(k)
Esto muestra que, conforme L se aproxima a L. desde abajo, la amplitud de
las fluctuaciones de las componentes transversales de la velocidad crece muy
rapidamente debido a la contribucién de los valores de k proximos a kS . Este
no es el caso para las fluctuaciones de los otros campos hidrodindmicos, cuyas
ecuaciones de Langevin estan desacopladas de la ecuacién (4.17). Podemos
esperar, por tanto, que es posible considerar un rango de valores 6L = L. —

(|@ws ()Y e = (4.23)
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L tal que las fluctuaciones de las componentes transversales del campo de
velocidad, aunque atin pequenas, dominan sobre las fluctuaciones de los otros
campos hidrodinamicos, ya que, como ya se ha comentado, la inestabilidad
transversal es la primera que aparece al ir aumentando el tamaro del sistema.

4.3. La energia total

En el Capitulo 3 estudiamos, utilizando simulaciones de Dindimica Molec-
ular, como se comportaba la energia total del sistema a medida que nos ac-
ercabamos a la inestabilidad transversal. Dedicaremos esta seccién a definir la
energfa fluctuante de forma adecuada y a determinar su evolucién en funcion
de los campos hidrodindmicos fluctuantes 7, u y 7T.

La energia total de un fluido granular de N esferas (d = 3) o discos
(d = 2) duros ineléasticos de masa m en un microestado dado definido por
las posiciones y las velocidades de las particulas {R;(t), Vi(t);i=1,...,N}
puede expresarse como

N
1 d 1
E(t) = ; 5me(t) = /dr [iN(r,t)T(r,t) + ém./\/'(r,t) U(r,t)| (4.24)
donde la densidad numérica microscépica N (r,t), la temperatura 7 (r,t) y
el campo de velocidades U(r,t) estdn definidos como

N(r,t) = Z [r — Ry(t)], (4.25)
N |
NE,t)U(r,t) = ZVi(t)é[r - Ry(¥)], (4.26)
d X
N, T (x,t) = Z SmVilt) - U(r,t))%0r — Ry(t)).  (4.27)

Admitimos que estas cantidades pueden identificarse con los campos hidro-
dindmicos fluctuantes, de manera que podemos reescribir la ecuacién (4.24)
en la forma [74]

B() = / dr [gﬁ(r,t)f(r,t) + %ﬁbﬁ(r,t)ﬂa(r,t) (4.28)
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con la tilde indicando como siempre que estamos tratando con campos fluc-
tuantes macroscopicos.

La teoria que vamos a desarrollar scrd valida para sistemas en el HCS. A
un nivel macroscépico, hablamos visto que este estado estaba caracterizado
por una densidad constante y uniforme ng, un campo de velocidades nulo y
una temperatura uniforme dependiente del tiempo Tycs(t) que obedece la
ley de Haff, ecuacién (2.26).

Vamos a restringirnos, ademads, a situaciones en las que las araplitudes
de las fluctuaciones de los campos hidrodindmicos son, en media, pequenas.
En ese caso, reteniendo hasta el segundo orden en las desviaciones de los
campos hidrodindmicos, podemos escribir que las fluctuaciones de la energia
total respecto a su valor en el HCS vienen dadas por

SE(t) = E(t) - Encs(t)
d ~ d__ ~ m ~ 9
= [ dr §nH5T(r, t) + sén(r, t)6T(r,t) + gnH[éu(r, 0" (4.29)
donde Fycs(t) = %NTHCS(t) y las desviaciones 67, 61 y 07 fueron intro-
ducidas e las ecuaciones (4.10)—-(4.12).

Si se reescribe la expresion anterior en funcién de los campos adimension-
ales en el espacio de Fourier dados por (4.13)-(4.16) obtenemos

e(s) = 9—2/@ + Vlﬁ > {ﬁk(s)é_k(s) + 3]&31((5)]2} (4.30)

donde _
_ 0E(s)

Epcs(s)
Admitimos ademds, que después de un tiempo del orden del tiempo medio
entre colisiones el sistema alcanza un régimen hidrodindmico en el cual toda
la energia del sistema se almacena en los modos hidrodindmicos. En este
régimen, el comportamiento de los campos hidrodindmicos estd descrito por
las ecuaciones hidrodindmicas fluctuantes linealizadas.

Consideremos el rango de valores de 6L = L, — L tal que las fluctuaciones
relevantes sean las del campo velocidad transversal. En esta region de pard-
metros podemos despreciar los términos pi(s)0_k(s) del sumatorio en k de la
ccuacién (4.30), frente a las fluctuaciones de la velocidad transversal. Dicha
ecuacion involucra ademds a la componente k& = 0 de las fluctuaciones de la

(4.31)
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temperatura, 6o(s) y este término debe ser analizado cuidadosamente. Para
ello, vamos a obtener la ecuacién de Langevin para las fluctuaciones de la
energia total del sistema, 5E(t), a partir de la linealizaciéon de la ccuacion
macroscépica media para la energia total, que puede escribirse como

dE(t d
—% = —a/dr”(r,t)CHCs(T)T(r»t)~ (4.32)
Si tenemos en cuenta que
Cres(T) o« T2, (4.33)
se llega a
0 Caos(DT) = SxGaas(TIT = 2Cacs(@) (4.3
Ea Cres( = ﬁCHCS( = '2“CHCS «

Ademés, como el nimero total de particulas no fluctia, esto es,

/dréﬁ(r, t) =0, (4.35)

obtenemos _
déE(t) 3d

T —ZHHCHCS(THCS) /Idr(ﬁ:(r,t), (4.36)

Dado que los ruidos que estamos considerando en nuestra teoria son los
mismos que para los fluidos ordinarios, no aparece término de ruido en la
ecuacion anterior, ya que se trata de la ecuacién para la energia total del
sistema que se conserva en el caso de colisiones eldsticas. No obstante, hay
que senalar que para los gases granulares, como consecuencia de la inelas-
ticidad, existe un término de ruido adicional en la ecuacién para la energia
total que no aparece en el caso eldstico [37] y que es despreciable en el limite
cuasielastico que estamos considerando. Como podemos observar, la diferen-
cia que existe con el andlisis lineal es que no podemos aproximar d F(t) por
dny [ droT(r,1).

A partir de la ecuacién (4.36) es inmediato escribir la ecuacién de evolu-
cién de e(s),

dz(;) = Coe(s) — %éﬂ bo(s) = Go [s(s) - 2‘3/*50(5)] . (4.37)

La ecuacién (4.37) indica que existe un acoplo entre las fluctnaciones de
la energia total y las fluctuaciones de la temperatura promediada sobre el
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volumen del sistema. La combinacién de las ecuaciones (4.17) y (4.37) nos
lleva a

) {ds) 2 {ds) ~ i 3 AT+ | H

= —Co {%sl - 25*2 Zk: {ﬁk(s)g_k(s) + 31&1((5)@ } 4 (4.38)

A continuacién, vamos a despreciar las fluctuaciones de densidad consideran-
do que estamos en un régimen caracterizado por

~ L.-L ,
0 <4l =" <1, (4.39)

&

esto es, cerca de la inestabilidad transversal. Se obtiene asi

dfg) _ _%9 e(s) — g‘g“i ; |‘*~)k(5)|2J

- "% (e - dvﬁ*z 2 IGMs)F} : (4.40)
k

En la ultima transformacién en (4.40) hemos despreciado también las con-
tribuciones de los modos longitudinales ya que, para el rango de valores de
L que estamos considerando, las tinicas contribuciones relevantes van a ser
las dadas por las componentes transversales.

4.4. La velocidad de enfriamiento efectiva

Como primera aplicacién de la ecuacién (4.40) vamos a calcular el valor
medio de £(s) en el limite de tiempos largos. En este limite la ccuacién nos
dice que la magnitud (s) es estacionaria, consistentemente con las propie-
dades de escala del HCS. Consecuentemente, de (4.40) se tiene

6

(e)ue = lin (e()) mos = — lim 2; @i (s)?
3(d — 1) k>
= — 4.41
AN Zk: A (k) (441)
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4.4. La velocidad de enfriamiento efectiva

donde hemos usado la ecuacién (4.23). Podemos simplificar esta expresion

utilizando otra vez mds que estamos considerando la regién en que 0L < 1.
En esta region, la suma en k que aparece en (4.41) estd dominada por los 2d
modos con k menor, es decir aquellos con k = 27/L", para los cuales

2 2
AR = A (i) = 2 (f)

ol ()]
- {1 - (1-31) ] ~ il (4.42)

Entonces, la ecuacién (4.41) toma la forma

() = 3(d~1) 27 (2r\" 6(d-1)7 (27T 1
Elt = TN dL (L—) TN G L;) 57

_ 3= G-~ 3_(}232(@) (4.43)

N

Este resultado nos muestra que el valor estacionario de (g) alcanzado no es
independiente del tamafio del sistema, sino que aumenta a medida que nos

—~-1
acercamos a la inestabilidad como dL . Més explicitamente, utilizando la
definicién de £(s), ecuacidén (4.31), la ecuacién (4.43) es equivalente a

3(d —
nHLd

Por tanto, hemos obtenido una renormalizacién de la energfa total media del
sistema que es debida a las fluctuaciones de la componente transversal del
campo de velocidades.

Veamos ahora qué le sucede a la temperatura. Despreciando las fluctua-
ciones en densidad, la ecuacién (4.30) puede escribirse como

DS = 0)nos - s L BIPhnos. (44

k

E(t) = EHCS(t) l:]. + )(6]4) (444)

En el limite de tiempos largos, la relacién entre los valores estacionarios de
la. temperatura y de la energia viene dada por

%Eﬁmw—g _ 1 2

\% 5§00 V* — < >3t 3(6>5t = §<E>sta (446)
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donde hemos empleado la segunda igualdad de (4.41). Entonces, sustituyendo
la ecuacion (4.43) en (4.46) se obtiene

<§O>st o 2(d - 1)

e -1 A oA
Ve T il (6L) (4.47)

0, méas explicitamente

2(d—-1)

T(t) = t) |1
(t) = Tues( )[ + .y

C

donde T" es una temperatura media renormalizada integrada en todo el vol-
umen del sistema, definida como

N

(t) = % / drT(r,1) = -37 / dr(F(r, ) s (4.49)

con V el volumen del sistema en la escala original.

Estudiemos ahora la forma de la ley de Haff renormalizada. Si conside-
ramos la temperatura 7'(t), se sigue de la ecuacién (2.26) y del escalamiento
(2.31)

t o
% = ~Cucs(Tucs)T(t). (4.50)
Como (gcos o« TE/CQS, entonces
_ Ad—1) ~. 172 )
Cres(Tacs) = Caes(T) [1 + ~Ig—]—)((5L) IJ ; (4.51)
TLHLC
asf que la ccuacién (4.50) puede reescribirse como
oT (¢ -
P Luos@T), (152)
con o
= 2(d—-1) ~ -
Cues(T) = Cues(T) [1 + ‘T(,L‘H_LEE(‘SL)MI} : (4.53)

En los resultados de simulacién mostrados en el capitulo anterior, la magnitud
“temperatura” que hemos medido ha sido una temperatura efectiva T, f(t)
definida como

gNTef(t) = E(t). (4.54)
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npo’ | o [AT <107 A5 x 10° [ AL x 10° [ A x 10° | AL | A
0.02 | 0.9 0.88 1.11 0.62 0.6 0.474 | 0.701
0.02 | 0.8 1.62 3.63 1.15 1.5 0.899 | 1.188
0.1 0098 1.06 0.50 0.75 047 101137 0.13
0.1 10.95 2.4 2.38 1.7 1.45 |0.277 | 0.206
02 ]0.98 1.97 2.34 1.4 134 ]0.130 ] 0.079
02 095 4.59 7.78 3.24 3.6 0.319 | 0.253

Tabla 4.1: Comparacién entre las predicciones tedricas y los resultados de
simulacién para las amplitudes AZ, Ag v As.

Para esta temperatura efectiva tenemos que

3(d—-1) ,~
72500 = Taos(t) 1.+ 2020 6T) | (455)
nHLC
que implica
dT.¢(t
_dft(l = —Cucs(Tucs)Tes(t). (4.56)
La ecuacién anterior puede expresarse como
dTef(t
d—ft() = _Cef(Tef)Tef(t) (457)
con 12
3d-1) =]
ef — oL . 4.58
Ces (HCS‘l‘i‘ nHLg( ) ] (4.58)

Por otro lado, en el capitulo anterior estudiamos la dependencia respecto del
tamaio del sistema de la velocidad de enfriamiento efectiva adimensionaliza-
da definida como

_ Ce(T)1

CO,e - )
! up(T)
como puede verse en el Apéndice D. La teorfa aqui desarrollada predice para
esta cantidad, cerca de la inestabilidad transversal, la expresién

(4.59)

-1/2
3d-1) (6L)~1 , (4.60)

ef — 1
Coer = Go |1+ L2

Entonces,

73



Capitulo 4. Teorfa mesoscépica de las fluctuaciones criticas
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Figura 4.1: Amplitud A con la que decae la velocidad de enfriamiento en fun-
cién del nimero critico de particulas. La linea continua es la prediccién tedri-
ca dada por (4.62) y los puntos corresponden a las simulaciones de Dindmica
Molecular. Para una misma densidad, el mayor N, (y L.) se corresponde con
el mayor valor de a.

Qoer 2 =G0 umrm
ﬂCO_Q—O = AY(SL)7Y, (4.61)
siendo
3(d — 1)
s AT ) 4.62
¢ nHLg ( )

Esta amplitud, como puede verse, depende del ntimero critico de particulas
N, = nyL? y se relaciona con la que habiamos definido en la ecuacién (3.2)
por

At = A (4.63)

En la Tabla 4.1 mostramos los valores tedricos y los obtenidos a partir de las
simulaciones de las amplitudes A¢. La comparacién entre ambas puede ser
considerada satisfactoria, en el sentido en que la teorfa predice correctamente
los érdenes de magnitud, especialmente teniendo en cuenta el pequefio valor
de las magnitudes medidas.
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A fin de mostrar la comparacién de los resultados de simulacion y la
teorfa de una forma més visual, en la figura 4.1 hemos representado esta
amplitud Az como funcién del numero critico de particulas N, = ‘fLHLz. La
linea continua se corresponde con la prediccién tedrica, es decir, la ecuacion
(4.62), y los puntos son los resultados de la simulacién. Se han utilizado
simbolos iguales para los sistemas con la misma densidad, correspondiendo el
punto de menor N, al menor « para una densidad dada. Como puede verse, las
mayores discrepancias entre teoria y simulacién ocurren para ny = 0.020~2
y « = 0.80. Esto puede deberse al hecho de que la teorfa desarrollada es
valida en el limite cuasicldstico, y el valor a = 0.80 ya cstd bastante alejado
de este limite.

4.5. Fluctuaciones y correlaciones de la ener-
gia total

Pasamos ahora a estudiar la funcién de correlacion de la energia. Tratare-
mos de recuperar, a partir de la teoria hidrodindmica desarrollada, el valor
de op(dL) y el decaimiento exponencial observado en las simulaciones. Para
ello, escribamos la ecuacién (4.40) de una forma mds compacta como

de(s) (o _
=) Lle(s) ~ o)), (4.64)
w(s) = ﬁ?‘i > @ (s) (4.65)
Definimos
d'e(s) = (s) — (e)st, (4.66)
y
§w(s) = 0(s) — (W) - (4.67)

Hemos empleado la prima para indicar que estamos considerando desvia-
ciones con respecto a los valores medios renormalizados, esto es, incluyendo
los efectos de las fluctuaciones no lineales, y no los valores de las ecuaciones
nacroscopicas.

De la ecuacion (4.64) se obtiene que

(@)st = (€)st) (4.68)

75



Capitulo 4. Teoria mesoscopica de las fluctuaciones criticas

y podemos escribir la ecuacién para §’e(s) a partir de (4.64),

4

If o\ Go ! (o I (o 4 (¢
dsés(s) = [0'e(s) —o'w(s)]. (4.69)

En el limite de tiempos largos, una vez que el sistema ha olvidado la condicion
inicial, la solucién de esta ecuaciéon viene dada por

§'e(s) = %/ ds/e_%(s_sl)élw(s/). (4.70)

=00

Asi, para calcular la funcién de correlacion temporal de ¢’ necesitamos cono-
cer cudl es la funcién de correlacién de 6'w. Los céalculos que conducen a los
resultados que vamos a presentar a continuacién se detallan en el Apéndice
C. Un célculo estandar usando (4.19) y (4.20), y considerando que el término
de ruido es gaussiano muestra que, en las proximidades de la inestabilidad
transversal, la funcién de correlacién temporal de las fluctuaciones de la ve-
locidad transversal, con s > s, viene dada por

9(d — 1)

=g (OL) el (4.71)

(0'w(8)0'@(s")) mes =

donde s, es un tiempo de relajacién “critico”

1

- (4.72)
26 L

Se

Si usamos la ecuacién (4.71) en (4.70) se obtiene fdcilmente la funcién de
correlacién de d'e

g(d_ 1) TTN=2_—(s—5")/se :

<5/€(5)5/8(81)>Hcs =
valida para s > s'. Por tanto, vemos cémo las fluctuaciones de la energia total
escalada decaen del mismo modo que las fluctuacioncs de la energia cinética
asociada con los modos transversales de la velocidad. M4s concretamente,
ambas decaen con un tiempo de relajacién caracteristico dado por (4.72) que
diverge como (STL)"I, siendo la amplitud de la divergencia funcién de la ve-
locidad de enfriamiento. Este resultado estd de acuerdo con los resultados de
simulacion obtenidos en el capitulo anterior, identificando s;! ~ AgdL. En la
Tabla 4.1 se presentan los valores obtenidos tanto para la prediccion tedrica
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4.5. Fluctuaciones y correlaciones de la energia total

como para los resultados de simulacién de Dindmica Molecular. Observamos
que reproduce de forma adecuada el orden de magnitud. Los valores teori-
cos, AL, para las densidades ny = 0.1672 y ng = 0.207% se han calculado
empleando el valor de (; de la teoria de Enskog.

A partir de esta expresién es inmediato obtener las correlaciones para el
mismo instante de tiempo. Para s = s’ la ecuacién (4.73) se reduce a

9(d — 1)

o, 9d-1)
N2d

5L) 2 ~ SL)"2. (474
(6L) ,,L%{ded( ) (4.74)

([8'e()]) s = ((8'€) %) =
La expresién anterior nos muestra que las fluctuaciones de energfa crecen
con (6L)"% a medida que nos aproximamos a la inestabilidad transversal.
Este comportamiento cstéd de acuerdo con el observado en las simulaciones v
presentado en el capitulo anterior. _ - _

Veamos la relacién entre ([6'e(s)]%) o v 0% = (E®) mes—(E)4es) /(B aes
que es lo que medimos en la simulacién. Puede verse facilmente que

ety (B Hos = (BVhos _ o (EVhe
([6'e(s)]Yues = BT oy “S = 0% E%ICS' (4.75)

Como la variacién de la energia, (F)gcg, con 0L es pequeiia, podemos con-
siderar que

ok ~ ([0'e(s)]*) nes (4.76)

Asi, podemos identificar la amplitud Ag que aparece en la ecuacién (3.5) con

E= <g(d — 1) ) v (4.77)

2 72d
nyL24d

En la Tabla 4.1 se dan los valores tedricos y de simulacién de Ag. En la figura
4.2 se representan como funcién de N.. La linea continua es la representacién
gréfica de la prediccién tedrica dada por (4.77) y los puntos son el resultado de
la simulacién. Nuevamente los sfmbolos iguales corresponden a los sistemas
con la densidad y, para una densidad dada, el menor valor de N, corresponde
al menor valor de a. Las mayores discrepancias entre teoria y simulacién
vuelve a encontrarse para ny = 0.0207% y o = 0.80, como era de esperar,
al ser este el menor valor de « considerado y ser nuestra teorfa vélida en el
limite cuasieldstico.

Hay que notar que los resultados que hemos obtenido con esta teoria
nos dan el comportamiento de estas magnitudes en las proximidades de la
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Figura 4.2: Amplitud, Ag, con la que crecen las fluctuaciones de energia al
acercarnos a la inestabilidad transversal. La linca continua es la prediceion
tedrica dada por (4.77) y los puntos los resultados de la simulacion.

inestabilidad transversal y en ningiin caso nos aportan informacién sobre
su valor en regiones del espacio de pardmetros alejadas de la inestabilidad,
donde L <« L..

4.6. Distribucion de las fluctuaciones de la
energia

Los resultados de simulacién presentados en el capitulo anterior muestran
que la funcién densidad de probabilidad de las fluctuaciones de la energfa to-
tal, PL(0F), verificaba una ley de escala, de modo que los datos de las simu-
laciones para diferentes valores de , ng y L colapsaban en las proximidades
de la inestabilidad. En esta seccién trataremos de justificar la existencia de

dicha ley de escala y de determinar la forma de la funcién densidad de pro-
babilidad.

La ecuacién (4.17) particularizada para los modos con el valor mas pequetio
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posible de k en el limite 5L < 1 viene dada por
AN I AT = ; 4.78
Os <0 k_j_(S) ékl(~5), ( : )

donde consideramos que |k| = k. Definimos ahora una nueva escala tem-
poral como
dr = (g0 Lds, (4.79)

y un nuevo campo velocidad transversal como

~ Cjk_x_

La ecuacién (4.78) puede reescribirse como

(5 +1) 5 = 6.0 (481

Las funcién de correlacién para dos tiempos del término de ruido &y (7) es
d1/2

(€, (&5, (7)) = Wék,_k'c?(f ~ )L (4.82)

Las ecuaciones (4.81) y (4.82) implican que la distribucién de probabilidades
para @y, con |k| = kmin, cerca de la inestabilidad transversal pero por
encima de ella (kpin > kS ) depende sélamente de la dimensién d del sistema.
De hecho, como el término de ruido £ (7) es gaussiano, es trivial escribir la
forma para tiempos largos de la distribucién usando la ecuacién (4.21),

Py(@r,) = (2mg2) @2 gmeild 2% (4.83)

donde 62 = d/?/12(d — 1)'/2. En la escala temporal 7, y reteniendo tnica-
mente los modos dominantes, la ecuacién (4.64) puede escribirse como

i 6 1 6 ~% 92
5LE’£/=—§ vy-3 Z |G (DI ]S (4.84)
|k|=kmin
donde y = ¢/og, y la suma se restringe a los vectores k con |k| = k.-

Comparando las ecuaciones (4.81) y (4.84) se observa que, en la escala 7y
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~

SE / o

Figura 4.3: Funcién densidad de probabilidad de las fluctuaciones de la en-
ergia total relativa o P (§E) para un sistema de discos duros ineldsticos. La
linea discontinua es la prediccién tedrica derivada en este trabajo y la linea
continua es la ecuacién (3.12).

en las proximidades de la inestabilidad, y decae mucho mds rdpido que las
componentes dominantes de @y, . Consecuentemente, para valores grandes
de 7, la solucién de la ecuacién (4.84) es

y=2 3 @ P, (4.85)

!klzkmin

donde la distribucién de probabilidad para los modos @j | viene dada por
(4.83). Como esta tltima no depende de ningtn pardametro del sistema ex-
cepto de la dimensién d, la misma propiedad se obtiene para la distribucion
de y y de la variable,

SE

=P Y (@ (4.56)

[klzkmin

donde §F = [E — <E) ues)/{E)ucs. Esto es equivalente a decir que la dis-
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tribucién de probabilidades para SE verifica la relacién de escala

PGE) = éf(?ﬁ) (4.87)

)

donde f es una funcién de escala. Esta es precisamente la propiedad que
asumimos en el capitulo anterior y que fue confirmada por los resultados de
simulacién de Dindmica Molecular. Como la funcién de distribucién de prob-
abilidades de wy es conocida, ecuacion (4.83), es posible generar numeéri-
camente la funcién de distribucién de probabilidades de P(JF). Podemos
comparar esta distribucién con la distribucién II(y) dada en la ecuacion
(3.12). Esta comparacién se representa en la figura 4.3. A diferencia de lo
que se hizo en las figuras 3.16 y 3.17 donde se representaron los datos de
la simulacién para Pp(—dF) y la funcién II(y) dada en (3.12), en la figura
4.3 se han representado la prediccién tedrica obtenida aqui para PL(0F) y la
funcién H(—éf\[:)). Evidentemente ambas cosas son equivalentes a efectos de
comparacién. Aunque el acuerdo entre ambas curvas no es muy malo para
los valores positivos de 0 F/, existen fuertes discrepancias para los valores neg-
ativos. La ecuacién (4.86), para d = 2 implica que 0F/og > —V/2, mientras
que en las simulaciones se encuentran valores mds pequefios y el ajuste es
mds adecuado a (3.12). Al ser la ecuacién (4.86) una consecuencia de (4.37),
es posible que, a fin de elaborar una teoria m4s precisa, sea necesario tener
en cuenta el ruido intrinseco asociado a la velocidad de enfriamiento.

A la hora de valorar adecuadamente la teoria desarrollada en este capitulo,
hay que tener en cuenta que aunque csté restringida al limite cuasieldstico,
no se ha realizado ninguna restriccién en lo que se refiere a la densidad.
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta memoria hemos analizado el comportamiento de las fluctuaciones
de un medio granular en las proximidades de un punto de inestabilidad.
Concretamente, hemos considerado un sistema aislado en el estado de en-
friamiento uniforme (homogeneous cooling state) en la vecindad de su punto
critico de inestabilidad transversal, en que el sistema desarrolla voértices de
velocidad y agregados de particulas.

En el estudio hemos combinado el analisis tedrico con la técnica de sim-
ulacién en ordenador mediante Dindmica Molecular. A fin de evitar las di-
ficultades estadisticas que, en principio, surgirian debido a la disminucién
continua de la temperatura del sistema, las simulaciones se han llevado a
cabo utilizando una dindmica transformada en que el estado de enfriamiento
uniforme se transforma en estacionario. Las propiedades obtenidas en es-
ta representacién estacionaria se trasladan de forma univoca y exacta en
propiedades del sistema. de partida.

A continuacién resumimos algunos de los resultados mas nnportantes
obtenidos:

» Las simulaciones de Dindmica Molecular muestran claramente que cuan-
do el tamafio del sistema se va aumentando de forma que se aproxima
a su punto de inestabilidad, la denominada velocidad de enfriamiento
tiende a cero de acuerdo con una ley potencial.

» En las mismas circunstancias anteriores, el segundo momento de las
fluctuaciones de la energia total del sistema, escalada de forma que
sea. independiente del tiempo, muestra también un comportamiento
potencial pero, en este caso, divergente.
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84

Consistentemente, el decaimiento de la funcién de correlacién temporal
de la energia total se vuelve mds lento el aproximarse a la incstabili-
dad. El tiempo caracteristico de relajacion diverge también con una ley
potencial.

Las fluctuaciones de la energia total cerca de la inestabilidad verifican
una ley de escala de manera que si se representa adecuadamente su
funcién de distribucién de probabilidades, se vuelve independiente de
los pardmetros del sistema tales como el coeficiente de restitucién v el
propio tamano.

Sorprendentemente, la forma de la funcién de escalamiento es la misima
que se ha encontrado en diversos problemas de fluctuaciones criticas de
sistemas en equilibrio y también alejados del mismo. Esta coincidencia
requiere, sin duda alguna, ser investigada en detalle.

A fin de analizar tedricamente los resultados anteriores hemos utilizado
una extensién al caso ineldstico de las ecuaciones hidrodindmicas fluc-
tuantes. Por construccion, las ecuaciones consideradas es de esperar
que sean validas sélo en el limite cuasieldstico.

Los resultados teéricos obtenidos estdn en buen acuerdo cualitativo
(exponentes criticos) y cuantitativos (amplitudes criticas) con los re-
sultados de las simulaciones.

A fin de situar los resultados anteriores en un contexto adecuado es
importante senalar que todos ellos, tanto los de simulacién como los
tedricos, se refieren a una regién préxima a la inestabilidad del sistema,
pero no “excesivamente” préxima. Muy cerca de la inestabilidad es casi
seguro que se pongan de manifiesto acoplos no lineales no considerados
aqui. De hecho, asi parecen indicarlo los resultados de las simulaciones
mds préximas al punto de inestabilidad.

Otro punto a destacar es que los andlisis realizados abarcan tanto sis-
temas diluidos como densos, aunque siempre en la regién fluida.

Los estudios presentados aqui creemos que ponen claramente de mani-
fiesto la importancia de profundizar en el estudio de las fluctuaciones en
medios granulares como un paso necesario para su comprension desde
una perspectiva fisica.



Apéndice A
Coeficientes de transporte

Las relaciones constitutivas para el tensor de presiones y el vector flujo
de calor en primer orden en los gradientes se han obtenido por diversos
procedimientos, entre ellos, la aplicacién del método de Chapman-Enskog
[38]. Del mismo modo se ha evaluado la velocidad de enfriamiento del sistema
¢(r,t).

Como hemos visto en el texto principal, el tensor de presiones y el vector
flujo de calor en primer orden en los gradientes pueden escribirse, en las
variables reducidas, como

M(L, ) = 50001,5) + oL, )} -

15} 0 20
- | —w; —w; - s Al
7] aliwj(l, s) + aljcu,(l, s) 231 w(l,s)di;|, (A1)
0 : 0 '
e - . (A2

Por otro lado, la velocidad de enfriamiento puede escribirse como suma de
dos términos

6¢o(L,8) = ¢O +¢@, (A.3)

siendo ¢(© de orden cero en los gradientes y ¢ de orden dos, despreciable
frente al primero. ,

Aqui presentaremos las expresiones para los coeficientes de trasporte que
aparecen en las relaciones constitutivas, esto es, 7, & y ji. Estos coeficientes
han sido calculados en la primera aproximacién de Sonine y pueden expre-
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Capitulo A. Coeficientes de transporte

sarse como [54]

7= % (A4)
i— % (A.5)
[ = @%Z%&T (A.6)

donde
@) = [vit) - S (A7)
(e = it - @] s e (A3)
) = 2¢°(@) [wote) + DO (22D, ) et a9

Las funciones 7y y xg son los coeficientes de viscosidad y de conductividad
de un fluido eldstico, respectivamente, y vienen dados por

24d -
o = %F (g> ©= % (mkpT) V2o~ (A.10)
dd+2)? _ [d\ _aa ksT\ "2 ~(d-1)
_ d(d+2)° (d Al
o 16(d—1)r(2>w ’ kB( m ) ° (A1)

Las funciones (*, vf, v5 y ¢* que aparecen en (A.7)—(A.9) son funcién del
coeficiente de restitucién normal, «, y vienen dadas por

o) = 20—t [+ o) (A12)

vi(a) = (330 +4zd)(1 o) {1 - 6%0*(&)] (A.13)
vy ltafd=1 3@+8)(1—a) 4+5d—3(4-da .

vy(a) = 71 [ 2 16 + 024 ()| (A14)

() 32(1 — a)(1 — 2a?) (A15)

" 9+ 24d + (8d — 41)a + 300%(1 — @)
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Para escribir la contribucién de orden cero de la velocidad de enfriamiento
sélo necesitamos conocer el valor de la velocidad de enfriamiento adimension-
alizada, (p, en primer orden en Sonine, ya que

56o(1,) = Go | 20(1,5) + 56(L,5)| (A.16)

Con estas expresiones de 7 y de (; es posible calcular el tamano critico
del sistema, L., necesario para nuestro desarrollo.
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Apéndice B

Algoritmo de simulacion
empleado

B.1. Introduccion

Para las simulaciones hemos empleado la representacion estacionaria del
HCS, de modo que, en lugar de que las particulas, entre colisones, se mue-
van libremente, hemos simulado el sistema acelarado dado por las ecuaciones
(2.80). Nuestras simulaciones de Dindmica Molecular han sido realizadas uti-
lizando un programa construido siguiendo el algoritmo conducido por sucesos
de Allen y Tildesley [64]. En este Apéndice describiremos brevemente dicho
algoritmo y las modificaciones necesarias para poner de manifiesto la acel-
eracién entre colisones.

El sistema que queremos simular es un sistema constituido por discos
duros (d = 2), de masa m y diametro o que colisionan ineldsticamente.
La colisién es instantdnea, mientras que entre colisiones las particulas se
aceleran. El momento total se conserva en la colisién, no asi la energia. Il
método empleado para el caso de esferas duras es diferente a la Dindmica
Molecular para el caso de potenciales continuos. Cuando la distancia entre dos
particulas se hace cero, se produce una colisién, cambiando las velocidades de
las particulas instantdneamente segiin la regla de colisién. La evolucién del
sistema se realiza de colisién en colisién. Debemos por tanto ir localizando
las colisiones en orden cronoldgico. En la figura B.1 mostramos el diagrama
de flujo del algoritmo utilizado.
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Lectura de los
p

parametros de

ia simulacidn

INICIALIZACION
Se asignan posiciones y
velocidades iniciales a las
particulas.

'

Determinacidn de los tiempos de
colisién de todas las particulas

4

'

Determinacién del minimo
tiempo de colisionT;;

'

[ Mover todas las particulas Tij]

| ————————

Y

COLISION

Cileulo de
propiedades

’ .
Calculo de los nuevos tiempos
ey,
de colisidn de las particulas que han
colisionado y de las que eran sus parejas

Figura B.1: Diagrama de flujo del algoritmo utilizado.
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B.2. Célculo de los tiempos de colision

O

O
S

O

Figura B.2: Condiciones de contorno periédicas. Consideramos al sistema
rodeado de réplicas de si mismo.

El algoritmo se divide en los siguientes pasos:

1. Localizar la préxima colisién.

2. Mover todas las particulas hasta el momento en el que se produce la
colision.

3. Modificar las velocidades de las particulas que colisionan segun la regla
de colisién.

4. Calcular las propiedades de interés y volver al primer paso.

Vamos a detallar a continuacién cada uno de estos pasos.

B.2. Calculo de los tiempos de colisién

Es el calculo en el que se emplea més tiempo de simulacién. Tenemos
que determinar la préxima colisién, esto es, debemos determinar, para todas
las particulas, el tiempo que tardardn en colisionar y localizar el menor de
estos valores. Debe tenerse en cuenta que las particulas, entre colisiones, son
aceleradas segun (2.80). Consideremos dos discos ¢ y j de didmetro o, con
posiciones R; y R; y velocidades W; y W en el instante 7. La condicién que
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nos da el intervalo tiempo 7y; tras el cual se va a producir la colision entre
ellas es

| Rij(7 + 75) |=| Riy + Wy T3 |[= o, (B.1)

1

donde T;; = o [es0 —1]. Si definimos b;; = R;; - W; obtenemos una

ecuacion cuadratica para Tj;
WETE + 20T + R}, — 0 =0 (B.2)

Existen tres posibilidades basadas en el valor de b;; . Si b; > 0 las
particulas se alejan una de la otra y no se produce la colisién. Si b;; < 0
y b — W2(R;, — 0®) <0, las dos soluciones de nuestra ecuacién cuadrdtica
son imaginarias y las particulas no colisionan. Pero si b7, — W2 (R}, —0%) > 0
las soluciones seran reales positivas y la menor de ellas corresponderd al
tiempo de colisién buscado,

W=

—bij — (b?j - K?(R?] - %))
V2
ij

A partir de Tj; se obtiene inmediatamente 7;;- En el programa se almacenan
los tiempos de colisién de todas las particulas en una matriz y la particula con
la que se produce la colisién en otra. Al comienzo del programa se inicializan
todos los tiempos de colisién a un valor muy grande.

Se imponen al sistema condiciones de contorno periédicas, esto es, cuando
una particula sale por un extremo de nuestro sistema vuelve a entrar por el
extremo opuesto. Es como si nuestro sistema estuviese rodeado por réplicas
de si mismo, como podemos ver en la figura B.2, de modo que para calcular
los tiempos de colisién consideramos la imagen més préxima de todas las
particulas. No hacer esta simplificacién complicaria el programa. Esto puede
provocar problemas en el algoritmo en el caso de bajo niimero de particulas y
sistemas pequenos. En este caso puede suceder que la que determinemos como
proxima colisién no lo sea realmente. Como puede verse en la figura (B.3) la
particula C' colisionaria con la B, pero, al considerar su imagen mas préxima
esto es, D, el programa no detectaria la colisién. En los sistemas considerados
en este trabajo, a pesar de ser diluidos, no nos hemos encontrado con esta
dificultad.
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A cC D E F
~O0C— |-@0— |-O0C—

Figura B.3: Limitacién del algoritmo para sistemas pequenos con un nimero
bajo de particulas.

B.3. Evolucién del sistema durante 7;

Una vez determinados todos los tiempos de colisién se escoge el menor
entre ellos, y el par de particulas que colisionan. Dejamos evolucionar las
particulas durante ese tiempo, de manera que las posiciones en 7+47;; vendrdn
dadas por

s~ 1)
Ri(r+7;) = Ri"rWi—w_—; (B.4)
0
y las velocidades serdn
Wi(T + 735) = Wieo™. (B.5)

B.4. Aplicacién de la regla de colision

En esta parte del programa se calculan las nuevas velocidades de las
particulas que colisionan teniendo en cuenta la regla de colisién. En el caso de
esferas duras ineldsticas sabemos que se produce la conservacién del momento
pero no de la energia, y que el impulso actia a lo largo de la linea que une
los centros de las particulas. Suponemos todas las particulas de igual masa
y tamaAo.

Para el caso de discos duros ineldsticos el cambio en las velocidades viene
dado por la regla de colisién definida en (2.1) y (2.2). Como ya hemos visto,
en la representacién estacionaria del HCS, debido al cardcter instantdneo de
las colisiones, el cambio en las velocidades en la colisién es el mismo en la
dindmica acelerada.
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B.5. Calculo de propiedades

Podemos ahora calcular las magnitudes en las que estemos interesados ¢
ir almacenandolas en diferentes matrices. No medimos cada colisién, sino que
dejamos que se produzcan un determinado ntmero de colisiones (al menos
una colisién por particula) entre cada medida a fin de que los valores no estén
muy correlacionados.

B.6. Calculo de los nuevos tiempos de col-
ision

Una vez que se ha producido la colisién sélo es necesario evaluar los nuevos
tiempos de colision de las particulas implicadas en la misma y de aquellas de
las que eran parejas. El resto de tiempos de colisién y de parejas de particulas
no se ven afectados por la colisién que ha tenido lugar.

Una vez que tenemos los nuevos tiempos de colisién volvemos a determi-
nar el minimo entre ellos, se deja evolucionar el sistema este tiempo. aceleran-
do las particulas, y se produce la nueva colisién.
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Apéndice C
o » o » /
Funcién de correlacion para o0'c

En este Apéndice vamos a calcular la funcién de correlacién temporal de
0’e(s). Para ello, en primer lugar, es necesario calcular la funcién de coi-
relacién de w(s), definido en el texto principal como

_ 6 .
wis) =~ ; lwier (s)17, (C.1)

siendo su desviacién con respecto al valor renormalizado
8'w(s) = w(s) — (@), (C.2)

donde @)y = (€)s. Vamos a calcular para s > 1y s’ > 1, con s > ¢ la
funcién de correlacién

(0D(s)8D(s) e = @(s)D(s")) i — (@) (C3)

Tenemos que
(@(s)w(s") d2V4 ZZ ka(S Wl (S)wiwy (s7) - w- k’J_(S)>
dszZ [wrc1 (5) - woscr () mr{wre s (8) - worer ()

+ <wa_(5)wk’_L(5 No  {w_ki(8)wowi(s))a
+ (ka(S)w k'L(8')> H{wok(8)wwi(s)) mll

©)e d2V4 ZZ wieL (8)wie L () (woser(S)wrw i (8)n

= (@)%, + WQ ;‘(wkl(S)w—kL(S'»H H{w kL (s)wir () m
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En la primera transformacién, hemos tenido en cuenta la ecuacion (4.20)
y que el término de ruido &, (s) es gaussiano, de modo que los cumnulantes de
wW(s) de orden superior a dos se anulan. En la tltima transformacion hemnios
usado que (wy | ($)wir 1 (8')) g o i ) como se muestra en el siguiente calculo

(@ier (8)wne ()i = / ds, / s b= MW N g ()60 ()

= —ak Tk 1/ dsl/ R U TP

V2 s’
= - /] ! o (s+s —2s) )AL
5k kT Azl/ ds, (s =252 ()
V2 , / 1
= — 6 i Tk2[elstsNALK) | 25" A, (k)
N el ‘ 2 (k)
Ve ok A (k)
frny (S—S ))\L(k))o 3 /I C5
TINAL(R)C I~k (C.5)

Las ecuaciones (C.3)—(C.5) nos llevan a

72 PR
5'T(s)' (s _ 2(s—s" ) (k)
( w(s) w(s ))H d24N? )\i(ly)e

18 - ]‘ 2 s—s')A (k)
— N Z T (k (s—s")AL( (C.G)

Para § L < 1 el sumatorio que aparece en la expresién anterior puede aprox-
imarse por

~21.4 —~
§ 1 ok e2(s—s’)AL(k) ~ an kmin 6—2(3*3’)(05[,
2 ( ) - 2~2
AL GOL

— Zdn 27T e—Q(S—S’)CogI/S\f/_Q
¢ \ L.

= 36“2(5'8 )COSZZ)‘E_Z (07)

k

Si sustituimos este resultado en la ecuacién (C.6) obtenemos para la funcién
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de correlacién de §'w(s)

of— — 9 d - ]. 1 —~9s—s' ONN—‘Q
<O W(é)(s W(S ))H = —(*‘(}—)me A ) 5L5L
N_29 d —s")/s
=L ——(N%l ) o, (C8)

donde hemos introducido el tiempo de relajacién “critico” s. como

1

- C.9
2(o6L (©4)

A partir de la ecuacién (C.8) podemos calcular la funcién de correlacion
de 8'¢(s), ya que en el limite de tiempos largos, y una vez que se ha olvidado
la condicién inicial, la expresién para §’(s) puede escribirse como

de(s) = %/ ds'e= $ 5w (s"). (C.10)

Por tanto, para s > s’

2
(6'e(s)d'e(s")) %19 dsl/ ds’le'%g(”s'"sl_sll)(5'&7(51)6’6(3'1));1
_ d )(6L) -2 d31 dS e._J).(s—}—s —81— sl)e_lsl sh1/se (C 11)
4 N2d

Evaluemos la integral respecto de s; y s) que aparece en la expresion
anterior,

S -S/
] = / dSl/ dslle—%Q(s-i-.s"_,sl—s'l)e—|s1——3’1|/sC
J—o0 J—c0

s s’
= / dSl/ dsle’—%(S—l—s’_sl—s'l) [9(51 o Sll)e—(sl—s’l)/sc

T 6(s — s1)e A/

s s
N / dsll/ dsle_%l(s+sl—sl‘s/l)e'(“_sll)/s€
—co s}

!

s sh
o[t [ ettt

—oC -0
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-$ f .5
T AN | Q. 81
N / dsie” 2 TS / dsie? 75
—00 s

’
1
!

s <0 S s [} S
+/ dslle—z(s—é-s —S;)—; dslegsﬂr;

oC

>
QO.S’ %4 N ) -

- %—%5—£fi_ii§l_e—%@+we®b}*‘g L

€ _ 1 € 4 1 0 L g

R y + s Co y + 5 Go
= e = 5 = 1 e%l(s_s,) + " 1__.___€A%l(575/)

2 1

@ -(2) «(8-2) w($+3)

4 s 2 ¢ / 2 < / 4 /
e T B R (C12)

5 i ¢ ¢

Para llegar a este resultado hemos considerado que, en el limite que esta-
mos considerando, 6L < 1, para asi poder despreciar 1/s. frente a (y. Si
sustituimos la ccuacién (C.12) en la ecuacién (C.11) obtenemos
§'e(5)d'e(s)) = 2 (L) 2e (3755 C.13
(0'e(s)d'e(s")) wig (L) (C13)
valida para s > §'. Por tanto, las fluctuaciones de la energia total decaen con
el mismo tiempo caracteristico que las fluctuaciones de la energia cinética

total asociada con los modos transversales de la velocidad. Para s = s’ la
ecuacién (C.13) se reduce a

_9(d—1)
 N2d

Esta ultima expresién muestra cémo las fluctuaciones de energia crecen a
medida que el tamano del sistema se aproxima a L.

(8'e(s)8'e(s")) (6L)2 (C.14)
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Apéndice D

Temperatura efectiva en la
representacién estacionaria

En las simulaciones de Dinamica Molecular lo que hemos medido co-
mo temperatura ha sido la energia cinética media por particula del sistema
acelerado, Tes. Veamos cémo estd relacionada la magnitud medida con la
temperatura T, ; definida en el texto principal en (4.54). Revisemos lo que se
hace en el método de la representacion estacionaria del HCS. Se introduce
una nueva escala temporal como

woT

t
wWoT — l’n,t— — t = t()e 5 (D].)
0

donde ty y wg son constantes arbitrarias. La velocidad en esta nueva escala,
w(7), viene dada por

w;i(T) = wotee™ v;(t) = wotvi(t). (D.2)
La funcién de distribucién escalada para las N particulas sera
p({ri}, {wi}, 7) = p({r:}, {vi}, 1) (wot) ™" (D.3)

Definamos la temperatura efectiva en ambas representaciones como

d N1
§NTef(t) = /dr1 ..drydvy .. dvy (2:1 5m03> p({r:}, {vi},t), (D.4)
Yy
d ~ M1
aNTef(T) = /dI‘l . ..drNdw1 . .dwN ( E E'mwz-2> ﬁ({ri},wi}u'r)' (D5)

i=1
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Capitulo D. Temperatura efectiva en la representacion estacionaria

La comparacién de ambas expresiones implica
7~jef(T) = (woto) ™ Tos(t). (D.6)

Escribamos la ecuacién que verifica T, (1) empleando para ello la ecuacion
para Tez(t),

0Toy(r) 2 2o O OTo4 (1)
87_ = 2(4)0Tef(7') + (Cd()t()) € 67' —8t

= 2T (1) + (woto) ™™ [~ Cop(Tep) ey (7)]
= 2Ty (r) — LTt e

Tel f/2 ef
= 2wgTos () = CofTof (), (D.7)
donde
(=0 08
T, f

La solucién estacionaria de la ecuacién (D.7) es

2
Tot = (?) . (D.9)
ef

2&)0

Asi, tenemos que

Cop = . (D.10)
st
VIS
La temperatura efectiva en las variables originales verificaba
OTcf(t
mait(—l = —Cef(Tef)Tes(2). (D.11)

La velocidad de enfriamiento efectiva adimensionalizada en €l sistema original
viene dada como

Gy = @ Sl Ceft
Oef = Uef(t) |:2Tef(t)]1/2 (_2_)1/2

m
m

1/2
2T
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En esta tltima expresién vemos que la temperatura efectiva en el sistema ace-
lerado estd relacionada con el (o s que rige el decaimiento de la temperatura
efectiva del sistema original.
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