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Obtenci�on de patrones de comportamiento de

modelos semicualitativos

J�A� Ortega� R�M� Gasca� M� Toro
Departamento de Lenguajes y Sistemas Inform�aticos�

Universidad de Sevilla
Avda� Reina Mercedes s�n� Sevilla �Spain�

fjaortega� gasca�mtorog�lsi�us�es

Resumen

En este art��culo se propone una nueva metodolog��a pensada para obtener los patrones de comportamiento
de los modelos semicualitativos de sistemas din�amicos� En estos sistemas se permite la inclusi�on de
conocimiento cualitativo y cuantitativo� La informaci�on cualitativa puede componerse de� operadores
cualitativos� etiquetas cualitativas� funciones de bandas y funciones cualitativas� Adem�as se presenta un
formalismo para incorporar esta informaci�on a los modelos�
La idea de la metodolog��a se puede resumir en la siguiente frase� �cuando un modelo semicualitativo se

transforma en una familia de modelos cuantitativos� cada uno de estos modelos tiene un comportamiento

cuantitativo diferente� si bien entre si pueden responder a comportamientos cualitativos similares�� La
metodolog��a propuesta permite el estudio no s�olo del regimen estacionario� ampliamente estudiado en la
literatura sino que adem�as posibilita realizar un estudio del r�egimen transitorio de los sistemas�
En este art��culo adem�as se hace un estudio te�orico sobre la validez de las conclusiones obtenidas� La
metodolog��a se ha aplicado a un modelo de crecimiento log��stico donde se ha incorporado un retraso en
el bucle de realimentaci�on� Este modelo tiene informaci�on cualitativa en las ecuaciones que lo de�nen�

� Introducci�on

El conocimiento que se tiene de los sistemas
que se estudian en ciencia e ingenier��a est�a
normalmente compuesto de informaci�on
cualitativa� cuantitativa� y mezcla de las
dos� que denominamos como informaci�on
semicualitativa� Todo este conocimiento debe
ser tenido en cuenta a la hora de estudiar
los modelos construidos para estos sistemas�
Estos modelos deben aportar diferentes
niveles de abstracci�on num�erica� desde la
descripci�on puramente cualitativa 	Kuipers
���
semicuantitativa 	Kay

� 	Ortega et al� 
��
	Berleant�Kuipers
��� num�erica intervalar
	Vescovi et al� 
�� 	Corliss
�� y cuantitativa�

La mayor��a de las veces en los sistemas
din�amicos no se considera el conocimiento cua�
litativo para el estudio y simulaci�on de los
mismos� En tal caso se trabajan con mode�
los cuantitativos� cuyo estudio es bien cono�
cido� Pero si se considera dicho conocimien�
to� se han desarrollado en la bibliograf��a dife�
rentes aproximaciones� transformaci�on de rela�
ciones no lineales a lineales a trozos� el m�etodo
de MonteCarlo� distribuciones de probabilidad�
m�etodos num�ericos con intervalos reales� rela�
ciones causales 	Bousson�Trav�e�Massuy�es
���
conjuntos difusos 	Bonarini�Bontempi
��� pro�
gramaci�on l�ogica con restricciones 	Hickey
��� y
combinaci�on de todos los niveles de abstracci�on
cualitativo y cuantitativo 	Kay

�� 	Gasca
���
En este trabajo los sistemas din�amicos estu�
diados poseen cierta clase de conocimiento cua�

�



litativo�

En relaci�on con los sistemas din�amicos� hay que
decir que hay bastante bibliograf��a que estudia
el r�egimen estacionario de un sistema din�amico�
sin embargo� el estudio del r�egimen transito�
rio tambi�en es bastante importante� Por ejem�
plo� en los sistemas industriales de producci�on
es interesante el estudio del transitorio para
perfeccionar su rendimiento o para conocer el
tiempo de recuperaci�on tras fallos en su fun�
cionamiento� Con la metodolog��a descrita en
este art��culo se puede estudiar cualquier ins�
tante del sistema� por lo tanto� el r�egimen esta�
cionario y el transitorio�

La metodolog��a propuesta transforma un mo�
delo semicualitativo en una familia de modelos
cuantitativos� La simulaci�on de cada modelo
cuantitativo genera una trayectoria en el espa�
cio de fase� Estos comportamientos cuantita�
tivos se almacenan en una base de datos� Se
propone un lenguaje de consulta�clasi�caci�on
sobre esta base de datos� Las consultas per�
miten conocer las propiedades cualitativas de
las trayectorias de la base de datos� La clasi��
caci�on permite etiquetar los diferentes compor�
tamientos cualitativos del sistema� Este com�
portamiento se expresa por medio de un con�
junto de reglas cualitativas jer�arquicas� Si bien�
este �ultimo procedimiento no se aborda en este
art��culo� y su tratamiento se deja para poste�
riores trabajos�

Este art��culo se distribuye como sigue� en
primer lugar se de�ne el concepto de mode�
lo semicualitativo y de manera esquem�atica la
metodolog��a� A continuaci�on se muestra el tipo
de conocimiento cualitativo y sus t�ecnicas de la
transformaci�on� Seguidamente se explica el al�
goritmo para la generaci�on de la base de datos�
y se de�ne la sintaxis abstracta y la sem�antica
del lenguaje de consulta�clasi�caci�on� Se reali�
za adem�as� un estudio te�orico sobre la validez
de las conclusiones obtenidas del modelo y su
extrapolaci�on al sistema real� Finalmente� se
aplica la metodolog��a a un modelo de crecimien�
to log��stico con un retraso� La metodolog��a se
va a aplicar a un sistema real de producci�on
industrial de acero 	Ortega et al� 

��

Sistema 
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Semicualitativo Modelo 
Cuantitativo  M
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Figura �� Metodolog��a propuesta

� Modelos semicualitativos
y metodolog��a propuesta

La metodolog��a aplicada se recoge de mane�
ra esquem�atica en la �gura �� A partir de
un sistema din�amico del que se tiene cierto
tipo de conocimiento cualitativo� se constru�
ye un modelo semicualitativo S� Los mode�
los semicualitativos se formulan con operado�
res aritm�eticos y relacionales� funciones pre�
de�nidas �ln� exp� sen�� literales num�ericos y el
conocimiento cualitativo que posteriormente se
describe�

Sea un modelo semicualitativo S obtenido de un
sistema din�amico con conocimiento cualitativo�
formulado como sigue

�� �x� x� q� t�� x�t�� � x�� ���q� x�� ���

siendo x � IRn el conjunto de variables de es�
tado del sistema� q los par�ametros� t el tiempo�
�x la variaci�on de las variables de estado con el
tiempo� �� las restricciones con las condiciones
iniciales del sistema� y � las restricciones que
de�nen el sistema y que dependen de �x� x� q� t�

Cuando la metodolog��a se aplica� las ecuaciones
del sistema din�amico ��� se transforman en
un conjunto de restricciones entre las varia�



bles� par�ametros e intervalos� En este art��culo�
estamos interesados en aquellos sistemas que
pueden expresarse como ��� despu�es de que las
reglas de transformaci�on se hayan aplicado

�
�x � f�x� p� t�� x�t�� � x��

p � Ip� x� � I�
���

donde p incluye los par�ametros del sistema y los
nuevos par�ametros obtenidos por medio de las
reglas de la transformaci�on que posteriormente
explicaremos en este trabajo� f es una funci�on
obtenida aplicando las reglas de transforma�
ci�on� e Ip� I� son intervalos reales� La ecuaci�on
��� es una familia F de sistemas din�amicos de�
pendientes de p y x��

Cada modelo cuantitativo M � F se obtiene
mediante t�ecnicas estoc�asticas� La simulaci�on
cuantitativa de cada modelo M origina una
trayectoria cuantitativa� Cada una est�a forma�
da con los valores de las variables de estado
desde su valor inicial hasta su valor �nal y los
valores de los par�ametros del sistema� Por lo
tanto� cada trayectoria contiene para las varia�
bles de estado� sus valores en r�egimen transito�
rio y en estacionario� Se obtiene una base de
datos de trayectorias cuantitativas T con todos
estos comportamientos cuantitativos� Se pro�
pone un lenguaje para realizar preguntas so�
bre las propiedades cualitativas del conjunto
de trayectorias incluidos en la base de datos�
Estas trayectorias tambi�en pueden ser clasi��
cadas seg�un alg�un criterio� obteni�endose en�
tonces una base de datos etiquetada� Los dife�
rentes patrones cualitativos de comportamiento
del sistema se pueden obtener autom�aticamente
a partir de la base de datos etiquetada aplican�
do algoritmos de aprendizaje basados en algo�
ritmos gen�eticos� si bien estos �ultimos no se ex�
plican en este art��culo� dejando su descripci�on
para futuros trabajos�

� Conocimiento cualitativo

Los sistemas din�amicos que se estudian en este
trabajo pueden tener conocimiento cualitativo
en los par�ametros� en las condiciones iniciales
y en las funciones que forman el sistema de
ecuaciones diferenciales� Este conocimiento se
puede expresar mediante operadores cualita�
tivos� etiquetas cualitativas� funciones de banda
y funciones continuas cualitativas� Cada uno de

ellos y sus t�ecnicas de transformaci�on se deta�
llan en esta secci�on�

En primer lugar� hay que considerar que la
representaci�on del conocimiento cualitativo se
realiza mediante operadores que tienen asocia�
dos intervalos reales� Esta representaci�on tiene
como principal ventaja permitir la integraci�on
del conocimiento cualitativo y cuantitativo de
manera sencilla 	Gasca et al� 

�� Tambi�en
posibilita la incorporaci�on del conocimiento de
los expertos en la de�nici�on del rango de las
variables y par�ametros cualitativos del sistema�
Hay t�ecnicas desarrolladas sobre an�alisis de
intervalos 	Moore�
�� 	Alefeld�Herzberger���
para solucionar los problemas de ecuaciones
diferenciales con variables y par�ametros que son
intervalos�

��� Operadores Cualitativos

Los operadores cualitativos representa los
par�ametros y las condiciones iniciales cualita�
tivas� Cada operador op cualitativo se de�ne
mediante un intervalo Iop donde se puede decir
que la magnitud tiene esa etiqueta cualitativa�
El intervalo para cada magnitud es suministra�
do por los expertos� Se clasi�can en unarios U
y binarios B�

����� Operadores unarios

Cada magnitud cualitativa del sistema tiene sus
propios operadores unarios� Sea Ux el con�
junto de operadores unarios para una magni�
tud x� por ejemplo Ux � fV Nx� MNx� LNx�
AP�x� LPx� MPx� V Pxg representa para x el
conjunto de etiquetas cualitativas muy negati�

vo� moderadamente negativo� ligeramente nega�

tivo� aproximadamente cero� ligeramente positi�

vo� moderadamente positivo y muy positivo res�
pectivamente� La regla de transformaci�on de
cada operador unario es

opu�e� �
�
e� r � �� r � Iu ���

r es una nueva variable e Iu el interva�
lo ligado a opu de�nido de acuerdo con
	Trav�e�Massuy�es et al� 
���



����� Operadores binarios

Sean e�� e� dos expresiones aritm�eticas� y
sea opb un operador binario� La expresi�on
opb�e�� e�� denota una relaci�on cualitativa en�
tre e�y e�� Se clasi�can en
� Operadores relacionados con la diferencia

������ a los que se les aplican las siguientes
reglas de transformaci�on

e� � e� � e� � e� � �

e� � e� �

�
e� � e� � r � �
r � 	��� ��

e� � e� �

�
e� � e� � r � �
r � 	�����

� Operadores relacionados con el cociente
f��� ��	�
��� V o�Ne� ���g� cuya regla de
transformaci�on es

opb�e�� e�� �

�
e� � e� � r � �
r � Ib

���

siendo r una nueva variable e Ib el in�
tervalo ligado a opb de acuerdo con
	Trav�e�Massuy�es et al� 
���

��� Funciones de banda

Una funci�on de banda y � g�x� ��gura �� re�
presenta la familia de funciones incluidas entre
dos funciones reales� una superior g � IR
 IR y
otra inferior g � IR
 IR� Se denotan por medio
de

hg�x�� g�x�� Ii� �x � I � g�x� � g�x� ���

donde I es el rango de de�nici�on de g� y x es la
variable independiente� La regla de la transfor�
maci�on que se aplica a ��� es

g�x� � �g�x� � �����g�x� con� � 	�� �� �
�

donde � es una nueva variable de manera que
si � � � � g�x� � g�x� y si � � � � g�x� �
g�x� y cualquier otro valor de � perteneciente al
intervalo 	���� representa un valor comprendido
entre g�x� y g�x��

��� Funciones continuas cualitati�

vas

Una funci�on continua cualitativa y � h�x�
��gura �� representa una restricci�on entre los

g
g

x

y

I

<g , g, I>y=g(x)     

Figura �� Funci�on de banda
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Figura �� Funci�on cualitativa continua

valores de x� y seg�un las propiedades de h� Se
denotan por

y � h�x�� h � fP�� s�� P�� ���sk �� Pkg ���

siendo Pi puntos de la funci�on� cada uno se de�
�ne por el par de marcas cualitativas �di� ei��
siendo di la marca asociada a la x y ei a y� Es�
tos puntos est�an separados por el signo si de la
derivada en el intervalo entre dos puntos con�
secutivos� El signo si es � si en el intervalo co�
rrespondiente la funci�on es mon�otona creciente�
� si es decreciente� �o � si es constante� Una fun�
ci�on cualitativa mon�otona es un caso particular
de estas funciones donde el signo es siempre el
mismo s� � ��� � sk �� La interpretaci�on cua�
litativa ��gura ��a� para cada Pi � �di� ei� de
y � h�x� es

����
���

si x � di � y � ei

si di � x � di�� �

��
�

si � � � ei � y � ei��
si � �� ei � y � ei��
si � � � y � ei

Las reglas de transformaci�on de una funci�on
continua cualitativa se aplican en tres pasos�

a� Normalizaci�on
La de�nici�on de la funci�on se completa y ho�

mogeneiza usando las siguientes propiedades de
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Figura �� Interpretaci�on cualitativa de una fun�
ci�on

continuidad�
�� una funci�on que cambia de signo entre dos

puntos consecutivos pasa a trav�es de un punto

cuyo valor en la funci�on es �

�� una funci�on cuya derivada cambia de sig�

no entre dos puntos consecutivos� pasa por un

punto cuya derivada es cero�

La de�nici�on de cualquier funci�on ��� se com�
pleta siempre con los puntos extremos ����
���� los punto de corte con los ejes� y aque�
llos donde cambia la derivada �un m�aximo o un
m��nimo de h��

b� Extensi�on
La de�nici�on de estas funciones se enriquece
mediante un proceso autom�atico de incorpo�
raci�on de nuevas marcas� Esto se hace para
disminuir la incertidumbre en la de�nici�on de
una funci�on� ya que como puede observarse el
�area del rect�angulo se reduce ��gura ��b��

c� Transformaci�on
Una funci�on cualitativa continua

y � h�x�� h � fP�� s�� P�� ���sk �� Pkg ���

donde cada punto Pi � �di� ei� se transforma
en un conjunto de funciones cuantitativas H �
Cada funci�on de H cumple las restricciones de
la funci�on cualitativa h� Se aplica el algorit�
mo Seleccionar H para obtener H � Este al�
goritmo divide h en sus segmentos� Un seg�

mento es una sucesi�on de puntos consecutivos
fPm� ���� Png de manera que todos tienen igual
signo de derivada y no contienen un punto que
corte un eje� Los segmentos dividen una fun�
ci�on en regiones mon�otonas� El algoritmo pro�
puesto aplica t�ecnicas estoc�asticas para escoger
cada funci�on cuantitativa de H � Estas t�ecnicas
son similares al m�etodo de MonteCarlo� sin em�
bargo� los valores obtenidos deben satisfacer las
restricciones de h� La heur��stica seguida apli�
ca una distribuci�on aleatoria uniforme para ob�
tener el valores para cada marca� Los valores

obtenidos deben veri�car las mismas relaciones
de orden que exist��an entre sus respectivas mar�
cas�

� Generaci�on de la base de

datos de trayectorias

Aplicando las reglas de transformaci�on a S se
obtiene una familia F de modelos cuantita�
tivos� Esta familia depende de un conjunto de
par�ametros intervalares p y de las funciones H �
Cada modelo particular M de F se selecciona
por medio de t�ecnicas estoc�asticas� y se simu�
la de manera cuantitativa aplicando cualquiera
de las t�ecnicas de simulaci�on existentes �Eu�
ler� Runge�Kutta� ����� Esta simulaci�on genera
una trayectoria r que se almacena en la base de
datos T �

Los siguientes algoritmos se aplican para obte�
ner T �

Seleccionar Modelo�F �
para cada par�ametro o variable intervalar de F

seleccionar un valor en su intervalo
para cada funci�on h de F

seleccionar una funci�on cuantitativa H

Generaci�on de base de datos T
T �� fg

para i � � a N

M �� Seleccionar Modelo�F �
r �� Simulaci�on Cuantitativa�M�
T �� T � r

donde N es el n�umero de simulaciones a realizar
y se de�ne de acuerdo con la secci�on 
�

� Lenguaje de consul�
ta	clasi
caci�on

El objetivo de esta secci�on es describir un
lenguaje de consulta para obtener informaci�on
sobre la base de datos obtenida� Este lengua�
je se amplia con la posibilidad de clasi�car las
trayectorias con etiquetas cualitativas� y as�� ob�
tener una base de datos clasi�cada� a la que se
le podr�an aplicar t�ecnicas de aprendizaje para
describir los comportamientos del sistema�



��� Sintaxis abstracta

Sea T el conjunto de todas las trayectorias r
almacenadas en la base de datos� La sintaxis
abstracta del lenguaje propuesto es

Q� � r � T � 	r� P � P � Pb
j � r � T � 	r� P � j P � P

j N r � T � 	r� P � j P � P

j 	r� p� j � P

Pb � Pd Pd � EQ

j f�L�F �� j CL

j �t � F � F
j �t � F � F

F � Fb Fb � eb
j F � F j e � I

j F j F j u�e�
j �F j b�e� e�

Una consulta Q es� un cuanti�cador �� ��N
aplicado sobre T � o una consulta b�asica 	r� P �
que eval�ua a true cuando la trayectoria r veri�
�ca la propiedad P �

Una propiedad P se puede formular mediante
la composici�on de otras propiedades utilizan�
do operadores l�ogicos ������ El resultado
es la aplicaci�on de los operadores entre las
propiedades parciales�

Una propiedad b�asica Pb puede ser� una
propiedad prede�nida Pd� una funci�on booleana
f aplicada sobre una lista L de puntos o inter�
valos que veri�can una f�ormula F � o un cuanti��
cador �� � aplicado a los valores de una trayec�
toria particular durante un tiempo t� Este tiem�
po puede ser� un instante� un rango de tiempo�
un operador temporal prede�nido� o la lista de
tiempos donde se veri�ca una f�ormula F �

Una propiedad prede�nida Pd es aquella cuya
formulaci�on es autom�atica� Corresponden nor�
malmente con consultas que se realizan sobre
los sistemas din�amicos 	Ortega et al� 
��� Hay
dos prede�nidas� EQ que se veri�ca cuando la
trayectoria acaba en un equilibrio estable y CL
cuando acaba en un ciclo l��mite�

Una f�ormula F puede componerse de otras
f�ormulas combinadas por medio de operadores
booleanos �� j� �� Una f�ormula b�asica Fb puede
ser una expresi�on booleana eb� o una expresi�on
num�erica e perteneciente a un intervalo� o un
operador cualitativo unario u o binario b�

Clasi�caci�on
Una regla de la clasi�caci�on se formula como
un conjunto de consultas b�asicas con etiquetas�
y posiblemente otras expresiones

	r� PA� � A� en�� � � � 	r� PB � � B� en�� � � � � � �

Una trayectoria r se clasi�ca con la etiqueta �

si veri�ca la propiedad P� �

��� Sem�antica

La sem�antica de cada instrucci�on de este
lenguaje se transforma en una consulta sobre
la base de datos� La consulta 	r� P � es true

si la trayectoria r veri�ca la propiedad P � La
sem�antica de una consulta con un cuanti�cador
depende de este cuanti�cador� Si es �� eval�ua
a true cuando todas las trayectorias r � T ve�
ri�can P � Si es � devuelve true cuando hay al
menos una trayectoria r � T que veri�ca P � Si
es N entonces se devuelve el n�umero de trayec�
torias de T que cumplen P �

Sea �t � F� � F� una propiedad b�asica� que ser�a
true si durante el tiempo que F� se satisface�
todos los valores de r veri�can F�� Si el cuan�
ti�cador es �� entonces es true cuando al menos
un valor de r que satisface F�� tambi�en satisface
F�� Para evaluar una f�ormula F � es necesario
sustituir sus variables para sus valores� Estos
valores se obtienen de T �

Sea 	r� PA� � A� eA� una regla de la clasi��
caci�on� Una trayectoria r � T se clasi�ca con la
etiqueta A si veri�ca propiedad PA� El resulta�
do de evaluar eA� para esta trayectoria tambi�en
se guarda en la base de datos�

� Estudio te�orico sobre las
conclusiones

Al a�rmar con la metodolog��a que �hay un
comportamiento del sistema que veri�ca la
propiedad P� o que �todos los comportamien�
tos del sistema veri�can la propiedad P�� surge
la pregunta� �son las conclusiones obtenidas

aplicables al sistema real� La respuesta se en�
cuentra en esta secci�on�



Ω
Δ

Ω Trayectorias de T

Ω espacio de trayectorias que veri-
fica P para un dominio Δ

Δ Espacio de trayectorias

Figura �� Espacio de Trayectorias

La pregunta que se va a responder a conti�
nuaci�on es� �cual es la condici�on necesaria para

a	rmar que todos los comportamientos del sis�

tema veri	can una propiedad P��

Sea ! el espacio de trayectorias del sistema� y
sea " el espacio de las trayectorias de ! que
veri�can P ��gura ��� Sea V ol�s� el volumen
de un espacio s� Estamos interesados en saber
�cual es la condici�on que debe veri	carse para

asegurar que V ol�!� � V ol�"��� De forma es�
quem�atica� esta cuesti�on puede plantearse como
#cual es la condici�on que debe cumplirse para
que la siguiente implicaci�on sea cierta$

�r � T � 	r� P �
�

�� �r � ! � 	r� P � �
�

siendo � el grado de con�anza� Necesitamo de
t�ecnicas estad��sticas para responder a esta pre�
gunta� Sea p la probabilidad de que una trayec�
toria r veri�que una propiedad Q y q � �� p

p �
V ol�"�

V ol�!�
����

Sea x una variable aleatoria� de forma que para
n trayectorias el valor x es n si las n�� primeras
trayectorias veri�can Q� y la n� �esima no� Sea
� el grado de con�anza� La expresi�on

� � P �x � n� ����

es la probabilidad que las n primeras trayecto�
rias veri�can Q y hay una trayectoria en lo que
queda de ! que no la veri�ca�

Teorema	 La probabilidad p veri	ca que

p � ��
�

n�
����

Demostraci�on


La esperanza E	x� de una variable aleatoria x

se de�ne como

E	x� �
X
n��

npn �q ����

Realizando manipulaci�on simb�olica y susti�
tuyendo la suma geom�etrica por su valor se ob�
tiene

E	x� �
q

p

X
n��

npn �
q

p

p

��� p��
�

�

�� p
����

Por otro lado� y aplicando la desigualdad de
Chevyshev

E	x� �
X
x��

xp�x� �
X

x�n��

npn � ����

sustituyendo el sumatorio por su valor

E	x� � nP �x � n� ��
�

por lo tanto se obtiene que

E	x�

n
� P �x � n� ����

sustituyendo E	x� por su valor obtenido en �����
y si se aplica �����

�

n��� p�
� P �x � n� � � ����

operando de manera simb�olica� se demuestra el
teorema

�

n�
� �� p� p � ��

�

n�
��
�

�

La interpretaci�on del teorema es� dado un grado

de con	anza �� si se quiere asegurar que una

propiedad P es true para un sistema din�amico

con una probabilidad p� es necesario al menos

obtener n trayectorias que la veri	quen�

La siguiente tabla recoge varios ejemplos para
p y n siendo � � ���� y � � ����

� � ����
p � ��
 n � ��
p � ��� n � ���
p � ��
� n � ����
p � ��

� n � �����

� � ����
p � ��� n � ���
p � ��
 n � ����
p � ��

 n � �����
p � ��



 n � ���

De manera an�aloga� una consulta �r � !�	r� P �
se puede siempre formular como ��r � ! �
	r��P �� aplicando una propiedad del c�alculo de
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Figura 
� Modelo con crecimiento log��stico

predicados� y por lo tanto� el estudio anterior
sirve para este cuanti�cador� No obstante al
ser una pregunta que sobre si existe un com�
portamiento que veri�ca una propiedad� bas�
ta simplemente con encontrar uno para poderlo
a�rmar� no obstante� siempre se pueden aplicar
un razonamiento similar al realizado anterior�
mente�

� Aplicaci�on a un modelo
log��stico con retraso

En el mundo real es muy com�un encontrar pro�
cesos de crecimiento donde una fase inicial de
crecimiento exponencial es seguida por otra fase
de acercamiento asint�otico a un valor de satu�
raci�on ��gura 
�a�� A estos procesos se le dan
los nombres gen�ericos� log��stico� sigmoidal� o
s�shaped� En la literatura� estos modelos se
han estudiado profusamente� Abundan en pro�
cesos naturales� sociales y socio�tecnol�ogicos�
Por citar algunos� aparecen en� la evoluci�on
de las bacterias� la extracci�on de mineral� el
crecimiento de la poblaci�on mundial� desarro�
llos econ�omicos� las curvas de aprendizaje� de�
terminados fen�omenos dentro de una poblaci�on�
como rumores o epidemias� nuevos productos
que se introducen en el mercado� etc� Estos sis�
temas responden a un patr�on de comportamien�
to bimodal con dos atractores ��gura 
�b�� A

crecimiento normal� y O decadencia y extin�
ci�on�

Cuando se a%nade un retraso en la reali�
mentaci�on� las ecuaciones diferenciales del mo�
delo S quedan

� �

������
�����

�x � x�n r �m�� y � delay��x��
x � �� r � h�y��
h � f���������� �d�� �����
��� ����� �d�� e�����
��� �����������g

����

ω− ω+

ω−

e 0

d 0

d 1d 0

d 1 e 0),-,( +ω ,−ω )}{(≡ −ω ,−ω

h
y

x

•

•

•
•

•
0

•

),+,(h ,0),+,(0,1 ),+,(

1

1

,

Figura �� Funci�on cualitativa h

siendo n el factor de crecimiento� m el factor de
decrecimiento� y h una funci�on cualitativa con
un m�aximo en �x�� y�� ��gura ��� Las condi�
ciones iniciales son

�� �

�
X� � 	LPx�MPx�� LPx�m��
LPx�n�� � �MP� � V P�g

����

donde LP�MP� V P son operadores unarios
cualitativos para las variables x� � �

Sobre este sistema nos gustar��a conocer�

�� si siempre se alcanza un equilibrio

�� si hay un equilibrio cuyo valor no es cero

�� si todas las trayectorias con equilibrio cer�
cano a cero� lo alcanzan sin oscilar�

�� clasi�car la base de datos de acuerdo con los
patrones de comportamientos del sistema�

Aplicaremos la metodolog��a propuesta a este
modelo�

En primer t�ermino� se aplica a S las reglas de
transformaci�on��
�

�x � x�n r �m�� y � delay� �x��
x � �� r � H�y�� H�
x� � 	�� ��� m� n � 	�� ��� � � 	���� ���

����

donde H se ha sido obtenido aplicando el al�
goritmo Seleccionar H sobre h� y los intervalos
se de�nen de acuerdo con el conocimiento de
los expertos� Con el algoritmo Generaci�on de

Base de datos T se obtiene la base de datos de
trayectorias� Las preguntas propuestas se for�
mulan con el lenguaje como sigue�

�� �r � T � 	r� EQ�

�� �r � T � 	r� EQ � �t � t � tf��AP�x�x��
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equilibrio recuperado catástrofe retardada decadencia y extinción

Figura �� Modelo de crecimiento log��stico con
retraso

�� �r � T � 	r� EQ � �t � t � tf � AP�x�x� �
length� �x � �� � �

siendo AP�x un operador unario de x� La
lista de puntos donde �x � � es la lista con los
m�aximos y m��nimos de la trayectoria� Si su
longitud es � � entonces no hay oscilaciones�

�� La base de datos se clasi�ca con las etiquetas

	r� EQ � length� �x � �� � � � �t � t �
tf��AP�x�x�� � equilibrio recuperado�

	r� EQ � length� �x � �� � � � �t � t � tf �
AP�x�x�� � cat�astrofe retardada�

	r� EQ � �t � t � tf � AP�x�x�� �
decadencia y extinci�on

Estos corresponden con los tres posibles com�
portamientos del sistema ��gura ��� Los re�
sultados obtenidos est�an en concordancia con
aquellos que se obtienen cuando se realiza un
razonamiento matem�atico 	Aracil et al� 
���


 Conclusiones y trabajo
futuro

En este art��culo se ha presentado una forma de
incorporar informaci�on cualitativa a sistemas
din�amicos semicualitativos� Los modelos para
estos sistemas se construyen a partir de res�
tricciones� operadores cualitativos� funciones
aritm�eticas� de banda y cualitativas�

Se ha propuesto de manera resumida una nue�
va metodolog��a para automatizar el an�alisis
de sistemas din�amicos con conocimiento cuan�
titativo y cualitativo� Esta metodolog��a se
basa en reglas de transformaci�on� aplicaci�on
de t�ecnicas estoc�asticas� simulaci�on cuantitati�
va� generaci�on de una base de datos de trayec�

torias y de�nici�on de un lenguaje de consul�
ta�clasi�caci�on� La simulaci�on se realiza por
medio de t�ecnicas estoc�asticas� guard�andose los
resultados en una base de datos que se puede
clasi�car con el lenguaje propuesto� Sobre la
base de datos etiquetada se aplican algoritmos
gen�eticos para obtener conclusiones sobre el sis�
tema din�amico�

Sobre los sistemas estudiados� los resultados
obtenidos con la metodolog��a expuesta coinci�
den con otros aparecidos en la bibliograf��a� por
lo que parece apropiado continuar su estudio y
aplicaci�on a otros sistemas semicualitativos�

En el futuro� queremos enriquecer el lengua�
je propuesto con� operadores para comparar
trayectorias entre s��� l�ogica temporal entre dis�
tintos tiempos de una misma trayectoria� m�as
tipo de ecuaciones���� Para �nalizar decir� que
una compa%n��a metal�urgica est�a interesada en
modi�car su sistema de producci�on de acero
aplicando la metodolog��a que se ha expuesto en
este art��culo� En futuros trabajos� describire�
mos este sistema en detalle y las conclusiones
obtenidas�
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