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Resumen

Las dlgebras de Leibniz fueron introducidas por Loday [26], [27], [28] hace apenas
una década y constituyen, en un cierto sentido, una generalizacién de las édlgebras
de Lie en cuanto que se suprime de la definicién de estas ultimas la condicién de
antisimetria.

Cuando se considera la filtracién natural que produce la sucesién central descen-
dente de un élgebra de Leibniz nilpotente L, se obtiene un algebra graduada finita
que, en cierto modo, constituye la estructura bésica del dlgebra que se considera y
que, cuando es isomorfa a £, se dice que estd graduada naturalmente.

Un élgebra de Leibniz de dimensién n se dice p-filiforme si su sucesién carac-
teristica es (n —p, 1,---,1). La clasificacién de las dlgebras de Leibniz graduadas na-
turalmente en dimensién arbitraria se conoce en los casos nulfiliforme (6 0-filiforme)
y 1-filiforme [2].

En este trabajo se obtiene la clasificacién completa de las algebras de Leibniz
2-filiformes y 3-filiformes graduadas naturalmente, en dimensién arbitraria finita n,
para n > 8.
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Introduccion

Las 4lgebras de Lie tienen més de un siglo de existencia y juegan un importante papel
en numerosas ramas de la Fisica y de las Matem4ticas. Formalmente se definen como
un espacio vectorial £ sobre un cuerpo K provisto de una aplicacién bilineal, llamada
producto o ley del dlgebra p: £L x L — L que verifica, VX,Y, Z € L, las condiciones

a) wX, X)=0
b) w(X,uY,2)) + Y, (2, X))+ u(Z,u(X,Y)) =0 (identidad de Jacobi).

Habitualmente se denotara u(X,Y) por [X,Y] y se le designara el producto cor-
chete de X e Y. Por L se denota indistintamente el &lgebra o el espacio vectorial
subyacente. La dimensidn del dlgebra £ es 1a dimensién del espacio vectorial L.

La nocién de 4lgebra de Leibniz es mucho més reciente, pues fue introducida por
Jean Louis Loday en [27] y en el libro [26]. Presenta unas 4lgebras cuyo producto
interno en lugar de verificar las propiedades a) y b) anteriores verifica la identidad

(X, [v, 2]} =X, Y], 2] - [[X, 2], Y] vX,Y,Z (1)

Si ya el titulo del articulo es bastante sugerente, es ademas muy fécil comprobar
que si [X,Y] = —[Y,X] VX,Y, la identidad (1) coincide con la de Jacobi. Asi, las
dlgebras de Leibniz son una generalizacién (en el sentido de que toda lgebra de Lie es
también 4lgebra de Leibniz) que es “no conmutativa” (en realidad “no antisimétrica” ).

En estricto rigor, Bloch las habia considerado ya en 1965, en [3], aunque él las
llamé en ese trabajo D-algebras.

Loday estudié las slgebras de Leibniz en relacién con propiedades de homologia
ciclica y homologia de Hochschild de 4lgebras de matrices. Asi, no resulta extrano
que una importante cantidad de articulos sobre las dlgebras de Leibniz se dediquen a
estudiar problemas homoldgicos.
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En la actualidad, muchos aspectos de la teoria de las dlgebras de Leibniz per-
manecen sin ser estudiados y otros (dlgebras de Leibniz simples, 4lgebras de Leibniz
semisimples, radical de un 4lgebra de Leibniz, etc.) no han sido suficientemente con-
siderados. Merece la pena, en particular, resaltar la definicién de algebra de Leibniz
simple, sugerida por Abdukassynova y Dzhumadil’daev. Un algebra de Lie se dice
simple si es no abeliana y sélo admite dos ideales, {0} y el propio £. En el caso de
las algebras de Leibniz es necesario admitir un tercer ideal, por tanto propio, el ideal
7 engendrado por los productos [X, X] y definir dlgebra de Leibniz simple como la
que admite sélo tres ideales: {0},Z, y L siendo, ella misma, no abeliana; la razén
“técnica” de incluir Z es que, como veremos mas adelante, este ideal 7 existe para
toda algebra de Leibniz y es no nulo salvo si £ es dlgebra de Lie.

Cuando se aborda el estudio de estructuras algebraicas, el primer problema que
se plantea es el de su clasificacién, es decir, la descripcién de los elementos del ente
algebraico.

Dado que el problema de la clasificacién de las dlgebras de Lie es un problema
abierto, ain habiendo sido planteado hace més de un siglo, se puede imaginar las
dificultades que surgen al tratar de estudiar las algebras de Leibniz.

El estudio de la clasificacién de dlgebras no asociativas nilpotente suele ser de una
extraordinaria complejidad.

Ya la clasificacién de un tipo particular de algebras de Lie resolubles, las nilpoten-
tes, se antoja imposible. Sirva como botén de muestra el hecho de que, aun cuando ya
en 1891 Umlauf [31] encuentra (bien que incompletas y con errores) listas de familias
de algebras de Lie nilpotentes hasta dimensién 9, en la actualidad sélo se conoce la
clasificacién completa de las dlgebras de Lie nilpotentes hasta dimensién 7.

Aunque era un resultado bien conocido, el primero en publicar listas completas de
algebras de Lie nilpotentes de dimensiones menores o iguales a 5 fue Dixmier en 1958
[17]. Adn antes, en 1950, Vranceanu [33] obtiene resultados relevantes sobre dlgebras
de Lie filiformes (bien que él no las denominaba asi). En 1958 Morosov [24] da la
primera lista completa de dlgebras de Lie nilpotentes reales y complejas de dimensién
6. De manera independiente, Vergne en 1966 [32] vuelve a obtener los resultados
de Morosov y Vranceanu aunque desde un punto de vista distinto. Es a ella a la
que debemos la denominacién de dlgebras de Lie filiformes. Otras listas completas
de dimensién 6 las proporcionan en 1983 Nielsen [25] y Cerezo [16], haciendo uso de
métodos distintos.

En 1989 Ancochea y Goze [1] y Romdhani [29] dan, independientemente, las
primeras listas completas de las élgebras de Lie nilpotentes de dimensién 7 reales
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y complejas. Ademsés, Seeley [30] obtiene, por distinto procedimiento, la misma
clasificacién. Llegados a este punto, es facil ver la mucho mayor complejidad de la
clasificacién de 4lgebras de Lie nilpotentes (y, por ende, de las resolubles) respecto
a las semisimples, pues ya en dimensién 7 aparecen familias uni-paramétricas de
algebras no isomorfas.

El trabajo citado de Ancochea y Goze tiene una enorme importancia pues intro-
duce un nuevo invariante mucho mas fino que el nilindice, la sucesién caracteristica
o invariante de Goze, que ha permitido abordar de una manera mas sencilla el pro-
blema. Asi, estos mismos autores obtienen en 1988 [?] la clasificacién de las algebras
de Lie filiformes de dimensién 8, Gémez y Echarte en 1991 [18] la de dimensién 9 y
Boza, Echarte y Nifiez en 1994 [4]la de dimensién 10.

La descomposicién que da Khakimdjanov en [21] y [22] de la ley de un 8lgebra de
Lie filiforme a partir de la del 4lgebra modelo y de una serie de cociclos ha permitido
dar otro importante avance a la clasificacién de las dlgebras de Lie nilpotentes. Asi,
Gémez, Jiménez-Merchan y Khakimdjanov en 1998 [20] obtienen la clasificacion de
las 4lgebras de Lie filiformes de dimensién menor o igual a 11, haciendo uso también
de computacién simbdlica.

La gran dificultad del problema de la clasificacién de dlgebras de Lie nilpotentes
obliga a seleccionar subfamilias relevantes cuyo estudio pueda ser abordado. El inva-
riante de Goze es ahora de gran ayuda. Asi, Cabezas y Gémez llaman p-filiformes a
las 4lgebras de Lie nilpotentes de dimensién n e invariante de Goze (n—p1,...,1)
y, solos o junto a Camacho y Navarro estudian en [8],{7],[5],[6],[13], [12],[14] la clasi-
ficacién de las 4lgebras de Lie p-filiformes, obteniendo algunas de ellas en dimensién
arbitraria.

Por esa razén es interesante abordar la clasificacién de las dlgebras graduadas
naturalmente de las familias, pues su conocimiento nos aporta informacién relevante
sobre su estructura (en cierta manera, cuando se clasifica un 4lgebra graduada na-
turalmente de cierto tipo se conoce el “esqueleto” de la ley de todas las dlgebras
asociadas a la graduacién natural considerada). También aportan informacién sobre
las componentes irreducibles.

En el capitulo O tinicamente se pretenden resaltar algunos conceptos y propiedades
que van a ser fundamentales para el desarrollo del trabajo.

El capitulo 1 hace un estudio de las lgebras de Leibniz 2-filiformes, graduadas
naturalmente. En funcién de si existe o no un cierto vector caracteristico e; verificando
la condicién de que [er,e;] # O se distinguirdn, en principio, dos tipos de &lgebras
no isomorfas entre si, los llamados Tipo Iy Tipo II. Para las dlgebras de Tipo I y
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teniendo en cuenta que r; y 5 denotan, respectivamente, las posiciones de los vectores
€n—1, €, dentro de los subespacios de la graduacién natural, se obtiene que (1,1) y
(1,2) son los nicos valores admisibles para el par (r1, 72) siendo todas las dlgebras con
T = o = 1 escindidas. En el caso de que (ry,m2) = (1,2) (y considerando dnicamente
a partir de ahora las dlgebras no escindidas) se obtienen 4 4lgebras no isomorfas entre
si que denotaremos, respectivamente, por ,ul(' 11,2)’ 1 <i < 4y cuyas leyes pueden ser
consultadas en el apéndice de esta memoria (como ocurrira con todas las leyes de las
algebras que citemos a partir de ahora en esta seccién).

Para el caso de las dlgebras de Tipo II sélo hay que ubicar el vector e, y por
tanto existe un tnico r. Los valores admisibles serdn, en este caso, r = 1y r = 2
y se obtendra que, para el caso 71, existe un tnico dlgebra de Leibniz, no de Lie
y no escindida que denotamos por p ;). Para dlgebras de Tipo II se encuentran
tanto dlgebras de Leibniz como 4lgebras de Lie (que, recordemos, no son mas que un
caso particular de 4lgebras de Leibniz). No obstante cuando se obtengan 4lgebras de
Lie, al encontrarse las 2-filiformes particularmente clasificadas en [19] se obviard la
clasificacién. En el caso de las dlgebras de Leibniz no de Lie se obtienen 3 4lgebras
no isomorfas entre si que denotaremos por /ﬂ(' 2 1<1<3.

Finalmente, el capitulo 2 se dedica al estudio de las dlgebras de Leibniz 3-filiformes,
graduadas naturalmente. Del mismo modo que en el capitulo anterior, en funcién de si
existe o no un cierto vector caracteristico e; verificando la condicién de que [eg, e1] # 0
se vuelven a distinguir dos tipos de dlgebras no isomorfas entre si a los que volvemos
a llamar Tipo I y Tipo II. En el caso de las dlgebras de Tipo I falta por ubicar
la posicién de los vectores e,_s, e,_1 ¥ €, dentro de los subespacios de la graduacién
natural. Si llamamos 71,75 y 73 a esa posicién respectivamente, llegamos a que los
unicos valores admisibles son 7y = 1, r = 1,2 y 3 = 1, 2, 3 siendo, de nuevo, todas las
algebras con 1y =79 = 73 = 1 son escmdldas Para (1"1, r9,73) = (1,1, 2) se obtienen
un total de 27 4lgebras de Leibniz, no de Lie, no isomorfas entre si, una familia 3-
paramétrica, 4 familias 2-paramétricas y 13 familias uniparamétricas de algebras de
Leibniz, no de Lie, no isomorfas entre si. Usaremos la notacién u( 11,1.2) 6 ,u( 71,1,2) bara
referirnos a ellas. Para (ry,rs,rs) = (1,2,2) se obtienen 4 algebras de Le1bn1z no de
Lie, no isomorfas entre si y una familia uniparamétrica de algebras de Leibniz, no de
Lie, no isomorfas entre si que serdn denotadas por 1,1,2,2) 6 u( T122) respectivamente.
Por dltimo, para (ry,r9,73) = (1,2, 3) se obtienen 2 algebras de Leibniz, no de Lie, y

2 familias uniparamétricas de dlgebras no isomorfas entre si que notaremos u( 1123 0
i
F1,1,2,3):

En el Tipo II sélo resta ubicar e,_; y e, y se obtienen que los valores admisibles
de los nuevos 71 y 2 son (1,1), (1,2) y (2,2). Para el caso (r1,72) = (1,1) todas las
dlgebras que se obtienen son escindidas. En el caso (1,2) se obtienen 13 édlgebras de
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Leibniz, no de Lie, no isomorfas entre si y 4 familias uniparamétricas de dlgebras de
Leibniz, no de Lie, no isomorfas entre si.

Finalmente, en el caso (2,2) se obtiene un tnico 4lgebra y de Leibniz no de Lie.
Ademés, al tratarse de lgebras de Tipo II, al igual que en el capitulo anterior, serd
posible encontrar también lgebras de Lie (de las que se sigue obviando la clasificacion
por encontrarse ésta ya realizada en [10]).
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Capitulo O

Preliminares

En este capitulo se dan algunas definiciones y conceptos necesarios para la realizacién
del trabajo de investigacién que se presenta.

0.1 Notaciones y terminologia

Se denomina lgebra a la estructura resultante de definir en un espacio vectorial V
una ley de composicién interna (producto) distributiva respecto de la operacién suma
en V. A este producto se le denomina ley algebraica o ley del algebra, es decir,
a la forma bilineal i : V x V — V cuya bilinealidad (distributividad) garantiza
la compatibilidad de la ley p con la estructura de espacio vectorial V. Por abuso
de lenguaje, se notard mediante el par (V,u) a un élgebra (donde V' es un espacio
vectorial sobre un cierto cuerpo K). En un sentido més estricto, un dlgebra es una
5—upla (V, +, K, K, 1) donde:

a) K es un cuerpo,
b) (V,+, K, K) es un K-espacio vectorial, y

¢) u es una ley algebraica.

Segtin sea la ley u asociativa o no las 4lgebras se denominan asociativas o no asocia-
tivas. Esas son las dos grandes familias de 4lgebras conocidas hoy dia, pero incluyen
las no asociativas a otras subfamilias que suelen venir determinadas, con frecuencia,




2 Capitulo 0. Preliminares

por necesidades fisicas y que se suelen designar con nombres propios (lgebras de
Jordan, de Leibniz y tantos otros casos, el més importante de los cuales sea, quizas,
el de las algebras de Lie).

Un dlgebra de Leibniz L sobre un cuerpo K es un K—espacio vectorial £ en el que
se ha definido una multiplicacién, es decir, una aplicacién bilineal p : £ x £L — L,
verificando que

w(z, u(y, 2)) = pu(z,y), 2) — plu(z, 2),y) Vz,y,2€ L (identidad de Leibniz)

Habitualmente se notard u(X,Y’) por [X,Y] y se le designard el producto corchete
de z e y. Por £ se denota indistintamente el dlgebra o el espacio vectorial subyacente.
La dimensidn del dlgebra L, dim(L), es la dimensién del espacio vectorial subyacente.
En este trabajo se van a considerar dlgebras de Leibniz sobre C de dimensién finita.

Es facil probar que toda &lgebra de Lie es algebra de Leibniz. Las algebras de
Leibniz generalizan a las de Lie en el sentido de que pierden su “conmutatividad” (en
sentido estricto, su anticonmutatividad).

Si £ es un K-élgebra de Leibniz de dimensién n y {ej, €3, ..., e,} es una base del
espacio vectorial subyacente, todo par de vectores u y v se pueden expresar como

n
uzZuiei u eK, 1<i<k

i=1

n
v=Zv,~ei v, €K, 1<i<k
i=1
de donde se tiene que

n
[u, v] Z Us€;, Z vie;] Z u;vjle;e; ]

1,j=1

con lo que, para conocer el producto de dos elementos cualesquiera del 4lgebra basta
con conocer los productos de una base cualquiera del dlgebra. Asi, la ley del lgebra
estd definida si se conocen los productos de los elementos de la base.

Como Vi,j € {1,2,...,n}, se tiene que [e;, ;] € £, han de existir n® constantes
C’f], 1 < 14,7 <k < n, llamadas constantes de estructura del dlgebra de Leibniz L
asociadas a la base {ej, es, ..., e, } considerada y definidas por

ale;, e;) E
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Dichas constantes han de verificar, por la identidad de Leibniz, que

S0 = ST(CLCH - CLC) 1<idk<n (1)
s=1 s=1

Esto es, a un &lgebra de Leibniz £ y una base {ej,es,. ..,€én}, se asocian nd
constantes con las restricciones (1), las constantes de estructura. Reciprocamente, un
4lgebra de Leibniz est4 perfectamente determinada por sus constantes de estructura
(fijada la base).

Es decir, si se denota mediante £7 al conjunto de todas las dlgebras de Leibniz
complejas (respectivamente sobre K) de dimensién n, se tiene que gg posee estructura
de variedad algebraica sumergida en c (respectivamente en K™').

Como las constantes de estructura dependen de la base elegida, parece natural
fijar una base en la que la expresién de la ley sea “lo mis cémoda posible” en el
sentido de que se maximice el ndmero de constantes nulas y, en caso de igualdad, se
maximice el nimero de constantes que valen 1.

Esto tiene especial interés cuando se abordan problemas de clasificacién de familias
de dlgebras de Leibniz.

Sea £ un 4lgebra de Leibniz. Una subdlgebra de Leibniz de L es todo subespacio
vectorial £’ de £ que sea dlgebra de Leibniz para la restriccién a £’ de la ley algebraica
de L.

Sea £ un 4lgebra de Leibniz y sean H y J subconjuntos de £ no necesariamente
subslgebras. Al menor espacio vectorial que incluya todos los elementos de la forma
[u,v], u € H, v € J, se le denomina conmutador de H y J y se denota [H, T

Como la identidad de Leibniz es hereditaria, la definicién de subdlgebra es equiva-
lente a decir que una subdlgebra de Leibniz del 4lgebra de Leibniz £ es todo subespacio
vectorial £’ de £ que sea estable para la ley algebraica, esto es,

L' ¢ L subdlgebra del algebra de Leibniz L si

a) L' es subespacio vectorial de £

b) [£', L] C L'

Se llama ideal (o ideal bildtero) de un slgebra de Leibniz £ a cualquier subalgebra
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J de L normal o distinguida, esto es, tal que

[z,9],[y,2] € T Vze J,VyeLl

Si sélo se verifica que [y,z] € J Vz € J,Vy € L se dice que J es un ideal a la
derecha de L.

Si sélo se verifica que [z,y] € J Vz € J,Vy € L se dice que J es un ideal a la
1zquierda de L.

Toda algebra de Leibniz posee dos ideales triviales (denominados ideales impro-
pios), {0} y L.

Si £ es un élgebra de Leibniz se definen

e el subconjunto Z como 7 =< [z,z] : z € L >.

o la subdlgebra derivada de £ como [L, L].

o el anulador de £ como Z(L) ={z€ L: [z,2] =[z,z] =0 Vz e L}

e el anulador a derecha del lgebra de Leibniz £, que se designa por R(L) como

R(LYy={z€L:[z,2] =0 VzeLl}

el anulador a izquierda del dlgebra de Leibniz £, que se designa por L(L) como
LLy={ze€ L:[z,z] =0 Vze L}
Se verifica que Z es un ideal abeliano de £, la derivada, el anulador y el anulador

a derecha son ideales de £. El anulador a izquierda, L(L), no es ideal de £, aunque
si es ideal a izquierda.

Sea A un subconjunto de un algebra de Leibniz £. Se denomina anulador a
izquierda de A en L y se denota Z4(A) a

Zi(A)={z€L:[z2,z] =0 Ve A}

Se denomina anulador a derecha de A en L y se denota Z2(A) a

ZiA)={z€L:[x,z] =0 VzeA}
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Se denomina a anulador de A en L y se denota Z.(A) a

Z(A)={2€L:[z,5]=0=[z,2] Vre€ A}

Se tiene que Z.(A4) = Z4(A4) N Z4(A).

Si A = L se tiene que 2(L) = Z(L), Z5(L) = L(L), ZL(L) = R(L)

Zi(A), Z%(A) y Z.(A) son subélgebras de Leibniz de L.

Se llama morfismo (u homomorfismo) entre las lgebras de Leibniz Ly L' a
cualquier aplicacién que sea mérfica para las tres leyes que definen la estructura de

algebras de Leibniz.

Una derivacién d de un algebra de Leibniz £ es una aplicacién lineal, d : £ — L,
del espacio vectorial subyacente que verifica la regla de Leibniz para el producto

d([z,y]) = [d(z),y] + [z,d(y)] Vz,y €L

Se denotard Der(L) al conjunto de todas las derivaciones del dlgebra de Leibniz
L.

Definiendo [d, d] = d'd — dd' resulta que (Der(L),+, K, [,])) tiene estructura de
4lgebra de Lie ([d,d] = dd — dd = 0, Vd € Der(L)).

Si £ es un 4lgebra de Leibniz y si z € £, se llama operador multiplicacion a
derecha (respectivamente a izquierda) de z y se denota por R, (respectivamente L;)
a la aplicacién R, : L — L tal que

Ry (y) = [y, 2]

L.(y) = [z, ]

Se verifica que R, es una derivacién pero L no lo es en general. Ademas,

R: L — Derl
z — R(z)=R,

es un homomorfismo entre dlgebras de Leibniz.
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Estas derivaciones (R,) son derivaciones interiores. Ademds, el conjunto de las
derivaciones interiores a derecha del &lgebra de Leibniz £ es un ideal bildtero del
algebra de Lie DerL.

0.2 Algebras de Leibniz Resolubles

Dada un élgebra de Leibniz £, se define la sucesidn derivada de £, {LM : n € N},
mediante

LW =L
Lo =[cll £l jeN

Toda subélgebra de Leibniz que contenga a la derivada es ideal del dlgebra.

Si L es un algebra de Leibniz, cada elemento de la sucesién derivada de £ es ideal
del elemento anterior (LE+1 < 1),

Un élgebra de Leibniz £ con dim(L) < +oo se llama resoluble si la sucesién
de ideales {E["] : n € N} se estabiliza en cero. Al menor k£ € N tal que £ £
0 A L =0 se le llamard indice de resolubilidad de L.

Sea L un algebra de Leibniz. Se tiene que
L es resoluble < £ admite una sucesién decreciente de ideales

Ly)=Tn<Tg <. .. < Tim = {0} tal que [T}, Ty] C Tp1y paral <k <m~1

Ademaés se verifican las siguientes propiedades para dlgebras de Leibniz resolubles:

1. Toda subdlgebra (y, por tanto, todo ideal) de un &lgebra de Leibniz resoluble
es resoluble.

2. La imagen homomérfica de un dlgebra de Leibniz resoluble es también un
algebra de Leibniz resoluble.

3. Si L es un 4lgebra de Leibniz resoluble y 7 un ideal de £ (J < L) = el dlgebra
cociente £/.J es resoluble.

4. Si L es un élgebra de Leibniz tal que existe un ideal suyo J <1 £ resoluble y tal
que L/J es resoluble = L es resoluble.
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5. La interseccién, suma y producto de ideales resolubles de un 4lgebra de Leibniz
son también ideales resolubles del dlgebra.

0.3 Algebras de Leibniz Nilpotentes

Dada un 3lgebra de Leibniz £, se definen las siguientes sucesiones asociadas a L

a) sucesidn central descendente a derecha de £, {L<"> : n € N}, mediante

L<>—p
L<H> = [£<> L] i€ N

b) sucesidn central descendente de L, {L" : n € N}, mediante
Li=L
Lntl — [E, En] + [£2,£n-——1] + ...+ [En—l,ﬁz] + [,C"’,,C] — Z[ﬁi,£n+1—i]’ ieN
=1
Se verifica que, para toda dlgebra de Leibniz L, es
[L<i>,£<j>] C £<i+j>
y como consecuencia se tiene que
L =L" YneN

es decir, la sucesién central descendente a derecha y sucesién central descendente de
cualquier 4lgebra de Leibniz coinciden. Adema4s, cada elemento de la sucesion central
descendente es ideal del anterior (L"*! < L™ Vn € N).

Un 4lgebra de Leibniz £ con dim(L) < +oo se llama nilpotente a derecha si la
sucesién de ideales {£<"> : n € N} se estabiliza en cero.

Un 4lgebra de Leibniz £ con dim(L) < +oo se llama nilpotente si la sucesion de
ideales {L£" : n € N} se estabiliza en cero. Al menor entero m tal que

Lr£0 A L™ =0

se diré que es el indice de nilpotencia o nilindice de L, nil(L).
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Si £ un 4lgebra de Leibniz nilpotente. Son equivalentes

L es nilpotente a derecha <> L es nilpotente

Toda 4lgebra de Lie nilpotente es un dlgebra de Leibniz nilpotente. Si £ es un
dlgebra de Lie nilpotente sus nilindices como 4lgebra de Lie y como 4lgebra de Leibniz
coinciden.

En las dlgebras de Lie el nilindice maximo es n — 1 si dim(L) = n. En el caso de
las 4lgebras de Leibniz es posible obtener el nilindice n.

Sea L un algebra de Leibniz. Las condiciones siguientes son equivalentes:
L es nilpotente < £ admite una sucesién decreciente de ideales

Ly=T1<4TJ2<... 1T, = {0} tal que [J, L] C Jp+yy para 2 <k <n-—1

Si L es nilpotente se verifican las siguientes propiedades:

1. Toda &4lgebra de Leibniz nilpotente es resoluble.

2. Toda subélgebra (y, por tanto, todo ideal) de un 4lgebra de Leibniz nilpotente
es nilpotente.

3. La imagen homomorfica de un dlgebra de Leibniz nilpotente es también un
dlgebra de Leibniz nilpotente.

4. Si L es un algebra de Leibniz nilpotente y 7 un ideal de £ (J < L) = el
algebra cociente £/J es nilpotente.

5. Si L es un algebra de Leibniz tal que existe un ideal suyo J <1 L resoluble y tal
que £/J es nilpotente = L es nilpotente.

6. La interseccién, suma y producto de ideales nilpotentes de un dlgebra de Leibniz
son también ideales nilpotentes del dlgebra.

7. Toda algebra de Leibniz nilpotente no nula posee centro no nulo.
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0.4 Bases adaptadas. Sucesién caracteristica.

Sea L un &lgebra de Leibniz con dim(L) < +oo. Se verifica entonces, que

L es nilpotente < R, es nilpotente Vz € L

Sea £ un 4lgebra de Leibniz nilpotente. De entre los generadores del (lgebra
(= los elementos de £ — £?) se seleccionan aquellos cuyas matrices R, del operador
multiplicacién a derecha tengan un bloque de Jordan lo mayor posible. De entre
todos ellos, se eligen los que tengan también el segundo bloque de Jordan en tamano
lo mayor posible y asi sucesivamente. Se asocia asi a cada generador de £ (a cada
elemento z € £ — £?) una sucesién finita decreciente.

o(z) = (m(z),n2(z), -, mi(z)), z€L—L

que corresponde a las dimensiones de los bloques de Jordan del operador R, con
z € L — L2, ordenados decrecientemente. En el conjunto de estas sucesiones finitas
es posible definir el orden léxico-grafico como habitualmente, es decir

C(.’IJ) = (n17n27""nk) S C(y) = (mlam27"'7mk‘) x,y € E_ﬁ?

)

dieNtalquen;=m; Vji<i A n<my

Sea £ un 3lgebra de Leibniz nilpotente. Para cada z € £ — L? se construye la

sucesion finita
¢1(L) = maz{n,(z) : Vo € L — L?}

co(L) = max{nz(z) : ni(z) = c1(£)}

ci(£) = maz{n;(z) : n;(z) = ¢;(£),1 < j<i—1}

Se llama vector caracteristico de £ a todo generador z € £ — L£? tal que
o(z) = (L) = (a(£), &a(£), )
y se llama sucesidn caracteristica (o invariante de Goze) de L a

c(£) = (er(£), &2(£), )
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Se llama base adaptada de L a toda base {ey, es,- -, e, } de L tal que e, sea vector
caracteristico y {ei, ez, -, e,} una base de Jordan suya, es decir, tal que R,, venga
expresado en la forma canénica de Jordan para esa base.

Se podria definir sucesién caracteristica de £ como la mayor de las sucesiones
decrecientes de dimensiones de los bloques de Jordan de los operadores multiplicadores
a derecha R, para cada generador de £,z con z € £ — L%, ordenados en el orden
léxico-gréfico. Es decir,

c(L) = mazx{c(z) : x € L — L?}

Légicamente, si dim(L) = n y el nilindice de £ es m, la dimensién del bloque
mayor no puede superar al nilindice, esto es,

c(z) < nil(L) = m,Vz € L — L2

c1(L) =nil(L) =m

Cuando L es de Lie, la sucesién caracteristica termina en 1, pues se tiene que
en estas dlgebras es [z,z] = 0 Vz € £ lo que implica la existencia de, al menos, un
bloque de Jordan de dimensién 1. Ahora, en las dlgebras de Leibniz, no es obliga-
toria la existencia de bloques de Jordan de dimensién 1. Asi son posibles sucesiones
caracteristicas como (n — 2,2), 6 (7,5,5,3,3,3).

La méxima sucesién caracteristica posible en &lgebras n-dimensionales es, preci-
samente, n. Es ésta la tnica posibilidad cuando el nilindice es maximo, es decir, n.
Recuérdese que para las dlgebras de Lie el méximo nilindice posible era n — 1 y la
méxima, sucesién caracteristica (n — 1, 1).

Para dlgebras de nilindice n—1 la tinica sucesién caracteristica posible es (n—1, 1),
mientras que a medida que disminuye el nilindice (= disminuye la dimensién del mayor
bloque de Jordan de los operadores R,z € £ — £2) aumentan las posibles sucesiones
caracteristicas. Asi se tiene que
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Nilindice Sucesién Caracteristica
n n
n—1 (n—1,1)
n-—2 (n—2,1,1),(n—2,2)
n—3 (n—3,1,1,1),(n —3,2,1), (n — 3,3)
n—4 (n—4,1,1,1,1),(n - 4,2,1,1), (n — 4,3,1), (n — 4,4)
2 (2)17'")1)7(2a2>1a'"71)7(272)2)17'"71)’”'
1 (171)1a“'71)
El caso ¢(£) = (1,1,--+,1) (es decir, la menor sucesién caracteristica para las

4lgebras de Leibniz n-dimensionales) corresponde a 4lgebras abelianas, es decir, co-
rresponden a algebras de Lie.

Como en el caso de las 4lgebras de Lie, se denominaran p-filiformes a las algebras
de Leibniz de sucesién caracteristica (n — p,1,---,1). Obviamente, las dlgebras de
Leibniz p-filiformes incluyen a las dlgebras de Lie p-filiformes.

Sélo hay &lgebras de Lie p-filiformes de dimensién n para 1 < p < n — 1. Sin
embargo, existen algebras de Leibniz p-filiformes de dimensién n para 0 <p <n—1.

0.5 Algebras de Leibniz p-filiformes

Como hemos dicho, un algebra de Leibniz n-dimensional se llama p-filiforme si su
sucesién caracteristica es (n —p,1,---,1), 1 < p < n — 1, ahora se definirdn igual,
s6lo que p varia en el rango 0 < p < n — 1. Esto significa que existe algin generador
del 4lgebra tal que la forma de Jordan de la matriz asociada al operador multiplicacion
a derecha del generador tiene un bloque de orden n — p y p bloques de orden 1y,
ademss, que no existe generador alguno cuya forma de Jordan admita un bloque de
orden mayor que n — p y que los que admitan un bloque de orden n —p NO admitan
ningin bloque de Jordan de orden mayor o igual a 2. Es decir, se trata de dlgebras
de Leibniz nilpotentes de dimensién n y nilindice n — p.

En las dlgebras de Lie la matriz correspondiente a la adjunta de cualquier vector
posee, siempre, un bloque de orden 1. Si X, es vector caracteristico = Xo € L—L? =
la primera fila de adyx, es nula (y la primera fila de la matriz adjunta de cualquier
generador; como [Xp, Xo] = 0 = la primera columna es también nula). El resto
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de bloques siempre se podrian ordenar de mayor a menor orden, mediante sencillos
cambios de base. No importa, por tanto, mas que la dimensién de los bloques ya que
la sucesién caracteristica de un 4lgebra de Lie es siempre de la forma (n1,ng, - - -, Ck—1)-
Ahora, hay que considerar al menos dos posibilidades segin el primer bloque sea el
de orden n — p (ahora [X, X] = 0 en todos los casos) o no lo sea. En este dltimo
caso, cambios de base elementales permiten suponer que el bloque de orden n — p es
el segundo de la matriz de R,,.

En general, todo serd ahora més dificil (o mucho més dificil) que en el caso de Lie,
no sélo porque cualquier sucesién caracteristica puede terminar en 7, 1 < r sino porque
dada una misma sucesién caracteristica pueden aparecer vectores caracteristicos cuya
matriz asociada posea bloques de Jordan de igual dimensién pero ocupando posiciones
distintas. Como veremos tras, cambios de base adecuados, todo se reducird a dos
casos segun posea el dlgebra dada un vector caracteristico nilpotente o no. Por todo
lo anterior, parece razonable que més que intentar describir estas dlgebras (es decir,
clasificarlas), habrd que reducirse al “esqueleto” (es decir, a las dlgebras que estdn
graduadas naturalmente), o intentar trabajar con dimensiones pequeias.

Un &lgebra de Leibniz nilpotente n-dimensional £ se denomina p-filiforme si su
sucesién caracteristica es (n —p,1,---,1).

Sip=mn—1queda ¢(L) = (1,---,1) que corresponderd a las algebras abelianas
y éstas son de Lie; por tanto, si se consideran sélo dlgebras de Leibniz no de Lie se
tiene que 0 < p <n — 2.

Si p = 0 queda ¢(L£) = n que no se corresponde, estrictamente, con ningin caso
de 4lgebras de Lie. A estas algebras se las denomina nulfiliformes ¢ 0-filiformes.

Las O-filiformes y las (n — 1)-filiformes, corresponden a todas las dlgebras de
nilindices n y 1, respectivamente. Para nilindice n—1 también hay una tinica sucesion
caracteristica, (n — 1, 1), por lo que también las dlgebras 1-filiformes corresponden a
la totalidad de las de nilindice n — 1.

En general, todas las dlgebras p-filiformes tienen nilindice n — p pero NO todas
las 4lgebras de nilindice n — p son p-filiformes.

0.5.1 Algebras de Leibniz nulfiliformes

Un élgebra de Leibniz nilpotente n-dimensional se llama nulfiliforme 6 0-filiforme si
su sucesién caracteristica es ¢(L) = n.
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Estas son las de nilindice méximo (para cada dimensién). No pueden ser dlgebras
de Lie pues para éstas la sucesién caracteristica méxima es (dim(L) — 1,1). Una
caracterizacién de estas dlgebras fue dada por Ayupov y Omirov en [2]

Sea £ un algebra de Leibniz nilpotente n-dimensional. Las condiciones siguientes
son equivalentes

e(L)=n
2) dim(L)=n+1-4, 1<i<n+1
3) L tiene nilindice n (nil(L) = n)

Se ha probado [2] que para cada dimensién n existe, salvo isomorfismo, una inica
4lgebra de Leibniz nulfiliforme, cuya ley se puede expresar en una cierta base adap-
tada, {e1, e, - -, e, } mediante

leier] =e€ip1, 1<i<n-—1

y el resto de productos nulos.

0.5.2 Algebras de Leibniz filiformes

Se presentan aqui las dlgebras de Leibniz n-dimensionales de nilindice n —1. El estu-
dio inicial es andlogo al realizado con las nulfiliformes pero, desafortunadamente, su
clasificacién es mucho més complicada y no se conoce, en general. Habra que consi-
derar algunas restricciones si queremos avanzar en su estudio o mejorar las técnicas
matemdticas a utilizar (o ambas cosas).

Un 4lgebra de Leibniz nilpotente n-dimensional £ se llama filiforme 6 1-filiforme
si su sucesién caracteristica es ¢(£) = (n — 1, 1).

Una caracterizacién de estas dlgebras fue dada por Ayupov y Omirov en [2].

Sea £ un slgebra de Leibniz nilpotente n-dimensional. Las condiciones siguientes
son equivalentes

1) e(L) = (n—1,1)




14 Capitulo 0. Preliminares

3) L tiene nilindice n — 1 (nil(L) =n —1)

La clasificacién de estas dlgebras para cada n resulta extraordinariamente compleja
y hoy dia (mayo de 2004) se est4 lejos de disponer de herramientas que permitan el
tratamiento, salvo para muy pequefias dimensiones.

Un problema que resulta abordable es el estudio de las dlgebras de Leibniz gra-
duadas naturalmente.

0.6 Algebras de Leibniz filiformes graduadas na-
turalmente

Consideramos aqui un tipo especial de 3lgebras de Leibniz filiformes, aquellas que
son isomorfas al dlgebra de Leibniz graduada que resulta de la graduacién natural,
esto es, de la asociada a la filtracién del dlgebra que proporciona la sucesién central
descendente.

Ayupov y Omirov probaron en [2] que para cada dimensién existen dos tnicas
dlgebras de Leibniz filiformes graduadas naturalmente y no isomorfas entre si. Son
aquellas cuyas leyes se expresan, en una cierta base adaptada {e;, es, - -, e}, por 1"
6 po™ donde w4 = 1,2, vienen dadas por

o [ lehe]=€41, 1<i<n—2
= leiven] =€ip1, 1<i<n—2

/"l’2n:[ei7el]=ei+1a 2SZSTL—1

A partir de p = 2, la sucesién caracteristica es un invariante més fino que el
nilindice pues ahora el nilindice es n—2, pero a este nilindice le corresponden 4lgebras
con sucesién caracteristica (n — 2,1,1) (2-filiformes) y (n — 2, 2).

A lo largo de la memoria se denotard por £(X,Y, Z) a la identidad de Leibniz
(X, [¥, 2]} = [[X,Y], 2] - [[X, 2], Y]

Se acaba de ver que la clasificacién de las algebras de Leibniz nulfiliformes es sen-
cilla y la de las 1-filiformes graduadas naturalmente semejante al caso de las dlgebras
de Lie. Sin embargo, al aumentar p las dificultades creceran exponencialmente en el
estudio de las algebras de Leibniz respecto a las de Lie.
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0.7 Algebras de Lie graduadas naturalmente

En el caso de dlgebras de Lie graduadas naturalmente se conocen todas las dlgebras
p-filiformes graduadas naturalmente.

0.7.1 Algebras de Lie filiformes graduadas naturalmente

Las 4lgebras de Lie filiformes se caracterizan por tener el indice de nilpotencia maximo
en cada dimensién (n — 1 si la dimensién es n).

Si g es un &lgebra de Lie filiforme graduada naturalmente de dimensién n, se

cumple que
dim(C(g)) = n—2
dim(Ci(g)) = n—i—1 2<i<n-1

yqueg=g:199:2P - D g1 donde
dimgi=2; dmg =1 2<i1<n-1
Siendo {Xg, X1, Xa, ..., X,_1} una base adaptada de g, se obtiene que
g1 =< X0, X1>; gi=<X;> 2<i<n—-1

Las 4lgebras de Lie g filiformes graduadas naturalmente de dimensién n han sido
determinadas por Vergne [?], resultando que g = £, si n es impar y g = L, 6 Qn
cuando n es par, siendo

,Cn:{[Xo,Xi]ZXi_i,l 1§z§n—2

n>3
[Xo, Xi] = Xina 1<i<n-2
Tl X Xnomi] = (1) X 1<i< -1
n > 6, n par

0.7.2 Algebras de Lie 2-filiformes graduadas naturalmente

Las slgebras de Lie 2-filiformes se caracterizan por tener el indice de nilpotencia n —2
si la dimensién es n.
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Si g es un dlgebra de Lie 2-filiforme graduada naturalmente de dimensién n, admite
una descomposicién de la forma g =g, © g2 D - - - ® g2, cumpliéndose alguna de las
siguientes condiciones:

l.dimg; =3, dimg;=1,2<i<n-2
2.dimg =2, Irdimg, =2, dimg; =1, 2<i<n—2,i#r

Las algebras de Lie g 2-filiformes graduadas naturalmente de dimensién n han sido
determinadas por Gémez y Jiménez Merchén [19]. Dichos autores demuestran que no
todas las situaciones anteriores son admisibles, que otras dan lugar a un algebra escin-
dida (£,-1®C 0 Q,_1® C) y que las dimensiones pequeiias (n < 9) requieren un es-
tudio particular por su excepcionalidad. Obtienen que, siendo {Xo, X1, ..., Xp_2,Y}
una base adaptada, el dlgebra g es isomorfa a una de las siguientes

L(n,r) (n>5,3<r<2 ["T”lj — 1, r impar) :

1

AN
AN
S

{ [Xo, Xi] = Xina 1 -3,

[X;, X,i] = (-1)1Y 1

IA

N r—1
1 5 -

IA

Q(n,r) (n>7, nimpar; 3<r <n-—4, r impar):

[Xo, Xi] = Xina 1<i<n-3,
(X, Xoi] = (-1)7'Y 1<i< 3L,
[Xs, Xn—2—i] = (1)1 Xpp 1<i< 8,

7(n,n —4) (n impar, n > 7):

[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<n-3,
[Xi, Xn-s-i) = (1)1 (Xps +Y) 1<i<558,
{ X Xpogoi] = (1)1 02A ¢ 1<i<n58
[Xi, Xngi] = (—1)F (s — 1) 222 X, 2<i<n?
| [X, Y] = G2 X, 1<i<2.
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7(n,n — 3) (n par, n > 6):

[Xo, Xi] = Xita 1<i<n-3,
[Xi, Xn-a-i] = (-1)" (X3 +Y) 1<i< gt
[Xi, Xnaei] = (-1)7H B X 1<i< s

[X,,Y] = &R X, .

0.7.3 Algebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente

Las slgebras de Lie 3-filiformes se caracterizan por tener el indice de nilpotencia n—3
si la dimension es n.

Si g es un 4lgebra de Lie 3-filiforme graduada naturalmente con dim(g) = n,
admite una descomposicién de la forma g = g, @ g2 @ - - - D gn—3, cumpliéndose las
siguientes condiciones:

dim91:2, d’l’mglzla 2§Z§n_3; 7:7&7’.177'2) dimgﬁzdimg"?:z) 3S
rr<reo<n-—3, ryr,impares

Las 4lgebras de Lie g 3-filiformes graduadas naturalmente de dimensién n han sido
determinadas por Cabezas, Gémez y Pastor [10]. Dichos autores demuestran que las
situaciones anteriores son las unicas admisibles, que en otras dan lugar a &lgebras
escindidas y que las dimensiones pequefias (n < 12) requieren un estudio particular
por su excepcionalidad. Obtienen que, siendo {Xo, X1, ... Xn_3, Y1, Y2 } una base
adaptada, el algebra g es isomorfa a una de las siguientes

L(n,r1,72) (n>8, r,r2 impar, 3<r; <rg <n-— 3):

[Xo, Xi] = Xin 1<i<n—4
(X, Xrmd) = (171 1<i<B=, 1<5<2

Q(n,r1,72) (npar, n>10, 71,7y impar, 3<r <ra <n-— 5):

[Xo, Xi] = Xiy 1<i<n—-4
(X Xp) = (1) 1<i< il 1<j<2
[Xi, Xnoz—i] = (-1)71X,3 1<i< 4
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7(n,7,n—25) (npar, n>12, rimpar, 3<r<n-17):

(X0, X)) = Xin 1<i<n—4
(X, X)) = (1)1 1<i<st
[Xi, Xn—s—i] = (1)1 (X5 + Ya) 1< < 121@
[(Xi, Xn—a—) = (—l)i‘l(i_%_—zi)Xn_Al 1<i< s
[Xi X5l = (- 1DEFAX,, 1<i< !

| [X:, Y5 = (ng)Xn——S-H 1<:<2

7(n,r,m —4) (nimpar, n > 9, r impar, 3<r <n-—6):

( [XO,XZ] = Xi+1 1S’LS’I’L"‘4
X, X,] = (-1)"n; 1<i< st

X Xnoawi] = (F1)F7H(Xpeg+Ys) 1<i< 258
[Xi, Xpgi] = (-1)1232yx, o 1<i< S
\ [Xl)yé] = (5;n)Xn_3

0.7.4 Algebras de Lie p-filiformes graduadas naturalmente

Las 4lgebras de Lie p-filiformes se caracterizan por tener el indice de nilpotencia n—p
si la dimensién es n.

La clasificacién de esta familia de algebras de Lie graduadas naturalmente ha sido
dada por Cabezas y Pastor en [?]. Ellos demuestran lo siguiente:

Se considera {Xo, X1,...,Xn—p, ¥1,%,...,Y,_1} una base adaptada de g donde
Xo es vector caracteristico. Sea p > 1 y sea g un algebra de Lie n-dimensional gra-
duada naturalmente y no escindida con n > Maz{3p—1,p+8}. Sea u(n,r1,72,...,7p-1)
la ley de g verificando 3 <ry <mp <...<r,; <n-—0p, yrj, 1 <j<p-—1, todos
impares. Entonces,

a)Sir,_; =n—p,
g= E(“; 1,72y, Tp-2,T _p)
b) Sirp_1 =n—p—1, g es isomorfa a una de las siguientes leyes
g :‘C(n,Thr?a"';rp—?;n_p_ 1)

g 7(n, 1,72, ..., Tp2,n —p— 1)



0.7. Algebras de Lie graduadas naturalmente

¢) Sirp_y =n—p— 2, g es isomorfa a una de las siguientes leyes
g= ‘C(narlafr.?a"')rp—?)n-‘p_2)
g= Q(n7T17T27"'7Tp—2’n—p—2)

g27'(77,,7'1,7"2,...,7'1)_2,11—]7“—2)
d)Si2p—-1<r,.1<n—p-—3,

d1) Si n — p es impar, entonces g es isomorfa a una de las siguientes leyes
g= E(TL, Ty, T2y, 7‘p—l)

g~ Q(n, 71,72, ..., p-1)

d2) Si n — p es par, entonces

g~ L(n,T1,T2, -, Tp-1)
cuyas leyes vienen dadas por
L{n,T1,72,...,Tp-1)

(r; impar,1<j<p-1,3<r<r<...<rp_1<n-p)

[Xo,X,'] == Xi+1 1§i§n—p—-l
(X, Xpymi] = (1Y 1<i< i, 1<j<p-1
Q(n, 1,79, ..., Tpo1)

(rj impar,1 <j <p-—1, 3§r1<r2<...<rp_1§n—p—2,n—pimpar)

(X0, Xi] = Xin |<i<n-p-—1
(X, Xr,—i] = ()7 1<i< S, 1<j<p-1
[Xi, Xnepoi] = (1) Xpp, 1<i< 2

7(n,71,72, ..., Tp—2, " —p — 1)

(r; impar,1 < j <p-2, 3§r1<7‘2<...<rp_2§n—p—3,n—PPar)

( [Xo, Xi = Xist 1<i<n-p-1
[Xi, Xpyms] = (1) 1<i<U, 1<j<p-2
{ X Xnopoimi] = (1) (Xnopor + Ypor) 16 < 252
(X, Xnpoi] = (-1tezBx, 1< < b2
\ [Xl’ Yp—l] = '(%_n)Xn—p

19
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T(n,71,79, ..., Tp—g,n — p — 2)
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(rj impar,1 <j<p—2,3<r <ry<...<rp_2<n—p-—4,n—pimpar)

([ X, Xi]
[Xi, X, i

< [Xi, Xn—p-2-i]
(X Xnp-1-i]

[Xi, Xn—p—i]

| (X, Y]

Il

Xip1
(-1

(=1 (Xn—p-2 + Yp-1)
(_1)z'—1<nL;1—_ZZ_>Xn_p_1

(~1)iG - 1)y,

+3—
(p : n)Xn

—p—2+1

1<i<n-p-—1
1<i<Zi2 1<j<p-2
]-SZSn_g_g

n—p—3
2

n—p—1

2

—t
AN
A

()
IA N
)

I/\' I/\. 1



Capitulo 1

Algebras de Leibniz 2-filiformes
graduadas naturalmente

Se aborda en este capitulo la clasificacién, en dimensién cualquiera, de las dlgebras de
Leibniz 2-filiformes graduadas naturalmente de dimensién n y sucesién caracteristica
(n — 2,1,1); es decir, aquellas 4lgebras que, siendo graduadas, con la graduacién
inducida por la sucesién central descendente, son isomorfas al dlgebra de partida.

Es el primer caso en que la sucesién caracteristica es un invariante mas fino que el
nilindice pues ahora el nilindice es n— 2, pero a este nilindice le corresponden algebras
con sucesién caracteristica (n — 2,1,1) (2-filiformes) y (n — 2,2).

Como ya se indicé en el capitulo 0, los casos O-filiforme y 1-filiforme, fueron estu-
diados por Ayupov y Omirov en [2].

La determinacién de las 4lgebras graduadas naturalmente de una familia de dlgebras
de Leibniz nilpotentes aporta informacién relevante al estudio de la misma.

En todo el capitulo £ denotar4 un 4lgebra de Leibniz 2-filiforme graduada natu-
ralmente de dimensién n y ¢(£) = (n — 2,1,1) y {e1, €2, - -, en} una base adaptada

de L con e; vector caracteristico.

Un primer resultado para estas slgebras permite dividir la familia en dos subfa-
milias no isomorfas entre si.

21
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Teorema 1.0.1 Sea £ un dlgebra de Leibniz 2-filiforme n-dimensional. Se verifica
entonces que

a) L tiene nilindicen —2 (nil(L) =n—2)

b) o bien
dm(L)=n-1-1i, 2<i<n-—2
o bien
. n-—1 1<i<r
d Y = ’
im(L) {n—l—z, r+1<i1<n—-2
Demostracion.

a) Es inmediato, pues todo generador z € £ — £? verifica que "2 = 0, luego
"2 =0Vz € L, pero L? # {0}.

b) Sea e; € £/L? un vector caracteristico, es decir, c(e;) = (n —2,1,1). Luego ha
de existir una base (de Jordan de e;) tal que R,, se presenta en la forma de Jordan,

que en este caso tendrd un bloque J,_5 de orden n — 2 y dos bloques J; de orden 1.

Se tienen tres casos, segin sea la posicién de J,_s:

Jn—2
(1,) Re1 - Jl
J1
S
b) Rel at Jn——Z
J1
J1
C) Re1 = Jl
Jn—2

pero el caso c) se reduce al caso b) sin mas que hacer el cambio de base dado por

el =e

€2=€i+1, 2SZSTZ—1
L —

€, = €2



Como L™ = 0 A L™72 # 0 = serd posible hallar una base {71, z2, - -

de £ tal que o
.’,EiE[,z/,CH_l, 1<i<n—-3 A LL‘n_QGEn‘2

Resta probar para qué valores 71,75 € {1,2,---,n — 2} se cumple que

Tno1 € LTV/LTHY A 3, € LT2/LTT

, Tn}

Desde luego, se puede suponer que r; < 75 pues, en otro caso, basta cambiar los

papeles de x,,_1 y zp,.-

Se va a probar que, en estas condiciones, se tiene que r; = ro = 1. En efecto, sean

1 <71y <19, cOmo Ty € L2 = Ty, 20 € L tales que

Ty = (Y2, 2] = Z oiboj[s, 5] = 01521)[331,551] + ug
1<4,j<n

con uz € L3, of2[zy, z1] # 0.
Anélogamente, de z3 € £3 = Jys, 23, ws € L tales que

o3 = [lys, zshws] = > asbyjesellzi, 73], 7] = ofi[[w1, 21, 1] + ug
1<i,5,k<n

conug € LUy a§31)1[[a;1, 1], 71] # 0 (supuesto 3 < ry < 73).

Se continta el proceso hasta llegar a L™ obteniéndose que, si 71 # 72,

Try = aﬁl)l[ I [[xla xl]a :L‘1], T ,331] + Ury+1

Tp—1 = o/§?..).1 " ',[[ml,xl], $1], cte ,301] + u'n+1

con Up, 41, U 11 € L1y
ol vl ol m] £0, oL @l el s3] #0
mientras que si r; = o aparece, ademas,
T =o'\, [ Slznml @l o] Ul

con u, 1, € Lty a”ﬁl,,),l[- <z, xl, 3], oo, 3] #0.

En ambos casos se tiene que z,,, -+, Tp_1 € LT —¢
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Luego no puede ser r; > 1= 7r; = 1.
Como r; = 1 = dim(L/L?) > 2 (= dim(L/L?) € {2,3}), si dim(L/L?) =2 =
Iry 12 <ry <n—2tal que

1, si 2<t<n—2A1#my
2, si ’l;:’l‘g

dim(L'/ L) = {

Con lo que se tiene que

n—t, si 2<1<ry
n—1—1, s8i M+1<i<n-2

dim(L") = {
dim(L/L3) =3 = dim(L/LH) =1, 2<i<n—2=
= dim(LY)=n—-1-4,2<i<n-2

Caso II.-| En este, caso si e; es vector caracteristico de Ly {ej, e, -+, e,} base

de Jordan de e; => e;,es € L/L? (e, por ser generador y ey porque si e; € L2 =
=c(L) > (n—2,1,1)) = dim(L/L?) € {2,3} y todo es como en el caso 1. O

Se denotara algebra de Tipo I a cada algebra de a) y de Tipo II a cada &lgebra
de b). Es evidente que son 4lgebras no son isomorfas entre si pues para el Tipo I se
tiene que el dlgebra admite un vector caracteristico e; tal que [e, ;] # O mientras
que para el Tipo II sélo existen vectores caracteristicos e; tal que [e;, e1] # 0.

Nota 1.0.2 A partir de ahora se usard la notacién e; para vector caracteristico y
{e1,€2, -, e,} para base adaptada con e; vector caracteristico.

1.1 Algebras de Leibniz 2-filiformes graduadas na-
turalmente de Tipo I

Sea £ un &lgebra de Leibniz 2-filiforme graduada naturalmente. Sea e; vector carac-
teristico y {ei, es,--,e,} base adaptada. Si L es de Tipo I entonces,

Jn—2
R, = J1
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es decir,
leser] =€y, 1<i<n—3
[eje1] =0, n—-2<j<n

Se considera la graduacién natural £ ® Lo ® L3 ® - - - @ Ly, donde L; = L*/LF.
Dicha graduacién debe verificar que £*~2 # {0} y £"~! = {0}. Por tanto, se sigue
que k = n — 2. Es decir, se tiene que

L? O< €2,€3,€4," ", €Ep_2 >
£3 o< €3,€4, " ",€6p_3 >

L' O< €y €it+1, " "'y En—2 >

LM 2o<e, 5>
£t = {0}

y puesto que £; = L!/LF] se tiene que £; D< ¢; >, 1 < i < n — 2. Entonces,
faltaria por conocer las posiciones en los subespacios de la graduacién de los vectores
€n-1Y €n.

Se denotard por r; y ry las posiciones de los subespacios de la graduacion natu-
ral donde aparecen los vectores e,_; y e,, respectivamente. Esto es, e,—1 € L, ¥
en € Lr,. Obviamente, se puede considerar que 1 < r; < 1 < n (en otro caso se
intercambiarian los papeles de e,_; y €,). Ademss, si ry € {n — 1,n} se tiene que
c(L) # (n—2,1,1) lo que no es admisible. Por todo esto, se tiene que los valores
admisibles para r; y ry son los comprendidos entre 1l yn—2,1<r; <71y <n—2. Se
denotard también y(;,, r,y para indicar que es un 4lgebra de Leibniz de Tipo Iyrmy
o las posiciones de los vectores e,_; y €,, respectivamente, en la graduacién natural.

1.1.1 Valores admisibles de ry y 9

Se va a probar en esta seccién los valores admisibles para (ry,72) son {(1,1),(1,2)}
siendo escindidas las 4lgebras correspondientes a 1y = 75 = 1.

Lema 1.1.1 Los valores admisibles dery yry sont; =1 yry € {1,2}.

Demostracién. Supongamos r; > 1. Se sigue que e,_1 € L2y 71 < 12 => €, € L?
pues LD L2DL3D .- D L2,
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Como [e1, e1] = e3 = e3 € R(L) y puesto que R(L) es un ideal de £, se tiene que
€,€3,**,e,—2 € R(L). Esto prueba que

lei,ej] =0, 2<j<n-2,1<i<n

Por otro lado se sabe que como r; > 1 = e,_; y e, deben estar generados por
elementos de la base distintos de e,_1, €,.

Consecuentemente, debe estar, al menos, e,_; € £1 = £ — L% 0 e, € L1 pero esto
significa que r; = 1.

Por tanto sélo hay un posibilidad para r{, r; = 1 y entonces, si se hace r; =r

Ly D< ey, ep1>
L; O< e; >, 2<i1<n-2
Ly, =Ly D< er, € >

Se tiene la siguiente familia de leyes

[ lei, e1] = eia, 1<:<n-3
e, en—1] = aseit, 1<i<n—-3, i#r—1
[er—ly en—l] = Qr_16r + Qey

4 [en—l, en—l] = Op-1€2

len, €n—1] = Anérse, T#En—2
[ei, en] = Bi€itr, 1<i<n—-2—r
[en—l, en] = /Bn—ler+1, r#En-—2

| [en, en] = Breor, r< o5l

Al aplicar la identidad de Leibniz se obtienen las siguientes restricciones
(1) L(een-1,€1), 1<i<r—3= a1 =04
> og=0, 1<i1<r—2
(2) L(er—s,€n_1,61) = 0p_1 =09 A @=0
(3) L(ei,en_1,€1), 7—1<i<n—4= 01 =0

= og=0_, r—1<i<n-3
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yportantoa; =, 1 <i<n—3ya=0. Luego, e, ¢ £? y se llega a contradiccién.
Esto prueba que r € {1,2}. O

1.1.2 Algebras de Leibniz B(I,1,1)

Sea £ un algebra de Leibniz 2-filiforme graduada naturalmente de dimensién n > 5 de
Tipo I y tal que los vectores e,_; y €, estan en el primer subespacio de la graduacién

natural, esto es,
Ly =<e1en1,6n >
L;=<e; >, 2<i1<n-2

1.— Algebms de Leibniz escindidas.

Proposicién 1.1.2 Sea £ un dlgebra de Leibniz nulfiliforme graduada naturalmente
(n — 2)-dimensional de Tipo I. Entonces L' = L & C? es un dlgebra de Leibniz 2-
filiforme graduada naturalmente de n-dimensional Tipo I.

Sea L un dlgebra de Leibniz 1-filiforme graduada naturalmente (n—1)-dimensional
de Tipo I. Entonces L' = L & C es un dlgebra de Leibniz 2-filiforme graduada natu-
ralmente de n-dimensional Tipo I.

Puesto que son conocidas las nulfiliformes graduadas naturalmente y las 1-filiformes
se puede deducir la clasificacién completa de las 2-filiformes graduadas naturalmente
escindidas de Tipo L.

A continuacién se van a estudiar las slgebras de Tipo I con (r1,72) = (1,1),
obteniendo que son todas escindidas.

Proposicién 1.1.3 Sea £ un dlgebra de Leibniz de tipo pr;1,1)- Entonces L es un
dlgebra escindida de alguno de los tipos anteriores.

Demostracién. En las condiciones del enunciado, la ley de la familia puede ser
expresada en una base adaptada {ej, e, -, en} por
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( lei,e1] = ey, 1<i<n-3
[ en—1] = ayeiq1, 1<i<n-3
[en—1, €n—1] = Qn-1€9

[en, en—1] = amey

(e, €n] = Bieiy1, 1<:1<n-3

[en—la en] = Bn-1€2
\ [en, en] = /Bne2

.

De la identidad de Leibniz se obtienen las siguientes restricciones:

oﬁ(ei,en_l,el), 1§i§n—4:>ai+1=ai:> ag=a 1<i1<n-3

L(ei en,e1), 1<i<n—-4= == pG=H 1<i<n-3

L(en-1,en-1,€1) = p_1 =0

'C(ena €n-—1, 61) = Qn = 0

L(en—la €n, 61) = 5n—1 =0

L:(en) €n, 61) = /371 =0

De esta forma, la ley de la familia queda reducida a la siguiente:
les, e1] = i1, 1<1<n-3
[eisen—1] =aeiyy, 1<i<n-—3
leisen] = Peiy;, 1<i<n-3

Se puede suponer que § = 0. En otro caso se hace el siguiente cambio de base
{e;:e,-, 1<i<n-1
;L = Q€p — ,Ben—-l

quedando la ley
{ leiel] =€i41, 1<i<n-—3

[eiyen—l] = Q€y1, 1 < ? <n-— 3

Es facil probar que la nulidad de o es invariante pues

n—2 sia#0
n—1 sia=0

dim(R(L)) = {
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Entonces,

e Sia=0setiene LOF, D <e,; > D <e,>.

e Si a # 0 se obtiene LIF,d < e, >.

En ambos casos resultan dlgebras escindidas. U

2.— Algebms de Leibniz no escindidas.

No existen &lgebras de Leibniz 2-filiformes graduadas naturalmente (71,1 no es-
cindidas.

1.1.3 Algebras de Leibniz I(I,1,2)

En esta parte del capitulo se clasificardn las dlgebras de Leibniz 2-filiformes graduadas
naturalmente de dimensién n > 6 de Tipo I y tal que los vectores e,—1 ¥ €, estén en
el primer y segundo subespacio de la graduacién natural, respectivamente, esto es,

Ly =<eep1>
Lo =< eq, e, >
L; =<¢ >, 3<i<n—-2

Como las 4lgebras de Leibniz 2-filiformes graduadas naturalmente escindidas de
Tipo I estdn ya consideradas en la seccién anterior nos limitaremos aqui al estudio
de las no escindidas.

Teorema 1.1.4 Sea L un dlgebra de Leibniz no de Lie y no escindida de tipo pi1,12)-
Entonces L es isomorfa a una cuya ley, respecto de una base adaptada {e1, €2, -+, en},
estd determinada por

'U’(IJ:Z)I : ,U'(I,1,2)2 :
[ei,e1] = €1, 1<i<n-3 e, e1] = eiqa, 1<i<n-3
[eien-1] =€n, 2<i<n-3 [e1, €n—1] = €2 +é€n

[en—la en—l] = €n [61', en_l] = €;+1, 2<i<n-3
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”([,1’2)3 : /1(1’1,2)4 :

€, €1 = €441, 1S’LS7’L—3 €, €1} = €441, 1§z§n—-3
+

[en—l, 6n-1] = €p [61, €n—1] =€y

Demostracién. En las condiciones del enunciado, la ley de la familia puede ser

expresada en una base adaptada {e;, ez, -,e,} por
( [euel]_el-f-l’ l1<e<n-3
[61, en-1] = are2 + 716,
le:) en—1] = au€i41, 2<1<n-3

[en—1, €n—1] = An_1€2 + Ya_165,

[en, €n1] = anes

[es; €n] = Bieiya, 1<i<n-4
[en—h €n] = fn_1€3

| [ens en] = Bres

con rn #0 6 Yn-1 # 0.

<o

De la identidad de Leibniz se obtienen las siguientes restricciones:

. (1) ‘C(ei,en—laelv)a 1S2Sn_5:> Q11 = @y, lﬁzgn_‘l
Por tanto, de (1) se duduce que oy =, 1<3i<n-—3

o (2) Llen,er,en1)= [y =0

e 3) Lleier,en1), 2<i<n—5= Bm=0 2<i<n—4

° (4) Ller,en-1,n-1) = BiYa-1 =0

e (5) Lleen1,6n1), 2<i<n—5= Biyar1=0, 2<i<n-—4

Bim=0, 1<i<n-—4
BiYn-1=0, 1<i<n—4

(2 +@)+ @)+ (5) > {

Nétese que si y; = 0 = ~y,_; entonces e, ¢ L? y L serfa suma directa. Por tanto,
debe ser £; =0,1<:<n—4.

o (6) ‘C(en—h €1, en—l) = ’)’1,811_1 -+ Op1 = 0
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Por todo lo anterior la ley de la familia queda reducida a

(e, e1] = e, 1<i1<n-3
[e1, en—1] = ey + 11€p
€5, en—1] = a€iy1, 2<i<n-—-3

[en—h 6n—1] = Yn—1€n
[em en—l] = Q€3

. [em en] = ;Bne4

con 71 #06 Y1 #0.

Haciendo uso de nuevo de la identidad de Leibniz, se tiene que

(10) L(en—la €n—-1, en) = ﬁn'Yn——l =0

o (11) L(en,en-1,€n) = Pfan =0
o (10)+(11)= B, =0
e (12) L(en,€n-1,€1) = an=0

quedando la siguiente ley
[ei, e1] = €iy1, 1<i<n-3
[e1, en—1] = ez + men
(€5, en—1] = ceiy1, 2<i<n-3

[en—h en—l] = Yn—-1€n

con N # 006 Y1 #0.

Con el cambio de base genérico dado por
€] = Aje; + Ases + - -+ + Ap_1€n—1 + Anen
6;1_1 = B161 + B2€2 + -+ Cn_len_l + Cnen
el =Cie; + Coeg + -+ -+ Cp_1en—1 + Crep

n

31
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se llega a que
Bi=By=---=B, 3=0

Ci=Cy=---=Cprh_3=0

By (A + Anc1Va—1) =0

Cr-2(Aim + An_1m-1) =0

Cne10=Cp171 =Cr1Vaa1=0=>Cry =0

A1Bn_1(A1+ Ap10) #0
y se obtiene que los nuevos pardmetros son

o = B, 1«
A+ Apia
- A1B,_ (A1 + Anc1Yn-1)

N Co(A; + Ap_10)
] — Brzz—l'yn—l
ryn—l Cn

de donde sigue que las nulidades de a y +,_; son invariantes.

Estamos ahora en condiciones de hacer la clasificacién distinguiendo los siguientes
€asos

e Caso1a#0 A 7,1 #0

En este caso un sencillo cambio de escala permite obtener

lei, e1] = e, 1<i<n-3
N(I,l,z)l : [ei, en—1] = €
[en—l, en-—l] = €n

e Caso2a#0 A v,_1,=0

. A?B,_ .

En este caso se tiene que es v, = m% con lo cual la nulidad de 7,
n n— . .

resulta ser invariante. Para y; = 0 se obtiene un é4lgebra escindida.

Si y1 # 0 se obtiene el dlgebra

[ei7€1]:ei+l7 1S2S'I’l—3

[ei, en—l] = €i+1, 2 S 1 S n—3
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e Caso3a=0 A 7,-1#0

Un sencillo cambio de escala permite obtener

L 3. [ei, e1] = €iy1, 1<i<n-3
(1,1,2) [en_1, en 1] = en

e Caso4a=0A v_1=0

De nuevo, la nulidad de +; resulta invariante. Siy; = 0 se obtiene un 4lgebra
escindida.

Finalmente, para y; # 0 se obtiene el algebra

Py e e1] =€y, 1<i<n-—3
12 le1,en1] = €n

1.2 Algebras de Leibniz 2-filiformes graduadas na-
turalmente de Tipo II

Sea L un dlgebra de Leibniz 2-filiform graduada naturalmente. Sea e; vector carac-

teristico y {e1, e, -, e, } base adaptada. Si £ es de Tipo II entonces,
J1
R81 = Jn—2
J1
es decir,
[61, 61] =0

lei,e1] = €11, 2<i<n—2
lej,e1] =0, n—-1<j<n

Se considera la graduacién natural £, @ Lo ® L3 @ - - - ® Ly donde £; = L/L7
Dicha graduacién debe verificar que £~2 # {0} y £L*~! = {0}. Por tanto, se sigue
que k = n — 2. Es decir, se tiene que
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2

L2 D< €3,€4," ", €En-2,6n—1 >
3

L°D< eq,++,€n_9,6n_1 >

ﬁi o< €it1,"°*,Ep—2,€En—1 >
L2 D< epy >

£t = {0}
y puesto que L; = L*/L! se deduce que

L D< ey,e9 >
£i3<6i+1>, 2<31<n—2

Falta por conocer la posicién del subespacio de la graduacién donde se encuentra
el vector e,.

Se denotara por 7 la posicién del subespacio de la graduacién natural donde apa-
rece el vector e,. Esto es, e, € L,. Andlogamente al Tipo I se puede considerar que
1<r<n-2.

1.2.1 Valores admisibles de r

Se va a probar en este seccién que los tnicos valores de r para los que se obtienen
algebras de Leibniz que no sean de Lie o que sean no escindidassonr =1y r = 2.

Proposicién 1.2.1 Sea £ un dlgebra de Leibniz 2-filiforme graduada naturalmente
n-dimensional, n > 5, de Tipo Il yr > 2, (r # {n — 3,n — 2,252}). Entonces, se
tiene que L es dlgebra de Lie o el caso en cuestion no es posible.

Demostraciéon. Si £ estd en las condiciones del enunciado del teorema, la ley de la
familia puede ser expresada en una base adaptada {e;, e, -+, e,} por



1.2. Algebras de Leibniz 2-filiformes graduadas naturalmente de Tipo II 35

(e, e1] = €iy1, 2§i§n-—72
le1, €] = 01,i€i41, 2<i<n—-2,1#r
le, er] = airerpr + Vi€

[e1, €n] = @1 n€rsn

$lesei] = aijeisit, 9<i,j<n—2 i+j<n, i+jEr+2
€y €rt2—i] = Cirpo—i€ri1 + Yien, 2< i<
len, €] = ani€itr, 2<i<n-r—1
i, €n] = Qin€itr, 2<i<n—-r—1

| [en, €n] = anneari, r< o2

con algin v; #0, 1 << r.
Haciendo uso de la identidad de Leibniz, se tiene que
(1) L(er,ei,er), 2<i<r—3=omi=0, 2Ji<r—2
(2) Len,er—1,61) 2> np=01,1 AN 1 =0
(3) L(ereier), r<i<n—-3=mip=0;7r<i<n—3
Resulta oy =04, 2<i<n—-2 A y1=0
Usando de nuevo la identidad de Leibniz se obtiene que
(4) L(ey,e1,e3) = oq(a; +1) =0

Se pueden distinguir dos casos, a; =0y a; = —1.

0y =0.

En este caso, la familia se puede expresar por medio de los siguientes productos:

( [ei,e1] = eiy1, 2<¢<n—2
lei, 5] = i jeirj-1, 2<4,j<n—2,i+j<n, t+jFr+2
S [eis erq2-i] = Qipyo-iry1 +vien, 2<i<r
[en, €] = o i€itr, 2<i<n-—-r-—1
L [eisen] = Qipitr, 2<i<n—-r-1
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De la identidad de Leibniz se obtiene que

(5) Lleierriier), 2<i<r—2=79=—9%4, 2<i<r—1=y=
(_'1)1’727 2 S [ S T

(6) Lei,ererpimi)y, 2<i<r—2=y.,=0 2<i<r-—-1

Luego los ;, 2 < i < r son todos nulos, salvo que sélo exista v pues en tal caso
no se anula.

Por tanto, si r > 2 se sigue que e, ¢ L% y esto implica que r =1 6 r = 2 lo que
es contradiccién pues se estd suponiendo que r > 1.

Por tanto este caso no es admisible para ningtin valor de n. En otras palabras, no
es posible encontrar dlgebras de Leibniz para r > 2y a; = 0.

o = -1.

En este caso, la familia se puede expresar por medio de los siguientes productos:

'[ei,el]:eiﬂ, 2S’LS7’L—2
le1, €] = —€it1, 2<i1<n-2
[617 en] = Q1,n€rq42

< lei, €] = @i jeirio1, 2<4,j<n—-2, i+j<n i+j#r+2
leis ero—i] = Qiproi€rp1 + Yien, 2<i<r
ln, €] = o i€i4r, 2<i<n—2
[6,’, en] = 04 n€itr, 2 S 1 S n—2

\ [en; 6n] = Qi n€ort1, r< nT_Z

con v; # 0

Los casos 7 = n—3,r =n—2yr = 252 (n par) deberdn ser estudiados por

separado y se verdn mas adelante. Se va a probar a continuacién que las dlgebras que
se obtienen son todas de Lie, comprobando lo siguiente:

I) e, e] =0, 1<i<n
(II) [eiaej]:_[ej,ei]a 1SZ:]§n
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e Probemos que [e;,e;] =0, 2 <1 <n—2. Para ej,e,—1 y €y el resultado es trivial.

.on

De Ley,ei,€:), 2 <1< 52 = q;;,=0,2<¢< 2 Elcasoi = 3 queda

fuera pues no tendria sentido aplicar la identidad de Leibniz anterior en ese caso. Se
demuestra entonces de otra forma

Sit= 5 5e tienen las restricciones siguientes obtenidas de la identidad de Leibniz.

e Probemos que [e;,e;] = —[ej, €], 2 < 4,j < n— 2 (al igual que ocurria en (I) el
resultado es trivial para e}, e,_1 v e,.

Seai<jy3<j<n-2 j#r+2—1, entonces
[ei7 ej] = [ei’ [ej—h 61]] = [[ei’ ej—l], 61] - [[ei’ 61]7 ej—l] =

—[e1, [ei, €5-1]] + [[e1, €], €j-1] =
—([le1, €], €j—1] — [[e1, €j-1], €i]) + [lex, eil, €j—1] = [[en, ej-1, &] = —[e;, €]

Para j=r+2—1,

lei, [er+1-i, €1]] = [[€s; €r41-i), 1] — [[es; €a)s erp1-i] =
—[e1, [es, ery1-i]] + [le1; €], ert1-3] =
—[([[61, eil; €]r+1—i] — [lex, ers1-i], &]) + [[e1, eil, erp1-i] = [lex, €r1-i), €] =

[ei> er+2—i]

Para j=n, 2<i<n-—2,

len,ei] = [en, [€i-1,€1]] = [[en, €1, €1] — [[en, €1, €i-1] = —[e1, [en, €i1]] =
—([le1, en], €i-1] — [[e1, €i-1], €n]) = [[e1, €i-1], €a] = —[ei, €n]
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Finalmente, para j = 2,
{ [62; 6n] = 2n€3
[en, €2) = O 2€3

y de L(e1, ez, €,) junto con L{en, €1, €3) se sigue que oz, = —a,2. Queda por tanto
probado que son dlgebras de Lie. O

A continuacién se van a estudiar los casos particulares llegando a que en todos los
casos se obtiene dlgebra de Lie.

Lema 1.2.2 (Caso r = n — 3.) Sea L un dlgebra de Leibniz 2-filiform graduada
naturalmente de Leibniz n-dimensional, n > 5, de Tipo Il y r = n — 3. Entonces, se
tiene que L es dlgebra de Lie.

Demostracién. La graduacién es £L;@®---®L,_5 con L1 =< e1,e3 >, Li_1 =< €; >,
2<i<n—-3, L 3=<ey 9,6, >y Lp_o=<ep_1>.

La ley de la familia puede ser expresada por

[ [ei,e1] = €511, 2<i<n-2
le1, ] = a1, 2<i1<n-—4
[e1, en—3] = @1 n_3€n_2 + 1160

[61, €n—2] = 01,n-2€n—1

€1, en] = Q1 p€p-1

[
J [e‘ ej]:ai,jei+j_1, 2<,78<n—4,1+53<n—-2
[€isen—1-i] = Qin—1-i€n-2+Yien, 2<i<n—3
len—i, €] = an_iien_1, 2<i<n-2
€5, en—i] = Qip—i€n_1, 2<i1<n—2
: [6 ]—an2en 1
\ {e2aen]"‘a2nen 1

con algin v; #0, 1 <i<n-3.
De la identidad de Leibniz se sigue que
(1) Llenener), 2<i<n—-5=an=ay 2<i<n—4
(2) L(er,en-s,e1) = tps=ainqg y 11=0

(3) 5(61, €n—3, 61) = Qp-2 = Q1 p-3
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Luego se tieneque oy, =, 2<i<n—2 y 711 =0
(4) E(el, €1, 62) = 011(011 + 1) =0

El caso a; = 0 ha sido ya estudiado en general en el teorema anterior y no es

posible, asi que se estudiara sélo el caso oy = —1.
Sea a; = —1, la familia puede expresarse por
[ [ei,e1] = ey, 2<i<n—2
le1, €] = —eiq1, 2<1<n—4
[61, Cn—s] = —€p—2
[6’1; 6n—2] = —€np-1
[61, en] = 01 n€p-1,
< [es €] = a4 jeiyioa, 2<4,7<n—-2,1+j3<n-2
[eis en—1-i) = Cin—1-i€n_2+ Vien, 2<1<N—3
[en—i> €] = On—i€n—1, 2<i<n-—2
[ei) en—i] = Qin-i€n—1, 2<i<n-—-2

[en, 62] = Op,2€p-1,

| [e2,€n] = o nen-1,

con algin v; #0, 2<i<n-3.
Haciendo uso de nuevo de la identidad de Leibniz se tiene que
(5) L(ei,en—2-ire1), 2<i<n—4= y=(-1)fyp, 2<i<n-3
(6) L(e1,en—3,€2) = 172 =0

Siarn # 0= 7 =0y por tanto e, ¢ £ llegando a que r tendria que ser 1 y se
estd suponiendo r =n — 3y n > 5. Luego a3, = 0.

Finalmente y de manera andloga a como se hizo en el teorema anterior, es facil
probar que se trata de una familia de dlgebras de Lie. O

Lema 1.2.3 (Caso 7 = n — 2.) Sea L un dlgebra de Leibniz 2-filiform graduada
naturalmente de Leibniz n-dimensional, n > 5, de Tipo Il y r =n — 2. Entonces, se
tiene que L es dlgebra de Lie.
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Demostracion. La graduacién es £, ®-- - @ L,_o con L1 =< e1,e3 >, L1 =< €; >,
3<i1<n—-2y L, s=<ep_1,e, >.

La ley de la familia puede ser expresada por medio de los siguientes productos:

( [es, e1] = eiy1, 2<1<n—-2

[e1, &) = ayi€iqa, 2<i1<n-3

le1, en—s] = 01 n_2€n_1 + Y160,

lei, €5] = o jeitj 1, 2<,j<n-3,1+53<n-1

([ €n—i] = Qip—i€n1 +Vin, 2<i<n-—2

conalginy; #0, 1<i<n-2.
De la identidad de Leibniz se obtiene que:
(1) Ler,e61), 2<i<n—-5=>a1=ay;, 2<i<n—4
(2) L(er,en-3,€1) > 1p2=0qin-3 A 1 =0
Luego se tiene que oy ; =3, 2<i<n—-2 y 7 =0
(4) L(ei,ere2) = a(ag +1)=0

El caso a; = 0 ha sido ya estudiado en el caso general y no es posible. Se estudiard
el caso a3 = —1.

Si ap = —1, se tiene que la ley de la familia queda expresada por
[ei, €1] = eit1, 2<1<n—-2
le1, €] = —eiy1, 2<i<n—-2
e, €5] = v jeirja, 2<i,j<n—3 i+j<n-—1

[€is€n—i] = Qin—i€n_1 + Vien, 2<i<n—2
con v; # 0.

De manera anéloga a los demds casos es ficil ver que se trata de una familia de
algebras de Lie. O

Finalmente, se aborda el tltimo caso particular.
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Lema 1.2.4 (Caso r = %2). Sea L un dlgebra de Leibniz 2-filiform graduada
naturalmente de Leibniz n-dimensional, n > 5, de Tipo Il y r = 712—‘2 Entonces, se
tiene que L es dlgebra de Lie.

Demostracién. La graduacién es £; @ --- @ L,_5 con L1 =< e, ez >, L =< e3 >,
ey Ly =< >, - LnT——‘i =< enT—z >, ﬁnT-'z =< €n,€n >, [,% =< 6# >y
ﬁn_g =< ep-1 >.

El procedimiento es andlogo a los casos anteriores. 0

Asi, los tinicos valores de r para los que se obtienen &lgebras de Leibniz no de Lie
sonr=16r=2.

Nota 1.2.5 Se denotard por pr,) a las 4lgebras de Leibniz 2-filiformes graduadas
naturalmente de dimensién n de Tipo Iy r € {1,2}.

1.2.2 Algebras de Leibniz I(IT,1)

En esta parte del capitulo se aborda la clasificacién de las algebras de Leibniz 2-
filiformes graduadas naturalmente de dimensién n, n > 5, de Tipo Il y con r = 1. La
graduacién natural es la siguiente:

ﬁl@ﬁz@"'@[,n_g
con

Ly =< e, e,e, >
£i=<6,’+1> 2<i1<n—-2

1.— Algebras de Leibniz escindidas

Proposicién 1.2.6 Sea £ un dlgebra de Leibniz 1-filiforme graduada naturalmente
(n — 1)-dimensional de Tipo II. Entonces L' = L ® C es un dlgebra de Leibniz 2-
filiforme graduada naturalmente de n-dimensional Tipo II.

Puesto que la son conocidas las 1-filiformes se puede deducir la clasificacién com-
pleta de las 2-filiformes graduadas naturalmente escindidas de Tipo II.
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Se van a clasificar aqui las 2-filiformes graduadas naturalmente no escindidas de
Tipo Il con r = 1.

2.— Algebms de Leibniz no escindidas

Teorema 1.2.7 Sea L un dlgebra de Leibniz de tipo pr1). Si L es de Leibniz, no
de Lie y no escindida entonces L es isomorfa al dlgebra de ley

| leise1] = iy, 2<i<n-2
KLY [ena en—2] = €n-1

Demostracién. En las condiciones del enunciado, la ley de la familia puede ser

expresada en una base adaptada {e;,e,,--,e,} por
? ?

( les, e1] = eiya, 2<1<n~-2

le1, €] = areip1, 2<i<n-—2

[e1, €n] = a1nes

! lei el = aijeirjo1, 2<4,7<n—-2, i+j<n
[en, €] = omgeiy, 2<i<n—2

e en] = ipeir1, 2<i<n-—2

\ [en, en] = Qpn€3

De la identidad de Leibniz se obtienen las siguientes restricciones:

n—4= Q1 = 1441, 2<i<n-3

(1) £(€1,€i,€1), 2

<
Luego ay; =04, 2<i

(2) L(en,er,e) = a(a+1)=0

(3) 5(61, €n, 61) = O = 0

(4) ‘C(eny €1, en) = Onpn =

e Si a; = 0 se tiene que la ley de la familia es la siguiente:

[€i, €1] = esy1, 2<i<n—2
lei,e5] = aijeirj—1, 2<4,j<n—-2, t+j<n
len, €] = aneiv1, 2<i<n-—2
[€i,en] = Qineiv1, 2<i<n-—2
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De la identidad de Leibniz se obtiene que:

(5) Lleene), 2<t,j<n—-4=aq;=0; 2<i,j<n—2

(6) Lei,eje1), 3<j<n—-3=>a;=0, 3<j<n-—-2

(7) E(eiaelaen)y 2<i<n-4= Olitin = Qin, 2<i<n-— 3

= Qip=0p, 251<n—2

(8) Len,e1,€), 2<i<n—-4= ap,;=0, 2<1<n-3

Sustituyendo en la familia anterior se tiene que

[ei,e1] = eiy1, 2<i<n—2
[€i, €2] = azeiy1, 2<1<n—2
(€, €n] = On€it1, 2<i<n—
[em Cn—z] = Opn—26n-1

El cambio de base siguiente

€y = €3 — g€y

!

e, = €p — Oné;

;L )

e; = é;, iF# 2

permite suponer ap = a, = 0 y se llega a la siguiente familia

{[eiael]:ei+17 ZS’LSTL—Z

[en7 en—2] = Q€p—1

La nulidad de « es invariante pues

< ep_1 >, si a#0
< eép_1,6n >, Sl =0

am:{

obteniendo que

1.— Si a = 0 se obtiene un algebra escindida.




44 Capitulo 1. Algebras de Leibniz 2-filiformes gfaduadas naturalmente

2.— Si a # 0 haciendo un cambio de escala

{egzei, 1<i<n-1

!

e, =1le,
se tiene p(ry,1) dada por

| lee] =€y, 2<i<n-—2
pa [ena en—2] = €p-1

e Si @y = —1, la ley viene dada por
( [ei, e1] = eiyq, 2<i<n-—2
le1, €] = —€iy1, 2<i<n-2

leiej] = qijeirj1, 2<4,j<n-2, i+j<n

len, €] = ani€iv1, 2<i1<n-—2

\ [eisen] = Qineiy1, 2<i<n-2

Falta por probar que se trata de una familia de 4lgebras de Lie. Habria que probar

que
(I) [ei,ei]zo, 1SZ_<_TL

(II) [eiaej] = —[ej’ei]a 1 < 7’a.7 <n
e Probemos que [e;,e;] =0, 2 <7< n~—2. Paraej,e,_1 y e, el resultado es trivial.

2
fuera pues no tendria sentido aplicar la identidad de Leibniz anterior en ese caso. Se

demuestra entonces de otra forma

.on
De L(er,ei,e), 2 <1< 22 = 0;,=0,2<1:< 2% Elcasoi = 5 queda

n - . - . .
Sit= 5 %€ tienen las restricciones siguientes obtenidas de la identidad de Leibniz.

§ 03431 T gy

De esta forma se tendria probado (I).
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Sea i1 < jy3<j<n-—2aligual que ocurria en (I) el resultado es trivial para
€1,€n—1 Y €n), entonces

lesei] = e, [ej-1,e]] = [[es, €j-1], €1] — [[es; e1], €51] = —len, [ei, e5-1]]+
+  [le1, e, ej—1] = —([[e1, €], 6j—1] — [lea, 6j—1], ei]) + [[ex, el ej—l]
= [ei e5] = —[ej, €
Para j = n,
len, €] = [en,[eim1,€1]] = [len, €i-1], €1] — [[en, €1}, ei-1] = —le1, [en, ei1]] =
- —([[617 en]7 ei—l] - [[61, ei—1]7 671]) = [[61, 6,'_1], en] =
= _[ei) en]

Finalmente, para j = 2,

{ [62, en] = (g n€3

[€m 62] = Qp2€3

y de L(er, ez,ep) = qon = Q3 = —Qyp 3 junto con L(eg, e1,62) = —Qp3 = —Qn2
lo que prueba (I7). a

1.2.3 Algebras de Leibniz (I1,2)

En esta parte del capitulo se aborda la clasificacién de las élgebras de Leibniz 2-
filiformes graduadas naturalmente de dimensién n, n > 7, de Tipo Il y con r = 2. La
graduaciéon natural es la siguiente:

LrDLD DLy o

con
L =<ee >

Ly =< e3, e, >
»Ci=<ei+1> 3<1<n-—2

Como las élgebras de Leibniz 2-filiformes graduadas naturalmente escindidas de
Tipo II estdn ya consideradas en la seccién anterior nos limitaremos aqui al estudio
de las no escindidas.
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Teorema 1.2.8 Sea L un dlgebra de Leibniz, no de Lie, no escindida y de t1po fi(11,2)-
Entonces L es isomorfa a una de las siguientes dlgebras de leyes

B Kz

leiel] =eip1, 2<i<n-—2

e 0] = e {[ei,el]:ei.i_l, 2<i<n-—2
1,€2] —
[e2, €2] = en le2, e2] = en
I - *n
:“?11,2) :
{ [ei)el] = €i+1, QSZSTL—2
[61762] = €n

Demostracién. En las condiciones del enunciado, la ley de la familia puede ser

expresada en una base adaptada {ej,es,---,€,} por
( [ei761]=6i+17 ZSZSn—2
[617 62] = (1,2€3 + 1én
[el,ei] = 01,i€i+1, 3<1<n-2

[61, 6n] = O n€4

4 e2, €2] = Q02.2€3 + Yoy

[e’i7ej]:ai,jei+j—1) 2_<_ZJJS”_27 Z-I-]STL, Z+]#4
[en, €] = anieiye, 2<i<n-3
(€3, €n] = Q4 n€ita, 2<i<n-3

\ [en’ En] = an,neSa

con algin v; #0, 1 <1< 2.
Usando la identidad de Leibniz se obtiene que

(1) Le,ei,e1), 2<i<n—-4=>ap=a,;=0, 2<i<n-3

(2) ‘C(ela Cn,el) = al,n =0
(3) c(eny €1, en) = an,n =0

(4) Llei,e1,e9) = ar(l40a1) =0
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Teniendo en cuenta el valor de ; se van a distinguir dos casos:

01 =0.

En este caso, la ley de la familia puede expresarse mediante:

( es, €1] = €iy1, 2<1<n—-2
[e1, 2] = men
e, 6] = qijeirjo1, 2<6,j<n—2,i+j<n, i+j#4
[e2, 2] = @z 0e3 + Yoen
[en, €] = o i€ita, 2<1<n—-3
L e, en] = Qin€iya, 2<1<n-3

con alglin v; #0, 1 =1,2.

Haciendo uso de nuevo de la identidad de Leibniz se llega a:

(6) Lesejer), 3<j<n—-3=> a;=0, 3<j<n-—2

(1) Llesenen), 2<i<n—5= Qyin=0in 2<1<n—4

(9) L(ei,e9,€2), 2<i<n—3= apy=0

(10) L(es ez, e1), 2<i<n—4= o= 3<i<n—3
S a2=0p, 3J1<n—2

(11) L(ez,e2,€1) = 2=y

(12) L(ez,€1,€2) = oy =0

De (9) y (11) se sigue que o, = 0 puesto que 1 y y2 no se anulan simultdneamente
(pues estamos considerando 4lgebras no escindidas). La ley de la familia queda resu-
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mida a la siguiente ley:

lei, e1] = eiy,

[e1, €2] = 1ien

[e2, €2] = azes + 1aey,

e 2] = ap€ipr, 3<4,5<n—2

cony; 06 v #0.

El cambio de base dado por:

{ e, = e — 0z€y

egzei, 1752

permite suponer oy = 0.

Se llega a la ley siguiente
leiser] =ei1, 2<i<n—2

[e1, e2] = mien
[62, 62] = Y2€n

con y; #06 v #0.

La nulidad de <, es invariante pues

1 siy#0

dim(Z) = { 0 iy =0

Haciendo uso de cambios de base genéricos se va a probar que la nulidad de v, es

también invariante.

el = Arer + Ages + Azes + -+ Ap_sen_3 + An_s€n_o+ Ap_1€n_1 + Anen
ey = Bie; + Byeg + Bses + -+ + Bp_3en_3 + Bp_9€n_o + By_1en_1 + Bren
en, = Cre1 + Coeg + Cseg + -+ - + Cp_sep_z + Crsen—s + Cn_ien_1 + Creéy

El nuevo parametro queda

A{B
"= é 2m, A1BoCr # 0
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Los casos a distinguir son los siguientes:

71 #0 Caso 1
Y2 #0
v =0 Caso 2

72:0:>’yl§é0 Caso 3

Caso 1 7172 # 0. Un sencillo cambio de escala permite obtener ”%11,2) cuya ley viene
dada por
[6,‘,61] = €i+1, 2 S 7 < n—2
IU%II,Z) 1 q lene] =en
[627 62] =€n

Caso 2 v, # 0, 71 = 0. Un sencillo cambio de escala permite obtener N%n,z) cuya ley

viene dada por
leiyer] = €iq1, 2<i<n—2

2 )
K(rr2) - { [62762] —e,

Caso 3 73 # 0, 72 = 0. Un sencillo cambio de escala permite obtener u?, 1.2) Cuya ley

viene dada por
leiel] = €iq1, 2<i<n—2

3 .
Krr2) - { [61, 62] =e,

a; = —1. En este caso todas las dlgebras de Leibniz que se obtienen son
dlgebras de Lie. La demostraci6n es andloga a la de casos anteriores. O




Capitulo 2

Algebras de Leibniz 3-filiformes
graduadas naturalmente

Se aborda en este capitulo el estudio de las 4lgebras de Leibniz 3-filiformes graduadas
naturalmente de dimensién n, es decir, aquellas que tienen (n—3, 1,1, 1) como sucesién
caracteristica. Estas 4lgebras tienen nilindice n—3, pero en este nilindice hay lgebras
de sucesién caracteristica (n — 3,1,1,1) (3-filiformes), (n — 3,2,1) y (n - 3,3).

Este caso es bastante més complejo que el caso 2-filiformes pues en esta ocasién
no es conocida la posicién de tres vectores.

La estructura que se va a seguir en el trabajo va a ser similar a la del capitulo
anterior, en primer lugar se veran los tipos de familias que existen, a continuacién los
valores admisibles para las posiciones de los tres vectores en la graduacién natural y
finalmente se clasificardn los casos posibles.

A lo largo de este capitulo £ denotars un dlgebra de Leibniz nilpotente 3-filiforme
(c(£) = (n—3,1,1,1)) graduada naturalmente de dimensién n y {e1,e2, -, €n} una
base adaptada de £ con e; vector caracteristico.

El lema siguiente permite dividir la familia anterior en dos subfamilias no isomorfas

entre si.

Lema 2.0.9 Sea £ un dlgebra de Leibniz 3-filiforme n-dimensional. Entonces L
posee un vector caracteristico e; cuyo operador multiplicador a derecha tiene una de
las siguientes formas:

51
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J1

Jn—3

T b) R

Ji

J1

Ji

donde J; representan bloques de Jordan de dimension 1. Ademds, corresponden a

dlgebras no isomorfas entre si.

Demostracién. Sea £ un dlgebra de Leibniz en las condiciones del enunciado. Exis-
ten cuatro posibilidades para la forma de Jordan de R,, que, en cualquier caso, tiene

un bloque de Jordan de orden n — 3 y 3 bloques de orden 1.

Jn—3 ( Jl
J In—
a) R, = - A b) R, = ? i
Jl \ Jl
Jl ( Jl
Jl Jl
c) R, = T s d) R, = A
JI \ Jn—3

Es facil comprobar que el cambio de base en ¢) dado por

6’1:—61

el =¢; 2<i<n—2
1 ’l+17 g

!

€1 = €2

!

€, = €n

lleva édlgebras del tipo c) a dlgebras del tipo b).

De manera similar, el cambio de base en d) dado por

el =e

e =¢€1, 2<i1<n-—2
o

€n-1 = €2

/I

€, = €3

prueba que toda dlgebra de d) es isomorfa a una de b).

Luego el estudio se reduce a las familias a) y b). Es evidente que son no isomorfas
entre si pues para las algebras de a) se tiene que [e;, e;] # 0 pero para las dlgebras de

b) no existe un vector caracteristico e; tal que [e;, €;] # 0.

O
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Nota 2.0.10 Se llamar4 lgebra de Tipo I a cada 4lgebra de a) y dlgebra de Tipo
IT a cada &lgebra de b).

2.1 Algebras de Leibniz 3-filiformes graduadas na-
turalmente de Tipo I

Sea £ un algebra de Leibniz 3-filiforme graduada naturalmente, e; un vector carac-
teristico y {ei, s, - -,€,} una base adaptada de L. Si £ es de Tipo I se sigue que

Jn—3

R, = i

Ji
J1

es decir,
{ e e1] =e€iq1, 1<i<n—4

1] =0, n—3<j<n

Se considera la graduacién natural £; & L, ® L3 ® - - - ® Ly donde L; = LP/L
Dicha graduacién debe verificar que £"3 # {0} y £*2? = {0}. Por tanto, se sigue
- que k =n — 3. Es decir, se tiene que

2
L D< eg,e3,€4, ", €p_3 >
L3D< es,eq, ", €n_3 >

L' D< e, €41,y €n—3 >

Lr 3 D< e3>
£ = {0}

y puesto que £; = L?/L1, se tiene que £; D< ¢; >, 1 < i < n— 3. Entonces,
faltarfa por conocer las posiciones en los subespacios de la graduacién de los vectores
€n—2, €n—1 Y En-

Se denotars por rq, ro y T3 las posiciones en los subespacios de la graduacién
natural de los vectores €,_s, €n—1 ¥ €n, respectivamente. Esto es, e,_2 € Ly, €n-1 €
L,y e, € Ly,. Obviamente, se puede considerar que 1 < 73 < 73 < 73 < n (en
otro caso se intercambian). Ademds, si r3 > n — 2 se tiene que ¢(£) # (n —3,1,1,1)
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luego se tiene que los valores admisibles para r;, 79 y 73 son los comprendidos entre
lyn—-3,1<r <7y <r3 <n-—3. Seusard i) para indicar que es un
algebra de Leibniz 3-filiforme graduada naturalmente de Tipo I ocupando los vectores
€n—2, €n—1,€n las posiciones 71, ry, r3 en la graduacién natural.

2.1.1 Valores admisibles de r;, ro y 73

Se va a probar en esta seccién que los valores admisibles para (ry, s, 73) son {(1,1,1),
(1,1,2),(1,2,2), (1,2, 3)}, siendo escindidas las 4lgebras correspondientes a los valores

TL=r9 =713 = 1.

Lema 2.1.1 Los valores admisibles de Ty, ra, y T3 SON

(Tla T2, 7”3) S {(1> 1) 1)7 (17 11 2)) (1> 27 2)7 (17 2’ 3)}

Demostracion.

) . Supéngase que r; > 1. Sir; > 1=1<r; <71y <r3. Se tiene que e,_»
no es generador (e,_o ¢ £ — L2 = £L;) ni, por tanto, e,_1, €.

Como L,, D< eq,ey_5 >=> e,_o ha de ser generado por productos del tipo
[, €r—i], 1 <1< r;—1 (es decir, al ser e,_y € L,, ha de ser generado por elementos
de subespacios homogéneos “anteriores” al L,,).

Se tienen tres posibilidades:

1) 1y =7 =13 =r. En este caso

l€:, €r—i) = Qipier + Bien—g + Yien—1 + i€n, 1 <i <1 —1

2) r1 =719 =71 <r3. En este caso

lei, eri] = Qip_ier + Bi€n—a + Yien-1, 1 << — 1

3) 71 < ry. En este caso

[6,’, en—’i] = O r1—i€ry + /Bien—Za 1 S { S ™ — 1

Para este caso se tomara r; = r.
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Nétese que {e,e3,---,e,_1} C {ea, €3, -+, en-3} C R(L) pues [er,e1] =ex €T e
Z C R(L) es ideal por lo cual [e;,e;] = €;41 C R(L), 2<:1<n—3.

Se va a hacer un estudio conjunto para los tres casos.

0 1 <i<r-2=2<r—1<r—-1=e_€ {62,63,---,6r—1} C {627637"'7671—3}
todos estos vectores estdn en R(L)

:>[6i,6,-_i]:0, 1Si§T—2:>,Bi:O, 1S1§7‘—2
e i =71 — 1 se tiene que [61‘—17 61] = Qr-1,1€¢ + /Br—len—Z + -+, pero

[er—l, 61] =e =>0o_10=1 Y Br-1=0

Luego e, 2 ¢ L2 = e, 2€ Ly =1 =1.

A continuacién se probard que ro € {1,2}.

o 7'26{1,2}.

De nuevo, por reduccién al absurdo, supéngase que 2 < 5 < 13y 7 = 72. Del
mismo modo, e,_; habré de ser generado por productos de los tipos

[eia er—i]; 1 S 1 S r— 17 6 [en—2; 61‘—1]7 6 [e’r—l; en—2]
Se presentan dos posibilidades

1) Si2 < ry = r3 = r, se tiene que < e,,e,_1 >C L,. Teniendo en cuenta los
productos que han de generar a e,_1,

l€i, er—i] = Qir_ir + Pien1 +vien, 1<1<T -1

[en—2, €r—1] = Tr_16, + Ben—1 + Fen

(er-1, €n—2] = Tr—1€, + Ben—1 + Ten

De nuevo e,_; € {eg, €3, +,e,—1} CR(L)sil1<i<r—2

= £=01<i<r—-2

Sii=r —1resulta [e,_1,e1] = €, pero [e,—1,€1] =€ => Br-1 =0

Por otra parte,
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£(en—27 €r—2, 61) = B =0
E(er—% €1, 6n—2) = E =0

Noétese que e,_s tiene sentido porque se supone r > 3.

2)Si2<r=r<r; <e,e, 1 >C L,. Este caso es igual que el anterior pero
ahora v, =y=75=0.

(€, €r—i] = Cip_ier + Bien—1, 1<i<r-—1
len—2,€r-1] = Cr_16, + Ben_y
[e'r—l) en—?] = a:r—ler + Een—ﬂ

Un razonamiento similar permite obtener los mismos resultados.

Luego m0f 2 = ry € {1,2}

Finalmente, se va a probar que 73 € {1, 2, 3}.

|73 € {1,2,3}.

1).Siry =r, =1y r3 =r, se va a probar que 73 € {1,2}.

Sirg=r> 2= e, estard generado por los productos de la forma

[ei,eri], 1<i<r-—1
lej,er—1], j€{n—2,n—1}
ler—1,€5], j€{n—2,n-1}
es decir,
lei, er—i] = @i r—i€r + Bien, 1<i<r-1
[en—2; €r—1] = an_2r_16; + Bn2en
[en—1,€r—1] = Qn-1r-1€r + Prn-16n
[er—1, €n—2] = Cr_1n—2€r + Br_gen

[67-_1, en_1] = Or_1n-16r + Bn—Zen

De nuevo, e; € R(L)si1<i<r—2yle_1,e)=e=F=01<i<r—1
Usando la identidad de Leibniz se obtiene que

L(en-2,€r_2,€1) = Pn_o =0
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L{en—1,6r-2,€1) = Pr_1 =0

L(er—2,€n—2,€1) = B =0

£(er—27 €n—1, e1) = /Bn—l = O

Luego, si 11 = ry = 1 = 13 € {1,2}. Ademds, no se puede deducir de aqui que
r3 = 1 porque para que tenga sentido e,_s ha de ser 7 > 2.

2). Sean r; = 1,r; = 2,73 =r. Se va a probar que, en tal caso, es r3 € {2,3}

Supdngase r > 3. Se tiene ahora que

Li<ep, e o>

Lo =< eg,€p_1 >

L;=<e¢ > 3<i<n—3, t#"T
L, =<e, e, >,

En este caso, los productos que pueden generar e, son
lei, er—i] = Qi r_ier + Bien, 1<i<r-1
[en—Q, er—l] = Op—2,-16 + Bn—2en
[en—la 67—2] = Op—1,r—26r + ﬁn—-len
[er—l, en—2] = Qr_1n—26r + ﬁn_zen
[er—-27 en—l] = Or-2,n-1€r + ﬁn_len
Un razonamiento similar a los casos anteriores prueba que §; =0, 1<i<r—-1
Haciendo uso, de nuevo, de la identidad de Leibniz se llega a
L(en—1,€r—3,€1) = Pr1=10
E(en—% €r—2, 61) = /Bn——2 =0
L(er—2,€1,€n—2) = B =10
L(er—3: €1, en——l) = :Bn—l =0

Luego, si (r1,72) = (1,2) = r3 < 3. O
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2.1.2 Algebras de Leibniz H(1,1,1,1)

Sea L un &lgebra de Leibniz 3-filiforme graduada naturalmente de dimensién n > 8
de Tipo [ y tal que los vectores e,_s, €,_1 y €, estdn en el primer subespacio de la
graduacién natural, esto es,

Ly =<ei,en2,€6n1,€n >
£i=<€i>, 2<1<n-3

1.—- A’lgebras de Leibniz escindidas.

Proposicién 2.1.2 Sea L un dlgebra de Leibniz nulfiliforme graduada naturalmente
(n — 3)-dimensional de Tipo I. Entonces L' = L @ C? es un dlgebra de Leibniz 3-
filiforme graduada naturalmente de n-dimensional Tipo L.

Sea L un dlgebra de Leibniz 1-filiforme graduada naturalmente (n—2)-dimensional
de Tipo I. Entonces L' = L & C? es un dlgebra de Leibniz 3-filiforme graduada
naturalmente de n-dimensional Tipo I.

Sea L un dlgebra de Leibniz 2-filiforme graduada naturalmente (n—1)-dimensional
de Tipo I. Entonces L' = L & C es un dlgebra de Leibniz 3-filiforme graduada natu-
ralmente de n-dimensional Tipo I.

Puesto que son conocidas las nulfiliformes, las 1-filiformes y las 2-filiformes (capitulo
anterior) graduadas naturalmente y se puede deducir la clasificacién completa de las
3-filiformes graduadas naturalmente escindidas de Tipo I.

A continuacién se va a estudiar las algebras de Tipo I con (rq,72,73) = (1,1,1),
obteniendo que son todas escindidas.

Proposicién 2.1.3 Sea £ un dlgebra de Leibniz de tipo pir;1,1,1). Entonces L es un
dlgebra escindida de alguno de los tipos anteriores.

Demostracién. Si £ estd en las condiciones del enunciado, la ley de la familia puede
ser expresada en una base adaptada {ej, e, - - -, e, } mediante:
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o,

( [ei, e1] = eit,

[ei, en—2] = O n—2€i41,

—
FANTAN
IN A
3 3
i

[en-—27 en—z] = Op—2,n-2€2
[en—h €n—2] = Op_1,n-2€2
[en, en—2] = ann-2e2
[€iy en—1] = i n—1€i41, 1<i<n-4
{ [en—2,€n-1] = an_opn_1€2
[en——h 6n—1] = Qp-1,n—1€2
[en, 6n—1] = Qp,n-16€2
[€:, €n] = Qin€iti, 1<i<n-—-4
[en—2, en] = Qn-2n€2
[en—la en] = Op—1,n€2

[ena en] = Opn€2

Usando la identidad de Leibniz se tiene que

(1) L(es,er,en2), 1<i<n—5= qiyin-2= Qin-2
= Qip-2 = Qn-2, 1<i<n—4

(2) ‘C(eia €1, en—l), 1 S i <n-— 5= Qjt1n-1 = Uipn-1
= Qp-1 =01, 1<5i<n—4

(3) ‘C(eiaelyen)a 1 S’L Sn"5:>ai+1,n:ain

b

= Qp =0, 1<i<n—4

Sean ahora j, h € {n —2,n — 1,n}, se considera la identidad de Leibniz dada por
L(ej en e1)) = ajp =0, j,h € {n—2,n—1,n}, es decir
Op_92n—2 = Op-1n—2 = Gpp-2 = 0
Qp—2n-1 = Op_1n—-1 = Cpn-1= 0

Op—2p = Op_1n = Oppn = 0

Resulta la familia

[ei, e1] = i, 1<i<n-—-4
leisen—a] = an_oeip1, 1<1<n—4
lei,en—1] = ap_1€i41, 1<i<n—4
[ei, en] = aneiy1, 1<i<n—-4
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Los casos a distinguir son los siguientes:

e Sia,_s = a,_1 = a, = 0se tendria un dlgebra escindida que ya se ha clasificado.

o Siexisten aj, =0 =ay, y aj, # 0, con {J1,72,73} = {n — 2,n — 1,n} se puede
siempre suponer, sin pérdida de generalidad que a,—; = @, = 0 (una simple
reordenacién) y se obtiene de nuevo un dlgebra escindida.

e Siexisten oy, =0y aj, # 0 # aj,, con {j1,J2,J3} = {n — 2,n — 1,n} se puede
siempre suponer que o, = 0 y se obtiene un algebra escindida.

o Siay2#0, a,1#0y a, #0, con el cambio de base dado por

! —_
{ €h—1 = Op—-2€p—-1 — Op_1€p_2

!
€, = Qp_2€n — Qp€p_2

se llega a un &4lgebra escindida.

En todos los casos se obtienen algebras escindidas. O

2.— Algebms de Leibniz no escindidas.

No existen algebras de Leibniz 3-filiformes graduadas naturalmente f73,5,1) no
escindidas.

2.1.3 Algebras de Leibniz H(I1,1,1,2)

En esta seccién se clasificaran las algebras de Leibniz 3-filiformes graduadas natural-
mente de dimensién n, n > 8, de Tipo I y tal que los vectores e,_2, e,—; estdn en el
primer subespacio y e, en el segundo subespacio de la graduacién natural, es decir,

<e€,6p_9,bp1 >P < €g,6, >P<e3> - P<e€py>D<ep_3>

Como las algebras de Leibniz 3-filiformes graduadas naturalmente escindidas Tipo
I estdn ya consideradas en la seccién anterior nos limitaremos aqui al estudio de las
no escindidas.
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Teorema 2.1.4 Sea £ un dlgebra de Leibniz de tipo pur,1,1,2)- Entonces L es isomorfa
a una cuya ley, respecto de una base adaptada {ey, ez, -+, €n}, estd determinada por:

1,A1,A2,A

3 . 2,21,A
Biing harereso - 112

H1a1,2) IAroz0

([, e1] = i, 1<i<n—4 |
[6 Cn— 2]—€2+en ( [ei7el]:ei+1a 1S’LSn——4
ei, en2] = iy, 2<i<n-—4 [e:, en—2] = €311, 1<i<n—-4

! lenzzsenal = e eneno] = en
[en—1, €n— 2] =en [e“—l’en—2] ; €n
[6 €n— 1] Ag€, [61; en—l] = Aj€yp

\ [en—I, en—l] = )\3en \ [en—l) e'n,—l] = )\2€n

321,) _

1112 oezo i

[ e e1] = €in 1<i<n-4
[617671.—2] = 62’ +e, - ( [62'761] = €441, 1<i<n-4

) levenal=cin,  2<i<n—4 leiyen—2] =iy, 1<i<n—4
[en—27 en-2] = )\16n [en—27 671.—2] =€,

[e 7en—1] o€y, [61, en—l] = €y,
\ [e‘n-17 6n—l] = €pn . [en—I, en“l] = €n
5 . 6 .
M) - i) -
[ei761]:€i+17 1§ZSn——4 [ehel]'—ez+1, ISzSn 4
[eiaen——2]=ei+17 1<i1<n—-4 [ei,en_2]=ei+1, 1<i<n-—4
[en—27 en—Z] = €n [en 1, en—Z] =€n
[en—la en—l] =€y, [en—la en—l] =€y
7 .
P(r1,1,2) - “?1,1,1,2) :
r . . B

( [ei, 1] = iy, 1<i<n-4 [ei, €1] = €ia, 1<i<n-—-4
[6,‘, en—Z] =€, 1<t<n—-4 [617 en—z] =€2—€n ‘

S [en—1,€n—2] = en [ei, en—2] = €31, 1<i<n—-4
[61; en—l] = —€p [en—17en—2] = €n

\ [en—ly en—l] =e, [617 en—l] = —€n

\ [en—h en—l] = €y
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9 . 10 .
K1) - Hri1,2) °
(ei, e1] = ey, 1<i<n-—-4 _
1] = e T [ei, e1] = €iy1, 1<i1<n-4
le1,en2] = €2+ en [ ] +
. €1,€n-2] = €2 T €p
< e, en—a| = €41, 2<i<n-—-4 ,
{ez en 2]] _ eH-l o [eia 6n—2] = €i41, 2 S ? S n—4
1s -1} —
" " [en~1> en—l] =€n
\ [en—la en-—l] =€n

H(r1,1,2) - “%12,1,1,2) :

[ei,€1]=€i+1, 1<i<n—4
leisen—2] = €41, 1<2<n—4

[en—h en—l] = €p

13,A1,A2 14,21,A

»“(1112) l>\1¢0 A2#0,—1 - /‘(1112) |A1;£0 Ap#0,—1 +
4 .
€; €it+1, 1<i<n—-4 .
leise1] = e -~ ( [es, e1] = ez, 1<i<n-—4
[e1,en2] = €2+ €,

€i, €n—2] = €; 1<i<n-4
) €, En —]=6i+1, ZSZSn_4 2] i+1s ST

€n—-1,€En— 2] = €n

[

[ A
[e e 1] )\16 €1,€n— 1]_ 1€n
[

[
[e:,
. [en 1,€n— 2]—€n
[
[

\ |€n-2;€n— 1] )\Zen

\ €n—-2,€En— 1] —)\2671

it Iuso Hrii o
[ lei, e1] = eiy1, 1<i<n-4 (e, e1] = €iy1, 1<i<n-—-4
leiyen—s] =€, 1<i<n-4 [€1, €n—2] = €2+ €n
< [en—2,€n2] = €4 [ei, en—2] = €11, 2<i1<n-—4
[en—1,€n—2] = €n [en—2, €n—2] = Aien
e1, en—1] = i€y, [en—1,€n—2] = €n
[en—2: 6n-1] = —€n L [en—2,6n—1] = —€p
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17 )
Haaie) -

( [ei, e1] = ei, 1<i1<n-14
eien—2] = €11, 1<
< [en—z,en—2] =é€n
[en—la 6n—2] =€,

\ [en—2;en—1] = —€y

“%?,1,1,2) :
[ei, 61] = €441,
[617 en—2] =ex+e,

[ei, €n—2] = €441,

[en—2> en—l] =é€n

21 .
HIi112) -

leie1l] =€, 1<i<n-—4

[eiaen—2] = €i+1, 1< Sn_4
[en—Z; en—l] =€y

Mi112)
leiel] =€, 1Zi<n—4

lei,en—2] = €i41, 1<i<n—4

[e1, en—1] = €n

63

'U’%IS,I,I,2) :
le;, 1] = eiq1, 1<i<n—4
[eisen—2] =€ir1, 1Zi<n—4
[en—ly en—Z] =é€n
[en—27 en—l] = —é€p
B2
( e, e1] = €it, 1<i<n—4
[e1, €no] = €2+ €4
{ [es; en—2] = €iy1, 2<i1<n—4
[617671,—-1] = €pn
\ [en——Z, en—l] = €n
W12
[ei;el] = €i+1, 1< 1<n 4
[€i,€n—2]) = €41, 1<i<n—4
[617 en—l] = €n
[en—-27 en-—l] =€y
242 ]
Hr1,1,2) {Iazo,-1 :
( [ei, e1] = eita, 1<i<n—4

[el, en—2] = €p
4 [en—la en—2] =€n
[61, en—l] = €n

\ [en—27 en——l] = Ae,
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'”(1 t12) Thso-1

27 .
Hi1,,)

( [ei, e1] = eiqa,
[en—27 en—2] =e,
3 [Cn—laen—2] =e,
[61, en—l] = €pn

\ [e”—27 en—l] = _en

29 .
H(1,1,1,2)

[ei, e1] = ey,
[en—2; en—2] = €p
[en——h en-—2] =€y

[en-—27 €n-1] = —e,

31 .
Hiriae)

{ei’ 61] = €41,
[en—ly en—2] =€,

[en'—27 en—l] = _en

1<i<n-—4
1<:1<n—-4
1<1<n-4
1<i<n-14

26,A .
H(1,1,1,2) {azo,-1 ¢

les, e1] = €iq1, 1<i:<n—-4
[en—h en—2] = €5
[Cn_g, en——l] = /\en
B2
( les, e1] = eiy1, 1<i<n-4
[ela en—2] =€y
{ [en~2, en—2] = é€n
[en~1; en—2] = €n
\ [en—27 en—l] = —€p
“??1 1,2) -
[ei, e1] = €1, 1<1<n—-4
[617 en—2] =€n
[en—la en—Z] = €y
[8n—2, 6n—1] = —e,
M?I371)1,2) :
[ei, €1] = €iy1, 1<:<n—-4

[en—1,en—2] = Bsen
[61, en—l] = /34611
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34 . 35 .
K2 i)

[eie1] = €41, 1Zt<n—4
[6n—27 e11,—2] = €y

{ [, €1] = eita, 1<i1<n—4
[el,en—l] = €n

[en——la en——Z] = €n

Demostracién. Si £ esta en las condiciones del enunciado la ley de la familia viene
dada por:

[ [ei, e1] = €311, 1<i<n—4
[e1, en—2] = a1 n—2€3 + Bin—26n
[€:, en—2] = 04 n_2€i41, 2<i<n-4

[€n—2, €n—2] = Qn—2n—2€2 + Bn—2n—26n

[n—1, €n—2] = On—1n—2€2 + Pn-1n—26n

[en, 6n—2] = Opn—2€3

[e1, en—1] = 01 n-162 + Bin-16n

$ les en—1] = qin_1€iy1, 2<i1<n—4
[en—2,€n-1] = On_2n-1€2 + Brn-2n-1€n

len—1,€n-1] = n-1,n-1€2 + Bn—1n-1€n

[en, €n—1] = Qnn-1€3

[€i, €n) = Qi neito, 1<i1<n-5
[en—z, €n] = Qpn—2nC3

[en—h en] = Op-1,n€3

[en ) en] = Olp,n€q

\

Usando ahora la identidad de Leibniz se tiene que

(1) L(ei,en—2,€1), 1<i<n—5= Qyip-2= Q-2
= Qin-2=0Qp, 1<i<n—4

(2) Lle,en-1,€1), 1<i<n—=5= oip1a-1 = Qip-1
= Qp-1=0p-1, 1<i<n-4

(38) Lei,ene1), 1<i<n—6= qiy1n= Qipn
S p=0y 1<i<n—-35
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(5)  L(ei,er,en2) = anfip2z =0
(6) L(er,e1,en-1) = apPip-1=0

(7)  L(e1,en—2,€n—2) = 0ufpn—2n-2=0

Sean ahora j,h € {n —2,n —1,n}, se considera la identidad de Leibniz dada por
L(ej en,€1)) = ajp =0, j,h € {n—2,n—1,n}, es decir

Op-on—2=0np_1pn-2=0pp-2= 0
Op—2n-1 = Qp_1pn-1 = Opp-1= 0

Up_9op = CQp_1p = Qpgp = 0

?

(8) ['(ela €n—2, en—l) = a’n,Bn—Z,n—l =0
(9) E(ela €n—1, en—2) = anﬂn—l,n—2 =0

(10) L(ela €n—-1, en—l) = CVnﬂn—l,n—l =0

De (5) hasta (10) se sigue que o, = 0 pues si o, # 0 = f;; = 0, Vi,7 lo que
implica que e, ¢ L£* y por tanto r3 = 1 en contra de lo supuesto en esta seccién pues
es r3 = 2.

Resulta entonces la ley

( [eiyel]:ei-{-h 137'Sn_4
[e1, en—2] = o€ + Pren
(€, en—2] = 01€441, 2<i<n—4

[en—2, €n2] = Paen

S [en—1,€n—2] = Bsen

[e1, en—1] = azes + Puen

les, en—1] = o€yt 2<i<n-—4
[en—2> €n—1] = Bsey

[ [en—1,€n1] = Bsen

con f; # 0 para algin i € {1,2,---,6}.

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer ademés que oy = 0. En efecto:
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e Si oy = 0 obvio.
e Siay#0ya; =0 el cambio de base dado por:

= €y, z#n—-l,n—?

permite suponer oy = 0

e Si as # 0 # a; el cambio de base dado por:

. :
{ei—-ei, i1#Fn—1
!

€,_1 = —Q2€n_2 + Qi16p_1

permite suponer o, = 0

67

Con todo esto la ley del dlgebra puede ser expresada por medio de los siguientes

productos:

[ les, e1] = €it1, 1<i<n—4

[
le1, eno] = aes + Pren
[ei, en—2] = ceiy1, 2<i1<n-—-4
) [en—2, €n—2] = Baen
[en—1,€n—2] = Bsen
[31, en—l] = 546.”
[en-27 en—I] = Psen
L len—1,en1] = Been

con f; # 0 para algin 7 € {1,2,---,6}.

Realizando ahora un cambio de base genérico dado por

e) = Ajey + Asea + Azes + - + Ap—sen—3 + An_sen_2 + An—16n-1 + Aen
ey = (A + An_s0)(Areg + Agez + - -+ + Ap_sen_3) + (A1(An—2B1 + An_1Bs)+

+An—2(An—252 + Ap_1B8s) + An_1(An—2Bs + An—1Ps))en
eg = (Al + An—2a)2(A163 + A264 + oot An_sen_g)
ey = (A1 + An—za)3(A164 + Ages + - -+ + Ap—6€n—3)

eh_s = (A1 + Ap_20)"%(Aren_s + Asen_s)
G;L~3 = (A1 + An_ga)"_4A16n_3
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€,_o = Bie1 + Baeg + Bsez + - -+ + By_3en_3 + Bp_sen—2 + Bp_1€n_1 + Bre,

n
€h_1 = C’161 + 0262 + 0383 +- 4+ Cn—3en—3 + Cn—2en——2 + Cn—len—l + Cnen
€, = Die; + Doey + D3eg + -+ + Dp_3en_3+ Dn_gen_p + Dy_1€n_1 + Drey

con A;(A; + A, 20) #0.

~

Para no salirse de la familia se ha de verificar que:

Bi=0, 1<i<n-—4

e, _o,¢e]=0 =
(en—2: 1] { Bn_a(An—2B2 + An_18s) + Bn-1(An—285 + An_186) = 0

CiZO, 1§'LSTL—4

en_1,€1]=0 =
[ ' 1] { Cn~2(An——2,32 + An—lﬂS) + Cn—l(An—2/83 + An—l,BG) =0

D;=0, 1<i<n—4
e el] =0 { Sism

Dp_2(An—282 + An-105) + Dp_1(An—2Bs + An_106) =0

[6;_4, 6;1_1] = O = Cn_2a - 0

Ademais, el determinante del cambio ha de ser distinto de cero, es decir,

Bn—2 Cn—-2 Dn—2
Al(Al + An_Qa)det Bn-—l Cn—l Dn_1 75 0
B, C, D,

Los nuevos parametros resultan:

a, — Bn_ga
A1 + An_ga

- A1(Bn—261 + Bn-1B4) + An—2(Bn—282 + Bn-18s) + An—1(Bn-203 + Br_10s)

B B

B = B2 B2+ Bn_2Bn_1(Bs + Bs) + B2_, s
2 D,

g = Bn2Cy 282 + Bn1Cy_2fs + Bn_2Cn_183 + Bn_1Cn_156
! =

D,
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A1(Cr—2Bi + Cn_1B4) + An—9(Cn—2fs + Cn-1B5) + An—1(Ca—28s + Crn-15s)

,34 = D,

g1 — Bo2Cnas + BuaCross + Buor Onoafs + BuosCooafi
5 D,

g1 _ CazaPot CnoaCuca(Ba + P5) & Cr15s
6 D,

con BiDy_3=0, BiDno=0, BDy1 =0, 1<i< 6 perosehade tener algin
Bi#01loquellevaa Dyp_3=Dy_g=Dy_1=0.

Ademads, se tenian algunas restricciones,

(1) Cp2a=0
) Bn-2(An_2f2 + An_18s) + Bu—1(An—2B3 + An-15s) =0
(3) Cn-2(An—2B2 + An_1Ps) + Cn_1(An_2f3 + An-18s) = 0
) Ai1(A1 + An—20)Dy(Bp—2Cny — Bp_1Cn2) # 0

Teniendo en cuenta las ecuaciones (2) y (3) se llega a que
An—2B2 + An-1fs = 0= An_2B3 + An1s

pues se tratarfa de un sistema de ecuaciones homogéneo donde la tinica solucién es la
nula. Esto permite simplificar algunas expresiones:

a, _ Bn__za
- A+ A, 00
,  Ai(Ba—2B1 4 Bn1Bs) + (An—1Bn-2 — An—2Bn1)(fs — Bs)
1= D,
, B2 B2+ Bn_2Bn_1(Bs + Bs) + Ba_1Bs
2 7 Dn ]
, _ Bn3Cn_202 4 Bn_1Cn_2fs + Bn—2Cn-1Ps + By—1Cn-156
3= D,
, A(Crofr + Crn-1P41) + (An—1Cn2 — Ap—2Cn_1)(B3 — Bs)
4= D,
,  Bu2Cn_2f2 + Bn3Cn_185 + Bn1Cn—3B3 + Bn_1Cn-105s
! —
D,

,  C2 3B+ CraCn1(Bs + Bs) + CaiBs
! =
D,
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Choa=0

ApoBo+ An_105 =0

An2fBs+A166 =0

Ai(A1+ Ay 20)Dp(By—2Cry — Bp_1Crg) # 0

Efectuando algunos célculos se tiene que las siguientes nulidades son invariantes:

(Bn—2Cn—1 - Bn~10n~2)(/33 - 185)

(I) B3—Bs= B
un g — pp = Boz2Cnm1 = BuoiCnoo)*(Bafls = BoPs)
2’6 3F5 — D,
By_9Cp_1 — Bp_1Cp_3)? -
1) gify ~ gy = Pt = Bt o) (e = Pub)

Esto, permite distinguir los siguientes casos:

e Caso A En este caso, sea o # 0 lo que implica que C,_» = 0. Es facil ver que en
este caso se tiene que la nulidad de S es invariante.

* Caso Al s # 0. Segin se vio antes, la nulidad de SBy8¢ — B30s es invariante
pudiéndose distinguir:

Caso By — Bsfs # 0

En este caso se tiene que A,_y = A,_; = 0 pues verifican el sistema de ecuaciones
homogéneo siguiente con determinante distinto de cero

Apofo+ An 165 =0
An——2,33 + An—IIBG =0

Se puede simplificar la expresién de los pardmetros, quedando

O/ _ Bn_za
A
,  Ay(Bn_2f1 + By_1B4)
pr = D

IBI — B12L—2:B2 + Bn—QBn—l(BS + ,85) + Bg_1ﬂ6
2 Dn
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C _1(Bn_2,33 + Bn,—LBG)

fy = ntr
A1Cn-104
[
164 - Dn
’ Cn—l(Bn—2ﬂ5 + Bn—LBG)
B = =
Ca—1B
1 In—1
By =25
con AanBn__zcn_.l ?l-' 0.
p : _ Bu2fs : — 0. Sustitu-
uesto que fg # 0, se elige B,_; = — 5 y permite hacer 85 = 0. Sustitu
‘ 6

yendo en los parametros resulta:

B = Angn—z (B1Bs — B4Ps)
/ Bg,—2

By = 5D, (B2Bs — B3Bs) # 0
'n—1Bn—

= L5, )

AC,_

g =2 Dn1ﬂ4

Ps =0
C?_

%=Jﬁ&

con A1DpBy_oCry1 # 0. Es facil comprobar que la nulidad de 8,5 — 8405 es ahora
invariante pues

ABoC2
5164 — s = P00 (5,6, — u5y)

y se prob6 antes que la nulidad de B3 — s es invariante. Con todo esto, se tiene que:
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oSi,33—'1357é0:
. / Bs#0 Casol
/31/86”/84ﬂ57£0:>’81#0{ﬁ4:0 Caso 2
By — Bs # 0= By # 05
, Bs#0 Caso 3
kﬁlﬁe—ﬂz;ﬂs:():}ﬁl_o{m:o Caso 4

Caso 1 (152830185 # 0, Bs = 0. Se tiene la siguiente ley del dlgebra:

(e, e1] = eitq, 1<i<n-4
[e1, €n—2] = cey + Bren
€, en—2] = cveiy1, 2<i<n-4

< [en—27 67,,_.2] = 182671
[en—la e'n—2] = 183671,
[e1, en1] = Baen

\ [en-—b en—l] - ;Bﬁen

Un sencillo cambio de escala permite obtener ué}f‘f,’ﬁ%’\e‘ con A, A2, A3 € C — {0},
cuya ley se puede expresar por:

( [ei,e1] = €iy1, 1<i<n—-4
le1,en2] = €3+ €n
e, en—2] = €iy1, 2<i1<n—-4

17A1;A27)\3 . —
/'L(I,l,l,Z) I/\1)\2)\3¢0 R [en—27 en—2] - /\len

[en-1,€n—2] = e€n
[61, en—l] = )‘2671
\ [en_l, en—l] =Xz, A AL A € C - {0}

Caso 2 ,6:0830s # 0, B4 = s = 0. La ley del 4lgebra viene dada por:

([ [ei, e1] = €iqa, ’ 1<i<n-—-4
[e1, en—2] = aes + Brey,
(€3, en—2] = aeiy1, 2<i1<n—-4

[en—Z; en~2] = /B2en
[611—17 6n—2] = [3en
[

L én—1, en—l] = ﬂﬁen
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Haciendo uso de cambios de escalas se obtiene u%}f‘f,’lo”%"’ con M\, A3 € C — {0}

Caso 3 By63848: # 0, B1 = Bs = 0. La ley del dlgebra viene dada por:

([ [ei,e1] = ey, 1<i<n-—4
[€i,€n—o] = aeiy1, 1<i<n—4
[en-Q, en—Z] = Baen
[en—1, €n-2] = B3en
[61, en—l] = Bsen

\ {en-—la en—l] = /BGen

Un sencillo cambio de escala permite obtener uf}’,\f”fg) con Ap, A2 € C — {0}, cuya

ley se puede expresar por:

(e, e1] = €iqa, 1<i<n-4
[€:, en—2] = €it1, 1<i<n-4
[en—2,€n—2] = €n

[en-1,€n-2] = €

[61, 6n-1] = Aén

[en—1,€n-1] = A2en A1, X2 € C— {0}

27A17)‘2 .
i) oo 9

\

Caso 4 28305 # 0, f1 = B4 = 85 = 0. La ley del élgebra seré:

( [ei, e1] = €1, 1<i<n-—4
l€ien—o] =iy, 1<i<n—4
[en—Za en—z] = fae,
[en—ly 671,—2] = fse,
\ [en—l,en—l] = Bgen

Haciendo uso de cambios de escalas se obtiene u?}?fiz) con )y € C — {0}.

e Sif;—fBs=0:

Bs#0 Caso 5

ﬁ1ﬂ6—54557é0=>ﬂi750{ Bs=0 Caso 6

Bs—Ps=0= 3 =01
Bs#0 Caso 7

Bs=0 Caso 8

ﬁ156—54ﬁ5=0=>5i=0{

\
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Caso 5 3,62840s # 0, B3 = s = 0. Se tiene la siguiente ley del dlgebra:

( [ei, e1] = €541, 1<i<n-—4
le1, en—o] = aes + Bien
4 [e: €n-2] = aeiy, 2<i<n—4

[en—Zy en—2] = ,32611
[61, 6n—1] = Bsen

. [en—l,en—l] = fBsen

Un sencillo cambio de escala permite obtener p } 1’ 112) con A1, Ay € C — {0}, cuya
ley se puede expresar por:
[ei, e1] = eii1, 1<i<n-—4
[e1, en—2] = €2 + €n
[

3A1:A2 .
Hr 12y a0 T 9

\ €n—1,€n— 1]"‘611, )‘17)‘260"'{0}

Caso 6 51620 # 0, B3 = 4 = B5s = 0. La ley del algebra viene dada por:

(e, e1] = eipq, 1<i<n—4
le1, en—2] = ez + Pien
$ [eis en—2) = aeita, 2<i1<n-4

[en—2a 6n—2] = Bren

\ [en—l, en—l] = fgen,

Haciendo uso de cambios de escalas se obtiene ,Ll,?})‘ll’l()Q) con \; € C — {0}

Caso 7 320486 # 0, 81 = B3 = fs = 0. La ley viene dada por:

( [ei,e1] = eir1, 1<i<n—-4
lei,en—s] = aejyy, 1<i<n-—4
J [en 2, €n— 2] = 2en
[elven 1] Bien
{ [en—1,€n—1] = Bsey
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Un sencillo cambio de escala permite obtener u‘(ll 1,1,2) Cuya ley se puede expresar

por:
( e er] =€, 1<i<n-—4

leisen—a] =€i41, 1<i<n—4
M?I,1,1,2) :{ [en—2,en2] = €5
[61; en—-l] =€y,

\ [en—b en—l] = €n

Caso 8 (53 # 0, B1 = Bs = By = B5 = 0. La ley del algebra sera:

i, e1] = eiy1, 1<i<n—4
[€iyen—2] = a€iy;, 1<1<n-—4
[en—z, 6n—2] = Baen

[en-—h en—l] = ,66en

Un sencillo cambio de escala permite obtener ”?1,1,1,2)’ cuya ley se puede expresar
por:
e e1] =eiy1, 1<1<n—4

5 .
Brae) -

[
[€i, en—2] = €iy1, 1<i<n—4
[en—Z, en—2] = €n

[

€n—1, en-—l] =é€n

[Caso BaBs — Bsfs = 0|

En este caso, los pardmetros se pueden reescribir de la siguiente forma:

a' _ Bn_za
A+ An s
g — A1(Bp—2fy + Bn_1Bs) + (An—1Bn-2 — An2Bn-1)(Bs — Bs)
1 D,
g = B2 ,f2+ Bn—2Bn_1(Bs + Bs) + By_15s

D,

Bl = Crn-1(Bn-203 + Bn-15)
3 = D,




76 Capitulo 2. Algebras de Leibniz 3-filiformes graduadas naturalmente

~1(418s — An—2(Bs — fs))

Bs = D
ﬂ, _ Cﬂ—l(Bn—2 5 + Bn—lﬂﬁ)
5 D,
IBI — 01%—1:86
6 Dn
con
An_ofs+ An1Ps =0
Al(Al + An_za)Dan_QCn_1) 7é 0
;s ’ . . _ Bn—2135
Es fécil ver que se puede hacer 5L = 0 pues Sg # 0, eligiendo B,_; = — e
6

Sustituyendo en el resto de parametros se tiene:

By = By (B2Bs — B3Ps) =0

e
By = ; "= (85 — Bs)
B,_

B = 5D, 2 (A1(B1Bs — BuBs) — An—a(Bs — B5)?)

o Sifs— s #0= F5#0. Siseelige 4,2 = A1 se consigue hacer f3; = 0, pero

Bs — Bs
hay que tener en cuenta las restricciones anteriores y sustituyendo se tiene que
_AiBsfy

Apnafs+An 1B =06 Ay = (Bs — Bs)

Pe

y por otro lado
Ay +Ap20# 06 B3 — B+ Pra# 0

Es facil ver que las nulidades de 838, — 156 v la de B3 — B5 + [scx son invariantes
pues

418,
ﬂ;ﬁe—ﬁgﬁa=—1—5%——i(ﬁlﬂe Baba)
Al n—2Cn——1

Bs — Bs + By’ = (B3 — Bs + Bscr)

Dn (A1 + An_za)

Bs—Ps#0= B3 #0=
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(

BifBs — Bsfs #0= B, #0 y By =0 Caso 9
ﬂ3_ﬂ5+ﬁ4a#0{,51ﬁ6—53ﬂ4=0:>,3{:5"1=0 Caso 10

B Bifs — BB 0= B, #0  Caso 11
:63 ﬂ5+ﬂ4a—0$ﬂ4——~—o—j‘i (ﬁé)z

B1Bs — B3P =0 = B = “oh Caso 12

Nétese que si 85— Bs + facx # 0 = B = 0 (eligiendo A,_, como se indicaba antes)
que sustituyendo en ] queda:

A1n2

i = 5D (ﬂlﬂs — B3ps)
6

Caso 9 By =4 =5 =0, S1838s # 0.

En este caso, 830: — B18s # 0 = ] # 0. En resumen, se tiene la ley

( leir e1] = eita, 1<i<n-—4
le1, en2] = aes + Brey,
! lenens =acs,  2<i<n-4

[en—la en—-Z] = ﬂSen
\ [en—la en—l] - ﬁﬁen

. . . 1 A
Un sencillo cambio de escala permite obtener I }Oioi 23).

Caso 10 B305 # 0, b1 = o = s = f5 = 0.

En este caso B304 — f18s = 0 = (] = 0. Se tiene la ley

les, e1] = €iy1, 1<i<n-4
[eisen—o] = eiy;, 1<i<n—4
[en—la en—2] = ,83671

[en—l, en—l] = IBGen

Un sencillo cambio de escala permite obtener N?1,1,1,2) cuya ley se puede expresar
por:
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les, 1] = €iy1, 1<i<n-4
leisen—2] = €41, 1<i<n—4
[en—h en—?] =€y

[en—ly en——l] = €y

/‘?1,1,1,2) :

Nétese que si B3 — 5 + Boax = 0 = B4 = (ﬁ 3~ fs) , en este caso es posible

elegir adecuadamente A,_o, A,_o = —Al ((ﬁﬁl P ;,?;ﬂs) y teniendo en cuenta que
3 — Ps

An—20s + A,_186 = 0 queda determinado A, _; y todo esto permite hacer 3] = 0 si

At Ay #0S ﬂA—l(,Blﬂﬁ —ByBa) #0
4

Caso 11 1 =B =05=0, B35 #0, Bs = ﬁs

En este caso 185 — 5354 # 0 = B, = 0. En resumen,

=
-——nF
\.('\3
fanli
[
[N
+
—
[ousy
A
o~
A
3
M

[
[e1, €n— 1] = B¢,
[

\ €n—1,€n— 1] ,Bﬁen

Un sencillo cambio de escala permite obtener “51,1,1,2) cuya ley se puede expresar
por:

( [es,e1] = eiqa, 1<i1<n-4
[eisen—2] = €iy1, 1<i<n—4
MZI,1,1,2) 1< [en-1,€n—2] =€y
[61, en—l] = —e,

\ [en—].) en—l] = €y
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Caso 12 5, =

En este caso B18s — B30, =0 = [, =

[
[
[61, 6n-1]
[

Bs =0, B3fs # 0, fs =

[
[e1, en—2] = aeg —
€, €n—2] = (€i41,

€n—1, €n—2] = fBsen

\ [En-1; en—l]

79
'33 B =__ﬁ:°’i
'33'64. En resumen
Bs
1<1<n—-4
52
e €
2<i1<n-4

= :66671.

Un sencillo cambio de escala permite obtener N?1,1,1,2) cuya ley se puede expresar

por:
.

€y
€;
€y

[
M?I,l,l,z) \ {
[
ul

.Sl ﬁg

cambios, los pardmetros resultan:

!

o =
pr=
Py =

ez
B =

Nétese que en este caso, 3 —

invariante pues

B1Bs

[ei, 61] = €i+1,

Bs =0 = B3 = 0. Ademds, se tenia f; =

- B =

1<i<n—-4
yen—a] = €3 — €y
y En— 2]—ez+17 1$"'Sn—4

—15 en-—-2] =é€n

€1,€n— 1] = —€,

€n—1)Cn— 1] = €n

Bt = 0. Si se quieren hacer esos

Bn_ga
A1 + An 104
Al n—2
D (B1Bs — BaPs)
6

A n—LBll
Dy,

Dy,

Bs = 0, se tiene que la nulidad de 8,86 — B4fs es

Al Bn_ch_l

Do (Bibe — BaPs)
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Ademsds, si f105 — B4fs # 0 = By # 0y si f18s — BaBs = 0= B =0.

( Bs #0 Caso 13

B1Bs — BuBs #0 =B #0
Bs=0 Caso 14

—Bs=0=B3=0¢4
Py = Fs & Bs#0 Caso 15

BiBs — Bafs =0= ;=0

B4+ =0 Caso 16

Caso 13 ﬂl,&;ﬁﬁ # 0, ,32 = ﬂg = ,35 =0.En resumen,

( [es, e1] = e, 1<i<n-4
[e1, en—2] = ez + Bren
< [eiyen—2] = aeiy1, 2<i<n-—4
[61, 6n—1] = ey
\ [en—l,en—l] = Bsen

Un sencillo cambio de escala permite obtener “?1,1,1,2) cuya ley se puede expresar
por:
( lei e1] = eit1, 1<i<n-—4

le1,en2] = €2+ €n
'/"'!(91,1,1,2) 14 (e ena] = €1, 2<i1<n-—-4
[61, en—l] =é€n

\ [en-—la en—l] =é€p

Caso 14 ,Blﬂs 7£ 0, ,62 = ,33 = ,64 = ﬂ5 = (. En resumen,

[ei, €1] = €1, 1<i<n-4
le1, en—2] = ey + Prey
[e:, en—a] = aeity, 2<i1<n-4

[en—la en—l] = ,Bﬁen

Un sencillo cambio de escala permite obtener ,u%?l 1,2) cuya ley se puede expresar
por:
e, e1] = €iqa, 1<i<n—-4

[e1,€n—2] = €2 + €n
€5, en—2] = €541, 2<i1<n-4

[en—ly en——l] =€n

10 .
K112 ¢
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Caso 15 466 # 0, /1 = o = 3 = f5 = 0. En resumen,

leis e1] = eiq1, 1<i<n—4
[eiaen-—-2] = €11, 1 < i <n- 4
le1, en1] = Baen

[en—b en—l] = ,3667»

Un sencillo cambio de escala permite obtener N(l},1,1,2) cuya ley se puede expresar
por:
lesel] =€y, 1<i<n-—4

leisen—2) =€iy1, 1<1<n—4
[61, en—l] =€n

[en—h en—l] = €n

11 .
K2 -

Caso 16 [ # 0, B, = 2 = 3 = B4 = B5 = 0. En resumen,

[ei, €1] = €iqa, 1<i<n-4
[eiyena] = ey, 1<i<n-—4

[en—ly en—l] - :Bﬁen

Un sencillo cambio de escala permite obtener ubz’l,m) cuya ley se puede expresar
por:
leier] =€y, 1<i<n—4

/~1'%I2,1,1,2) : [6i; en—2] =ey1, 1<i1<n—-4

[€n-1,€n-1] = €n

* Caso A2 s = 0. En este caso, se tiene que,

o = B, s«
A+ Ao
,  Ai1(Bn-2Bi + Bn_14) + (An—1Br2 — An—2Bn_1)(B3 = Bs)
pL= 5
8l = B2 _,B2 + Bn—2By_1(Bs + Bs)
) =

Dn,
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B, _2C,_
8l = 2Cn-10s

D,
- A1Cn_1Bs+ An—2Cr1(Bs — Bs)
By = i)
Bn—-ZCn—lﬁS
[ —
Bs = —D.
con
An—2ﬂ2 + An—lﬁs =0
An-—ZIBB =0

Al (Al + An—Za)Dan—QCn—l 7é 0

Es facil ver que las nulidades de B33, 85 y B3 + B5 son invariantes.

= Ap_p =0 = A,_16; = 0. Reescribiendo de nuevo los pardmetros se tiene

que

o = Bn_za
Al + An_201
IBI — Al (Bn—2181 + Bn—1ﬁ4) + An—an—2/B3
1 Dn
8 = B2 382+ Bn—2Bn-1(B3 + Bs)
2 Dn
Bn—-20n—1183
[
y = Sl
Alc’n—lﬁ4
! T mee——
Ba D,
Bn—20n~1,35
{
Bs = D,
con
An—155 =0

AanBn-2Cn—1 7é 0

Se van a distinguir los casos segin se refleja en la tabla siguiente:

Slﬁ5?£0i>An_1=0
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)
( Bs #0 Caso 17

Bi(Bs+ Bs) — B2Pa 0= B # 0
By =0 Caso 18

B3+ Bs # 04
By #0 Caso 19

Bi(Bs+ Bs) — BaBa=0= B =0
Bs=0 Caso 20

Bs #0 Caso 21

\
;

Bs 04 ﬂﬁéo;»ﬂ;:o{
By =0 Caso 22

B3+ Bs =04

( B, #0 Caso 23
B #0
B2 =0 Caso 24

Bs=0

9
B2 #0 Caso 25
pr=0
L ,8220 Caso 26

: . B,
e Si 3+ B5 # 0, eligiendo B,_; = — ﬁ"_:% se tiene B, = 0. Sustituyendo en los
parametros, 3T
Al n—2

B = (B1(Bs + Bs) — B2B4)

Una simple comprobacién prueba que la nulidad de 8;(0s+ Bs) — 82034 es invariante

pues,
! ! ! =1 A B721— n—
B8, + ) - 838 = PP 5 5,1 ) — o)

Notese que si 81(Bs + f5) — f2Bs # 0 = B1 # 0.

Caso 17 51538405 # 0, B2 = P = 0. En resumen,

([ [ei, e1] = €iq1, 1<i<n-4

[
[e1, en—a] = aey + Bien

[ei, en2] = @it 2<i<n—4
[

[

[

.

€n—-1,€n— 2] ,33671
€1,€n— 1] - 184671
\ €n—2,€n— 1] 135611
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Un sencillo cambio de escala permite obtener “5’,1)‘ 11;‘§ con \; € C— {0}, X\ €
C — {0, -1}, cuya ley se puede expresar por:

([ les, e1] = eip1, 1<i<n—4

[e1, en—2] = €3 + €5,

[eiyen—2] = €1, 2<i<n—4

[en—1,€n—2] = €n

[61, en—l] = A1én

| [en-2,€n—1] = Xoe, A € C = {0}, A2 € C~-{0,-1}

13 /\1,A2 . J
2 ¢ Iaeso

Caso 18 18305 # 0, B2 = 4 = Bs = 0. En resumen,

1 [ez;el]—ez-l-l, 1SZSn—4
[6 en—?] = ae; + ﬂlen
{ leisen o] = aeig, 2<i1<n—-4

[6 —1;€p— 2] = Bse,
[

\ |€n—2,€n— 1] —,BSEn

Un sencillo cambio de escala permite obtener ,u%? f ! 22) con A\ € C — {0,-1}.

Téngase en cuenta que si 1(8; + f5) — BeBs =0 = B} = 0.

Caso 19 (36485 # 0, 1 = B2 = s = 0. En resumen,

( [ei, e1] = €ir1, 1<i1<n~-4
[€iren—2] = 0€iy1, 1<i<n—4
J [en—1, €n—2] = Bsen

[61, en—l] = Bue,

\ [Cn—2, en—l] = Bsen

Un sencillo cambio de escala permite obtener p 77322 con A, € C — {0}, Ay €

(I’171,2)
C — {0, -1}, cuya ley se puede expresar por:
( e, e1] = eiqq, 1<i<n-—4
[€:; en—2] = €541, 1<i1<n-4

14,21,
'u(11112§ I)\l)\z;éo < [en_l,en_z] =e,

le1, en—1] = Asey,
L [en_Q,en_l] = )\Qen /\1 e C - {O}, )\2 € C— {O, —1}
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Caso 20 5305 # 0, B = P2 = B4 = Bs = 0. En resumen,

[ei, e1] = eiy1, 1<i<n—4
[€iyen—2] = aeiy;, 1<i<n—4
[en—la 6n—2] = [sen
[Gn—z, 6n—1] = fsen

Un sencillo cambio de escala permite obtener u(l}l”f”;\fz) con )y € C —{0,—-1}.

e 33+ 35 = 0. En este caso se tiene que la nulidad de S, es invariante.

85

Caso 21 B384P2 # 0, f1 = Bs = 0, Bs = —B3. Como B4 # 0, eligiendo adecuadamente

B, se consigue f; = 0. En resumen,

([ [ei, e1] = e, 1<i<n—-4
[ei; en—a] = aeiy1, 1<i<n-—4

) [en—2, €n—2] = Baen

[en—1, €n—2] = B3€n

[

[

€1 en—-l] - Bflen
\ €n—2,€n— 1] — "'ﬁ3en

15,A1

Un sencillo cambio de escala permite obtener p ;7] 5 con A € C — {0}, cuya ley

se puede expresar por:

([ ei,e1] = €ipa, 1<i<n-—4
leiren—2] =€iy1, 1<i<n-—4
[en—2, €n—2] = €y
[en—1,€n—2] = €n
[31, en—1] = \e,

| [en—2,€n-1] = —€n M €C— {0}

“(I 1 1,2) Iazo © S

Caso 22 338, # 0, p1 = B2 = Bs = 0, B5 = — (3. En resumen,

( [ei, e1] = eiya, 1<i1<n—4
[ei, €n—2] = ait1, 1<i<n-4
[en—1, en—2] = Bsen

le1, en—1] = Baen

[

\ [€n—2;€n— 1] - _,33611
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Un sencillo cambio de escala permite obtener ,uz?f“l;)l
bind bt )

Caso 23 15285 #0, By =0, B5 = —f3. En resumen,

([ [ei, e1] = €ita, 1<i<n-—4

[e1, en—2] = aeg + Pren

[, en—2] = aesy1, 2<3<n-—-4
[en—Z’ en—2] = ﬂ?en

[6n—1; en—?] = ,83611,
[

L [En-2, en——l] = _ﬁSen

{

Un sencillo cambio de escala permite obtener u( I 1 19 con A € C— {0}, cuya ley
se puede expresar por:

([ [es,e1] = eqpa, 1<i<n-4
[e1,en—2] = €2+ €4
(€3, en—2) = €141, 2<i<n-4
[en—2, €n—2] = A1€n
[en—1,€n—2] = €n

. [en—Za en—l] = —€p

16,\ ,
Hragy o ¢ 4

Caso 24 5163 # 0, 52 = B4 =0, B5 = —f5. En resumen,

( [e;, e1] = eiq, 1<:1<n—-4
[e1, en—2] = aes + Bien
< [es, en—2] = cvesy, 2<i<n—4
[6n~1, 6n-2] = Bsen
\ [en——2; 6n-1] = —Bsen

Un sencillo cambio de escala permite obtener ,u( I 1 1,2)°

Caso 25 (503 # 0, 1 = B4 =0, Bs = —f5. En resumen,

(e, e1] = eiqa, 1<1<n—-4
e:; en—2] = @iy, 1<i<n—-4

$ [en—2,€n—2] = Baen

[en—la en—z] = Bseyn

\ [en—27 en—l] = _133611
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Un sencillo cambio de escala permite obtener /‘%17,1,1,2) cuya ley se puede expresar

por:
(e, e1] = €iy1, 1<i<n-4

6i76n—2] = €i+1, 1 < 1 <n- 4

€n—1, en-—2] =é€n

[
[

:“%;,1,1,2) 8 [en—2,en—2] =€
[

\ [en—27 en—l] = —é€n

Caso 26 5, = 5, = 54 =0, B3 # 0, Bs = —f3. En resumen,

[es, €1] = eit1, 1<i<n-4
[€i, €n—2] = qeit1, 1<i<n-4
[en—1, €n—2] = Bsen

[en—21 6n-1] = —[sen

Un sencillo cambio de escala permite obtener “%?,1,1,2) cuya ley se puede expresar
por:

[ei, e1] = iy, 1<i<n-—-4
18 . [, en—2] = €it1, 1<i<n-—4
M(I’l’l,Z) . [en—h en—Z] = €n
len-2,en_1] = —€x
Si s = 0. Se tiene que:
Ol, _ Bn_za
Al + An—2a
' Al (Bn—2:31 + Bn—LB4) + An-—an—2,33
b= i)
n
, _ Bn_2(Bn_262+ By _183)
By = D
BI — Bn—-20n—1,33
3 ——Dn
B, = Achn—1ﬂ4
n

con AanBn—2Cn—l 7é 0 y :83 # 0.
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Si elegimos B,,_; = ——Bn;ﬁ2 se tendria £ = 0, y sustituyendo en j;
3
Ai1B,_ An-1Bn-
Bi = 5 (Bubs — Babe) + = ==Ba

es posible escoger A,_; adecuadamente para conseguir 5] = 0 puesto que no se tiene
ninguna restriccién sobre él.

En resumen: :
,84 # 0 Caso 27

Bs =0
By =0 Caso 28

Caso 27 8y =2 = 85 =0, B384 # 0. En resumen,

[ei, e1] = eiq1, 1<i<n-4
[€i, en—2] = @€y, 1<i<n-—4
[en-l, 6n—2] = Bzen

e1, en—1] = Baen

Un sencillo cambio de escala permite obtener ,u(lf”{\ll’g) con \; € C — {0}.

Caso 28 5y = = B4 = 5 =0, B3 # 0. En resumen,
[eiael]:ei+17 1<i<n—-4
[€iyen—s] =aeiy1, 1<i<n-—4
[en—la en—2] = ,33677,

Un sencillo cambio de escala permite obtener /1,(1[5’? ’f %)
bt bl

o 3=0= A, 50+ A,_185 = 0. Se resumen a continuacién los casos que se van a
estudiar:
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r ( Bs — Bua #0= ;=0 Caso 29

B1Bs — Pafs # 0= B # 04 ,35

Bs — faa=0= B} == Caso 30
O \

S (55—ﬁ4a#0=>,64=0 Caso 31

BifBs — B2ffs =0 = B = 04 Bs
[35—ﬁ4a=0:>ﬁ"1=3 Caso 32

A1y
Bs

Si Bs # 0. Eligiendo A,_» = — = [, = 0, pero se ha de verificar que

A+ Ap o= 3 (ﬁs Pacx) # 0
5

Por otro lado sustituyendo en f3], se tiene que:

Al n—2
BsDn,

BL= (8185 — B2Bs)

Es facil ver que las nulidades de 3,85 — B284 y de 85 — Bscx son invariantes pues

Alnl

D,
Alcn 1

D (Al + An 201)

(B1Bs — Bafs)
(55 - ,84a)

BBy — Bafy =
/Bé / o

Se tiene que 8185 — (284 # 0 = B # 0.

Caso 29 (165 # 0, B, = B3 = 4 = 0. En resumen,

[6i,€1]=€i+1, 1§’LS’I’L—4
[e1, en—2] = aes + Bie,
[e’i7en—2] = (€iy1, 2 < i <n-— 4

[en—27 6n—1] = fBsen

Un sencillo cambio de escala permite obtener :“%?,1,1,2) cuya ley se puede expresar
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por:
[es, e1] = eiy1, 1<i<n—4
Mlg . [617 en-2] =e€+ €p
1,1,1,2) - .
(1.1.2) leiyens] =e€iy1, 2<i<n-—4

[en—Z; en—l] =€y

Caso 30 8,85 #0, B =53 =0, B4 = %ﬁ En resumen,

( [ei761]=ei+1) 1S’LSTL-4
[e1, en2] = ey + Pren
4 [eiaen—-2] = (€41, 2 S 7 S n—4

[61, 6n—1] = %’en

L [en—2a 6n—l] = /Bsen

Un sencillo cambio de escala permite obtener p?? cuya ley se puede expresar
H(11,1,2) cuya i€y

por:
(lei, e1] = eiya, 1<:<n—-4

[ela en—2] =eyt+ ey
/‘%?,1,1,2) ¢ [ei eno] = €y, 2<i1<n-4
[e1,€n—1] = €n

\ [en~2a en—l] =€y

Si B16s — 24 = 0 = B; = 0, entonces

Caso 31 35 #0, 81 = B2 = B3 = B4 = 0. En resumen,

lei, e1] = €it1, 1<:<n-—-4
[eisen2] =aeiy, 1<i<n-—4

[en—2, en—-l] = fsen

Un sencillo cambio de escala permite obtener ”%%,1,1,2) cuya ley se puede expresar
por:
[ei, e1] = eyt 1<i<n-4

2 .
Hit112) 18 [eneno]=eip1, 1<i<n—4

[en—2: en—l] =€y
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Cas0326;#0,0.=0=p3=0, s = 85 En resumen,

T«
lei, e1] = €it1, 1<i<n-—-4
lei,en—z] = aeiy;, 1<i<n—4
[e1, en-1] = %en

[6n—2, 6n—1] = Bsen

91

Un sencillo cambio de escala permite obtener ”?12,1,1,2) cuya ley se puede expresar

por:

[, e1] = eiqa, 1<i<n—-4
[ei)en——2] = €it1, 1<i1<n- 4
[617 en—l] =é€n

[en—2, en—l] = €n

22 .
Krai2) -

.Siﬂ5=0:>An_2ﬂ2=0.

of = Bn_za
B Al + An—2a
r_ Al (Bn—2181 + Bn——l:B4)
1 -Dn
2 Dn
4 Dn
con A]_Dan_2Cn_1 7é 0.
En resumen,
B2 #0 Caso 33
Bi#0= =0
Bs=0 B, =0 Caso 34

B4 = Oson todas escindidas

Hay que tener en cuenta que si B4 # 0, eligiendo adecuadamente B,,_; se consigue
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hacer 8] = 0 y si f4 = 0 la nulidad de B; = 0 es invariante. Ademads, debe existir
algin B; # 0.

Caso 33 5,84 # 0, 1 = f3 = 5 = 0. En resumen,

[es, e1] = €1, 1<i<n—-4
[ei,en2] = ceiy, 1<i<n—4
[en-—27 en—z] = ,Bgen

le1, en—1] = Buen

Un sencillo cambio de escala permite obtener u?}oiol %)

Caso 34 5, # 0, 1 = B2 = B3 = B5 = 0. En resumen,

e, e1] = eita, 1<i<n—4
[eisen—o] = 0€ipy, 1<i<n—4

[61, 6n-1] = fuen

Un sencillo cambio de escala permite obtener “%?,1,1,2) cuya ley se puede expresar

por:
lei,e1] =€y, 1<i<n—4

N%?,1,1,2) 1 leisen—2)=€i41, 1<i<n—4

[617 en—l] = €y

e Caso B En este caso, sea o = 0.

Es posible hacer 8 = 0 siempre pues si B¢ 7 0 se puede elegir C,_; de forma que

Bg = 0.
C2_y8; + Crn2Cn_1(Bs + Bs) + C2_, B
D,

—Cha(Bs + B5) £ V/Cn2’(Bs + B5)2 — 4Cn_2"Ba2fs
206
hay que tener en cuenta que B,_oC,_; — B,_1C,_o # 0 y para ello basta elegir

—(Bs + Bs) £ /(B3 + B5)% — 48256
206

B = =0&

< Cn—l =

Bn—l 7é
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Por tanto, se puede suponer s = 0. Rehacemos los cambios de base y se obtiene
que:

A1(Bp—2fy + Bn-184) + (An_1Bn—2 — An—2Bn_1)(8s — Bs)

B = 5
; B2 _,B2 + Bn-2Bn_1(Bs + Bs)
ﬁZ - D
, _ Bn2Cn_9fa+ Bp_1Cn_2fs + Bn2Cn-103
ﬂ3 - D
,  Ai(Cpafi 4 Cn1Ba) + (An-1Cn_g — An_2Cn-1)(Bs — Bs)
By = o)
,  Bn2Cn_2Bs+ Bp2Cn_185 + Bn1Cn 253
ﬂs = D

con
Cp—2(Cn-aB2+ Cp_1(B3 + B5)) = 0

An_ofs + An18s =0
An—-ZIBB =0
Aan(Bn—2Cn~—1 - Bn—lcn—2) 7‘4 0

La nulidad de B385 es invariante pues

Bn_1Cp_y — B_2Cn1)?
BsBs = ( - 2D2 20n-1) PsPs

* B3fs #0 = Ap_g = A1 =0.

SiC,_o=0=>
By, _2C,— B, 2C,—
,3:/3 — 25 1/83 7& 0 y ,Bé — 2Dn 1:35 # 0
Si Cn_2Bs + Crna(Bs+ B5) =0 =
y B, Ch_o— B, _2Cy- B, _ C’n— — B, Cn—
gy = Drmtoma - BrciCnctg gy gy St Saciincly, g

Es facil ver que en ambos casos la nulidad de (5 + (5 es invariante.
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B,
Si B3 + Bs # 0, eligiendo B,_; = — 3 :?
3 5

mantener las restricciones basta elegir C,,_o = 0

se consigue hacer 85 = 0 y para

En este momento, se vuelven a efectuar los cambios de base y se obtiene que:

Ay(Bn—2f1 + Br_1Bs)

1 _

i = 5.

Py =0

IB _ Bn~1Cn_2ﬁ5 + Bn—2Cn—l/33
3 Dn

IB’ _ Al(Cn—Z,Bl + Cn—1ﬂ4)
4 — Dn

,8 . Bn_.zcn_l,@5 + Bn—lon-—QﬂS
5 Dn

Ps=0

con

Cn2Cpa(Bs+f5)) =0

Bn_ 2B, 1(B5+B5)) =0

A1 Dy (Bp—3Cno1 — Bp_1Cr2) #0
como f3+ 5 #0 = Cr_3Cpy =0y B,_3B,—; =0.

Sélo se pueden dar dos situaciones 6 B, =Cp_1 =06 B,_, = C,_2 = 0.

Caso By,_y = Cp_1 = 0, sustituyendo en 3] y f; se llega a

Aan—l,B4 y 13‘,1 — Al n—2

D, D, — A

b=

Caso B,_; = Cp_3 = 0, sustituyendo en ] y 8 se llega a

A n— JJ A n—
By =—"22p y By =218

n n

Queda claro que la nulidad de 3,8, es invariante pudiéndose distinguir los caso
resumidos a continuacién:
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B3fs # 0 =
B1Ps #0= p; #0# B4 Caso 35

Pst+Ps#0= P =0 Bi#0B=0e B #0B, =0 Caso 36

=0
,31134 { ,31 = ﬂ4 =0 Caso 37

El caso B3+ 5 = 0 se verd més adelante. Es claro que el Caso 35 es no isomorfo al
Caso 36 y al Caso 37. Los casos 36 y 37 no son isomorfos pues no existe isomorfismo
que lleve uno en otro.

Caso 35 8838485 # 0, By = Bs = 0. La ley del 4lgebra viene dada por:

(e, e1] = €ir1, 1<i<n-—4
[e1, en—2] = Bren

S [en—1,€n—2] = Baen

[61, €n~1] = fyen

\ [en—27 en-l] = ﬁSen

Un sencillo cambio de escala permite obtener “??:{\,1,2) con A € C — {0}, cuya ley
viene dada por

[
[
/‘?.;1:1)\,1,2) {Ixz0,-1 : § [en—1,€n—2] = €n
[
[

Caso 36 (16385 £ 0, B2 = B+ = Bs = 0. La ley del lgebra viene dada por:

les, e1] = eita, 1<i<n-—4
[61, 6n—2] = Bien
[6n—1’ en—2] = /33671

[en—Za en—l] = 135611

Un sencillo cambio de escala permite obtener N?ISI\ 1 conreC— {0, -1}, cuya
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ley viene dada por
lei, e1] = eiqq, 1<i<n-—-4
[61, en—2] = €n

[en—h en—Z] = €n
[en—2, €n—1] = Xen, A € C—{0,—1}

25\ .
Hria,z {hso,-1

Caso 37 5385 # 0, 1 = B = B4 = B¢ = 0. La ley del dlgebra viene dada por:
les, e1] = €ita, 1<i<n-—4

[en—la en—2] = 183611

[en—27 en—l] = 65en

Un sencillo cambio de escala permite obtener /1??,’{\,1,2) con X € C —{0,—1}, cuya
ley viene dada por

[ei, e1] = eiqq, 1<i<n—4

/‘??,’1)\,1,2) {IA;éO,—l : [en—1, €n—2] =é€n
[en—2,€n-1] = Ae, A€ C—{0,-1}

Si B3+ P = 0= Bs = —f3 # 0. Ademds C,, 28, = 0. Reescribiendo los
pardmetros se tiene que:

B = Ai(Bp_2f1 + Bn_18s)
1= D,
B2_,5,
! n—2
B = .
IBI _ (Bn—2Cn—1 - Bn—lcn—2),83
3= D,
Bl = A1(Cp—2f1 + Cn—1B4)
4= D.
,Bé — (Bn—ZCn—-l ;)Bn—lcn—2)/33 — _,Bé
con
Cn2B2=0

Aan(Bn——2C -1 — Bn-—ICn—Z) ?‘é 0
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Se tiene que la nulidad de f3; es invariante pues si Bo =0 = B, =0y si B #0 =
Crn2=0= B, 5 #0= £ #0.

Se resume a continuacién los casos que se tienen

( Bs#0=p =0 Caso 4
By #0 f1 #0 Caso 38
/33+55=0:>ﬁ5=—537éOJ pr=0 p1 =0 Caso 39

B1#0 Caso 40

Pa=0=pB,=0
f1 =0 Caso 41

¢ 5ifBy # 0= Ch_o = 0= B,_5 # 0y se tendria que la nulidad de g, es invariante.
Ademss, si 8 # 0 eligiendo adecuadamente B,_; se consigue hacer 5] = 0.

Caso 38 (3,638, # 0, 1 =0, B5 = —f5. La ley vendra dada por:
( [ei, e1] = €ita, 1<i<n-4
[en—z, 6n—2] = ey

J [6n~1, 6n—2] = fsen

[61, €n—1] = Baen

\ [6n—2, 6n—1] = —[sen

Un sencillo cambio de base lleva a uf] | ; ) cuya ley viene dada por:

( [ei,e1] = e, 1<i1<n-4
[en—2; €n—2] = €n
M%;,m,z) 14 [en-1,en2] =en
[61, en—l] = €n
\ [6n—2,€n—1] = —€p

Caso 39 (16,03 #0, B4 =0, fs = —f3. La ley vendra dada por:
( [ei, e1] = eiqa, 1<i1<n—-4
[61, en——?] = Bien

4 [en—-27 en—2] = 132671,

[en—la en—2] = ,33671

\ [en—276n—1] = —fsen
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Un sencillo cambio de base lleva a ,u%fl 1.9) Cuya ley viene dada por:

( [ei,€1]26i+1, 1S'L§TL—4
[61, en—Z] = €n
M??,1,1,2) T en—z,en—z] = €n

[
[en—la en—Z] =€y
[

\ en—27en—1] = —€p

Caso 40 (5,33 # 0, 51 = B4 =0, Bs = —f3. La ley vendra dada por:

e, e1] = €iy1, 1<i<n—-4
[en—2; en-—2] = ﬂ2en
[en-1, €n—2] = Bsen

[en—Z) en——l] = ",Bsen

Un sencillo cambio de base lleva a uf} | | ,) cuya ley viene dada por

[eiael]:6i+11 1Sz§n_4
,LL29 . [en—2a en—2] = En

(1)1:1’2) ) [en—l, en—?‘] =€n
[

€n-2, e'n—l] = —€y

e Si By =0, se tiene que f5 = —fF3 #0y

gl = Ay(Bn—261 + Bp_1P4)
1= D.

gl = A (Cr—gf1 + Cn_1f4)
4= D,

con

Aan(Bn—2Cn—1 - Bn—lcn—2) 7& 0

Se puede suponer que 84 = 0, pues

e Si B4 = 0 se elige C,_2 = 0 y se consigue 3 = 0.
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_ B,
e Si By # 0 se elige Cpoy = _Cnﬂ2ﬂ1 Yy Bu-1 # ————ﬂ—2—ﬂ—1. De esta forma se
4 4

consigue f; =0

Por tanto, la nulidad de §; es invariante.

Caso 41 3,83 # 0, B2 = B4 =0, B5 = —P3. La ley vendra dada por:

[ei,61]=6,‘+1, ISZSTL—4
[61, en—2] = fien
[en~17 en—2] = ﬂSen

[en—-27 en—l] = _,B3en

Un sencillo cambio de base lleva a yf | | 5 cuya ley viene dada por:

[ei, e1] = €541, 1<i1<n—-4
le1,en2] =€n
[en——l) €n—2] = €n

[en—27 en—l] = —€n

30 ;
K(ri,2) -

Caso 42 B3 £ 0, B = B = B4 = 0, 85 = —fB3. La ley vendra dada por:

[ei, 1] = €iy1, 1<i<n-4
[en-l, en—2] = ﬂ3en
[en—2’ 6n—l] = "'ﬂSen

Un sencillo cambio de base lleva a ﬂ?},1,1,2) cuya ley viene dada por:

e, e1] = eiy1, 1<i<n-4
M?},1,1,2) : [6n—1, 6n—2] = €n
[en~2;€n—1] = —€n

* (305 = 0. Los pardmetros resultan:
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A1(Bp_2f1+ Bn_1Bs) + (An—1Bn-2 — An—2Bn_1) (85 — Bs)

Bl = =
;L B2_,B2+ By—2Bn-1(B3 + Bs)
2 Dn
, _ Bn2Cn_2f2 + By_1Cy_2fs5 + Bp_2Cpn_103
3= -Dn
,_ A(Cr2Bi 4 Cro1By) + (An—1Cnoz — Ap—2Cn_1) (B3 — Bs)
By = )
, _ Bn2Cy 202+ Bn_2Cp_185 + Bn_1Cr_2f3
i = =

con

Cr-2(Cn—2Ba + Cn_1(Bs + B5)) =0
An—ofa+ An 185 =0

An_2P3=0

A1Dp(By—3Cn1 = Bp1Cn3) #0

Obsérvese que la nulidad de S5 + S5 es invariante pues:

® Sl Cn_2 = () se tiene que ﬁé = BL_Z__C_'_:i'B_El y 6é — Bn—2Cn—1,B5.
D, D,
. . B, 1Cp_9— Bn_2Cn_
o Si Cp_2fs + Cr1(Bs + B5) = 0 se tiene que B = 1~n=2 = 2Cn-1)Bs v

B’n—ICn—Z - Bn—20 -——1)133

—
B = B

Si B3 + B5 # 0 de manera andloga al caso anterior es posible hacer 85 = 0,
rehaciendo los cambios,

Bl = A1(Bu—281 + Bn_184) + (An—1Bn—z — Ap_2Bn_1) (B3 — fs)
1= D,

B = BZ_,B2+ Bn_9B,_1(Bs + Bs)
! =

Dy,

B'n,—ICn—2 5 + Bn—ZCn—IIB3

[
By = B
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_ A (Cr—2Br + Cno1fs) + (An—1Cna — Ap_2Cr1)(P3 — Bs)

A o

By—9Cn-185 + Bn-1Cr_28s

[ —
B = o

con

Cn-2Cn_1(Bs + B5)) = 0

By 2By 1(Bs+B5)) =0

An-1P5 =0

Anof3=0

A1Dy(Bp—2Cn-1 — Bp1Cn-2) # 0

101

puesto que B3+ s 0 = Byy =0 = Cr_3 6 By_g = 0= Cp1. Se tiene también

que B35 = 0 lo que nos lleva a distinguir dos casos:

1) Bs#0y Bs =0

2) B3 =0y Bs # 0. En este caso, si se elige B,2 =0= Cp—-1 se llegaria a que

Bn——lcn——2
'
53 = —_—“—Dn Bs #0
B, 1Ch_2
! = eme—————— = 0
Bs D. B3

que corresponde con el caso 1).

Asi, B3 # 0y B85 = 0 lo que implica que A,_» = 0. Se queda:
A1(Bp—2B1 + Bn_184) + An-1Bn-2083

gl = =
r A1(Cp2f1 + Cn1Bs) + Ap—1Cpn_2ps
By = s

con Bn__1 = Cn_2 =06 Bn_g = Cn—l =0 y Aan(Bn~20n_1 — Bn_lcn_z) 7é 0.

En este caso, la familia viene dada por la siguiente ley:

lei, e1] = eiy1, 1<i<n—4
[61, en——2] = ﬂlen
[en—l, 6n-2] = Bsen

[617 en—l] = ,B4en
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La nulidad de S, es invariante pues

n—2 sify#0

dim(R(L)) = { DA

Caso 43 B38; # 0, B, = B5 = 0. En este caso, si se elige Bp_; = Chs = 0y
Ap_1=— g L se consigue ] =0y B; # 0. La ley viene dada por:
3

e, e1] = eiq1, 1<i1<n-4
[en-l, en~—2] = ,83en

[617 en—l] = ,34671,

Un sencillo cambio de escala lleva a u??,l 1,2) cuya ley viene dada por:

[61;,61]:31'+1’ ISZSTL—-4
M?Ig,1,1,2) : [en—la €n—2] = [sen
[61, en-l] = fsen

Caso 44 (3 # 0, By = 4 = B5s = 0. En este caso se tendria:

By _3(A151 + An—1s)

g = 5
, Cao(A1B1 + An_10s)
184 - D

Aipy

escogiendo A,,_; = — se consigue ] = B; = 0. La ley queda:

{[ei,€1]=€i+1, 1<i<n-4
[en—la en—2] = ,BBen
Un sencillo cambio de escala lleva a /‘?}1,1,1,2) cuya ley viene dada por:

#34 . [ez‘,61] = €41, 1<i<n-4
(I,1,1,2) - [en~1,en-2] .
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SifBs+ PBs =0y B35 =0= P53 =P =0. Se tiene que
A1(Bn-261 + Bp_104)

 —
IB]. - Dn
B2 5
¢ _ Pn—2~2
By = ot
By =0
. A1(Crpa2f +C, ~154)
4 Dn
By =0
con
Cn—ZIBZ =0
Ap2B;=0

Aan(Bn—2Cn—l - Bn—lc’n—Z) 71; 0

De manera anéloga a casos anteriores se tiene que la nulidad de B, es invariante
puessifp =0= B, =0ysi fo #0= Chg=0= B,y # 0= 5, #0. Por otro
lado la nulidad de 8, también lo es pues

n—2 sify#0
dim(R(L)) = o
n—3 sify=0
_ Chn- .
Obsérvese que si 4 # 0 eligiendo B,,.1 = _Ba 261 y Cno1 # — 21 se consigue

4 4
hacer 8, = 0. Téngase en cuenta que se estdn clasificando las no escindidas, por tanto

el unico caso que da algebras no escindidas es el siguiente:

Ps=Ps=0=>[#0=p#0= =0 Caso 45

Caso 45 3,0, # 0, f1 = 83 = 5 = 0. La ley viene dada por:

lei, e1] = eir1, 1<i<n—4
[en—27 en—-?] = /B2en

[61, en—l] = fsen
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Un sencillo cambio de escala lleva a u?,sl 1,2) Cuya ley viene dada por:
lei, e1] = €it1, 1<i<n—-4

“??,1,1,2) :{ [en-2,en2] =€
[61) en—l] = €n

2.14 Algebras de Leibniz p 19

En esta seccién se clasificaran las slgebras de Leibniz 3-filiformes graduadas natural-
mente de dimensién n, n > 8, de Tipo I y tal que e,_» estd en el primer subespacio,
€n_1 Y €n en el segundo subespacio de la graduacién natural, es decir,

< el ena>D<egep 1,6, >D< e3> D<epyg>D< e3>

Como las 4lgebras de Leibniz 3-filiformes graduadas naturalmente escindidas Tipo
I estdn ya consideradas en la seccién anterior nos limitaremos aqui al estudio de las
no escindidas.

Teorema 2.1.5 Sea L un dlgebra de Leibniz de tipo pu(1,1,2,2). Entonces L es isomorfa

a una cuya ley, respecto de una base adaptada {e1, e, -, en}, estd determinada por:
'“%1,1,2,2) : N%I,Lz,z) :
€, €| = €11, 1<i<n—-4 .
s, 0] = €42 - [ei,er] = €541, 1<i<n-—4

le1, en—2] = €2+ €n_1
[€i, en—2] = €iy1, 2<i<n—4

[€n—2,€n—2] = €n

[61, en—2] = €p—1

[€n—2,€n—2] = €n

3k ) '
Hri22) - /“(11,1,2,2) :
(e, e1] = e 1<i<n—-4 .
e 1] = eivn, =t=r [ei,e1] =€ip1, 1<i<n-—4
[€1,€n—2] = €2+ €p lex, ens] =
q leien—z] =€, 2<i<n-4 [1’ "2 ] "
€n_o,En_o| =
[6n2,en2]—ken kEC n—2) tn—-2 n .
. lei,en1] = €iy2, 1<1<n—5
\ [ez,en 1]—ez+2; 1<i<n—5
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5 .
1,22 ¢
[ei,el] =€, 1<i<n—4

[ela en—2] =€n
[eiyeno1] = €12, 1<i<n—5

Demostracién. Si £ estd en las condiciones del enunciado la ley de la familia viene
dada por:

[ ei, e1] = eqya,

le1, en—z] = a1 n—geq + Bi,n—26n-1 + Y1,n—26n
[61’, 6n—2] = O pn—2€i41,
len—2, €n—2] = An_an_ses + Br-2n-26n-1 + Yn—2n—26n
[

[e'm 6n—2] = Qp,n-2€3

€n-1, en—2] = Op—-1,n—2€3

€, en—l] = Qi pn-1€i+2, 1<i<n-95

[
[en—2: 6n—1] = Op—2n-1€3
[en—l, en—~1] = Qp_1,n-164

€n, en—l] = Qp n-1€4

i en] = Q;n€it2,

w

[

[en-—27 6n] = Qp-2n€3
[en——la en] = Op_1,n€4
[

\ {€En;> en] = Up,nCq

Usando ahora la identidad de Leibniz tenemos que

(1)  Llenen-2€), 1<i<n—5= qir1a2= Cina=> Qipa = Qp, 1<
t<n-—4

(2) ‘C(e’i7en—1761)7 1<i<n-6= Qitln-1 = Qjp-1 = QGp_1 = Qp_1, 1<
1<n—>5

(4)  Lleien,er), 1<i<n—6=>1pn=0in=>0p=0q, 1<i<n-5

Sean ahora j,h € {n —2,n — 1,n}, se considera la identidad de Leibniz dada por
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L(ej,en,€1)) = ajn =0, j,h € {n—2,n—1,n}, es decir

Op_2n—2 = 0p_1pn-2 = Qpn-2 = 0
Op_2n—1 = Qpn_1pn-1 = Qpn-1 = 0

Op-2n = 0p_1pn = Opp = 0

(5)  L(e1,e1,en-2) = n_1P1n-2 + Y102 =0

(6) ‘C(ela €n—2; en—-2) = an—lﬂn—2,n—2 + GnYn—2,n-2 = 0

Renombrando los pardmetros, se obtiene la ley

([ [ei,e1] = e, 1<i<n—-4
[61, 6n—2] = aiey + fren_1 + 71€6n
) [eis en—2] = C1€i11, 2<i<n—4
[en—Za en—2] = fren_1 + V2€n
[6,', en—l] = (2€i42, 1<i<n-5
\ [eis €] = az€iya, 1<i1<n-5

verificindose que asf; + azy1 =0y agfs + azy, = 0.

Es ficil comprobar que la dimensién de la derivada varia dependiendo de los
pardmetros (i, B2, 71 ¥ 72 de la siguiente forma:

dz’m(ﬁz):n—4+rg(g; z;)

Esto permite distinguir tres casos no isomorfos entre si:

e Caso 1.- Biv2 — B271 # 0. Esto implica que el sistema de restricciones anterior

(Biag + a3y, = 0, Bacy + azys = 0) tiene solucién dnica, ap = a3 = 0. Ademads, el
cambio de base dado por:

e, = e;, i#£n—1,n
"

en—l - ﬁlen—l + Y1€n
o

e, = Paen_1 + Y2€n
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permite hacer By =1, 71 =0, B, = 0, 72 = 1. La ley del lgebra puede escribirse por
medio de los siguientes productos

les, e1] = eiy1, 1<i<n—4
1, en—2] = ce2 + €n1
[€:, en—2] = 0341, 2<i<n—4

[en—27 en—2] = €n

Para estudiar la nulidad o no del tnico pardmetro que queda, se hard uso de
cambios de base genéricos tal y como se ha hecho en casos anteriores.

¢, = Arey + Agey + Ages + -+ + An_sen_g + An_2€n—z + An_1€n-1 + Anen
eh = [}, el] = (A1 + Anza)(Arez + Agez + - + Ap_g€n_3) + Ar1Ansen_1 + AZ_sen
ey = [eh, e}] = (A1 + An_20)?(Ares + Azes + - + An_sen-3)
€y = [eh, €)] = (A1 + An_20)*(Ares + Ases + -+ - + An—cén—3)
ey =[eh_s €ei] = (A1 + An—2a)"*(Aren_4 + Asen_3)
€3 = [eh_y 1] = (A1 + Ang)"*Aren_s
e/ _, = Bie, + Byes+ Bses + -+ By_3en—3+ Bn_sen 2t B, _1€n_1 + Bre,
con A;(A; + An_20) # 0. Los vectores e,_; y €, vienen generados.

Para no salirse de la familia se ha de verificar que:
[ o €i]=0=B;=0, 1<i<n-4
y, entonces B,,_s # 0.

Un simple célculo prueba que

' Bn_za
Al + An_2a

lo que demuestra que la nulidad de « es invariante teniendo:

(0%

e Si a # 0, un sencillo cambio de escala permite obtener el dlgebra 'U’%I,l,2,2) cuya
ley se expresa:

e, e1] = €iy1, 1<i<n—-4
1 . [61, en—?] =e9+ €n_1
H(1,1,2,2) - (65, ena] = ss1, P <i<n—d

[en—2, en—2] =€y
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e Si o = 0, obteniendo el dlgebra “?1,1,2,2) cuya ley se expresa:

leier] =€y, 1<i<n—4

Wizt 4§ [e1,en—2] = ens
[en"“27 en—Z] = en

o Caso 2.- /172 — f2y1 = 0 con algin elemento distinto de cero. En este caso,
Paen—1 + Y2€n = k(B1n_1 + V164).

Haciendo €], = Bie,-1+ 716, se tendria que [e},el] =0, 1<i<n—-5=a3=0.

Resulta la ley
( [ei,€1]=€i+1, 1<i<n-—4

(€1, €n—2] = a1e2 + €,

$ [ei, en—a] = cr€iy1, 2<i<n—4
[en—27 en—2] = ke,

L (€3, en—1] = €449, 1<i<n-9

Siay=0= L¥ =L2F & < e, ; > Portanto se tendrd que s # 0.

La nulidad de & es invariante pues

dim(I):{? i

Faltaria por estudiar el pardmetro o;. De manera andloga a casos anteriores, es
necesario usar cambios de base genéricos y se llega a que:

' B, _sa;
o) = -
Al + An_gal

con (A; + Ap—201)Bn_2 # 0 lo que prueba que la nulidad es invariante. Con todo
esto los casos a distinguir son los siguientes:

( rC¥1760
k0
01:0
0 \
C¥2§é J (alaéo
k=0¢<
L kC¥1=0
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. ik # 0, un sencillo cambio de escala permite obtener ”?}I,Clﬂﬂ) con
k € C — {0} cuya ley viene dada por:

(e, e1] = €1, 1<i<n—4
[61, 6n_2] = €9 + e,
N?}’fl,m) k0 1 4 [€isen—2] = €iy1, 2<i<n—4
[en_2,€n_2] = ken, k€ C—{0}
( [ei, en-1] = €iy2, 1<i<n=5

. ask # 0, a; = 0, un sencillo cambio de escala permite obtener ﬂ?1,1,2,2) cuya
ley viene dada por:

[€i, e1] = €it1, 1<i<n-—4

[e1, en—2] = €n

[en—27 en—Z] =¢€n

[€iy€n-1] = €i42, 1<i<n—35

N?I,1,2,2) :

. apae # 0, k = 0, un sencillo cambio de escala permite obtener N?}?m,z)-

. ay # 0, k = a; = 0, un sencillo cambio de escala permite obtener “?1,1,2,2)

cuya ley viene dada por:
[eie1] =€y, 1<i<n—4

u?[,1,2,2) : [ela en—2] =é€n
[eiyen-1] = €iy2, 1<1<M—39

e Caso 3.- f1 =7 = B2 = %2 = 0. En este caso resulta la familia

61,761]—61-*-1) 1_<.Z§n_'4

[

[ez)en 2]:alei+17 1S1Sn_4
[euen 1]—0[2614.2, ]-_<_7'Sn—5
[

el)en] = (03€i+2, 1 < 1 <n- 9

Se puede suponer ; # 0 para que resulten 4lgebras no escindidas. Sia; #0, Vi
con el cambio de base dado por

L .
{ i — €4, Z#n
I
e = -
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se llega a que of = 0 y estariamos en el caso anterior obteniéndose, por tanto, un
dlgebra escindida. O

2.1.5 Algebras de Leibniz y; 3

En esta seccién se clasificaran las dlgebras de Leibniz 3-filiformes graduadas natural-
mente de dimensién n, n > 8, de Tipo I y tal que e,_, estd en el primer subespacio,
en—1 en el segundo y e, en el tercer subespacio de la graduacién natural, es decir,

<enepa>B<eyne 1 >P<es > B<eng>B<epg>

Como las algebras de Leibniz 3-filiformes graduadas naturalmente escindidas Tipo
I estdn ya consideradas en la seccidn anterior nos limitaremos aqui al estudio de las
no escindidas..

Teorema 2.1.6 Sea £ un dlgebra de Leibniz de tipo 1,123y Entonces L es isomorfa
a una cuya ley, respecto de una base adaptada {e1, ez, --,e,}, estd determinada por:

1,A ) 2 .

Hri23) - Mr1,23)
€,€1] = €41 1<1<n-4

({u ] | z+a+ [e;, €1] = €541, 1<i<n—-4
€1,€n—2] = €2+ €y_
1, €n—2 2T €n-1 €iyen_2) = €it1, 1<i<n—-4

S e, en—2] = €41, 2<i1<n—-4
[en—27 en—2] = Aep—1 reC

{ [en—1,€n—2] = €n

€n—1, en—2] =é€n

3\ . .
Hri23) - /“(11,1,2,3) :
[e:, €1] = eia 1<i<n—4 .
[61, € 2] _z+€, 1 [ei’el] = €41, 1 S ? S n—4
y€n—-2| — Cp—
[en—Za en—Q] - /\en_l
[

€n—1, en—2] =€y

[en—27 en—2] = €n-1

[en—h en—2] =é€y

Demostracién. Si £ estd en las condiciones del enunciado la ley de la familia viene
dada por:
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([ les, e1] = eir1, 1<i<n-—4
[e1, en—2] = 1 n—2e2 + Bra—26n—1

[€2, n—2] = a2 n—2€3 + Yon—26n

[ en—2] = Xin—2€it1, 3<i<n—4
[en—2, €n—2] = Qn_2n—202 + Bn—-2,n—26n-1

[en-1, €n—2] = On—1,n—2€3 + Vn—1,n—26n

[6 en—z] = Opn—2€4

[e1,€n—1] = Q1 n-163 + Y1,n-1€n

[ei, en—1] = Qipn—1€42, 2<i<n-5
len—-2,€n-1] = On-2n-1€3 + Yn-2,n-1€n

[en 1 en—l] = Qp—1,n—-1€4

[ens €n— 1] = omn-16s

(i, en] = Ctin€iys, 1<i<n-—6
[en—2,€n] = atn-2n€4

[en 1,€n] = Qp-1,n€5

[

\ (En en] = Qpn€e

Usando ahora la identidad de Leibniz tenemos que

(1) L(e1,en—2,€1) > o2 =102 N Yon-2= 0

(2)  L(ei,en—2,€1) = Qiy1p2 =Qin-2, 251<1M—9
D+Q2)=>aup2=01, 1 <i<n-—4

(3) Llew, €n—1,€1) = Qo1 = Qi p-1

(4)  L(ei,en1,€1) = Giyin-1 = Qip-1, 251<N—9
B)+ @)= ip-1=0y, 1<1<n—3

(5)  Llei,en€1) = tn=03, 1<i<n—6

111
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Sean ahora j,h € {n —2,n — 1,n}, se considera la identidad de Leibniz dada por
L(ej, en, e1)) = ajp=0,7,he€{n—2n—1n} es decir

Op_2n—2 = Op_1n-2 = Qpp_2 = 0
Op2n-1 = 0Qp_1p-1 = Opp-1= 0

Op_92p = Op—_1n = Qpn = 0

Resulta la familia

r [eiael]:e’H—l) 1S7'Sn-4
€1, en—g] = a1€2 + Pren_1
€i) en—2] = Q1€i41, 2<i<n-4

[
[
[en—2, €n—3] = B2en—1
[

€n—1, 6n—2] = Mé€n

le1, en—1] = €3 + Y264
[ei, en—1] = 2€i4, 2<i<n-5
[Cn—2, en—l] = Y3€n

[ i en] = 036413, 1<1<n-—-6

con fB; # 0y v; # 0 para algin valor de 1.

Usando de nuevo la identidad de Leibniz, resulta que

(6) Llen-2,€1,en2) = P13 =0
(7)) Llen-2,€n—2,€n-2) = Boy3 =10
(8)  L(er,en—2,6n2) = f=0 A Bpya=0
(9)  L(er,en-1,€n2) = 03m =0
(10)  L(ei,en—2,€n-1) = azy3 =0
(11)  L(er,e1,en—2) = a2B =0 A Biy2 =0

(12)  L(er,e1,6n-1) = 0372 =0

Obsérvese que
{ azf =0
azf; =0

y se tiene que §; # 0 para algin i € {1,2} = a3 = 0.
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Andilogamente, ag = 0 pues

{ azf; =0
agfy =0

Lo mismo ocurre para y2 = 73 = 0.

Resulta la familia de ley

(e, e1] = eiy1, 1<i<n—4
[e1, en—2] = aea + Pren—1
< [eia en—-2] = €1, 2 < i <n- 4

[en—2, en—2] = ,B2en—1

\ [en—la en—Z] = YEén

con v # 0 y B; # 0 para algtin valor de ¢ € {1,2}.
Realizando ahora un cambio de base genérico

6’1 = A1€1 + A2€2 + A3€3 + o+ An—36n~3 + An—2en—2 + An—len—l + Anen

eh =[], el] = (A1 + An2a)(Arer + Agez + -+ - + Ap_gen—3) + Ana(A1Brt
+An-2B2)en—1 + An—1(An-2m + A172)en

e, = [e), €] = (A1 + An_20)2(Ares + Ases + -+ + An_sen-3) + A% _5(Ai1f1+
+A,_2B2)N1en

€y = [e5, €l] = (A1 + An20)*(Ares + Azes + - -+ + An_¢€n—3)

e’n—4 = [641—57 6’1] = (Al + An—za)n—-s(Alen—tt + A26n—3)

e;’L-—3 = [6'n_4, ell] = (Al + An—2a)n_4Alen—3

e/ _, = Bie; + Byey + Bses + -+ + Bn_gen—3 + Bngn—2 + Bn_1€n—1 + Bnéxn
el = Cre; +Coes+ Csez + -+ Cp_gen3 + Cpg€n—2 + Cn-1n-1+ Crén

¢ = Die; + Dyes + Dses + -+ + Dyp_gen_3 + Dp_sen—g + Dn_1€n1+ Dnen

n —

con A1 (Al + An_ga) 7é 0

Para no salirse de la familia hay que imponer que:

B; =0, 1<i<n-4
[641—2, 6’1] = 0 = An—ZBn—-2IB2 =0
Ap9B,1=0
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C; =0, 1<1<n-14
[e:L—-l? ell] =0= An—ZCn—Z/B2 =0
ApoCp1=0

Di = 0, 1< 1<n-— 4
[6’;“ 611] =0= An——ZDn—-ZB? =0
An—2Dn—1 =0

lel,er ]l =0= D, 2a=0, D, 26 =0, Ap-1Dp_2=0
e, el _1]=0= Choa=0, Cp38=0, A,_1Cr2=0
ler—a,€h_1] =0=Cr_sa=0

e 5 €] =0= ByyDp_sfs=0 A By_iDpp=0

e _1,eh] =0=Cpr_2Dy 28:=0 A Cp1Dp_2 =0

e, e ] =0=> Dy_3B2=0 A Dy_1Dp_s=0

Como D, .53 = Dn_2ﬂ2 =0= D,_,=0.

[6;—27 e;;_l] =0= Bn—20n—-2,82 =0 A Bn—ICn—2 =0
[6;1_1, 6;1_1] =0= Cn_Q,Bz =0 A Cn_zcn._l =0
[6;” e;z—-l] = Cn—2Dn—1 =0

[e;, 6;_2] = Bn_gDn._l =0

Resumiendo, se tiene que

Cp—2a=Cp_98,=0

Ap2By 2B = An—3Cp 282 = Bp_2Cn 282 =0
Ap2Bn1=Ap1Bp3=An2Ch1 =0
Apn—2Dpy =B, 1Ch 9= Bn_ 9Dy 1 =0
Cn—2Cn—1=Cy2Dy 1 =0

Ademés, de la condicién de que el determinante del cambio sea distinto de cero
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tenemos que
Bn—2 Cn-—2 0
Ay(A; + Apsa)det | B,y Cpoy Dpa | #0
B, Cn D,

Si D1 # 0 = Bp_g = Ch_y = 0 = que el determinante del cambio seria 0.
Por tanto D,_; = 0 = D, # 0. Por otro lado, B;—1Cn—2 = 0 = By_2Cn_1 #0=>
Ap9=Ch_o=0. Ademads, A; # 0.

Los nuevos parametros resultan:
[ef_4,€h o] =d'el,_3=0a = Broz gy

n—4r ¥n-2; — n—3 - A

’ / S t _ Bpn—2Ch-1 —
[eﬂ‘-l’en—Z] =veé, =7 = = Dnn 77& 0y Dn,_3=0

2
[e;L—-27e;z—2] = éegm—l = /Bé = %::_fﬂ2 y C’n—3 =B —IC -17 — :Bn—20n,82 =0

A1Bn-
[ef,en o] = dles + Pren_1 = By = 27261 Y Cu1 =0

En resumen, la ley del dlgebra vendra dada por

( eie1] = eiqq, 1<i<n—4
1, en—2] = aes + Bren—1
S leisen—2] = ceiga, 2<i<n—4

[en—Z) en—2] = B2en—1
L [en—la en—2] = Yeén

con v # 0, B; # 0 para algiin valor de ¢ € {1,2}. Los pardmetros resultan:

t _ Bp-2

a—Ala

A1 By
B =70

IBI — B121—2
2 Cn-1 2

,yl — Bn—éfn—l,.y ?é 0
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Se puede distinguir los siguientes casos no isomorfos entre si:

( ( B #0 Caso 1
@709 7o B =0 Caso 2

spaf  pAODRZY o
a=0; 7o Ba=0 Caso 5

\ | Bi=0= 3 #0 Caso 6

Caso 1 af1f2y # 0. Un sencillo cambio de escala permite obtener u(l}”\l,z,?‘) con
A € C — {0} de ley

( [ei, e1] = eita, 1<i<n-4

[e1, en—2] = €2 + €n1

Biian S lenena] =€,  2<i<n-—4

[en—2,€n—2] = Aen_1 A€ C—{0}

\ [en—l, en-—2] =€y

Caso 2 a1y # 0, B2 = 0. Un sencillo cambio de escala permite obtener M(1}?1,2,3)-

1Caso 3 afyy # 0, B = 0. Un sencillo cambio de escala permite obtener /‘%1,1,2,3) de
ey

les, e1] = e, 1<:<n—-4

2 ) leiensl =€y, 1<i<n-4

(1:1,2:3) [en—Q, en—Z] = €p-1

[en—-ly en—2] = €n

Caso 4 (1827 # 0, @ = 0. Un sencillo cambio de escala permite obtener /‘?}?1,2,3) con
A € C— {0} de ley
[ei, 1] = eita, 1<i<n-4
,u3,)\ . [617 en~2] = €p-1
(L1238 - [en—27 en—2] =Xep—1 A€C—- {0}

[en—la en—2] = €p

Caso 5 817 # 0, o = ; = 0. Un sencillo cambio de escala permite obtener “?}?1,2,3)'



2.2. Algebras de Leibniz 3-filiformes graduadas naturalmente de Tipo II 117

Caso 6 By # 0, a = f; = 0. Un sencillo cambio de escala permite obtener N‘(iz,1,2,3)

de ley
[6,‘,61]2654.1, 1S’LSTL—4

4 . .
Hiri23) " 4 [en—2,€n—2] =e€n1

[en—la en—2] = €n

2.2 Algebras de Leibniz 3-filiformes graduadas na-
- turalmente de Tipo II

Sea £ un &lgebra de Leibniz 3-filiforme graduada naturalmente, e; un vector carac-
teristico y {e1, s, - -, €,} una base adaptada de £. Si L es de Tipo II se sigue que

J1

Jn—3

R, =
J1

es decir,
lei,er] =€, 2<i<n-—3
[6j761]:07 n—2S]Sn

Se considera la graduacién natural £, ® Lo ® L3 & - - - @ Ly donde L; = Lt/LHT,
Dicha graduacién debe verificar que £7~% # {0} y £"2 = {0}. Por tanto, se sigue
que k = n — 3. Es decir, se tiene que

£2 O< e3 €4, ", 6p-2 >
L3D< ey, €p0>

L' O< €i+1,€i4+2," "', €n-2 >

LP 3 D< e, 0>
L2 = {0}

y puesto que £; = L/L! se tiene que £; DO< €41 >, 2 < 4 < n— 3. Entonces,
faltarfa por conocer las posiciones en los subespacios de la graduacién de los vectores
€n-1Y €n-
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Se denotard por r; y r las posiciones en los subespacios de la graduacién natural de
los vectores e,_; y e,, respectivamente. Esto es, e,_1 € L, ¥ en € L,,. Obviamente,
se puede considerar que 1 < r; < 7, < n (en otro caso se intercambian). Ademds, si
re € {n—2,n—1,n} se tiene que ¢(L) # (n—3,1,1,1) que no puede ser, luego se tiene
que los valores admisibles para r; y 5 son los comprendidos entre 1y n—3,1 <r; <
r2 < n — 3. Se usard pirr,r,) Para indicar que es un élgebra de Leibniz 3-filiforme
graduada naturalmente de Tipo II ocupando los vectores e, _1, e, las posiciones r;, 7o
en la graduacién natural.

2.2.1 Valores admisibles de r; y

Se va a probar en esta seccién que si el 4lgebra correspondiente es no escindida
entonces los valores que pueden tomar 7, y 5 son (r1,72) € {(1,2),(2,2)}.

Lema 2.2.1 Los valores admisibles de vy y 7o, s0n

(T17T2) = {(17 1)’ (1’ 2)’ (27 2)}

Demostracién. Supéngase . En este caso se tiene la familia
( [ei, e1] = eiy1, 2<i<n-3

1, €] = oy €541, 2<i<n—3, #7172
le1, €] = a1y, 41 + Bren

[61; erz] = Q1 7,€ry+1 + Vi€n

[81, €n— 1] A1n—1€r 42

[e ] CVl,'ner2+2

) =oheivi, i+jFETI+H2,m+2 2<4,5<n~-3,i+j<n-2,

[ei, e
[ei; €r1+2-i] = Qiryyai€ri11 + Bi€n-1, 2<i1<n

S [ €ryt2-i] = Qigyra-i€ryg1 + Vien, 2<i<n
[en l,ez]"‘an 1,i€ry+is 2§i§n—r1——2
[en) 61;] = U i€roti, 2 S 1 S n—ry9— 2
[e'wen—l] = Q4 n—1€r; 44, 2<i<n—r;—2
[eia en] = O n€roti, 2<1<n—r9— 2

- : n—1
€n—1,€n—1] = On_1n_1€2r,41 siTy < 5

€nyen-1] = On,n—1€r14+ry+1 sirp+ra<n-—1

[
[
[671—1, en] = Up—1,nCr{+ro+1 sir;+ry<n-— 1
[

— : n—1
€n, en] = Onn€ary+1 sl rg < =
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con f3; # 0 para algin ¢ € {1,2,---,m}, v # 0 para algin i € {1,2,--- , T2}
Usando la identidad de Leibniz se tiene que

(1)  Lleene), 2<i<n—d4=an=a;=>0;=0, 25i<n=3,1 #
n—1,n

(2) Llenene), 2<i<n—-3=o0(ay+1)=0
(3) Ley,en—1,€1) = 1p-1=0

(4) L(er,en,€1) > a1, =0

(5) Ler,er-1,€1) 01y =01 A f1 =0

(6)

L(ela €ry—1, el) = x1r, = (841 A "= 0

Se va a dividir la demostracién en dos casos segin sea el valor de o;.

e Caso a; = 0. En este caso la familia tiene por ley

( es e1] = ey, 2<i<n-3
[ei,ej] = O j€itj—1, 7:+j7£’l"1+2,7'2+2 2<1,3< n—3,1+7 < n—2
(€3, €ry42-i) = Oty 42—i€ri11 + Bien-1, 2<1<n
(€3, €rgt2—i] = Cirpt2—irat1 + Vi€n, 2<1<
len—1, €] = an—1i€r 4is 2<i<n—r—2

) [en, €] = ani€rsti, 2<i<n—ry—2
€, en1] = Cipn—1€r 44, 2<i<n—r;—2
(€, en] = 04 neryti 2<i<n—ry—2
len—1,€n—1] = On_1n-1€2r 41 sir <25t
[ens €n—1] = Qnn—1€r 4rp41 siri+ra<n-—1
[en—1,€n] = On-1n€r 4rpt1 sirg+rp<n-—1

\ [eny en] = Qnn€2ry41 siry < %l

con B; # 0 para algin i € {2,---,m}, 7 # 0 para algin i € {2,---,72}.

Haciendo uso de la identidad de Leibniz se tiene que

IN
IA

(1) Llesernti-ire1), 2<i<mn—-1=p=-Fa=>p0= (=1)iB2, 2
1
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(8) Lleyer,err1—i), 2<i<r—1=Fi11=0=p=0

De aqui se sigue que e,_; ¢ £? y por tanto se llega a una contradiccién pues la
unica posibilidad es que r; = 1 en contra de lo supuesto al principio.

Andlogamente, se tiene que

(9)  Lleersi-ier), 2<i<r—1l=vy=-yn=7= 1) 2<iln
(10) L(e’i,el) eT‘z—}-l—-i), 2 S v S To — 1 = Yi+l = 0 = Yo = 0

Y, de nuevo, de aqui se sigue que e, ¢ L2 y por tanto se llega a una contradiccién
pues la tunica posibilidad es que 75 = 1 en contra de lo supuesto.

e Caso a; = —1. En este caso se obtienen dlgebras de Lie y la demostracién es
andloga al caso 2-filiforme.

Supéngase ahora |2 <ri=r9= r].

La ley de la familia puede expresarse por

( [ei, 1] = eiqa, 2<i<n-3
[61,6,;] =O£1,i65+1, 2SZS’I’I,—‘3, i?éTl,Tz
[61, er] = Q1 4€r41 + ﬂlen—l + Y1€n
[e1,en—1] = Q1 n_16042
[61, en] = 01 n€ry2
[ei,ej] :ai,je,-+j_1, 2 Sl,j S n—3, Z+j S TL-—2, ’L+] 797'-*‘2
[€is €rya—i] = Cipio_i€ri1 + Bino1 + Vien, 2<i <y

S len-1,€i] = an_1€r44, 2<i<n-—-r-2

len, €] = ani€rys, 2<i<n—r—2
(€, en1] = Qin—1€r44, 2<i<n—r—2
[ei,en] = QG nCriq, 2<i<n—r-—2
[en—1,€n—1] = Om—1,n-1€2r11 if r < 251
[eny en—l] = Op,pn—1€2r+1 sir S _n;_l
[en—h en] = Op_1,n€or+1 siT S n_2_—1

L [en’ en] = Opn€or+l sirg < nT—l

con f3; # 0, v; # 0 para algin i € {1,2,---,7}.
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Usando la identidad de Leibniz se tiene que

L(ey,e1,6)=>a(a1+1)=0=>0=0V ag=-1

)
)
3)  Le, en—1,€1) = o1p-1=10
) L(ei,en,e1) = 01, =0
)

L{er,er_1,61) > i, =01 A f1=0A =0

e Caso a; =0

Para a3 = 0 se tiene la familia

con f; #0, v; # 0 para algin ¢ € {1,2,---,r}.
Volviendo a utilizar la identidad de Leibniz se tiene que
(6) L(eert1-ire1), 2<i<r—1=Fi=-fipn A %= "%+

= Bi=(-1)f Avi=(-1) 7, 2<1<T

(1) Lleienerp1i), 2<i<r—1=pu=0=pu=>0k=0=7

De aqui se sigue que e,_1,e, ¢ £? y por tanto se llega a una contradiccién pues

la tinica posibilidad es que 7 = 1 en contra de lo supuesto al principio.

e Caso oy = —1. En este caso al igual que ocurre en las 2-filiformes se obtienen

algebras de Lie.

Lley,eer), 2<i<n—4d=am=a;=>o;=0a, 25i<n-—3

( [ei e1] = €it1, 2<i<n-—3
[ei,ej] =Ozi’j6i+]’_1, 2 S’L,] §n—3, 'I;+j S’I’L—?, ’l;+j3£7’+2 -
lei, €rva—i] = Qirto—i€riy1 + Bien-1+ Yi€n, 2S1ST
[en-1, €] = Qn-1,5€r+i, 2<i<n-—-r—2
[en, €] = ani€rii, 2<i<n—r—2

< [ei, en—l] = O p—1€r4iy 2< 1<n—r1-— 2
[ei, en] = Qinerii, 2<i<n-r—2
[en—la en—l] = Qp-1,n-1€2r41 sir < n_2—-1_

[6na en—l] = Opp—1€2r41 sir S E—Q_—l
[en—ly en] = Op—1,n€2r41 sir S 7_»_2_—1
\ [en, €n] = anneart1 sirTe < n—;l
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2.2.2 Algebras de Leibniz H(I1,1,1)

Sea L un élgebra de Leibniz 3-filiforme graduada naturalmente de dimensién n > 5 de
Tipo I y tal que los vectores e,_; y e, estdn en el primer subespacio de la graduacién

natural, esto es,
‘Cl =< €1,€n-2,€p—-1,65 >
L;=<e;+1>, 2<1<n-3

1.— A'lgebms de Leibniz escindidas.

Proposicién 2.2.2 Sea £ un dlgebra de Leibniz 1-filiforme graduada naturalmente
(n — 2)-dimensional de Tipo II. Entonces L' = L @& C? es un dlgebra de Leibniz
3-filiforme graduada naturalmente de n-dimensional Tipo II.

Sea L un dlgebra de Leibniz 2-filiforme graduada naturalmente (n—1)-dimensional
de Tipo II. Entonces L' = L & C es un dlgebra de Leibniz 3-filiforme graduada natu-
ralmente de n-dimensional Tipo II.

Puesto que son conocidas las 1-filiformes y las 2-filiformes (capitulo anterior) gra-
duadas naturalmente y se puede deducir la clasificacién completa de las 3-filiformes
graduadas naturalmente escindidas de Tipo II.

A continuacién se va a estudiar las algebras de Tipo II con (ri,72) = (1,1),
obteniendo que son todas escindidas.

Proposicién 2.2.3 Sea L un dlgebra de Leibniz de tipo prr,1,1,1). Entonces L es un
dlgebra escindida de alguno de los tipos anteriores.

Demostracién. Si £ estd en las condiciones del enunciado, la ley de la familia puede
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ser expresada en en una base adaptada {e;, es,- - -, €, } mediante

( lei, e1] = ei4a,

[61, ei] = Q1,4€i+1,

[61, en—l] = 01n-1€3

[61, en] = Q1,n€3

e, €5] = i j€ivj-1,

[en—h ei] = Op—1,i€i41;
9 [en; €] = an€it1,
[ei7 6n—1] = Qn-1€i+1,
[ez‘, en] = Un€it+1,
[Gn—l, €n—1] = Op-1,n-1€3
[Cn, 6n—1] = Op,n-1€3
[€n~1, 6n] = Op-1,n€3

[em en] = Opn€3

\

2<i<n-—3
2<i<n-3

2<4,j<n-3,i+j<n—2

2<i1<n-3
2<i<n-—-3
2<i<n-—3
2<i<n-3

Usando la identidad de Leibniz se tiene que

(1) E(el,ei,el), 2§i§n—4=>oz1,i+1:a1i, 2§i§n——4=>a1,i=

o, 2<i<n-3

(2) L(e,er,e), 2<i<n—4=>a(n+1)=0

(3) “C(ela €n—1, 61) = Aipn-1= 0

(4)  Llei,en,e1) = a1n=0

e Caso oy = 0. La ley viene dada por

( [ei:el] = €;+1,

[ei, €] = 0ij€irjo1,
[en—ly ei] = Op-1,i€i+1,
[en, €] = anz€it1,

[ei, €n—1] = Oin—-1€it1,
[ei7 en] = O n€iy1,

[en—l, 6n—1] = Op—1,n-1€3
[en, €n-1] = Onn-1€3
[en—1,€n] = Qn-1,n€3

[en; en] = Op,n€s3

2<i1<n-—3
2<4,j<n—-3,i+j<n—2
2<i<n-3
2<i<n-3
2<i1<n-3
2<i1<n—-3
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(5) Lleiene), 2<i,j<n—-4, i+j<n-2=q,;=aq,
(6) Llei,ej,e1), 2<i,j<n—-4, i+j<n—-2=a;=0
(7)) Leier,en-1), 2<i<n—4= 0p1=0an

8) Llesenen), 2<i<n—4=a,=a,

) Llen-1,e1,€), 2<i<n—-4=q, ;=0

) Llen,en,€), 2<i<n—-4=a,;=0

11)  L(en-1,€1,6n-1) = On-12-1=0

) L(en,e1,6n) = np =0

13)  L(en-1,€1,€n) = Qno1n =0

14) L(en’ €1, en—l) = Opp-1 = 0

resultando la familia

les, e1] = eiy1, 2<i<n-3
[eisen1] = an_1€i41, 2<i<n—3
[ei, €n] = ameita, 2<i<n~-3

Nétese que si @, = 0 6 a,—; = 0 se obtienen 4lgebras escindidas. Por tanto,
oy, # 0 % a1 y si se hace el cambio de base

. .
e = e, i#n
/
n

se obtiene, de nuevo, algebras escindidas.

e Caso a; = —1. En este caso se obtienen 4lgebras de Lie y la demostracién es
andloga al caso 2-filiforme. U

2.— A/lgebms de Leibniz no escindidas.

No existen algebras de Leibniz 3-filiformes graduadas naturalmente pr71,1) no
escindidas.
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2.2.3 Algebras de Leibniz (I1,1,2)

125

En esta seccién se clasificaran las dlgebras de Leibniz 3-filiformes graduadas natural-
mente de dimensién n, n > 8, de Tipo II y tal que e,_; esté en el primer subespacio

y e, en el segundo subespacio de la graduacién natural, es decir,

<ep,eeh1>D<es3,e,>P<e >0 D <ep2>

Como las slgebras de Leibniz 3-filiformes graduadas naturalmente escindidas Tipo
II est4n ya consideradas en la seccién anterior nos limitaremos aqui al estudio de las

no escindidas.

Teorema 2.2.4 Sea L un dlgebra de Leibniz de tipo pr12)-
Leibniz no de Lie y no escindida es isomorfa a

LA )
Hrr1,2) a0 :

( [es, e1] = eiy1,
[61, 62] =€n
 [ez, €2l =en

[en—la 62] =é€n

“?11,1,2) :

[61" 61] = €i+1,
[e1,e2] = en
[en—la 62] = €n

[en—la en—l] = €n

:u?II,l,Z) :
[6i7 61] = €41,
[61, 62] =€y
[e2, €2] = eq

[en—-h en—l] = €y

\ [en-—h en—l] = /\en

/‘%11,1,2) :
2<1<n-3
[ei, 61] = €i+1,
[627 82] =€y
[en—h 62] =€n
[en—la 6n—l] = €n
N€11,1,2) :
2<1<n—-3
[6i, 61] = €i+1,
[611—1, 62] = €n
[en—la en—l] = €n
Mirri)
2<i<n-3

[ei, 61] = €441,
[62; 62] = €n

[en—la en——l] =€n

Si L un dlgebra de

2<i<n-3
2<1<n-—3
2<i<n-3
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'U‘ZII,I,Z) :
[ei, e1] = eiy1, 2<i<n-—
[61, 62] = é€n

[en—ly en—l] = €n

9.\
H(r1,1,2)
lei,er] =eiy1, 2<i<n-3
[62, 62] = €n
4 [en—h 62] = €n
[61, 6n—1] =é€n
( [e2,en—1] = e, A €C
M) -
leierl] =€iy1, 2<i<n-—3
[62, 62] =€y
[617 en—l] =é€n
Wiz *
[ei,el] = €41, 2<1 S n-—3
[61, en—l] = €n
[62, €n—1] = €n
1 W
K1) -
[ei,e1] =€ir1, 2<i<n-3

[871—-1; 62] = €n
[e2,en_1] = den, A€ C

M1z

{ [ei; 61] = €it+1,

[en—h en—l] =€n

M)

[ez', 61] = €441,
[62, 62] =€pn
[61: en-l] =€y

[e2, en1] = €n

12,\ .
Hiri2)
[ei) 61] = €i41,
[en—h 62] = €n
[61, e'n—l] =€y
le2, en—1] = Aey,

Mire)

{ [ei, 61] = €i41,

le1,en-1] = €n

2<1<n-3
2<1<n-3
2<1<n-3
AeC—-{0,-1}
2<i1<n-3
2<i1<n—-3
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“%171,1,2) :

le el =e€iy1, 2<i<n—3
[61)62] = €n

[627 en—l] =é€n

Demostracién. Si £ estd en las condiciones del enunciado su ley puede ser expresada
en una base adaptada, {e;,es,- -, €,}, mediante

( e, e1] = eiqa, 2<i1<n-3
[e1, e2] = a12e3 + Bres,

[ea, e2] = ao2e3 + Baey
[en—1,€2] = an_12€3 + Bsen

le1, €] = a1 €311, 3<i<n-3

[e1, en—1] = a1 n—1€63 + Baen

[e1, en] = Q1 nes

[ei, €] = i j€ivi1, 2<4,j<n—-3,i+j<n—-2,i+j#34
 len-1,€)] = an-14€it1, 3<i<n-3

[en, €] = anieiye, 2<i<n—4

[e2, €n—1] = Qon—1€3 + Bsen

[€:, en—1] = Qin-1€it1, 3<i<n-3

[en—1,€n—1] = Qn-1,n-1€3 + Been

[en, €n—1] = Ann-1€4

[ei; €n] = Qin€ira, 2<i1<n—4
[en—-l, en] = Qp—1,n€4

\ [em en] = Qpn€s

con f3; # 0 para algin valor de <.

Usando la identidad de Leibniz se tiene que

Ller,eier), 2<i<n—4d=am=a;=>a;=a, 2<i<n—3
Lle,en,€), 2<i<n—4=a{og+1)=0
3) Lei,en—1,€1) = 15-1 =0

4)  L(e1,en,€1) > a1 =0



128 Capitulo 2. Algebras de Leibniz 3-filiformes graduadas naturalmente

lCaso 1- o= 01 En este caso la ley de la familia viene dada por

[ [es, e1] = €41, 2<i<n-3
[e1, €2] = Bren

[e2, €2] = az 063 + Baey,

[en—1,€2] = an_12€3 + Psen

[ei’ej] = ai,jei—i-j—-l; 2 S Z;J S n-— 3; 2+.7 .<.. n— 27 Z+.7 7é 3a4
len—1, €] = an_14€i41, 3<i1<n-3
[67“6,;] = an,iei”, 2 S 7 S n—4

e1, en—1] = Baen

[e2, €n—1] = 0163 + Bsen

[eis en-1] = Xin—1€i41, 3<i<n-3
[en—1,€n—1] = Qn_1n-1€3 + Bon

[en, en—1] = O n_1€4

e, en] = aineiya, 2<i<n-4
[en—l, en] = Qp—1,n€4

[en; €n] = i pes

\

con f; # 0 para algtin valor de 1.

(5) L(ei,e1,en), 2§i§n—-5:>ai+1,n-——\a,-,n=>ai,n=an,2§i§n—4
(6) ‘C(e’n-—laehei) 2§i5n‘4:>an—1,i=07 2SZS7L—4

(7) c(en—la €n—4, 61) = Op_1n-3 = 0
(6)+(7):>Oln_1,i:0, 2<i1<n-3

(8) E(en,el,ei), 3S’LSTL—3:>OJ7L;L:0

(9) E(eia €n—1, 61), 2 <1 <n—-4= ®it1,n—-1 = Un-1
= Qip-1=0Qp_1, 251<n-—3

(10)  Llei,er,en1), 2<i<n—4= By, =0
(11) ﬁ(en—la €1, en) = Op-14 = 0

(12)  L(en,e1,€n) = 0pp =0
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(13)  L(en-1,€1,6n-1) = 0p_1n-1 =0
(14) L(ena €1, 6n—l) = Qpp-1 = 0

(15) £(€i,61,€j), 2_<_Z.Sn—4n 3§]S7’L—3,Z+]7é3,4

= Qi1 = O = OG5 = Qj, 3<j<n-3

(16) ‘c(e’hejiel)? 2SZSn_377 3SJSn_37 Z+]7£3)4
=0;=0, 3<j<n-3

(17)  L(ei,ez,e1), 2<i<n—4=04412= Q2
S oo=ay, 2<1<n-3

(18) L(es e1,e2), 2<i<n—4= fio, =0
(19) L(e; ez,e2), 2<i<n—4= fa, =0
(20)  L(ej ez, en-1), 2<i<n—4= Psa, =0
(21)  Lez, en—1,€2) = Psan =0

(22)  L(ez,en-1,€n-1) = Bs0n =0

De este modo se tiene la ley siguiente:

( [ei,e1] = eis1, 2<i<n—3
[e1, e2] = Bren
[e2, 2] = ages + Baen
le;, €] = azeita, 3<i1<n-3

[en——l, 62] = ;83en
[61, en—l] = ﬁ4en
[e2, en—1] = o163 + Bsen

(€5, en—1] = An_1€i41, 3<i<n-3
[en—b en—l] = ,36671
[eiaen] = On€iyy, 2 < 1 <n- 4

\

con B; # 0 para algin valor de <.

Ademsds, de Bian, =0, 1 < i < 6 se sigue que o, = 0 pues, caso contrario, todos
los B; serian nulos y se llegaria a contradiccién.
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A partir de aqui, es facil hacer oy = a,,_; = 0 haciendo el cambio de base dado
por:
€ = ey — Qx€;

= €p-1 — Op-1€1

€n_1
e = ¢ i#2,n-1
La ley queda como sigue:
[ [ei 1] = iy, 2<i<n-3

[62, 62] = [aen
4 [en—la 62] = [zen
[61; en—l] = /84en
]

€2,€n-1] = 135611

€n—1,€n-1] = BGen

r

con B3; # 0 para algiin valor de <.

Haciendo uso de cambios de base genéricos tal y como se ha hecho en casos ante-
riores se tiene que

ey = Are; + Ageg + Ages + -+ Ap_sen_3+ Apn_sepo+ An_1€n_1 + Anen
ey = Bie; + Byey + Bseg + - - - + By_3en—3 + By _2€n-2 + Bp_1€n—1 + Bren
en_1 = Cre1 +Crea +Cse3 + -+ -+ Cr_zen_3 + Cn_sen_o+ Ch16n1 + Chren
en = Dier + Dyeg + Dge3 + -+ + Dy _sen_3+ Dy_sen—a + Dn_1en_1 + Dren

n
sujeto a las siguientes restricciones:

~

C;i=0 1<i<n-3
D;=0 1<i<n—-1
A;i=0 2<i1<n-3
B, =0

An_1(A1Bs+ An—186) =0
AIB2On—1Dn 7é 0
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_ Ai(ByB1 + Bn_1B4s) + An—1(Bafs + Bu-10s)

!
g = B
= B2By + BoBy 1 (B + Bs) + B2_1 Bs
2 D'n
Bl = Cn-1(B2fs + Bn_155)
3 Dn
Bl = Cr-1(A184 + An_106)
4 Dn
Bl = Crn-1(B2fs + Bn_10s)
5 Dn
_Caibs
con A1ByCp1Dn #0y Ap_1(A1Ss + An-186) = 0.
Es claro que la nulidad de (g es invariante.
e Caso g # 0.
En este caso eligiendo
Bn_i = _Babs B=0
Be
An—-l = —AIIB4 = ﬂ:i =0
Bs .

Sustituyendo en el resto de pardmetros se tiene que:

Al Bz

B = ,5 (,81,86 — B3Bs)
6

By = ﬂ (ﬂzﬁe—ﬁsﬁs)
6

gy = 2205 gy)

fi=0

f=0
02

By = 'gf :

131
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con AIBQCn_lpn # 0.

Las nulidades de las siguientes expresiones son invariantes:

By~ By = 271 (3, — )
B2 2
536 — B384 = g L (Bafs — Bs65)
BIC
P1Bs — BBy = D2 =1 (B1Bs — B3Ps)
Con todo esto, los casos a distinguir son:
Bs #0= By =fs =
' ( ( BiBs — BsBa # 0= By #0
BaBs — Bafs # 0 => By #0¢
' | BiBs — Babr=0= P =0
_'BS#O:}%#OJ ( B1Bs — Bafs # 0= B, #0
B2Bs — B3fs = 0= By =
J \ | 8186 — BsBa=0=p; =0
( B1Bs — BaBa # 0= B #0
B2Bs — BsPs # 0 = By # 0 ¢
- - | B1Bs — Bsfa=0=p; =0
B0 A0 ( Bifs — Bofa 0= B #0
:32,36_183,35:O:>,Bé7504
. L | 8186 — B3Bs=0= P =0

Caso 1 51628386 # 0, Ps
con A € C - {0} y cuya ley

( [ei7 61] = €i+1,
[61, 62] =€y

u%}?,l’g) . [627 62] =€
[en—l, 62] = €n

: . : 1A
= f5 = 0. Haciendo un cambio de escala se tiene p 7, 5

2<i1<n—-3

( [en-1,€n—1) = Ae, A€ C-—{0}

Caso 1

Caso 2
Caso 3

Caso 4
Caso 5

Caso 6
Caso 7

Caso 8
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Caso 2 32850 # 0, f1 = Bs = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se tiene /‘?11,1,2)

cuya ley

[€i, €1] = €441, 2<1<n-3
2 [e2,€2] = €n
(I1,1,2) [en_1, ] = €n
[en 1) €n— 1] =é€n

Caso 3 518586 # 0, B2 = Bs = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se tiene .“'?11,1,2)

y cuya ley
leier] =eip1, 2<i<n-3

[61, 62] =€n
[en—l, 62] = é€n

[en—1,€n—1] = €n

N?II,1,2) :

Caso 4 B8 # 0, f1 = B2 = B4 = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se tiene
f{11,1,9) Cuya ley

lei,e1] =e€iy1, 2<i<n-—3

M?II,1,2) : [en-l, es] = en
[en—l, en—l] = €n

Caso 5 B15206 # 0, Bz = B+ = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se tiene p,( 1,1,2)

cuya ley
[61;761] €it1, 2SZS’H—3

[61,62] €En
[e2,€2] = €n

[en-—la en—l] =€n
Caso 6 (5 # 0, B1 = B3 = Bs = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se tiene
“?11,1,2) cuya ley

le;, e1] = €iy1, 2<i<n-3

N?II,I,Z) Q4 le2,ed] =en
[en—l, en——l] =€y

Caso 7 Bifls # 0, Bo = P53 = B4 = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se tiene
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o 112 Cuya ley

e, e1] = €ita, 2<1<n-3

.U(711,1,2) 4 lev e =en
[en——h en—l] =€,

Caso 8 5 # 0, 81 = B2 = B3 = 4 = 5 = 0. Haciendo un cambio de escala se tiene
ﬂ?11,1,2) cuya ley
s { leiserl] =€y, 2<i<n-3
Krrae) -

[en—h en~1] = €n

e Caso s =0. A,_184 = 0. Los pardmetros resultan:

A1(Byfy + Byo184) + Ap-1B2f3

8= -
B = B3B3 + ByBn_1(Bs + f5)
2 = Dn
8] = Bzcl';—lﬂs
B = Alcl';—1ﬂ4
Bl = Bz%—1ﬁ5

con A1B2Cn_1Dn 76 0.
Es fécil ver que las nulidades de 83, B4, 5, y 5% + B% son invariantes

* 51 B4 #0 = A,_1 = 0y eligiendo adecuadamente B,,_; se consigue hacer 8] = 0
y sustituyendo en S} queda '

8y = Lo (88, — Bu(Bs + o))
2—,B4Dn 24 1 3 5

Es facil probar que la nulidad de 858, — 81(B8s + Bs) es invariante pues

_ A1BIC, 4

BBy — B1(Bs + Bs) = —Dz'—(ﬂzﬂ4 — Bi(Bs + Bs))
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Los casos a distinguir seran:

( ( ( fs #0 Caso 9
Bs+ Bs # 0
fs 704 Bs =0 Caso 10
B2Bs — Br(Bs + Bs) # 0= B3 # 0 | B3+ Bs=0= s =—p3 Caso 1l
( Bs 0 Caso 12
B3 =01
) \ | Bs=0 Caso 13
( ( Bs #0 Caso 14
B3+ Bs # 0
fs 70 Bs =0 Caso 15
B2Bs — B1(Bs + Bs) =0 = 2 =04 | Bs+fBs=0= s =—p3 Caso 16

([ Bs #0 Caso 17
B3 =103

| s =0 Caso 18

Caso 9 32830405 # 0, B = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se obtiene H?}/},m)
con A € C—{0,-1} y cuya ley

( feel] =€, 2<1<n-3

[e2, €2] = €n

Wi} len-1,e2] =en

[61, en—l] = €n
( [e2,€n-1] = Xen A€ C—{0}

Caso 10 Bo5338: # 0, 1 = Bs = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se obtiene

9,0
Hrra,2)

Caso 11 88381 # 0, Bs = —Ps, f1 = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se
obtiene ,u?};,ll %"

Caso 12 ;84085 # 0, f1 = Bs = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se obtiene
fi{t1,1,9) cuya ley

e el =eq1, 2<i<n-—3

ﬂ%?1,1,2) :
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Caso 13 5264 # 0, 81 = B3 = 5 = B = 0. Haciendo un cambio de escala se obtiene
“%111,1,2) cuya ley
leierl] =€y, 2<i<n—3
:“(1111,1,2) : [e2, es] = en
[617 en—l] = €n

Caso 14 36405 # 0, fs # —ps, 81 = B2 = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se
obtiene ug}f‘m) con A € C—{0,—1} y cuya ley

[ei,e1] =€y, 2<i<n-3
1210, [en—1,€2] = en
USRS R
le2,en_1] = den, A€ C—{0,—-1}

Caso 15 33684 # 0, f; = B2 = Bs = B¢ = 0. Haciendo un cambio de escala se obtiene
2,0

12,
Hara2)-

Caso 16 (38, # 0, fs = —f3, B1 = B2 = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se
obtiene u(lf‘},_lfz).

Caso 17 45 # 0, f1 = P2 = B3 = fs = 0. Haciendo un cambio de escala se obtiene
W{i112) cuya ley
[61',61] = €i+1, 2 S ) S n— 3
N%?I,l,?) : [e1,en1] = €4
[627 en—l] = €n

Caso 18 B, # 0, By = B, = B3 = Bs = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala se
obtiene :U‘%}I,I,Z) cuya ley

,u14 . [ei761]=61’+1, 2<i<n-3
(I1,1,2) lex, en-1] = €n

* Si By = 0. Téngase en cuenta que si B3 # 0 eligiendo adecuadamente los
coeficientes se puede hacer 5] =0y si 83 + 85 # 0 se puede hacer 85 = 0. Con esto,
los casos a distinguir seran:
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( ( Bs #0 Caso 19

Bs+Bs#0=0;=0
Bs =0 Caso 20

Bz #0= =01 B, #0 Caso 21
Bs =034 Bs+PBs=0=Bs=—Ps

\

By =0 Caso 22
B1#0 Caso 23

Br=0=Fs#£0= =0

p1 =0 Caso 24

Caso 1915ﬁ§ﬂ5 #0, f5 # —Ps, Br = P2 = B+ = s = 0. Haciendo un cambio de escala
resulta iy 5 con A € C — {0, -1} cuya ley

[ese1] =€y, 2<i<n-—3

150 —
Harae) - [en—la es] = en

[e2,en—1] = X, A€ C—{0,-1}

Caso 20 (3 # 0, f1 = B> = Bs = Bs = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala resulta
H15,0-

Caso 21 (o3 # 0, Bs = —pBs, 1 = Bs = Ps = 0. Haciendo un cambio de escala
resulta pify ;5 cuya ley

les,e1] =641, 2<i<n-—3
[62, 62] = €p
[en—ly 62] =€y

[62) en—l] = —€n

16
Kirrae) -

Caso 22 3 # 0, Bs = —f3, f1 = Bo = B4 = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala
resulta pis 1.

(3137130 23 B1fBs # 0, B2 = Bs = Bs = Bs = 0. Haciendo un cambio de escala resulta
H(11,1,2)CUY ley

N%?I,1,2)17 1 q lenea] =en
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ICaso 2- op=-1 , Es facil probar que son dlgebras de Lie. d

2.2.4 Algebras de Leibniz H(I1,2,2)

En este apartado se van a clasificar todas las dlgebras de Leibniz 3-filiformes graduadas
naturalmente de Tipo II con (r1, 7)) = (2,2) y dimensién n, n > 8.

Sea la graduacién natural

<ep,e>d<es, e 1,6, >0 < e, >P---B< ey >

Teorema 2.2.5 Sea L un dlgebra de Leibniz de Tipo prz2). Si £ un dlgebra de
Leibniz no de Lie y no escindida es isomorfa a

[ei,e1] = €41, 2<i<n—3

H(11,2,2) * [61, €9

| =
[627 ]

€n

€n

Demostracién. Si £ estd en las condiciones del enunciado su ley puede ser expresada,

en una base adaptada {ej, ey, - -, e,}, mediante

( [es, 1] = €iy1, 2<i<n-3
[e1, €2] = a1 p€3 + Bren_1 + 1i€n
[e2, €2] = 0z 0€3 + Baen—1 + Y2en
le1, €] = @1 i€i41, 3<i<n-3
lei, €] = 0y j€iyi 1, 2<4,j<n-3,i+j<n-2,i1+j#4
[en—1, €] = a1 :€ita, 2<i<n-—4
[en; ei] = &p €42, 2<i1<n-4
[

ei, en1] = 0 p_t€iyo, 2<i1<n-4
[en—1,€n-1] = Op_1n-1€5

[en, 6n-1] = Qp p-165

[61, Gn] = (1n€4

[, en] = i n€iya, 2<i<n-4
[en——h €n] = Qp—-1,n€s5

[em en] = Qpns
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conalgin 8; #0, 1<i<2yalgin~ #0, 1 <1< 2.

Usando ahora la identidad de Leibniz tenemos que

1) L(enene), 2<i<n—4=ogp=o;=>0,;=0, 2<i<n-3

3

(1)
(2)  Llenene), 2<i<n—4=a(y+1)=0
(3)  Lfer,en-1,61) = a1pn-1 =0

(4)

4 L(ey,en,e1) =01, =0

ICaso 1- o= (ﬂ

Continuando haciendo uso de la identidad de Leibniz se tiene que

(5) ‘C(ehel,en)a 2S'I;Sn_5:>05i+1,n:0«’1',11:>ai,n::0‘n, 2<i1<n-—4
(6) ‘C(en—hel?ei)a 2S’iSn“5:>0!n_1,i=0, 2<i<n—9

(7) E(en—la €n—5, 61) = Op_1n-4 = 0
(6) +(7) => ap-1,=0,2<i<n—4

8) Llemene) 2<i<n—5=an;=02<i<n—5

(9) E(efh €n—5, 61) = OGpn—a4 = 0
®)+(9) = i =0,2<i<n—4

(10)  L(es,enen1), 2<i<n—5= Qipip-1 = Cip-1 => Qi1 = On-1, 2 <
i1<n-—4

(11)  L(en-1,€1,n-1) = Op_1n-1 =0
(12) L(en—la €1, en) = Ap—1,n = 0

(13) £(en7 €1, 6n—l) = Qpp-1 = 0
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(14)  L(en,e1,€n) = apn =0
(15)  L(ejer,e), 2<i<n—4, 3<j<n-3, i+j#n—4
S oo;=0,3<j<n-3
(16) L(ei,ej,e1), 2<i<n—-4, 3<j<n—4, i+j#n—4
=a;=0,3<7j<n-3
(17)  Llei,es,e1), 2<i<n—-4=>qp=p=> =03 3<j<n—3
(18)  L(ea,e1,€2) = Prom-1+1an =0

(19) ‘6(637 €9, 62) = IBZan—l + Y20 = 0

De este modo se tiene la familia

[ [es, e1] = eiq1, 2<i<n-3
[e1, €] = Bren—1 + 1€,

[e2, €2] = aes + Paen—y + Yoen

[, 2] = ageiyt, 2<i<n-3

[€i en—1] = Qn_1€i42, 2<i1<n—-4
\ €5, €n] = aneira, 2<i<n-—4

con B; # 0, v; # 0 para algtin valor 7 y las relaciones f10y—1 + V1an = 0, Be0n_1 +
Yol = 0.

El cambio de base

permite suponer ay = 0.
Por otra parte siempre se puede hacer o, = 0 pues
e Si o, = 0 trivial
e Sia, #0y a,—1 =0 basta con intercambiar los papeles de e, ¥ e,

e Sia, #0y a,_1 # 0 con el cambio de base

e; = e, i#n
!
n

se hace o, =0
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Ademss, Bioy-1 = Bo@n_1 = 0 = 0 = 0 pues By # 0 6 B2 # 0, resultando la

familia
[es, e1] = eiv1, 2<i<n-3

[e1, e2) = Bren—1 + 716
[62a 62] = 132en—1 + Y2€n

con algin B; #0, 1<i<2yalginy #0, 1<:< 2

Estudiando ahora la dimensién de la derivada se tiene que

dim([ﬁz):n—él—l-rg(g; ;; )

y puesto que existe 5; # 0 el rango de esa matriz nunca puede ser 0. De esta forma
se pueden distinguir los siguientes casos:

e Sirg=1= Bien_y + T€n = K(Baen_1 + Y2€n) y haciendo el cambio de base
dado por
eln—l = ﬂlen—l + ven
e = e i#n—1
se obtiene un 4lgebra escindida.

e Sirg=2= By — Boy1 # 0, el cambio de base dado por

I y -

e; = e, 1#£n—-1,n
! —_

€n_1 = Prén_1 + V1€n
I

e, = Baen_1 + Y2€n

permite obtener el algebra p 722

[ei761]=€i+1a 2<i<n-3

Har22) - [61, 62] = €p-1
[62, 62] = é€n
|Caso 2- a=-1 J En este caso, al igual que ocurre en casos anteriores, son todas

algebras de Lie y la demostracién es andloga. 0



Problemas abiertos

e 1) Clasificacién de las 4lgebras de Leibniz p-filiformes con p > 4.

2) Clasificacién de las 4lgebras de Leibniz 2-filiformes y 3-filiformes en dimen-
siones concretas.

3) Determinacién de componentes irreducibles.

4) Estudio de las derivaciones de las dlgebras 2-filiformes y 3-filiformes y deter-
minacién de propiedades geométricas.

e 5) Determinacién de la longitud de las algebras p-filiformes.
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Apéndice A

Listado de leyes de algebras de
Leibniz.

Finalmente, y para concluir esta memoria, se presentan las listas de todas las dlgebras
o familias de 3lgebras que se han encontrado a lo largo del trabajo, para facilitar su
localizacién. Ademés, se incluyen las O-filiformes y las 1-filiformes, [2].

A.l Algebras de Leibniz nulfiliformes no escindi-
das

Noni{ [ei’el]:ei+l) 1SZSTL—1

A.2 Algebras de Leibniz 1-filiformes no escindidas

n

I M2

[ei761]=€i+1’ 1SZSTL—2 .
{[646]26 1<i<n-—2 {[e,-,el]:eiﬂ, 2SZSn—1
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A.3 Algebras de Leibniz 2-filiformes no escindidas

A.3.1 Tipol

pray’ i
leier] =€, 1<i<n-3 [e;, e1] = €it1, 1<i<n-—3
[eia en-—l] = €n, 2 < 1 <n-— 3 [617 en—l] =ext+eép
[en—1,€n—1] = € [eiyen_] =€iy1, 2<i<n-—3
M(17112)3 : ﬂ(I,1,2)4 .

{ lei, e1] = €ita, 1<:<n-3 { leie1) =ejy1, 1<i<n-3

[€n—1,€n-1] = €5 [e1,€n1] = €n

A.3.2 Tipo Il

i) - :“%11,2) :

[eiael]=ei+1; 2S’LS'I’L—2

le;, e1] = €iy1, 2<i<n—-2
le1, e2] = ey
[ena en—Z] = €n-1
[62, 62] =€n
Kir) : Kira) :

{[ei,61]=€i+1, 2<1<n-2 {[ei761]=6i+1a 2<1<n-2

[62, 62] = €n [61, 62] = €n
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A4 Algebras de Leibniz 3-filiformes no escindidas

A.4.1 TipoI

1,A1,A2,A3

H1,,1,2) [AiAzras0

( [ei, e1] = eis, 1<i<n-4
(€1, en—2] = €2+ €n
[ei, en-—2] = €i+1,
{ [en—2,€n-2] = Aien
[en—1,€n2] = €
[e1, en1] = Aoty
\ [en—l; 6n—1] = Azén

3,21, 2 .
(I 112 ez

2<1<n—-4

( les, e1] = eiqa, 1<:1<n—-14
le1, en-2] = €2+ ey

ei, en—2] = €11, 2<i<n-14
[en-z, en_2] = \ié,

[61, €n—1] = Agy

\ [611—1; en—l] =€n

“?1,1,1,2) :

[eiael]ze’H—la 1§Z<n—4
[ei, en—-2] = €it1,
[en-—27 en—?] =€y

[en—h en—l] =€y

/‘ZI,1,1,2) :

'[e,-,el]zeiH, 1<i<n-4
[es, en—2] = €it1,
{ len—1,en—2] = exn
le1, en—1] = —en

{ [en—1,€n-1] = €n

27A1 yAz «
Hr1,1,2) a0 :

.

[en—la en—2] =€n
[61, €n~1] = A€y

\ [en—la en—l] = )‘2671

/‘?1,1,1,2) :

([ [ei, e1] = €is1, 1<i<n-—4
[ei, e'n—Z] = €i+1,
4 [en—2,en—2] =en
[e1,en1] = €n

\ [en—la en—l] =€n

N?I,m,z) :
[eier] = €iy1, 1<i<n-—4
[ei7en—2] = €i+1, 1< 1<n— 4
[en—h en—2] = €n

[en—l; en—l] = €n

/‘?1,1,1,2) :
(e, e1] = eita, 1<i<n—+4
[617 6n—2] = €2 — €y
(€3, en—2] = €iy1, 1<i<n—4

[en—l, en—2] = €n
[617 en—l] = —€y

A [en—h en—l] = €y
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i
r[ez’el]_ez-l-l’ 1S2Sn—4
[e1,en_2] = €3 +en
J [euen—Z] = €it1, 2<i1<n-—-4
le1, en—1] = €n
\ [6n 1, €n— 1] =€n
I‘L%}’17172) :
les, e1] = €it1, 1<i1<n-4
[6 en_g] = €i+1, 1 <i§n——4
[e1,€n1] = €n
[en 1,€n— 1] =€y
13,21,
M 11 ) 1A1#0,20%0,-1 °
([ [e:, e1] = €it1, 1<i<n-4
[617 €n— 2] = €9 + €n
4 [ez;en 2]—6,_'_1, 2<i<n-—-4
[6 —1y en-—2] =€y
[e1, en—1] = Aien
\ [en~27 €n— 1] }‘Zen
15, )
H(I’la]j-rz) |A1;&0 )
( [eiael]:ei-{-l) 1SZSTL-4
[eisen—2] =€iy1, 1<i<n-—4

[en-—27 en—2] =€y
[en—la en—2] =€y
[61, 6n—1] = Aieg

\ [en—Za en—-l] = —€p

10 .
AR B

[Cz‘, 61] = €it1,

[6 en_g] = €9 -+ €n
[ewen 2] = €i+1,
[

€n—1,€n— 1] = €n

W12

[6,‘, 61] =
[€i, €n—2] = €it1,

[en—h en-—l] =€

€it+1,

14,21,M2 .
Iy oz

( [es, e1] = eiq1,

[€is en—2] = €it1,
{ [en—la en—2] = €n
[61, 6n—1] = Aje,

\ [en—Z, en——l] = )‘Zen

“(1?’1 1 2) Inz0

( [ez’,€1] = €it1,
[e1,en—2] = €2+ €y
[ei; en—2] = €i41,
[en—-27 en—2] = /\1611
[en-1,€n—2] = €q

\ [en—2a en-—-l] = —€n

.

Apéndice A. Listado de leyes de algebras de Leibniz.

1<1<n—-4

2<i1<n-—4

1<i:<n-4

2<i1<n-4



A4. Algebras de Leibniz 3-filiformes no escindidas

/1%17,1,1,2) :
( [ei, e1] = eiqa, 1<i<n—-4
[61;, en—2] = €it+1, 1 S 1 S n—4

< [en——27 en—-Z] =€y

[en—la e'n—2] = é€n

\ [en—27 en—l] = —€4
N(l?,1,1,2) :
le;, 1] = eit1, 1<:1<n—-4
[e1,en—2] = €2 + €y
(€5, en—2] = €141, 2<i<n-—-4

[en—2; en—l] = €n

l‘%},1,1,2) :

les, e1] = eiy1, 1<i<n—-4

[eisen—2] =€iy1, 1<i<n—4
[en—2a en—l] =é€n

/‘?}0’,1,1,2) :
les el =eip1, 1<i<n—4

[e'i>6n—2] = €it1, 1 SZS”’—4

[e1, €n—1] = €n
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/‘(1?,1,1,2) :
[, e1] = €it1, 1<i<n-—-4
[€;,ens] = €iy1, 1<i1<n—4
[en—ly en—?] =é€n
[en——Z; en—l] = —€n

:“’%?,1,1,2) :

(e, e1] = eiqa, 1<i<n—4

[€1,€n—2] = €2+ €n

< [eiren—2) = €iq1, 2<i1<n—4

[61, 6n—1] = €n

\ [en—-27 en—l] = €n

22 )
Mr11,2) -

lei,erl] = €1, 1<i<n—4

[eiren—2] =€ip1, 1<i<n—4
[617 en—1] = €n
[en—-2; en—l] =é€n
A .
“??,1,1,2) {01 ¢
( [es,e1] = €ira, 1<i<n-—4

[ela en—Z] = €n
S [en-1,€n—2] =en
[617 en—l] = €p

\ [en—27 en—l] = Xep
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25, )
N(I’17172) {I/\;éo’—l .

[ei, e1] = €iqq, 1<i<n-—4
[61, en—Z] =€n
[en—ly en—?] = €n
[en—2, en——l] - )\en

M1z

( [ei e1] = eita, 1<i<n-4

[en—-2; e'n—2] =€y

 [en-1,€n2] =en
[61, en—l] =€n

\ [en—2a en—l] = —€p

TARTE
[ei, e1] = ey, 1<i<n—-4
[en—2a en—2] =€n
[en—l’ en—2] =€y
[en—2y en——l] = —€,

TR
les, e1] = €1, 1<i<n-4
[en—h en—2] = é€n
[en—2: en—l] = —€5

i1z

1<i1<n—-4

{ [ei,el] = €41,

[en—b en—Z] =€n

Apéndice A. Listado de leyes de dlgebras de Leibniz.

26, )

H(r1,1,2) {azo,-1 :

lei, e1] = eiy1, 1<i<n-—-4
[en—la en—-Z] =é€n

[en—-2’ en—l] - )‘67:,

B

( ei, e1] = eit1, 1<i<n—4
[e1,en2] = €n

J [6n—2, en—z] =é€n

[en—1,€n—2] = €n

\ [en-—27 en-l] = —€,

30 .
H(ra,1,2)

[ei, e1] = €i1, 1<i<n—4
[61, en—2] =é€n
[en—h en—2] = €n

[en—2, en—l] = —€n

33 )
K1) -

lei, e1] = eit1, 1<i<n-—4
[en—ly en-—2] = 133371

[61; 6n—1] = Bsen

35 .
Hri2)

e, e1] = €it1, 1<i<n-4
[en—2a 611—2] =€y

[e1, en—1] = €n
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1 .
Haz Hra29)
[ei, 1] = it 1<i<n—-4 ‘
[ezl,e 2]—262’—}-6 1 [61‘,61]281-_,_1, 1<i<n—-4
1€p—2] = n—
[ei, en—2] = €41, 2<i<n-—4 [617 en—2] = €p-1

[en 2, €n 2] =e [en—z,en-z] =ep
_9,en_2| =€,

3k .
Hase Kz

( [6iael]=ei+17 131Sn~4
[e1,€n—2] = €2 +¢€p

Vo= a<i<n_g | lved=e
[en—2) en—Z] =€,
[

[n »&n ] n ei,en_1]=€i+2a 1<i<n-9

[e:, 1] = eiy1, 1<i<n—-4

L [es, en—1] = €ita, 1<i1<n-5
5 . 1,A .
LISERR Hr1,23)
( e, e1] = eiqa, 1<i<n—4
[e:, e1] = €11, 1<1<n—-4 [e1, en—2] = €2+ €n_1
le1,en2] = €n < leir en—2] = €it1, 2<i<n-4
(€, en—1] = €iy2, 1<i<n-—35 [en—2,€n—2] =Aenpy A EC
\ [en—h en—2] =€y
2 . 3,2 .
H(ra23) H(r1,23) °
e 1] = eiqa, 1<i<n-4 [e5, €1] = €iy1, 1<i<n-4
[€:, en—2] = €iy1, 1<i1<n—-4 [e1, en—2] = €n—1
[en—27 en—?] =€p—1 [en—27 en—2] = )‘en—l
[en—la en—2] =€n [en—h en—2] = €n
:“‘(11,1,2,3) :
s, e1] = eiy1, 1<i<n—4

[en—27 en—2] = €n-1

[671_17 eﬂ—-2] = €y
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A.4.2 Tipo II

LA . .
Hrr,2) a0 : “?11,1,2) :

“?11,1,2) : ﬂ?11,1,2) :

e, e1] = €i41, 2<1<n-3
[61, 62] =€n
[en—la 62] = €n

leie1] =€y, 2<i<n-—3
[6n—1,62] =é€n

n—1,*n— - “n

“?11,1,2) : “?11,1,2) :

€, 611 = e; 2<z<n—3 .
[es, 1] i+l -~ s, e1] = €iy1, 2<1<n-3

[e2, 2] = €n

[en-ly en—l] = é€n

7 . .
Hrrag) - Mrra2)

lei,e1] =€y, 2<i<n-3
[e1,€2] = en

{[ei,€1]=€i+1, 2<i1<n-3
[en—lyen—l] =€,

[en—la en—l] =€p



9,2 .
Hire)

(e el] = €1, 2<i<n-—3
(€2, €2] = €p,

$ len-1,€2] =€n

[61; en—l] = €n

L [e2,en-1] = Ae, A€C

“%111,1,2) :

[62, 32] = €n
[617 en—l] =€y

“%?1,1,2) :

[ei,e1] =€i1, 2<i<n-—-3
[617671—1] = €n

[82, 6n—1] =€n

13 N
i)

e, e1] = €1, 2<i<n-—3
[en—1,€2] = €n
[62, en_1] =Xde, ANeC

Mirz)

[eiael]:ei+17 ZS’LS’IZ—B
[61762] = €n

[62, en——l] = €y

A4 Algebras de Leibniz 3-filiformes no escindidas

.“%?1,1,2) :
[6i,€1] = €41, 2<1 S n—3
[e2,€2] = €n
[e1, en—1] = €n
[e2,€n—1] = €n

120 .

Hra2) -

[ei)el]zei+1’ 2<7’Sn_3

[Gn—l, 62] =€y
[61, en—l] =é€n
[e2,€n-1] = den A € C—{0,-1}

l‘%;lm,z) :

{ lei,el] = €1, 2<1<n—3

[617 en——l] = €p

“%?1,1,2) :

leier] =€, 2<1<n-—3
[e2,€2] = €n
[en-—la 62] =€n

[62, en—l] = —€n

Hr2,2) -

[6,‘,61] = €+1, 2 S 7 S n—3
[31,62] = €p-1

[62, 62] = €n
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